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Introduction Générale

1. Introduction

La synthese des systemes d’ordre fractionnaire reste un probléme ouvert en traitement
du signal, en automatique et dans beaucoup de champs de recherche du fait de la nature de ces
systémes qui sont d’une part considéré comme des systémes a mémoire longue et d’autre part
ils présentent une dynamique complexe.

Plusieurs études expérimentales et théoriques montrent que certains systemes tels
qu’en électrochimie et en thermique, sont de nature fractionnaire, régi par des équations
différentielles a dérivée non entiere. L’utilisation de mod¢les classiques bases sur
une déviation entiére n’est donc pas appropriée pour la représentation de ces systémes.
Une nouvelle classe appelée modeéles fractionnaires a été développée depuis 1945 par Bode,
Tustin, Oustaloup en utilisant le concept de la dérivation fractionnaire [1].

Le calcul fractionnaire a été introduit le 30 septembre 1695. Ce jour-1a, Leibnitz a écrit
une lettre a L’Hopital soulevant la possibilité de la généralisation du sens de la dérivée
d’ordre entier a la dérivée non entiére. L’Hépital a voulu savoir le résultat de la dérivée
d’ordre Y. Leibnitz a répondu « qu'il s'agit la d'un paradoxe, mais qu'un jour, il en découlera
de tres utiles conséquences». En effet, sa vision devient une réalité. Cependant, 1’étude
des dérivées d’ordre non entier n’a pas apparu dans la littérature jusqu’a 1819, ou Lacroix
a présenté une définition de la dérivée fractionnaire basée sur I’expression usuelle de la n®™
dérivée de la fonction puissance. Au cours des années, le calcul fractionnaire devient un sujet
attrayant aux mathématiciens et plusieurs formes de I’opérateur différentiel fractionnaire sont
introduites : Grunwald Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo, Hadamad, Pieisz Hilfer,
Kilbasat et al, Podlubny, Sank et al et les plus récentes notions de Cresson, Katugampola,
Kilmes, Kilbas et Saigo ou les opérateurs fractionnaires d’ordre variable introduit par Sank et
Ross.

En 2010, une perspective intéressante sur le sujet unifiant toutes les notions mentionnées
des dérivées et intégrales fractionnaires a été introduite dans Agraval et plus tard étudiée dans
Bourdin, Klimek et Lupin [2].

Le calcul fractionnaire a été considérablement appliqué dans différents domaines
de la science et de 1’ingénierie depuis ces traces initiales dans les discussions entre Leibnitz
et Bernoulli. Ce concept a montré son énorme potentiel pour comprendre mieux la nature,
d’apprécier le monde merveilleux des mathématiques qui se trouve entre les dérivées
et les intégrales d’ordre entier. Dans la phase initiale de la croissance du calcul fractionnaire,

des mathématiciens ont centrés leurs efforts a établir I’extension paralléle des systémes
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d’ordre arbitraire par la généralisation des définitions fondamentales de différentes formules
de la dérivée et de I’intégrale en leurs correspondants fractionnaires.

L’ingrédient de base des systemes fractionnaires est 1’opérateur de dérivation
et d’intégration d’ordre non entier. En effet, I'opérateur de dérivation et d’intégration
fractionnaire ;Dfx(t), ou a et t sont les limites inférieur et supérieur, respectivement
et a € R, apparait naturellement dans les équations différentielles d’ordre fractionnaire qui
modélisent au mieux plusieurs systemes dans différents domaines de I’ingénierie et de la
science [3-5]. Dans ce travail, La limite inférieure a égale a O et ’opérateur fractionnaire est
simplement designé par D%, ol a est un nombre réel positif (dérivation d’ordre fractionnaire)
ou négatif (intégration d’ordre fractionnaire). Sous les conditions initiales nulles
les opérateurs d’ordre fractionnaire sont représentés dans le domaine de Laplace par

la fonction de transfert suivante :

H_(s)=s" 1)

Les algorithmes basés sur la dérivée et I’intégrale d’ordre fractionnaire ont été utilisés pour
résoudre plusieurs problémes dans différents domaines y compris I’automatique [6-9],
le traitement du signal numérique [10-15], et la théorie de conception des circuits [16-19].

Le probleme principal rencontré en traitant 1’opérateur d’ordre fractionnaire s est comment
le réalisé physiquement ? . Ce probleme est d0 a la nature fractionnaire de cet opérateur qui
est considéré comme un opérateur a mémoire infinie. Cependant, pour une implémention
physique, des modéles approximatifs a mémoire finie, tels que les modeles a moyenne-mobile
(MA), autorégressive (AR), ou modeles autorégressifs et moyenne mobile (ARMA) sont
utilisés. Bien que de nombreuses méthodes aient été développées pour obtenir des
approximations analogiques ou numériques, ce théme, important dans les applications du
calcul fractionnaire, doit encore étre abordé par le biais de nouvelles approches qui semblent

étre plus prometteuse en termes de précision et de complexité du calcul.

Dans ce travail, nous nous intéressons a I’implémentation numérique des filtres
fractionnaires, dont I’étape clé est la discrétisation des opérateurs de dérivation
et d’intégration d’ordre non entier. Les méthodes de discrétisation de ces opérateurs sont, en

géneéral, de deux types : méethodes directes et méthodes indirectes.

L’approche de discrétisation directe développe les fonctions de transformation du plan s au
plan z d’ordre un ou d’ordre supérieur élevé a la puissance o par ’'une des méthodes

de développement a savoir : le développement en fraction continue (DFC), développement

2



Introduction Générale

en série de puissance (DSP)-troncature et développement en série de puissance (DSP)-
modélisation des signaux déterministes. Tandis que dans les méthodes indirectes, deux étapes
sont nécessaires, i.e. I’ajustement du domaine de fréquence en continu puis la discrétisation

de la fonction de transfert en s obtenue.

Dans les premiéres approches de discreétisation directes, les fonctions de transformation
du plan s au plan z du premier ordre d'Euler, Tustin, et la combinaison linéaire des deux
regles (opérateur Al-Alaoui), ont été utilisées pour la discrétisation de s*. Dans [20],
les auteurs ont proposé deux méthodes d’approximation de s* a savoir : une discrétisation
récursive de 1’opérateur Tustin et la discrétisation directe basee sur I'opérateur Al-Alaoui via
la méthode DFC-troncature. Dans [21] une famille de fonctions génératrice du deuxieme
ordre obtenues par I’inversion et la stabilisation de la combinaison des réegles d'intégrateurs
numeériques trapézoidale et Simpson ont été utilisées via la méthode DFC pour concevoir
une approximation rationnelle de s*. La conception des filtres a réponse impulsionnelle finie
(FIR) et des filtres a réponse impulsionnelle infinie (IIR) de I’intégrateur fractionnaire
de Simpson utilisant I’approche DSP-troncature est proposée dans [22]. Récemment,
des fonctions de transformations du plan s au plan z d'ordre supérieur ont été proposées pour
la conception numérique de s" dans I'espoir d'améliorer la précision de 1’approximation.
Dans [23,24], les auteurs ont proposé I'utilisation des fonctions de transformation du plan s au
plan z d'ordre supérieur a savoir: 1’opérateur du deuxieme ordre de Schneider, la regle
de troisieme ordre stabilise d’Al-Alaoui-Schneider-Kaneshige-Groutage (Al-Alaoui-SKG).
Les approximations rationnelles obtenues ont été concues en utilisant I'approche
DSP-troncature et comparées avec des approximations basées sur Al-Alaoui (DFC). Ces
regles de transformation d’ordre supérieur ont été modifiées dans [25] pour améliorer
les approximations dans les basses fréquences. Cependant, les résultats de simulation ont
montré que les approximations obtenues en utilisant 1’opérateur Schneider et Al-Alaoui-SKG
(DSP-troncature) possedent des poles et des zéros complexes conjuguées ce qui n’est pas
souhaitable, car il s’avére que pour un meilleur ajustement de la réponse en fréquence de s<,
il serait d'un grand intérét d’obtenir des approximations discrétes avec des poles et des zéros

distribués d’une maniéere alternée sur I'axe réel dans le cercle unité dans le plan z [26,27].

Récemment, plusieurs approches ont été proposées pour I’approximation rationnelle de s“
voir [28-30].
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2. Objectifs de la these

L’¢étape clé¢ dans la synthese des filtres fractionnaires numériques est I’implémentation
numérique des opérateurs de dérivation et d’intégration d’ordre non entier par un modeéle
approximatif. Nous proposons dans ce travail une nouvelle approximation rationnelle discréete
(filtre RII) de D’opérateur fractionnaire analogique s* en utilisant la méthode de DSP-
modélisation des signaux déterministes.
L’objectif de cette thése est double : il s’agit donc d’utiliser la méthode DSP-modélisation
des signaux déterministes, proposée par Ferdi dans [31-32], une méthode attrayantes par son
potentiel de fournir des filtres RII stable et a phase minimale ayant des poles et des zéros
distribués d’une maniére alternée sur 1'axe réel dans le cercle unité dans le plan z. La seconde
motivation est de profiter des performances des opérateurs d’ordre supérieur pour
la conception des approximations numériques de 1’opérateur s*.
La premiere partie de la contribution de la présente étude est de proposer une nouvelle
fonction de transformation du plan s au plan z (en anglais new mapping function (NMF)).
La deuxieme partie de notre contribution est inspirée d’un travail qui a été présenté
récemment [23-24]. 1l a été mentionné que la méthode DFC (I’équivalent de la méthode
de Padé, méthode de modélisation de signaux déterministes), ne peut pas étre appliquée aux
opérateurs d’ordre supérieur. Pour remédier a ce probléme, 1’auteur a proposé une alternative,
la méthode DSP-troncature, utilisée aussi par Tseng dans [22], pour I’approximation
rationnelle de ’opérateur fractionnaire s* mais au prix d’avoir des approximations ayant
des poles et des zéros complexes conjugués, ce qui est indésirable. Nous proposons dans ce
travail une solution pour les opérateurs d’ordre supérieur, en appliquant la méthode DSP-
modelisation des signaux déterministes basées sur les opérateurs d’ordre deux. Les résultats
de simulation sont tres satisfaisants. Enfin, nous présentons une nouvelle application
des opérateurs fractionnaires discrets pour la synthése des filtres passe-bas et passe-haut
fractionnaires numériques.
3. Présentation de la thése
Cette thése est organisée comme sulit :
Le chapitrel rappel les différentes définitions de la dérivée d’ordre fractionnaire, élément
essentiel des systémes d’ordre fractionnaire. Nous présentons ensuite trois modes
de représentation des systemes non entiers existants : équation différentielle fractionnaire,
fonction de transfert fractionnaire, et représentation d’état fractionnaire. Enfin, nous

présentons les méthodes d’implémentation numérique de I’opérateur fractionnaire s”.
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Le chapitre2 est consacre a la description détaillée des différentes méthodes de modélisation
des signaux déterministes, les méthodes non itératives (Padé, Shanks, Prony, Kalman)
et les méthodes itératives (Steiglitz-Mc Bride, Shaw).

Le chapitre3 présente la contribution principale de cette thése, nous présentons la fonction
de transformation du plan s au plan z proposée dans cette thése, ensuite nous calculons
la réponse impulsionnelle de 1’opérateur de dérivation et d’intégration discret. Enfin
les résultats de simulation sont présentés. Ce chapitre se termine par [’application
de I’approximation obtenue pour la synthése des filtres passe-bas et passe-haut fractionnaires
numeriques. Enfin, une conclusion générale résume les principaux résultats obtenus

et suggere les futures perspectives.
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Chapitrel Systémes d’ordre fractionnaire

1.1 Introduction

Commencons par les racines historiques du calcul fractionnaire, ce chapitre a pour
objet de définir des notions fondamentales sur les dérivées fractionnaires, les systémes d’ordre
fractionnaire et les différentes représentations de ces systémes. Enfin, nous terminons par
une présentation des différentes méthodes de synthése des opérateurs d’ordre fractionnaire
numériques.
1.2 Calcul fractionnaire

De méme que «la nature a horreur du vide », « le mathématicien en a horreur

a"f(x) ot d™1f(x) 9
dxm dxn+1

. Il faut remonter

du discontinu ». Alors n’existe-il vraiment rien entre

a 1695 pour trouver dans une lettre de G.W. Leibnitz a G.A. L’H6pital, la mention d’une
différentielle fractionnaire d/?x, qualifiée de « paradoxe apparent ». Dés le 18 M siecle,
les prémices du concept de dérivation fractionnaire, c¢’est-a-dire d’un opérateur de dérivation
de degré non entier, apparaissent dans des éecrits de L. Euler de J.L. Lagrange et au début
du 19 ®™ siécle, avec P.S. Laplace et N.H. Abel.

Les avancés les plus marquantes sont celle de J-Liouville dans ses multiples mémoires
a I’école polytechnique entre 1832 et 1835. Puis la contribution de B. Reimann en 1847
faisant que les noms de ces deux mathématiciens restent attachés a la fameuse définition que
nous rappellerons plus loin.

Les développements ont été nombreux depuis lors. La trés intéressante compilation

réalisée par le Pr. Ross, outre sa valeur historique, montre la diversité et I’importance
des applications récentes [34][35].
Durant les études de la théorie générale et I’application de la dérivation et I’intégration
d’ordre fractionnaire, il a ét¢ découvert que, bien que ce sujet soit ancien remontant au moins
a Leibnitz dans sa théorie et a Heaviside dans son application, il a été relativement peu étudié
dans les premiers articles.

Les applications de ce concept incluent des domaines non connexes tels que le traitement
de signal, le traitement d’image, ’automatique et les domaines de la biologie, 1’économie,
I’électrochimie et le domaine de la thermique.

Le calcul fractionnaire fournit un excellent instrument pour la description des propriétés
de mémoire et d’héréditaire des différents matériaux et processus. Ceci est 1’avantage
principal de la différentiation fractionnaire en comparaison avec des modéles classiques
d’ordre entier, dont lesquels tels effets sont négligés. L’avantage de la différentiation
fractionnaire devient apparent pour la modélisation des propriétés mécanique et électrique

des matériaux.
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Les dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire aussi apparaissent dans la théorie
du contréle des systemes dynamiques lorsque le systeme de contrdle ou et le contrdleur sont
décrit par une équation différentielle fractionnaire. L’idée de la dérivée fractionnaire semble
étre un sujet assez étrange, trés dure a expliquer du fait que, contrairement aux opérateurs
différentiels couramment utilisés, il n’est pas lié a un sens géométrique important. Mais
plusieurs phénomeénes physiques ont une description intrinseque d’ordre fractionnaire et donc
le calcul fractionnaire est nécessaire pour les expliques.

1.3 Définitions

Les systémes fractionnaires ou plus systtme d’ordre non entier peut étre considéré
comme une généralisation des systémes d’ordre entier.

Le calcul fractionnaire est la généralisation de la dérivée et 1’intégrale a une opération
fondamentale d’ordre non entier ,Df ou a et t sont les limites de I’opérateur et @ € R

L’opérateur intégro- différentiel continu est définit comme suit

da

e a>0
aDf = 1 a=0 (1.1)
fat(d‘r)_“ a<0

Les trois définitions les plus fréquemment utilisées pour la généralisation de la dérivée
et ’intégrale fractionnaire sont la définition de Grunwald Letnikov, Riemann-Liouville,

et la définition de Caputo.

1.3.1 Définition de Grunwald Letnikov
La dérivation d’ordre non entier au sens de Grunwald Letnikov peut étre obtenue par
la généralisation au réel de ’intégrale et la dérivée d’ordre entier, ou toute la différence par
rapport au cas entier se situe a I’extension de la factorielle a travers la fonction gamma.
La dérivee fractionnaire au sens de Grunwald Letnikov est définie par la relation suivante :
t-a
DEF(D) = limyg 23 21 (5)re=in (1.2)
a

Ou [.] désigne la partie entiere et (]

)sont les coefficients binomiaux.
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1.3.2 Définition de Riemann-Liouville

La dérivée de Riemann-Liouville est la plus connue et la plus répandue. Cette
définition est basée sur la primitive ou intégrale I*™ d’une fonction, qui peut naturellement
s’étendre au réel .

Une primitive I°™ (I € N*)de f(t), donnée par

1

D) = g [t =D f(Dde (1.3)

s’étend naturellement au réel § > 0, comme suit

D (O = 55, ¢ = DF T f (e (L.4)

et la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a > 0 s’obtient en
remplacant n —a = —f8

1 4t ot fO - (1.5)

rn—a) dt"“a (t—-7)a—n+1

aDLgf(t) =
n—1<a<n

avec I'(.) est la fonction Gamma.

1.3.3 Définition de Caputo
La définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo incorpore les conditions
initiales de la fonction a traité, ainsi que ses dérivées entiéres, la dérivée d’une fonction f(t)

au sens de Caputo est définie par la relation suivante :

Lo B0
aDEf(t) = J, o= rdr (1.6)

F'(a-n)'a (t-t)e—n+1

Avecn—1<a<n,neN et a€R.

Dans les définitions ci-dessus, I'(m) est la fonction factorielle définit, pour m € R*, par

I’expression suivante
I'(m) = fooo e *um™1ldu (1.7)

PourmeN, I'(m+ 1) =ml.
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Une propriété remarquable qui distingue une dérivation non entiere d’une dérivation
entiere est qu’une dérivation non entiére revét un caractére global contrairement
a une dérivation entiére. Il s’avere en effet, que la dérivée non entiére de f(t) nécessite
la connaissance de f(t) sur un intervalle alors que dans le cas entier, seule la connaissance
‘locale’ de f autour de t est nécessaire. Cette propriété permet d’interprété les systémes non
entiers comme des systemes a mémoire longue, les systemes entiers étant alors interprétable

comme des systémes a mémoire courte.

1.4 Transformée de Laplace des opérateurs d’ordre fractionnaire

Dans la théorie des systémes, 1’analyse des comportements dynamiques est souvent faite
par le moyen d’une fonction de transfert. Dans cette perspective, 1’introduction
de la transformée de Laplace des dérivées non entiéres est nécessaire pour une étude optimale.
Heureusement, il n’existe pas de grandes différences par rapport au cas classique, confirmant
I’utilité de cet outil mathématique méme pour les systémes fractionnaires.

La transformation inverse de Laplace est aussi utile pour une représentation dans
le domaine temporelle, Dont laquelle seulement la réponse en fréquence est connue.

La formule la plus générale est la suivante :

dm—l—kf(t)

L{E0O) = gmifp ) - mmd s [ a

Ou nestunentiertelquen —1 <m < n.

L’expression (1.8) devient trés simple si toutes les dérivées sont nulles :

amf (t)} — om
L{ELEY = smLF o) (L9)

L’expression (1.9) est tres utile pour le calcul de la transformée de Laplace inverse
des fonctions de transfert élémentaires, tel que 1’intégrateur d’ordre non entier Sim En effet,

remplacant m avec -m et considérant f(t) = §(t), ’impulsion de Dirac, au moyen

de la définition (1.5), on a donc

Loy = 2
()= o

9
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qui est la réponse impulsionnelle de I’intégrateur d’ordre non entier.
1.5 Représentation des systemes fractionnaires :

Dans cette section nous présentons trois modes de représentation des systémes non entiers

existants : équation différentielle, fonction de transfert et représentation d’état.

1.5.1 Equation différentielle fractionnaire
Plusieurs systemes dynamiques naturels ont un comportement qui peut étre modélisé
par des équations différentielles comprenant des dérivées d’ordre fractionnaire :

y(t) + a;D*y(t) + -+ ayDNy(t) = byDPou(t) + by DPru(t) ...+ by DPMu(t) (1.12)

Ou u(t) et y(t) désignent respectivement 1’entrée et la sortie du systéme, (aj, bl-) € R? et les

ordres de dérivation sont ordonnés pour des raisons évidentes d’identifiabilité :
0<a1<0(2<“-<a1v !OSBO<[;1<”.<ﬁM

Comme dans le cas d’une équation différentielle a dérivées entiéres, les ordres de dérivation

doivent vérifier la contrainte ay, > By pour que le systeme soit strictement propre.
1.5.2 Fonction de transfert fractionnaire
La transformée de Laplace de 1’équation différentielle (1.12), soit
Y(s) + a;s%Y(s) + -+ ays™Y(s) = bysPoU(s) + bysPrU(s) ...+ bysPmU(s) (1.13)
détermine la forme classique d’une fonction de transfert non entiere :

_Y(s) . IM bisPi

T U(s) 1+Z]N=1a]-sai

H(s)

(1.14)

1.5.3 Représentation d’état Fractionnaire
La représentation d’état fractionnaire est définie, comme dans le cas entier, par deux
équations

Dx(t) = Ax(8) + Bu(t)
{ y(®) = Cx(t) + Du(t) (1.15)
ou

u est le vecteur d’entrée

X est le vecteur d’état non entier

10
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y est le vecteur de sortie.
Les matrices A, B, C et D sont de dimension appropriée et a coefficients constants appelées
respectivement matrice d’évolution, matrice de commande, matrice d’observation et matrice

d’action directe.

1.6 Représentation fréquentielle de ’opérateur de dérivation et d’intégration d’ordre
fractionnaire
Un dérivateur non entier réel est tel que sa grandeur de sortie y(t) s’identifie a un facteur
pres, a la dérivée non entiére de sa grandeur d’entrée u(t), soit :

y(t) = t*D%u(t) (1.16)

Ou t désigne la constante de temps de différentiation et « € R ’ordre de dérivation réel.

L’opérateur considéré étant alors soit un dérivateur soit un intégrateur.

La transformée de Laplace de 1’équation (1.16) avec I’hypothese de conditions initiales nulles

est

Y(s) = (ts)*U(s) (1.17)

Soit w, = % appelée fréquence de transition, 1’équation (1.17) devient

S a
Y(s) = (W—) U(s) (1.18)
d’ou I’on tire la transmittance
S a
Hs) = (3) (1.19)

La réponse en fréquence de la dérivée d’un entier réel se déduit de sa transmittance en posant

s = jw soit
H(jw) = (iv—w)“ (1.20)

Définis comme le module et I’argument de (1.20), le gain et la phase du dérivateur admettent

des expressions de la forme

HGw)l = (2)”

- (1.21)
arg(H(w)) = a 2

11
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Ce systeme d’équation révele que :
- Le diagramme de gain est caractérisé par une droite oblique de pente 20« dB par décade.

- Le diagramme de phase est caractérisé par une droite horizontale d’ordonnée ¢ = a% rad.

1.7 Simulation numérique des opérateurs d’ordre fractionnaire

La simulation de la sortie d’un systéme fractionnaire est compliquée du fait de son
comportement de mémoire longue (Oustaloup). Plusieurs Méthodes ont été développées
durant les derniers décennies telles que : Oustaloup, Al-Alaoui, Vinagre et al, Petras et al
Chen [1]. Dans ce qui suit nous présentons de fagon succincte les différentes méthodes qui
existent.

1.7.1 Méthodes basées sur I’expression analytique de la sortie

La sortie du systeme est calculée en utilisant la fonction de transfert de forme modal

H(s) = Tk, =2

=1 Sn—ﬂ.l !

l=1,....,L (1.22)
Alors, la sortie du systeme est une combinaison linéaire d’éléments appelés modes propres.
La sortie du I*™ mode propre est :

1

() = £7 {5 eu®) = h(O®u(e) (1.23)

Ou ® designe le produit de convolution et hi(t) est la transformée de Laplace inverse

de Mellin-Fourier du ™™ mode propre.

—tx

_1( 1 ) _ nombredepoless_ketsk + sin(nm) f°° x"e
sm—A; k=1 ni i 0 x2n—22;x™ cos(nm)+A?

dx (1.24)

L’expression analytique de la sortie n’est donc pas simple, elle nécessite le calcul
d’une intégrale. De plus elle dépend de la précision utilisée lorsqu’on calcule le produit

de convolution de I’entrée et h;(t) [1].

1.7.2 Méthodes basées sur les modéles discrets

Un systéme non entier peut étre simulé en remplacant, dans sa représentation adopté
(représentation d’état, équation différentielle ou fonction de transfert), 1’opérateur
de dérivation non entiére par une approximation numérique, afin d’obtenir une équation
récurrente directement simulable.
Les méthodes de discrétisation de I’opérateur s* sont, en général, de deux types méthodes

directes et méthodes indirectes.
12
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1.7.2.1 Méthodes directes

I existe deux fagons de simuler ces systémes soit en discrétisant 1’opérateur s% dans
le domaine temporel, soit par la synthése d’une fonction de transfert entiére rationnelle
a partir de la fonction de transfert non entiére dans le domaine fréquentiel.
Dans le domaine temporel, I’opérateur de dérivation d’ordre non entier peut étre remplacé par
une approximation numérique afin d’obtenir une équation récurrente directement simulable.

La méthode la plus répondue étant celle issue de la définition de Grunwald, soit

DEFURR) = 3K (~1)% (1) £ = FOR) (1.25)
Ou h désigne la période d’échantillonnage.
Dans le domaine fréquentiel, une approximation discréte de 1’opérateur de dérivation
et d’intégration d’ordre fractionnaire continue est obtenue en deux étapes :
- Discrétiser ’opérateur d’ordre fractionnaire s® en utilisant un opérateur discret approprié
H,(z™1), les opérateurs les plus utilisés sont :

L’opérateur d’Euler

L’opérateur de Tustin
2\* (1 —2z"1\"
@) (5
T <1 + Z_1>
L’opérateur d’Al-Alaoui
8\*( 1—-z1\"
=) (e
7T) \1+2z71/7
La fonction irrationnelle ainsi obtenue est approximée soit par une approximation discrete
ayant une forme polynomiale (filtre RIF) ou par une forme rationnelle, par un filtre RII.
Dans I’approximation polynomiale, un développement en série de puissance est effectué sur la
fonction irrationnelle discréte, suivie d’une troncature.
L’approximation rationnelle quant a elle, approxime la fonction irrationnelle discréte
obtenue en utilisant 1’une des méthodes de développement de fonctions sous forme rationnelle

a savoir : développement en fraction continue (DFC), développement en série de puissance

(DSP) - modélisation des signaux déterministes, ou celle utilisée réecemment DSP-troncature.
13
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Pour I’approximation de I’intégrateur fractionnaire on trouve aussi la méthode proposée par
Ferdi recemment basée sur le théoreme de la valeur initiale, qui permet le choix de la valeur
initiale de la réponse impulsionnelle, puis appliquer la méthode de modélisation des signaux.

On note que la méthode de DFC est equivalente a la méthode de Padé qui est
une méthode de modélisation de signaux déterministes. Pour le but dinterpolation
ou d'évaluation, les fonctions rationnelles sont parfois supérieures aux polynémes et a cause
de leur capacité de modéliser des fonctions par des zéros et des pbles, les fonctions
rationnelles convergent en général plus rapidement que le développement en série

de puissance.

1.7.2.2 Méthodes indirectes

Dans ces méthodes, le modéle fractionnaire est approximé par un modele rationnel
a temps continu dans une bande de fréquence dans le domaine de Laplace. La fonction
de transfert rationnelle obtenue est ensuite discrétisee en utilisant les fonctions
de transformation du plan s au plan z.

Dans la référence [35], on trouve un résumé des méthodes d’approximations
analogique des opérateurs fractionnaires existantes dans la littérature a savoir méthode
de développement en fraction continue, la méthode de fonction de singularité, méthodes

de Carlson, méthode de Matsuda, Méthode d’Oustaloup.

1.8. Conclusion

Nous avons présent¢ dans ce chapitre des notions et définitions qui s’articulent
autour des systemes d’ordre fractionnaire. Un rappel sur les méthodes de discrétisation
des systemes d’ordre fractionnaire est ensuite présenté.
Dans le chapitre suivant nous présentons en détail la méthode utilisée dans ce travail celle

du développement en série de puissance et modélisation des signaux déterministes.

14
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Chapitre2 | Conception des operateurs fractionnaires numériques basée sur les méthodes de
modélisation des signaux déterministes

2.1 Introduction
Il y a plusieurs méthodes de calcul de I’intégrale et de la dérivée d’ordre fractionnaire
(IDOF) des signaux a temps discret. Ces méthodes comportent :

- Les algorithmes développés directement a partir des définitions de 1’intégration
et de la dérivation d’ordre fractionnaire.

- L’approximation de la fonction de transfert de 1’opérateur fractionnaire analogique dans
une gamme de fréquence par une fonction rationnelle dont les zéros et les pbles sont réels
négatifs et alternés suivie d’une transformation du plan s au plan z.

- La discrétisation de I’opérateur fractionnaire analogique utilisant les lois d’intégration
numérique conventionnel (Euler, Tustin,....) et ’application du développement en série de
puissance et la modélisation des signaux déterministes ou le développement en fraction
continu tronqué et 1’utilisation des techniques optimales de synthese de filtre numérique.

Dans ce mémoire nous avons appliqué la méthode DSP-modélisation des signaux
déterministes pour obtenir une approximation rationnelle numérique (filtres RII)
de I’opérateur de dérivation et d’intégration d’ordre fractionnaire continu S“. Pour ce faire

on suit les étapes suivantes :

- Discrétiser 1’opérateur d’ordre fractionnaire S$“ en utilisant une fonction génératrice
appropriee H*(z ),

- Obtenir la séquence de la réponse impulsionnelleh, (k), par le développement en série
de puissance (DSP) (ou serie de Taylor) de H*(z"),

- Appliquer les techniques de modélisation de signaux déterministes sur h (k) afin
d’obtenir I’approximation rationnelle (filtre RII) de s”.
2.2 Méthode de synthése des filtres RI1 par la méthode de modélisation des signaux

Déterministes

Dans le domaine de Laplace, I’opérateur de dérivation ou d’intégration d’ordre

fractionnaire est décrit par la fonction de transfert

H,_ (s)=s" (2.1)
Ou « est un nombre réel positif (dérivation) ou négatif (intégration). La fonction de transfert
analogique est, d’abord transformée du domaine s au domaine z par une fonction s = M(z™)
qui est souvent donnée par des formules d’intégration numérique (conventionnel). Un DSP

de H*(z)=(M(z™))“ , est ensuite effectué pour avoir la réponse impulsionnelle désirée

h,(n) donnée par I’expression suivante
15
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H(z)=h,(0)+h,Q)z" +.ovvrerer e (2.2)

Une technique de modélisation des signaux déterministes est appliquée finalement pour
estimer les coefficients de la fonction de transfert

H) =28 i : (2.3)

Les degrés des polyndmes du numérateur et dénominateur p et g respectivement sont choisis
par le concepteur. @, et b, sont les coefficients (finis) du filtre & déterminer pour réaliser le
filtrage.

Ayant les valeurs de la reponse impulsionnelleh, (0) h, (2)......... , hy (L -1),0n cherche

a déterminer sa fonction de transfert rationnelle inconnue.

On considere que la séquence h(k)est la réponse d’un systeme de type ARMA (q, p)

a une entrée impulsion unité 5(k) , dont la réponse en z s’écrit

g .
i
B Zblz

H@) == =0 =)+ h(®z L+ e L =Dz D (2.4)
A2) 1+ Zai 27!
i=1
avec h=[h() h()------ h(L-1)] et hy=[h,(0) hy@) - hy (L —1)] designent respectivement

les vecteurs contenant les L premiers échantillons significatifs de la réponse impulsionnelle

du modele (2.4) et du filtre désire H , (z) .

a=[lL a - ap], b=[b0 b, e bq]sont les vecteurs des coefficients a, et b

respectivement
- Problématique

Le probléme de modélisation consiste alors a déterminer les coefficients a, et b, du
filtre a partir des L premiers échantillons de la réponse impulsionnelle h, (n).
La question est donc comment calculer les coefficients a; et b, du modéle de fagon

a ce que h(n), la transformé en z inverse de H(z), soit la meilleure approximation

de la réponse impulsionnelle désirée au sens d’un certain critere?

Un des criteres les plus utilisés est le critére des moindres carrées.

16
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Cette approche permet de calculer les coefficients a; et b, optimaux, qui minimise 1’erreur

entre la réponse impulsionnelle du modéle et la réponse impulsionnelle désirée

e(n) =h, () —h(n) (2.5)

au sens des moindres carrés, ¢’est a dire minimiser la fonction d’erreur suivante

f(a.b) =3 e’ (n) 2.6)

=3 [h,(m-hm)]

n=0

En pratique, on prend L échantillons significatifs de h,(n), c'est-a-dire n=0:L-1, alors
(2.6) devient
L—

fab)=> [h,(n)—h(n)f (2.6.9)

n=0

LN

Une condition nécessaire pour minimiser f (a,b) est

dab) 1<i<p

o, 2.7)
d@b) _, 0<i<q

ab,
En substituant (2.6.a) dans (2.7) obtient

of (a, Lt oh )

6(: °) = 25 ([, () - heo) a;'i‘)) ~0  1<is<p (283)
L) 25 th, () - h(n)]%()i”)) ~0  o0<i<q (2:59)

Ou la relation entre la réponse impulsionnelle du modéle h(n) et les coefficients a, et b,

du modele, d’aprés 1’égalité (2.4), est donnée par

17
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~Yah(n-i)+b, 0<n<q (2.9.a)
h(n) = ‘:1
-2 ah(n-i) n>q (2.9.b)

Dans I’équation (2.8.a) il y’ a p équations, et dans (2.8.b) il y’a (q+1) équations. Alors
I’ensemble optimal des paramétres a,et b, du modele, sont definit implicitement en terme

d’un ensemble de (p+q+1) équations qui sont non linéaires, parce que h(n) est une fonction

non linéaire par rapport aux coefficients a, et b, .

Bien que les techniques itératives telles que, descente rapide, Newton Raphson,
pourraient étre utilisé pour résoudre ces équations, I’approche des moindres carrés n’est pas
traitable mathématiquement et n’est pas appropriée pour les applications de traitement
de signal en temps réel. C’est pour cette raison que nous trouverons des méthodes indirectes,
simples de la mod¢lisation des signaux dont 1’objectif est de linéariser le probléme. Dans ces
méthodes le probleme de modélisation est Iégérement modifié de sorte que les paramétres
du modele puissent étre retrouvés par la résolution des équations linéaires mais au prix

d’arriver a des solutions sous optimales.

Parmi plusieurs résultats, on trouve D’approximation de Pad¢ [35],[36], ou Dl’erreur
de modélisation est nulle sur un intervalle de longueur égale au nombre des pbles
et des zéros. La méthode de Prony [31],[35] qui est un mélange entre 1’approche
des moindres carrées et la méthode de Padé. Kalman [35] a présenté une méthode

de minimisation d’une erreur linéaire.

Dans [37], Steiglitz et Mc Bride ont proposé de minimiser un critére de 1’erreur
de modélisation modifié, l'algorithme estime les coefficients du numérateur et du
dénominateur simultanément. Shanks [31], [35] et Burrus et Park [35] ont proposé un couple
de procédures en deux étapes basées sur la minimisation de 1’erreur d’équation. Ces méthodes
ne sont pas optimales parce qu’ils ne minimisent pas le critére de I’erreur de modélisation
exacte. Evans et Fischl [32] ont proposé une solution optimale au sens des moindres carrés,
mais cette méthode est applicable pour les systemes ayant une fonction de transfert dont

I’ordre du numérateur et inférieur de un de 1’ordre du dénominateur.

18
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Dans [40],[41] Shaw a proposé une méthode ou le critere de I’erreur de modélisation est
découplé en un linéaire et autre non linéaire de complexité réduite. Une version découplée
de la méthode de Steiglitz et Mc Bride (DSM) est présenté dans [37]. Une autre méthode
importante a été proposee par Brophy Salazar [36] basée sur le calcul du gradient. On trouve
aussi la méthode de Judell [36] qui minimise I’erreur du filtre inverse.

2.2.1 Méthodes de modélisation des signaux déterministes non itératives

2.2.1.1 Approximation de Padé

2.2.1.1.1 Erreur de modélisation

L’approximation de Padé produit un filtre RII qui modélise exactement h,(n) pour
les p+q+1 premiéres valeurs de n. Alors I’erreur de modélisation devient

0 pourn=0.12...p+q

2.10
inconue ailleurs ( )

e(n) =h, (n) —h(n) = {

2.2.1.1.2 Calcul des coefficients du filtre

Contrairement a la méthode des moindres carrée, 1’approximation de Padé nécessite
seulement la résolution d’un ensemble d’équations linéaires, pour déterminer les coefficients
a, et b,.

Particulierement, la methode de Padé met h(n)=h,(n) pour n=0,...,p+q dans
1’équation (2.9), on aboutit donc a un ensemble de ( p+q+1) équations linéairesa (p+q+1)
inconnus :

n=01...,q

p b
h.(nN+> ah (n-k)y=<" 2.11
s Sano-g-{0 T @11

On note que h,(n)=0 pour n<O0, parce que h(n) est causal et h(n)=h,(n) .

L’€criture matricielle du systéme d’équation (2.11) donne

_hd(o) 0 0 | _bo_

hy@  hy(0) o | - |b

h@ @ o |t b,

oo coe e e al

h(@  h@-D o h@-p) || bg .
hy(a+1)  h,() ~ hG@psn|, | [o] ®*?
hy(@+p) hs(@+p-1) - hg(@ 0 |

19
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La résolution se fait en deux étapes :

Calcul des p coefficients a, en utilisant les p derniéres équations de la partie inferieure

de I’équation (2.12) c’est-a-dire

hy (9 +1) hy (@) hy(q—p+1) ||1 0
hy (0 +2) hy (0 +1) hy(@-p+2)|a | _|0 (2.13)
hy(@+p) hy(a+p-2) hg(@) Jla,| |O

En réarrangeant I’équation (2.13), on obtient I’ensemble de p équations avec p coefficients a,

suivantes :
h, (4) hs (4 -1) - hy(@-p+D) | & h,(q+1)
hd(q+l) hy (@) o hy@-p+2)fa | |h(a+2) (2.14)
hd(q+ pP-1) h,(q+p-2) hs(@) ] &, h, (4 + p)
L’équation (2.14) peut étre exprimée sous forme matricielle comme suit
H,a=-h, (2.15)

Oua=[a a, -~ a,]

hy =[h,(@+1) hy,(q+2) - hd(q+p)]T

h, (9) h,(9-1) hy(a—p+1)
R LICE R IC) hy(@-p+2)
hy(@+p-1) hy(a+p-2) hy (@)

H, est une matrice Toeplitz non symétrique (p x p) .

Selon que la matrice H  est inversible ou non, on distingue trois cas :

1- H, est non singuliére, alors la matrice inverse H, ‘existe et la solution est unique définit
-1

par a=-H, h,
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2- H  est singuliére et une solution @ de 1’équation (2.15) existe. La solution n’est pas unique,

c’est-a-dire a =a+ z est aussi une solution.

3- H,est singuliére et aucune solution de I’équation (2.15) n'existe. Dans ce cas, on doit poser
a, =0, et alors I’équation (2.15) devient H;a=0
Aprés avoir calculé les coefficients a,, I’étape suivante est de retrouver les coefficients

du numérateur b, en utilisant les (g+1) premiéres équations dans (2.12).

'h, (0) 0 0 0 1 b,
hd @ hd (0) 0 0 & b1
hd (2) hd (1) hd (0) 0 a, = bz
(@ hs(@-1) hy(@-2) - hy(@-p) Ja,| [ba]
Or H,a=b (2.16)
avec

a=[1 a a,- a]
b=[b, b - bq]T
Egalement, les coefficients b, peuvent étre calculés en utilisant I’équation (2.11).
On note que le nombre de valeurs de h,(n) utilisé est p+q+1, qui est justement égal au
nombre de coefficients, et bO =h,(0).
- Limitations de la méthode

Les donnees h,(n) pour N> p+qQ ne sont jamais utilisées. La précision du mod¢le n’est

donc pas garantie au-dela de cet intervalle.
Les coefficients a, et b, peuvent faire en sorte que H(z) soit instable.
2.2.1.2 Méthode de Prony
2.2.1.2.1 Erreur d’équation
La transformée en z de I’erreur de modélisation est

E(2) = Hy (z)—% 2.17)

si on multiplie I’équation (2.17) par A(z), on aura
E,(2) = A(2)E(z) = A(2)H, - B(2) (2.18)

L’équation (2.18) peut étre exprimée dans le domaine temporel comme suit :
21
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e;(n) = a(n) *hy (n) —b(n) Erreur d’équation
ce qui correspond a

hd (n)Jrélakhd (n—=k)-b(n) 0<n<q
&M= p
hy (n)JrkElakhd (n—k) n>q (2.19)

Au lieu de mettre e(n) =0 pour n=0: p+q , comme dans la méthode de Padé, la méthode

de Prony commence par retrouver les coefficients du dénominateur qui minimise le critére

de I’erreur d’équation suivant

0

E,q= i e, ()] = > [hd (n)+iak h, (n—k)} , (2.20)

n=q+

qui dépend que desa, .

2.2.1.2.2 Calcul des coefficients du filtre

- Calcul des coefficients a,

Les coefficients a, optimaux obéissent aux conditions suivantes :

oE,,
——=0 pourk=1---p
oa,

ok, , o 8e_(n)
—21=2%"e(n) 6a

6ak n=qg+1 k

23 e(nh, (n-1) k=1:p

n=g+1

2> {hd(n)+zp:alhd(n—l)}hd(n—k):O

n=q-+1

ce qui implique

ia,{ S hy (- )h, (n-k)}:-ihd (Mh, (n—K) 2.21)
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On définit r,(k,1) = ihd(n—l)hd(n—k)
n=q+1

(2.22)

Donc on obtient les équations normales de Prony suivante

Zp:a,rh(k,l)z—rh(k,O) k=1..p (2.23)

qui représentent un ensemble de p équations lineaires a p inconnus a, .

L’écriture matricielle de (2.23) donne

I (1’1) I, (1: 2) o r, (11 p) a4 ry (11 O)
r,(2,0) r(2,2) n2p) j|a; | | Th (2,0)
r(pd) r(p.2) r(p, ) & r,(p.0)
ou bien
R.,a=-r, (2.24)

Ou Ry est la matrice (px p) d’auto corrélation dont les éléments sont définit par 1’équation

(2.22).

) r@2) 5 r, (L p)
n2) 22 (2, p)

rL(pY r,(p2) r, (P, p)
a=[a1 a - a‘p]T

r,=[r,@0) r,(20) - rh(p10)]T
On note que r,(k,l) représente ’autocorrélation du signal déterministe h,(n), obtenu
en utilisant une infinité de valeurs de h, (n) pour n=q+1---,00 , voir équation (2.22).

Notons que les coefficients du dénominateur peuvent étre aussi obtenus comme suit :
Soit

hy(@)  hy(a-2) hy(Q—-p+1)
hy (a4 +2) hy (a) hy(@—p+2)

““Ih(q+2) hy(g+1) . h@-p+3)
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Et

c=[hy(q+D hy(q+2) --- hy(L-1]
Ona

R, =HJH,

Et

r,=Hgic

L’équation normale dans (2.24) devient
HiH,a=-HJc (2.25)
La solution de (2.25) est donc
a=-H/jc (2.26)
Avec H," = (HTH,)™H] est la pseudo inverse de la matrice Hy
- Calcul des coefficients b,
Apres avoir calculé les coefficients du dénominateur a, , I’étape suivante est de déterminer

les g+1 coefficients du numérateur. Comme dans la méthode de Padé, on pose
h(n) =h,(n) pourn=01,...,9

On résout donc le systeme d’équations suivant :

b, =h, (n)+zp:akhd (n—k) (2.27)

2.2.1.3 Méthode de Shanks

Dans la méthode de Prony les coefficients a, sont déterminés de fagon optimale par
la minimisation de I’erreur au carré (2.20), mais les b, ne le sont pas. Dans la méthode

de Shanks, les coefficients b, sont déterminés de fagon optimale par la minimisation
de la fonction de I’erreur e, = > "[h(n) —h, ()]’ , o &, supposé fixe.
n=0

- Calcul des coefficients a,

Les coefficients du dénominateur sont estimés par la minimisation de I’expression suivante :

min Z Afh, (n)}]ou min Z [Zakh(n k)} (2.28)

n=g+1 n=q+1[ k=0

A{} désigne la convolution.
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Ce résultat est similaire a la méthode de covariance de la prédiction linéaire et de la méthode
de Prony.

- Calcul des coefficients b,
Les coefficients du dénominateur b, sont déterminés comme suit :
- Calcul de la réponse impulsionnelle g(n) du filtre tout pb6le 1/ A(z), en utilisant par

exemple la récurrence :
p
g(n)=6(n)->agn-1), n=01--L-1 (2.29)

avec g(n)=0 pour n<0

- Calcul des coefficients b, du filtre tout zeros (MA) par minimisation du critere suivant :

rﬂjn{;((h (n) - Zbkg(n k)jzl}

Ceci aboutit aux équations normales suivantes

G'Gb=G'c (2.30)
ou

[g(0) 0 0 0 ]

g(d) g(0) 0 0
G=

g(a) - g(0)

1g(L-1) g(L-2) < g(b-q-1)

c=[h,©0 h,@ - h(L-DT
La solution est donc
b=G"c (2.31)
G'=(G'G)'G
On note que dans ce cas les a, et b, sont déterminés de facon optimale, différente

de celle de la méthode des moindres carrés puisque aucune de ces méthodes ne résout

le probléme des moindres carré

n;ibn{i (h, (n) = h(n)) }
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2.2.1.4 Méthode de Kalman
2.2.1.4.1 Erreur de modélisation alternative

Une solution linéaire du probleme non linéaire min f (a,b), proposée par Kalman,

minimise une erreur linéaire illustrée par la figure 2.1

a(n) Systéme hd (n)=
A4
B(z) A(z)
-;m"'
I

Figure2. 1: Erreur de Kalman

L’idée

Estimé le dénominateur et le numérateur A et B simultanément en minimisant le probleme

linéaire suivant

min e, (n) = min>[B{s(n)}- Afh, (n)}]

2.2.1.4.2 Calcul des coefficients
L’erreur a I’instant n peut &tre exprimée comme suit

q p
ex(n) = Zbk5(n —k) _Zakhd (n—k)—hy(n)
k=0 k=1
Soit ¢ le vecteur des coefficients et s, le vecteur des entrées et sorties, définis par
¢’ =[by,....b,—ay,...,—a,],

s," =[6(n), ... ,6(n—q),h,(n-12),....h, (n—p)];
La relation (2.33) devient
e (n) = SIC —hy(n)

En prenant la somme surn et le gradient par rapport a ¢ on obtient

grad(>le (M) =a/ac> [e (M) =2 (e, (N)/ dc)e, (N) = 2 s, () =0

Substituons (2.34) dans (2.35) on obtient
(ZSnSII)C = Z hy (N)s,
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La solution du probléme (2.32) est donnée par
c=Q'p (2.36)

avec Q= ansﬁ matrice de corrélation
n

et f= Zhd (n)s, le vecteur de corrélation
n

et le vecteur de parameétre

s

Bien que le probléme de minimisation de I’erreur représentée graphiquement par la figure 2.1,
peut étre facilement résolu par ordinateur, 1’erreur résiduelle de la relation (2.33) n’a pas un
sens physique.
2.2.2 Méthodes de modélisation des signaux déterministes itératives
2.2.2.1Méthode de pré filtrage itérative (Steiglitz et McBride)
2.2.2.1.1 Erreur de modélisation alternative

La méthode de Steiglitz et McBride, représentée par le schéma bloc de la figure 2.2, est
un algorithme itératif permet de retrouver les paramétres d’un modele pole-zéros par

la minimisation du critére suivant :

x(m) =) o ¥ (n)= ha(n)
ysteme
| l
1 1
A,_] (Z) '4i—1 (:)
X b
B(z) A(z)
- an e+
ST

.

Figure2. 2 : Méthode de pré filtrage itérative
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minfe 0 = min 3150150} 42 0] 237)

AV (z) désigne I’estimé du dénominateur a la 1®™ jtération,

- Etapes de la méthode
- Obtenir ’estimée A du dénominateur par la methode de Kalman ou par la méthode de
prédiction linéaire
- L’estimé suivant de A est obtenu par la résolution du probléme linéaire (2.37).
- Le nouveau dénominateur obtenu est utilisé pour itérer la procédure. Cette procédure est
appelée model.
2.2.2.1.2 Itération Model
Soit ’erreur e, (n) définit par

21Dy (2)

A@) (2.38)
AL@ T AL®E)

E.(2)= (2),
Avec j désigne I’itération. Il est supposé que les coefficients de Aj; ont été calculés

précédemment et considéré fixe durant la j*™ itération. Ainsi

oE(z) 77 Y
o _AH(Z)X(Z)_X(Z)Z
OE(z) 7" N (2.39)
e, = Aj_l(z)Y(Z) Y (2)z

Comme les expressions (2.39) sont indépendantes des coefficients a, et b,, et e (n)est
une fonction linéaire de ces coefficients, le gradient de f (a,b) est linéaire et les valeurs

optimales des coefficients peuvent €tre obtenues par régression lin€aire sur 1’entrée et la sortie

(Kalman).

Si le vecteur des coefficients ¢ et le vecteur des signaux s sont définit par
CT — [bo’...’bq ,_al’...’_ap]’

s, =[X(n),- %(—0), y(n-1),--, (- p)];
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Ou les signaux X et ¥ sont obtenus par le filtrage des signaux x et y, définit dans (2.39) et

utilisant ’estimé précédent du dénominateur Aj.q,

e,(n) et f (a,b), pourront s’écrire donc comme suit

e,(n)=cs" (n)—9(n) (2.40)
f@b)=3 e m)

grad (Y e? (n) = 0/ c(3 2 () = 23 (Ge, (n)/ ac)e, () = 23 s(ne, (n) =0

Ainsi les (g+p+1) valeurs dea, ,b, minimisent la somme de I’erreur au carré fl(a’b)

pourront s’obtenir directement par

c=Q7d (2.41)

Avec  Q=>s;s; et d=> J(n)s,

Si Ap est supposée étre 1’unité, e; est simplement ’erreur vraie filtré par un systéme
de fonction de transfert A;. Ainsi dans la premiere iteration, e, est analogue a 1’erreur
de Kalman. L’itération peut étre alors initialisée soit avec la premiére estimée de A obtenu par
d’autres sources ou avec 1’équivalent de 1’estimé de Kalman. Le calcul de ¢ est répété ; si a
une certaine étape de l'itération A, (z) = A;(z), alors e (n)~e(n) et f (a,b)~ f(ab).
Telle convergence ne peut étre garantie, mais [’épreuve expérimentale indique que
la procédure converge dans plusieurs problémes pratiques, et produit une réduction
significative de la somme des carrés de 1’erreur comparé avec celle de Kalman, ou autres

techniques d’approximation non optimales.

2.2.2.1.3 Itération Mode2

Lorsque I’itération Model converge, f,(a,b)= f(a,b)maisgrad f,(a,b) = grad f(a,b),
Parce que les deux erreurs, presque égales, sont des fonctions différentes des coefficients
du modeéle. La solution de ce deuxiéme probléme est donnée par (2.36) mais la méthode

de calcul de Q et S est différente. La transformée de z de ’erreur e(n) est
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E(2) = X(z)%—Y(z), (2.42)

Ses dérivées partielles sont données par

OE(z) _X(2) i _y i
b, = AQ) 27" =X (2)z (2.43)

CE@) _=X@N@) i . V(@) i _ iy,
oa. A*(2) A2)

Alors une approximation de (2.8) peut étre écrite

of (@,b) i
o ~Zznlel(n)x(n i) (2.44)
df@ab) .
" C Zzn:el(n)v(n )

On remarque que les expressions de (2.44) sont linéairesen a, et b,. Le calcul de

ces coefficients est similaire a celui de Model.

Si on définit le vecteur p;

pr =[x - (-0~ =D, ~0(n - p)]
Le gradient de f par rapport a ¢ devient approximativement égal a

grad (zes) = 2Z(pnen) = ZZ(anEC_ ynpn)

Ou la seconde égalité est vraie seulement a la convergence. La procédure est alors identique
a celle de model excepté que les définitions de Q et d seront
Q=2 P,
d=>y(mp, (2.45)
2.2.2.2 Méthode de Shaw
L’idée :

Le probleme de minimisation de D’erreur de modélisation non linéaire a été
théoriquement découplé en deux sous problémes ; un probléme d’estimation linéaire en b

et un probléme d’optimisation non linéaire end.

Le probléeme d’optimisation non linéaire peut étre écrit comme suit
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min e(n) _T,Lnnz_ihd(n) AG) {5(n)}} (2.46)

2.2.2.2.1 Découplage du critére non linéaire exact

Soit H_(z) le filtre inverse correspondant a A, (z), c'est-a-dire

A(DH. (1) =1 (2.47)
Ceci est une opération de convolution ou la sequence a, dans A, (z) est finie, alors que les
h,(n) dans H,(z) sont infinies. L’écriture matricielle de (2.47) est

AH, =1, (2.48)
ou I, désigne la matrice identité (LxL), et A,, H,les matrices de convolution formées par
les éléments définis par
A, 1) =a(i - )),
et
H.(,))=h,(i-]), pour i j=L1---L

Sous forme partitionnée on a

A
Aa{AT}tH*‘:[H'Hf] (2.49)
Avec A, € R@D A gRUVGD Y L€ RU@D e R Lx(L-a-D)

Utilisant (2.38) le critere de 1’optimisation (2.46) peut étre écrit comme suit :

min 3 [, ()~ 5(0) * h, () *b(r)] (250)

Ou * indique I’opération de convolution. Sous forme matricielle, le probléme (2.50) est

équivalent a

minje(a,b)|" = minjh, —Hb|" (2.51)

Ou le vecteur d’erreur définit dans (2.2) a la forme suivante :
e=h,-Hb (2.52)
Cette équation montre clairement la relation linéaire entre I’erreur e et le vecteur des

coefficients b, et aussi la relation non linéaire entre e et le vecteur des coefficients a via

la matrice H; Ceci est un probléme d’optimisation mixte ou les variables linéaires et non
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linéaires paraissent séparément. L’objectif essentiel est d’optimiser les deux ensembles
de variables indépendamment.
- Etapes de la méthode

Si H, est connue, c’est a dire a, alors la minimisation de (2.52) fournit I’estimé linéaire
de b au sens des moindres carrés suivante
b=H,’h, (2.53)
Ou H l#désigne la pseudo inverse de H, .
Utilisant b dans (2.51), le critére d’optimisation pour & devient

minjh, - H,b]* = minf(1,_— P, )h, | (2.54)

Ou P, =H, (H/H)™H/ désigne la matrice de projection de H, .

On note que dans (2.54), les paramétres @ sont reliés au critére de ’erreur de fagon non

lingaire complique, par P, . Le critere (2.54) est reformulé afin de le relier directement aux
coefficients a

mainH(I _— P )hy H2 =mind" @)(A"A)"d(@) (2.55)
oud(a) estI’erreur d’équation définit par

d(@2H,,a=A"h,

Avec
hs(@+1)  hy(a) hy(@-p+2)
H, = :hd(Q+2) h:d(Q+1) hd(q:—p+3) ~[g:G]
.hd(L—l) h(;(L—Z) hd(l;— p-1)
Ou
hy(@  hs(@-D hy(@-p+1) |
h,(@+1)  hy(a) hy(@-p+2)
G=|h,(q+2) hy(q+1) h,(q—p+3) (2.56)
_.hd(L—Z) hd(L— p-1) |
g=[h,(q+) h,(q+2) --- h,(L-D]" (2.57)
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2.2.2.2.2 Algorithme de calcul pour estimer le dénominateur

Le critere dans (2.55) est non linéaire, donc on ne peut le minimiser directement.
La méthode proposée a trois phases d’algorithme : phase 0, est I’étape d’initialisation, phase
1, minimise une version linéaire de (2.55) et dans la phase 2, la dérivée du critére de 1’erreur
est mis a zéros.
Phase 0 : initialisation
La norme L, de I’erreur d’équation d(a) donnée par (2.56) est minimisée en premier, c’est a
dire,

min||d(a)||2 avec a, =1

On aboutit a I’estimé initial suivant de a

1 (2.58)
a® —
{—G#g}

La matrice G est donnée par 1’équation (2.56).
Phase 1 :

La forme finale du vecteur erreur peut étre écrit comme suit

e=A(ATA) AT h,

=WA'h,
=WH ,,a
=W[g:G]a
Oou
W = A(ATA)™ (2.59)
Le dénominateur est estime par
1
(+1) _
T L[x 0G]*x <'>g} (260

Ou

XO =W wW® =T (AT A0y

S . )3 1+ _ Am|?
L’1tération continu jusqu’a ce que Ha —-a H <0

OU @ est un nombre petit arbitraire. 1l y a aussi une deuxiéme phase de 1’algorithme ou
le gradient de la norme de I’erreur est mis a zéros. Les résultats de la simulation indiquent que

(2.60) donne d’excellents résultats.
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» Remarques
Les résultats de simulation, montrant 1’efficacité de la méthode de DSP-modélisation des
signaux déterministes pour I’approximation rationnelle de s, sont présentes et discutés dans
les références [41-44]. Nous présentons dans ce qui suit les principaux résultats obtenus :

- Nous avons comparé, en premier lieu, les méthodes sous optimales non itératives. D’apres
les résultats de simulation, nous avons conclu que les filtres RII approximes par
les méthodes de Prony et Shanks, sont de meilleure qualité que celui obtenu par
la méthode de Padé.

- Laméthode de Shanks présente laplus petite valeur de I'erreur relative maximale
et de la somme des erreurs de modélisation au carré normalisée. Le temps de calcul est
le méme pour toutes les méthodes.

- La méthode de Shanks est la plus efficace que les méthodes de Prony, Padé et Kalman.
L'inconvénient de ces méthodes réside dans le fait qu'elles n'‘ont pas de mécanisme pour
réestimer les coefficients originaux.

Nous avons examiné deux méthodes sous optimales itératives, la méthode de pré filtrage et la
méthode de Shaw. Nous avons conclu que la méthode de pré filtrage donne
une approximation de meilleure qualité que celle de Shanks mais le temps de calcul de cette
méthode est plus grand. Dans la méthode de Shaw, le probléeme de modélisation a été
découplé en un linéaire et un autre non linéaire, les résultats obtenus apres quatre itérations
sont compareés a ceux de Shanks.

Les filtres approximés par les méthodes précédentes sont stables et a phase minimale, ce qui

est désiré pour une réalisation numérique en temps réel. D’aprés tous ce qui précéde nous

avons conclu que les méthodes itératives sont plus efficaces que celles non itératives,

I’inconvénient de ces méthodes est que le temps de calcul est long.

2.4 Conclusion :

Une description détaillée des méthodes de modélisation des signaux déterministes
itératives (Steiglitz-Mc Bride, Shaw) et non itératives (Padé, Prony, Shanks, Kalman) est
présentées dans ce chapitre. Dans le chapitre suivant nous allons appliquer la méthode

de Steiglitz-Mc Bride pour calculer les coefficients de I’approximation rationnelle de s* .
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3.1 Introduction

Du point de vue systéme, la dérivation et I’intégration d’ordre fractionnaire d’une fonction
est calculée comme étant la sortie d’un systéme linéaire invariant décrit par la fonction
de transfert irrationnelle, équation (1) . L’un des thémes de recherche importants dans
le calcul fractionnaire est I’implémentation numérique des opérateurs de dérivation
et d’intégration d’ordre fractionnaire. Plusieurs travaux récents ont dévoués au probléme
du calcul numérique de I’intégrale et de la dérivée fractionnaire. Les approches proposées
dans la littérature sont regroupées en deux catégories principales appelées méthodes directes
et méthodes indirectes. L’étape clé de I’implémentation numérique de 1’opérateur de
dérivation et d’intégration s* est 1’utilisation des fonctions de transformation du plan s au
plan z dont les plus utilisées dans la littérature sont : Tustin, Euler, Al-Alaoui qui sont du
premier ordre.
I1 est bien connu [44], que I’avantage principal de 1’utilisation des régles d’intégration d’ordre
supérieur est la grande précision que présentent ces opérateurs pour la discrétisation
des filtres a temps continu classique linéaire et invariant pour les applications en temps reéel.
Ceci nous a incités a proposer un opérateur de transformation du plan s au plan z d’ordre
deux dont le but d’améliorer le processus de discrétisation et d’améliorer les performances du
filtre discret approximant s%*. D’autre part, la technique de modélisation des signaux
déterministes a prouve son efficacité pour la synthése des filtres RII, approximant s, basées
sur des fonctions de transformation du plan s au plan z du premier ordre. Dans ce travail, nous
confirmons ce résultat par 1’application de cette méthode basée sur les opérateurs d’ordre
supérieur. Nous demontrons aussi dans ce travail que la méthode DSP- troncature n’est pas
appropriée pour I’approximation rationnelle de s¢.
3.2 Fonction de transformation du plan s au plan z proposee
La fonction de transformation du plan s au plan z proposée dans ce travail est obtenue par
I’inversion et la stabilisation de la fonction de transfert de 1’intégrateur numérique d’ordre
deux proposé par Tseng [45].
3.2.1 Intégrateur numérique de Tseng
Dans [45], Tseng a proposé un nouveau intégrateur a phase non minimale afin d’améliorer
la réponse en amplitude de I’intégrateur conventionnel de Simpson en réduisant ’intervalle
d’échantillonnage de T a 0.5T. Les différentes étapes de la méthode sont résumées Ci-apres :
- Premiérement en remplacant T par 0.5T dans I’expression analytique de la sortie y(n)
de P’intégrateur conventionnel de Simpson et prenant la transformée en z, on obtient

la fonction de transfert en z suivante :
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_TA+42"+77) 3.1
G(2) ey (3.1)

- L’opérateur de retard numérique d’ordre un demi z ¥?dans (3.1) est ensuite approximé par

un filtre passe tout RIl ou RIF en utilisant les techniques d’approximation de I’opérateur

de retard d’ordre fractionnaire. La fonction de transfert du filtre RII approximant z 2

considérée dans ce travail est la suivante :

z7 Y2 =1/3+z"Y)/(1+1/3z7YH) (3.2)

En substituant I’équation (3.2) dans (3.1), on obtient la fonction de transfert de I’intégrateur

de Tseng suivante :

G(Z) _ Z7+16z‘1+z‘2 (3.3)

6 3—2z"1-z2

L’intégrateur dans (3.3) posséde deux zéros réels situés a z = —2.2214 et z = —0.064309,
et deux polesaz = 1 etz = —0.33333.

Pour illustrer les performances de I’intégrateur (3.3), la figure 3.1 montre I’erreur relative en

amplitude (%) entre 1’intégrateur idéal S et les intégrateurs correspondant aux fonctions

de transformation du plan s au plan z présentées dans le tableau 3.1.
Er:QHi|_‘Happ‘)/|Hi| (%) (3.4)

Avec H; =s™ . Happ =[M (Z)]_l‘z o €t M (z) fonction de transformation du plan s au
=] =

planz.
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Méthode Conversion s-z
1-z71
Euler s = T
21—2z71
Tustin S~ T1+z1
8 1—z1
Al-Alaoui

S = ﬁ—l _|_Z_1/7

Al-Alaoui- Simpson

0.8038475773 1—2z72

S =

T (1+ 0.26794919247-1)2
1.1272 (z3 —z%)
Al-Alaoui -SKG ST (23 + 016822 — 0.0607z + 0.0199)

Al-Alaoui-Schneider

1.39818166724
S =

(1-2zY

T (1 +0.4660655596z~1 — 0.0678788822)

Tableau 3. 1 Fonctions de transformation du plan s au plan z

80

t t t t r ' r ' *
*  Al-Alaoui-Simpson J(f
4  Tustin *
60 +  Al-Alaoui-Schneider if -
Al-Alaoui-SKG i:tr
Tseng Q;tv +++++ F
401} Al-Alaoui ¥ o :
Euler +* 4

Erreur relative(%)

-400 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35- 0.4 \0.45 0.5
Fréguence normalisée
Figured. 1: Erreur relative (%) en amplitude des intégrateurs T=1s
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D’apres la figure 3.1, il est clair que 'intégrateur (3.3) donne une approximation
de la réponse en fréquence d’amplitude avec la plus petite valeur de 1’erreur dans presque
toute la gamme de fréquence surtout dans les hautes fréquences ou la courbe de celle-ci est
superposée a celle d’Al-Alaoui — SKG.

3.2.2 Dérivateur proposé

D’aprés 1’équation (3.3), I’intégrateur G(z) a un zéros (z=-2.2214) a l’extérieur
du cercle unité, G(z) est donc un intégrateur a phase non minimale, son inverse est donc

un dérivateur instable.

Soit
1 6 3-2z"1-z72
H(Z) O T 741621422 (3.5)
L’équation (3.5) peut étre écrite sous la forme suivante :
_ 1 (18 (1-z,z7H(1-2,271)
HD) =55~ (7T) (1-p1z~H)(1-ppz~1) (3.6)

Avec z; =1, z, =-0.33333 et p; =—-2.2214, p, = —0.064309, sont les zéros

et les pdles de H(z) respectivement. On note que piest un pole instable.

Dans ce travail, nous avons appliqué la méthode de placement de poles afin d’obtenir

un dérivateur stable.
3.2.2.1 Approche de stabilisation
L’idée [46]

Soit H(z) une fonction de transfert de la forme (2.3). Supposons que H(z) a un pdle réel

N . A N 1 - R .. .
a z = a, en plagant ce dernier par un pélea z = — est équivalent a multiplier par la fonction

VA4 - - ; \
— qui a une amplitude égale a |«|.
S

a

Donc en appliquant cette approche pour stabiliser le dérivateur instable (3.6) en inversant
le pole instable p; ensuite en compensant les changements en amplitude on obtient

un dérivateur stable de fonction de transfert suivante :
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18

SzH(Z)Z(W

J((l— 2,2 \1-2,27)/(0- @/ p,) 2 J1- p,27))) (3.7)

Pour illustrer les performances du nouveau dérivateur stable, figure 3.2 montre 1’erreur
relative en amplitude entre le dérivateur ideéal, le dérivateur proposé et les fonctions
de transformation du plan s au z rapportées dans le tableau3.1.

80 T T T
®  Al-Alaoui-Simpson .
*  Tustin .
60 - +  Al-Alaoui-Schneider .
Al-Alaoui-SKG °
NMF
40 - Al-Alaoui .
Euler °

Erreur relative(%)

40 r r r r S r o r
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Fréguence normalisée

Figure3. 2 : Erreur relative (%) en amplitude des dérivateurs, T=1s

Nous remarquons d’apres la figure 3.2 que le nouveau dérivateur (NMF) de fonction
de transfert donnée par 1’équation (3.7) présente la plus petite erreur relative dans presque
toute la gamme de fréquence. En effet la NMF permet d’approximer le dérivateur idéal avec
uneerreur £, < 2.91% .

3.3 Approximation de I’opérateur de dérivation et d’intégration fractionnaire
numérique par un filtre RI11:

L’objectif est de faire profiter le monde numérique de la satisfaction acquise dans
le monde analogique concernant les opérateurs de dérivation et d’intégration d’ordre
fractionnaire. Il est due nécessaire d’établir la correspondance entre le domaine analogique
et le domaine numérique.

L’équivalent numérique de I’opérateur de dérivation et d’intégration d’ordre fractionnaire

s% est obtenu en substituant I’équation (3.7) dans s%:
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() (<1—z1z1)“(1—4#)"/[[1‘11] - pzzlrj (38)
! 1

La fonction H*(z) dans (3.8) ne décrit pas un systeme linéaire discret puisque H*(z) n’est
pas une fonction rationnelle, le filtre correspondant n’est donc pas réalisable. Donc
il faut trouver une approximation de H*(z) sous forme d’un quotient de deux polyndmes en z

et determiner les coefficients b; et a; du numeérateur et denominateur, respectivement de cette
fonction F(z), donnée par 1’expression suivante :

q : .
F(z) =B(2)/A(2)=| X bz"! 1+ az ! (3.9)
i=0! i=1"

Plusieurs méthodes ont éte utilisées dans la littérature. Dans ce travail nous avons appliqué la

I Mo

méthode de DSP -modélisation des signaux déterministes.

Les coefficients a; et b; sont donc calculés tel que la réponse impulsionnelle h_(n),
la transformée en z inverse de F(z), soit la meilleure approximation de la réponse désirée,
h, (n) latransformée en z inverse de H*(z), selon un certain critere.

3.3.1 Réponse impulsionnelle de I’opérateur de dérivation et d’intégration fractionnaire

discret (ODIFD)

Notre contribution dans ce travail consiste en I’obtention de la réponse impulsionnelle
d’un opérateur fractionnaire d’ordre deux, équation (3.8), il est supposé que
h(n) = 0 pour n < 0 correspond a un systeme causal.

Premiérement, réécrivons 1’équation (3.8) sous la forme suivante

SR :(7T:(L—8p )Ja(l_ Z1zil)a(1_ Zzzl)a[l_Zlea(l_ pzzil)ia (310)
1 1
Soit
A@ =l-27f, m@=l-22f, AQ)-= [1—2—1]  A@ = pt)
Donc P
5° » [BJ A @A (DA (DA, ) (3.11)
il (_ pl)

Le développement en série de puissance de chaque élément Ai(z) donne

Ai(z) =Yrohi(n)z™ i=1234 (3.12)
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A@)=0-22") =" h(M)z"=h©)+h@O)z"+h (277 +.eerere.c....
A@2)=0-2,27) =37 h(n)z " =h,0) +h,Dz" + 1, (222 + e
A(2)=0-1pz?) =37 h(n)z" =h,0)+h,0)z* +h,(2)z72 + oo

A@)=0-p,z*) =37 hMz"=h(0)+h,W)z* +h,(2)z % +.coooerrrneeen

Les L premiéres valeurs de la réponse impulsionnelle de ODIFD désirées, nécessaires pour le
calcul de I’approximation rationnelle de H%(z), peuvent étre calculé par la convolution

discréte des L premiere valeurs de hi(n) ,i =1,2,3,4, i.e.

h(n) =h,(n)*h,(n)*h,(n)*h,(n) etdonc ha(n)z(;Tl:j h(n) (3.12)

Une fois la réponse impulsionnelle désirée a été calculee, la méthode de modélisation de
signaux déterministes est ensuite utilisée pour calculer les coefficients de la fonction
de transfert F(z).

Basées sur 1’équation (3.12) la réponse impulsionnelle désirée de ODIFD pour a = 0.5,

L =500,T=1s, est tracée sur la figure 3.3.

1 : : : : : : . - . 1.2
09t B 1t
08l 1 0.8
07 0.6
06 0.4

Sos Z o2

C L C L r L c L c R c c ¢ ¢ c c c c c
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Nombre d'échantillons Nombre d'échantillons

a) b)

Figure3. 3:Réponse impulsionnelle de ODIFD, L=500,T =1s, a) a = -0.5,b) o = 0.5

Dans la section suivante, la réponse impulsionnelle h(n) est modelisee pour calculer

les coefficients des approximations rationnelles de s¢.
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3.4 Résultats de simulation et discussion

3.4.1 Approximation rationnelle discréte de I’opérateur S”

Dans cette section, nous présentons en premier lieu les résultats de simulation pour

I’approximation rationnelle numérique (filtre RII) du dérivateur et intégrateur fractionnaire

analogique S“ . Un exemple est présenté pour & = F0.5 .

Le dérivateurs et I’intégrateur d’ordre un demi numérique est obtenu en utilisant
la technique DSP-modélisation basée sur 1’opérateur NMF proposé dans ce travail, en
modélisant la réponse impulsionnelle présentée dans la figure 3.3.

Les résultats de simulation sont obtenus pour T=1s, et p=g=5. Les coefficients
de la fonction de transfert du filtre RII désiré sont calculés en utilisant la fonction Matlab
stmcb.m. Pour des raisons de comparaison des approximations rationnelles basées sur
les opérateurs d’ordre deux (Al-Alaoui Schneider), d’ordre un (Hsue) [23], et celles basées
sur les opérateurs les plus utilisés du premier ordre, Al-Alaoui, Tustin, Euler, sont congus en
utilisant la méme méthode.

La fonction de transfert de 1I’opérateur Hsue est donnée par (3.13) [23]

1+0.16582_1)
1-z—1

H(2) = 12( (3.13)
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Figure3. 4 : Réponses en fréquence (amplitude et phase) de s* et des approximations

obtenues par la méthode Steiglitz MC-Bride basées sur les opérateurs du
1°" ordre, Al-Alaoui-Schneider, et NMF a) a =0.5, b) a =—0.5
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La figure 3.4 compare les reponses en amplitudes et de phase des approximations rationnelles

définit par les coefficients rapportés dans le tableau 3.2, avec celles du dérivateur

et de I’intégrateur d’ordre un demi idéal s*°°.

En faisant un zoom sur la figure des réponses en fréquences d’amplitude, nous avons
remarqué que la NMF améliore la réponse en amplitude dans les hautes fréquences comparée
avec les opérateurs Al-Alaoui Schneider, Al-Alaoui, Tustin, Euler et Hsue. De plus
les approximations basées sur la NMF ont des réponses en phase meilleurs que celles basées
sur les opérateurs Al-Alaoui, Euler dans les hautes fréquences et la phase et plus proche
de I’idéale pour une bande de fréquence plus large en utilisant I’opérateur de Tustin.

Afin de mieux analyser les réponses en amplitude dans toute la gamme de fréquence
pour le dérivateur et I’intégrateur d’ordre un demi, la figure 3.5 montre I’erreur relative en
amplitude entre I’opérateur idéal s a = +0.5et les approximations definit par

les coefficients donnés au tableau 3.2.
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Figure3. 5: Erreur relative correspondante a NMF, Al-Alaoui-Schneider,

et les opérateurs d’ordre un a)a =0.5,b) a =-0.5
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Nous pouvons observer d’apres la figure 3.5 que la NMF permet d’obtenir un filtre avec
la plus petite erreur relative comprise entre Er = +£2.39% pour a = +0.5.
Pour étudier la stabilité des filtres obtenus, la figure 3.6 montre la distribution des poles
et des zéros. D’aprés cette figure, nous observons que tous les podles et les zéros des fonctions
de transfert sont a I’intérieur du cercle unité¢ et ils sont réparties de facon alternée sur I’axe
réel, cela signifie que ces fonctions de transfert correspondent a des systémes stable et a phase
minimale.

Considérons maintenant différentes valeurs de I’ordre de dérivation et d’intégration a.
Les figures 7 et 8 montrent I’erreur relative (%) en amplitude des approximations
des dérivateurs et intégrateurs d’ordre a = 0.7 et a = 0.3, respectivement. D’aprées les
tracés des erreurs nous pouvons conclure que la NMF donne la plus petite erreur quel que soit

I’ordre de dérivation.
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Figure 3. 6 : Distribution des péles et des zéros, a) @ =0.5, b) a=-05
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Figure3. 7: Erreur relative (%) correspondante a NMF, Al-Alaoui-Schneider

et les opérateurs du 1°" ordre a) 0. =0.7, b) a =—0.7
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Figure 3. 8: Erreur relative (%) correspondante a NMF, Al-Alaoui-Schneider,
et les opérateurs du 1°" ordre a) o =0.3, b) a =—0.3

Pour étudier davantage la performance de 1’approche proposée, nous avons comparé
I’approximation de I’intégrateur d’ordre 1/3, obtenue par 1’approche proposée dans ce travail,
avec celle proposée dans [23] basée sur 1’opérateur Hsue, obtenue en utilisant la méthode
DFC. D’apres [23] la fonction de transfert du modele d’ordre trois basé sur 1’opérateur Hsue

est donnée par 1’équation (3.14) avec T=0.001.

; 00704 L™ 0.793z"1)(1 — 0.2646z1)(1 + 0.1922z™1)
Hsue-cfe—3 ~ (1 —0.9108z-1)(1 — 0.4548z-1)(1 + 0.07365z~1)

(3.14)
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La fonction de transfert du modéle du 3°™ ordre de lintégrateur d’ordre 1/3 basée sur

I’opérateur NMF est donnée par 1’équation (3.15).

0.0952-0.1964z"140.11742z72-0.0161z"3
1 —
NMF—2 1-2.447427141.9240272-0.476623

H (3.15)

Les réponses en fréquence d’amplitude et de phase de I’intégrateur d’ordre 1/3, obtenues en
utilisant la méthode proposée NMF (DSP-Modélisation) et I’intégrateur obtenu par Hsue

(DFC) comparé¢ a I’idéal sont montrées a la figure 3.9.

20 R ooy T Ty
- idéal
T ok S NMF(DSP-Modélisation) ||
.ﬂo; T — Hsue(DFC)
2 20 U
<<
-40 r r rrrrereef r r rrrrereef r r rrrrrecf r _r rrrrerf
107 10" ° 10°
O - E E
3 20 R
= .
“é P idéal
£ -40r NMF(DSP-Modélisation) i
Hsue(DFC)
_60 r r r rrrrrf r r rrrrrrf r r rrrreef I3 r rrrrref
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Fréquence(H2)

Figure3. 9: Réponses en fréquence (amplitude et phase) de s '/

et des approximations obtenues par NMF (DSP-modélisation)
et Hsue (DFC), pour T=0.001s, q =p=3
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Figure3. 10: Erreur relative (%) correspondante &8 NMF (DSP-modélisation)

et Hsue (DFC)

La figure 3.10 montre I’erreur relative (%) en amplitude entre I’intégrateur idéal s—1/3

et les approximations données par les équations (3.14) et (3.15). Il est clair que I’intégrateur

d’ordre 1/3 basé sur la NMF présente la plus petite erreur d’approximation que celle basé sur

Hsue.

3.4.2 Comparaison des méthodes DSP-Modélisation et DSP-troncature

La méthode DSP-troncature consiste a développer en série de puissance le numérateur

et le dénominateur de ’ODIFD, équation (3.8), suivie d’une troncature de chaque série.

La fonction de transfert obtenue est une approximation rationnelle de s* .

Dans le reste de cette premiere section nous allons comparer les performances de la méthode

DSP-modélisation et la méthode de DSP-troncature pour 1’approximation rationnelle de $*.

Un exemple est présenté pour a = +1/4.

Le tableau3.3 présente les coefficients des approximations rationnelles de s*, a« = +1/4

obtenues en utilisant les approches DSP-Modélisation et DSP-troncature basées sur la NMF
pour L=500, T=1s, p=g=5.
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DSP-modélisation DSP-troncature

bo 1.069044967644567 1.069044967649698

by -3.789489561781301 -0.534522483824849

B(2) b, 5.080791711801894 -0.133630620956212
bs -3.129840761402043 -0.066815310478106

bs 0.831436092275494 -0.041759569048816

bs -0.061940142505705 -0.029231698334171

a 1.000000000000000 1.000000000000000

a -2.973314461443737 0.071428571428571

A@2) a 3.135238561983327 -0.002551020408163
as -1.320541978722998 0.000182215743440

a 0.140837398772762 -0.000016269262807

as 0.017868591240445 0.000001626926281

Tableau 3. 3: Coefficients des approximations rationnelles de s*, o =+1/4 obtenues

par les approches DSP-modélisation et DSP-troncature.

La figure 3.11 présente les réponses en fréquence (amplitude et  phase)

des approximations rationnelles obtenues et de s*, a=1/4 et a=-1/4 .

La figure 3.12 présente I’erreur relative (%) en amplitude, entre 1’opérateur d’ordre

fractionnaire idéal s, ¢ =+1/4 et I’amplitude des approximations obtenues en utilisant

DSP-modélisation et DSP-troncature.
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Figure3. 11

: Réponses en fréquence (amplitude et phase) de s* et des

approximations obtenues par les méthodes DSP-modélisation
et DSP-troncature basées sur NMF, a) a = 1/4, b) a = —1/4
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Figure3. 12: Erreur relative (%) a) o = 1/4, b) a = —-1/4

De la figure 3.11 il est clair que la phase est plus proche de 1’idéale pour une bande

de fréquence plus large en utilisant la méthode de modélisation des signaux

La figure

3.12 montre

clairement

que Ierreur

correspondante a la méthode

de DSP-modélisation est plus petite que celle de la méthode de DSP- troncature.
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Figure3. 13 : Distribution des pdles et des zéros, a)DSP-troncature,

b) DSP- modélisation

La figure 3.13 montre le diagramme des poles et des zéros des approximations basées

sur la NMF. Nous pouvons conclure que chacune des méthodes DSP-Modélisation et DSP-
troncature, fournit des filtres stables a phase minimale puisque les poles et les zéros sont
a ’intérieur du cercle unité, mais contrairement a la méthode DSP-modélisation, la méthode
DSP-troncature fournit des approximations ayant des poles et des zéros qui sont complexes
conjugués, ils ne sont pas distribués de facon alternée ce qui n’est pas désirable pour
I’approximation rationnelle de 1’opérateur s¢.
Maintenant comparons les méthodes précédentes en utilisant 1’opérateur du 1° ordre Al-
Alaoui. Les réponses en fréquence (amplitude et phase) des modeéles rationnels obtenus
pour @ = 0.5, p=q=5, T=1, L=500, et comparé au modeles obtenus en utilisant la méthode
DSP-troncature avec p=0=40 sont illustrés par la figure 3.14.

La figure 3.15 présente ’erreur relative en amplitude. Nous pouvons observer que
la méthode DSP-modélisation présente la plus petite erreur. Aussi, nous pouvons déduire
qu’en augmentant I’ordre p et q du numérateur et dénominateur meéne a une amelioration dans
la qualité des approximations en utilisant la méthode DSP-troncature.

On note que les pdles et les zéros des approximations obtenues par la méthode
DSP-troncature basé sur I’opérateur Al-Alaoui sont complexes conjugués.
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» Remarque
Il est clair que [I’utilisation de ces résultats dans des applications qui utilisent
des intégrateurs et des dérivateurs simples vont contribuer a 1’amélioration des performances
dans ces domaines. Nous considérons dans la suite de ce chapitre, I’application de ces

résultats pour 1I’approximation des fonctions de transfert composées basées sur 1’opérateur s ¢.
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3.5 Applications : Synthese des filtres passe-bas et passe-haut fractionnaires numériques
3.5.1 Introduction :

Bien qu’il n’y a pas une interprétation physique de la dérivée fractionnaire, comme
la pente de la tangente, ou surface, les concepts du calcul fractionnaire et systémes
fractionnaires ont été peu a peu migré dans I'ingénierie montrant de nombreuses applications
utiles dans plusieurs domaines. Ceux-ci incluent la théorie des matériaux, la théorie
de diffusion bio ingénierie, conception et théorie de circuit, la théorie de controle,
électromagnétique et robotiques. L’importation de ces concepts dans la théorie des circuits est
relativement nouvelle et elle a montré des applications dans 1’électronique de puissance,
les circuits dérivateurs et intégrateurs, les oscillateurs, les circuits multivibrateurs, et dans
la théorie de filtre [17].

Les filtres a temps continus traditionnels sont d’ordre entier. Cependant, utilisant
le calcul fractionnaire, les filtres peuvent étre représentés par des équations différentielles
d’ordre fractionnaire dont les filtres d’ordre entier sont un sous ensemble de ces filtres [15-
18]. La synthése des filtres est 1’'un des domaines de 1’ingénierie dont laquelle une théorie
de conception compléte existe. Soit passifs ou actifs, les filtres incorporent nécessairement

des capacités et inductances.

Une inductance ou une capacité est un cas spécial de « la Fractance » qui est un élément

¢lectrique dont I’impédance dans le domaine fréquentiel est donnée par

Z(s) = as”
= z(jw) = aw“ej(%a) (3.14)

-Pour a =1, cet élément représente une inductance et pour a = —1, il représente
un condensateur.
- Pour 0 < a < 2, cet élément représente généralement une inductance d’ordre fractionnaire.

Tandis que pour —2 < a < 0, il représente un condensateur d’ordre fractionnaire.

3.5.2 Les filtres a un élement fractionnaire simple

La fonction de transfert générale d’un filtre avec un élément fractionnaire est donnée par

I’expression suivante [15] :

bsP+d
sqta

T(s) = (3.15)
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La position des pOles est importante pour déterminer la fréquence centrale du filtre w,
et son facteur de qualité Q. A partir de I’équation (3.15), il est clair que les poles dans le plan
s sont positionnés & s,_a'/*et/Cm+LT/@ ‘me N*.Pour 1< a <2, il y a seulement deux
poles positionnés & s; ,_a'/%e @,

Comparé avec un systéme du second ordre classique, ayant des p6les positionnés a

$12 = (= ‘;_QO) ¥ jwoy/1 — (1/4Q2) = wee™o 00 § = cos‘l(—%),

il est clair que la pulsation centrale w, et le facteur de qualité Q sont défini par :

wy = a'/® (3.16)
_ -1
Q= prmis (3.17)

A partir de I’équation ci-dessus, Q est négatif pour a < 1, est positif pour « > 1.Pour a = 1

(filtre du premier ordre classique), Q=0.5.

Il est important de définir les fréquences critiques suivantes :
1-w,, est la fréquence a laquelle la réponse en amplitude a un maximum ou un minimum

et elle est obtenue par la résolution de I’équation (d/dw)|T (jw) |y =w,,=0.
. X . 1 .
2-wpest la fréquence a laquelle, |T(jwy,)| = (\/—2_)) |T GWphande passante) |-

3- wy,, la fréquence a laquelle 2T (jw,,) = Fr/2.

3.5.2.1 Filtre passe-bas fractionnaire :

Considerons un filtre passe-bas fractionnaire de fonction de transfert [15]

d
s®+a

Trppr(s) = (3.18)

L’amplitude et la phase de la fonction de transfert (3.18), sont données par les expressions

suivantes :
. d
| Trppr GW)| = — (3.19)
Jw2“+2aw“ cos(7)+a2
Aoin (AT
LTFPBF (]W) = —tan_l —W‘;Vcs:(l(gn/ii)'_a (320)
Les fréquences critiques correspondantes sont
Wy, = Wy /(— cos (%))1/0‘ (3.21)
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Wyp = ————- (3.22)
" o)’
1/a
wp, = wo(_[1 + cos? (%n)) — cos(am/2)) (3.23)

Avec wyest donnée par (3.16).

3.5.2.2 Filtre passe-haut fractionnaire :

Considérons un filtre passe-haut fractionnaire de fonction de transfert :

bs%

T(s) = p (3.24)
L’amplitude et la phase de cette fonction de transfert sont :
. bw®
I Terpn GW)| = = — (3.29)
Jw2“+2aw“ cos(7)+a2
) a _1 w%sin(%7/,)
LTFFPH(]W) = 771- —tan™t Wa”/z)z-l-a (326)
et les fréquences critiques correspondantes sont :
W = (—a/ cos (£)) (3.27)
1,
Wyp = (—a cos (?)) ¢ (3.28)

1/a
wp, = wy| /1 + cos? (%)) + cos(amn/2)] (3.29)

3.5.3 Conception de filtre fractionnaire numérique par un filtre RII

Dans cette section, nous allons synthétiser un filtre fractionnaire de type passe-bas
et passe-haut présentés par les fonctions de transfert (3.18), (3.24) respectivement, par
un filtre RIl numérique. La procédure consiste a transformer la fonction de transfert du filtre
analogique fractionnaire du plan s au plan z en remplagant s* dans (3.18) et (3.24) par son
équivalent numérique calculé selon 1’approche proposée dans ce travail.
On cherche a realiser un filtre numérique de fonction de transfert :

N(z)
D(z)

T(z) = (3.30)

en remplacant s* par son expression en z conformément a la transformation proposée dans

la section précédente.
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N(2)

() lga_B®
A(2)

T(z) = (3.31)

3.5.3.1 Conception des filtres passe-bas fractionnaires numériques

Soit un filtre passe-bas fractionnaire analogique (FPBFA) de fonction de transfert (3.18)
avecd = a =4eta = 0.4][15].

Le filtre Trpgr(W) @ une pulsation de coupure, calculée par 1’équation (3.23), égale a
w.= 5,0.365rad/sec (fréquence de coupure f, = 0.8015Hz).
La reponse en fréquence (Amplitude et phase) du filtre passe-bas d’ordre 0.4 est représentée

sur la figure ci-apres
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Figure3. 16: Réponse fréquentielle (amplitude et phase) d’un filtre passe-bas

analogique d’ordre 0.4
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La fonction de transfert du filtre numérique RII synthétisé est obtenue en remplacant
Popérateur s®* dans Trpge(w) par son équivalent discret basé sur les différents opérateurs
NMF, Al-Alaoui, Tustin, Euler, selon I’approche proposée dans la section précédente.

La fréquence d’échantillonnage est choisie égale a fe= 8 Hz.

Les coefficients des fonctions de transfert des approximations rationnelles discrétes

de s%* pour q=p=5, T=1/f,, basée sur les différentes régles de transformation sont rapportés

dans le tableau 3.4

NMF Al-Alaoui Euler Tustin
b0 2.430438204063079 2.418035472819406 2.292270624379821 3.024669222561531
b1l -7.015567720062053 -8.572396695454859 -8.638290530597633 3.765379727804805
B(z) b2 6.685913804083634 11.485523531405436 12.555810385613851 -2.520475368037470
b3 -1.811749571199935 -7.056652189906744 -8.678365140669131 -3.938687715472264
b4 -0.510395368599198 1.859209760593504 2.782581334338387 -0.144490466113493
b5 0.221394246371496 -0.133714186802380 -0.314004221270688 0.531535180644826
a0 1.000000000000000 1.000000000000000 1.000000000000000 1.000000000000000
al -2.414089391189892 -3.088047862725250 -3.368443228471341 2.044895454542958
A(z) a2 1.679629387332545 3.429686073967113 4.250092516354393 0.481967294887436
a3 -0.046370690645471 -1.572755271217969 -2.426238169379182 -1.228885057373236
ad -0.258912165542439 0.216524239568441 0.579985570517413 -0.713649368342969
ab 0.039988691439236 0.014638703203224 -0.035376182040625 -0.047712732613602

Tableau 3. 4: Coefficients des fonctions de transfert des approximations discretes

o

de s

La figure 3.17 montre la réponse en fréquence d’amplitude de s%* et des approximations

numériques basées sur différents opérateurs.
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Figure3. 17: Réponses en fréquence d’amplitude de s%* et des approximations

correspondantes obtenues basées sur différents opérateurs

Aprés remplacement de s%* par son équivalent discret dans l’expression de Trpgr(W),

équation (3.18), on obtient finalement la fonction de transfert T(z) du filtre numérique

correspondant. Les coefficients des filtres obtenus, bases sur différents opérateurs, sont
rapportés dans le tableau 3.5.
NMF Al-Alaoui Euler Tustin
no 4,000000000000000 4.000000000000000 4.000000000000000 4,000000000000000
ny -9.656357564759569 | -12.352191450901001 | -13.473772913885362 8.179581818171833
N(z) n, 6.718517549330179 | 13.718744295868452 17.000370065417570 1.927869179549743
N3 -0.185482762581884 | -6.291021084871877 -0.704952677516726 -4.915540229492942
ng -1.035648662169755 | 0.866096958273766 2.319942282069650 -2.854597473371875
Ns 0.159954765756944 0.058554812812897 -0.141504728162499 -0.190850930454408
do 6.430438204063080 6.418035472819407 6.292270624379821 7.024669222561531
dy -16.671925284821622 | -20.924588146355859 |  -22.112063444482995 11.944961545976639
D(z) d, 13.404431353413813 | 25.204267827273888 29.556180451031423 -0.592606188487727
ds -1.997232333781819 | -13.347673274778622 | -18.383317818185859 -8.854227944965206
ds -1.546044030768953 | 2.725306718867270 5.102523616408037 -2.999087939485367
ds 0.381349012128440 | -0.075159373989484 -0.455508949433188 0.340684250190418

Tableau 3. 5: Coefficients

d’ordre 0.4

des fonctions de transfert des filtres numériques passe-bas
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Les réponses en fréquences de la fonction de transfert du filtre analogique et de son
équivalent numérique basé sur la NMF et comparé a ceux basés sur les opérateurs Al- Alaoui,

Euler, Tustin sont représentées dans les figures suivantes :

0.95 T T Tt — .
FPBFA
0.9 FPBN (NMF) =
FPBFN (Al-Alaoui)
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Figure3. 18: Réponses fréquentielles (amplitude et phase) du filtre passe-bas

analogique et des filtres numériques d’ordre 0.4.
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Figure3. 19: Distribution des pdles et des zéros

La figure 3.19 représente la distribution des péles et des zéros des filtres passe-bas
numériques d’ordre 0.4 obtenus.
Comme un deuxiéeme exemple, on considere la conception numérique du filtre passe-bas
(3.18), avec a=1.6,d =a=4. Le filtre d’ordre 1.6 est de fréquence de coupure

f.=0.6013Hz et de réponse en fréquence illustré sur la figure 3.20.
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Figure3. 20: Réponse fréquentielle d’un filtre passe-bas fractionnaire

analogique a =1.6
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La fréquence d’échantillonnage est choisie égale a : fe=6Hz.
Les coefficients des fonctions de transfert des approximations rationnelles discrétes de s-6

pour q= p =5, T=1/f, basée sur les différentes régles de transformation sont rapportés dans

le tableau 3.6.
NMF Al-Alaoui Euler Tustin
107 * 10° *
bo 22.297038232883583 0.218453756116003 17.642998664553431 0.606201245132902
b, -62.810771297569488 | -0.776632052583920 -67.236372992568420 1.041381358768089
B(z) b, 58.148413414721496 1.050709532530377 99.425133695821174 0
bs -15.324578991366501 | -0.662258248115226 -70.667960417927404 -0.575705219657265
b, -3.917734764394798 0.186857612620533 23.797891211855735 0
bs 1.606229137857212 -0.017132078398468 -2.961726847490234 0.140390646585454
ag 1.000000000000000 1.000000000000000 1.000000000000000 1.000000000000000
a -0.927174097669383 -1.726561091813484 -2.210937940337138 4.488570726818606
A2) a, -0.206560795792759 0.764453685319585 1.617886771820559 7.997760234278301
ag 0.227306143399923 0.020664191204240 -0.419570273031015 7.061132157634511
ay 0.000978847792473 -0.035552539045226 0.020058948272970 3.083267808500932
as -0.001507164003846 -0.001348155670115 0.000852973950164 0.531325159436805

Tableau 3. 6: Coefficients des fonctions de transfert des approximations discretes de s

La figure 3.21 montre les réponses en fréquence d’amplitude de s et des approximations

numériques pour différents opérateurs.
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Figure3. 21: Réponses en fréquence d’amplitude de s et des approximations

obtenues basées sur différents operateurs

Apres remplacement de s par son équivalent numérique dans 1’expression de Trpgr(s),
équation (3.18), on obtient finalement la fonction de transfert T(z) du filtre numérique
correspondant. Les coefficients des filtres obtenus, basés sur les différents opérateurs, sont

rapportés dans le tableau 3.7.
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NMF Al-Alaoui Euler Tustin
No 4.000000000000000 4.000000000000000 4.000000000000000 4.000000000000000
n -3.708696390677530 -6.906244367253934 -8.843751761348552 17.954282907274425
N(z) n, -0.826243183171038 3.057814741278341 6.471547087282236 31.991040937113205
N 0.909224573599690 0.082656764816960 -1.678281092124061 28.244528630538042
n, 0.003915391169893 -0.142210156180904 0.080235793091878 12.333071234003729
N -0.006028656015384 -0.005392622680461 0.003411895800656 2.125300637747221
107 * 107 * 10% *
do 26.297038232883583 0.258453756116003 0.216429986645534 0.646201245132902
d; -66.519467688247019 -0.845694496256459 -0.760801247539170 1.220924187840834
D(2) d, 57.322170231550459 1.081287679943161 1.058966807831034 0.319910409371132
d; -14.415354417766810 -0.661431680467056 -0.723462415100515 -0.293259933351885
d, -3.913819373224905 0.185435511058724 0.238781270049476 0.123330712340037
ds 1.600200481841828 -0.017186004625273 -0.029583149516896 0.161643652962926

Tableau 3. 7 : Coefficients des fonctions de transfert des filtres numeriques passe- bas
d’ordre 1.6

Les réponses en fréquences de la fonction de transfert du filtre passe-bas analogique d’ordre
1.6 et des filtres numériques calculées basés sur NMF et les opérateurs, Tustin, Euler

Al-Alaoui, sont représentées dans la figure suivante :
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Figure3. 22: Réponses fréquentielles (amplitude et phase) du filtre passe-bas

analogique et des filtres numériques d’ordre 1.6

70



Chapitre3 Approche proposée et Applications

08 08f
06f 0.6
04 04

0.2

Imaginary Part

o

T

|

¢

t

o

o}

x

o}

®
Imaginary Part

o

-0.2

0.4 0.4

06 0.6

08 0.8

: : c . c :
0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Real Part Real Part

a) NMF b) Al-Alaoui

: :
-1 -0.5

0.8 08
06 06
0.4 0.4f

0.2

Imaginary Part
o

Imaginary Part
°

-0.2

04F

0.6

0.8

: : : :
-1 -0.5 0 0.5 1
Real Part

-1 -0.5 0 0.5 1
Real Part

c) Euler d) Tustin

Figure3. 23: Distribution des p0les et des zéros

La figure 3.23 montre la distribution des pdles et des zéros des filtres passe-bas numériques

d’ordre 1.6 obtenus.
» Comparaison des méthodes DSP-modélisation et DSP-troncature

Dans cette partie nous allons comparer les méthodes DSP-modélisation et DSP-
troncature, basées sur la NMF, pour la synthese des filtres passe-bas fractionnaires

numériques.

Reprenons I’exemple des filtres passe bas analogiques d’ordre 0.4 et 1.6. Les coefficients
des fonctions de transfert des filtres numériques calculés par la méthode DSP-troncature sont

donnés dans le tableau 3.8.

La figure 3.24 illustre les réponses en fréquence d’amplitude des filtres obtenus.
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Figure3. 24 : Réponses fréquentielles (amplitude) des filtres numériques passe-bas

obtenus par les méthodes DSP-modélisation et DSP-troncature
a)a=04,b)a=16
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a=04 a=16
No 4.000000000000000 4.000000000000000
M 0.823159889790625 3.292639559162502
N@z) n, -0.080728758698765 0.693473271445111
Na 0.020562201010502 0.022332456726635
Na -0.006175053083649 0.002001465504626
Ns 0.002025455137014 -0.000468396975435
do 6.430438204063690 26.232831778755454
d; 0.175043035373641 -20.422381004843320
D(z) d, -0.534410556790654 -6.421032897756633
ds -0.155149479520325 5.186936935110126
d, -0.127684961122863 1.918526460714281
ds -0.082070347199663 0.543958208446541

Tableau 3. 8: Coefficients des filtres numériques obtenus par la méthode
DSP-troncature

> Commentaires

e De la figure 3.18, on remarque que la réponse en fréequence (amplitude) des filtres

numériques est confondue avec le tracé analogique, mais s’en éloigne dans les hautes

fréquences proche de la limite de Shannon f = % , et dans les basses fréquences pour

la courbe de Tustin.

e De la figure 3.22, on remarque que la réponse en fréquence (amplitude) des filtres
numeériques suit bien celle du filtre analogique sauf pour le pic, on constate une
différence remarquable. Le tracé de la courbe de Tustin s'éloigne du tracé analogique

sur toute la gamme de fréquence.

e L’allure des courbes basées sur I’approximation de s* obtenue par la NMF (DSP-
modélisation) est plus proche du tracé analogique dans une large bande de fréquence

par rapport aux autres opérateurs.

e [’examen de la position des pdles et zéros des filtres numériques d’ordre 0.4 et 1.6,

révele que les filtres numériques obtenus sont stables et a phase minimale.
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e Les filtres numériques passe-bas basés sur 1’approximation de s* obtenue par la
méthode DSP- modélisation des signaux sont plus proches de I’analogique que celles

basées sur la méthode DSP-troncature.
3.5.3.2 Conception des filtres passe-haut fractionnaires numériques

Soit un filtre passe-haut fractionnaire analogique (FPHFA) de fonction de transfert
donnée par (3.24), avec a = 0.4,a = 4.

La réponse en fréquence (amplitude et phase) du filtre est représentée sur la figure ci-apres
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0.6

0.4 ,

0.2

10 10" 10 10" 10 10 10"
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Figure3. 25: Réponse fréquentielle (amplitude et phase) d’un filtre passe-haut

analogique d’ordre 0.4
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Le filtre est de pulsation de coupure w.= 203.35 rad/sec (fréquence de coupure f, =32.36Hz)

calculée selon I’expression (3.29). La fréquence d’échantillonnage est choisie égale a
fe=323Hz

Les coefficients des fonctions de transfert des approximations rationnelles discrétes de s%4

pour q=p=5, T=1/f. basée sur les différentes regles de transformation sont rapportés dans
le tableau 3.9.

NMF Al-Alaoui Euler Tustin
by 10.687448052090240 | 10.632909102875812 10.079879084607825 13.300480191799220
b, -30.849793028582127 | -37.695689695713362 -37.985446883978703 16.557631528905578
B(z) b, 29.400194723118990 | 50.505680781512375 55.212089336221467 -11.083371516089953
by -7.966867618068684 | -31.030455156502200 -38.161668321087731 -17.319724600149428
b, -2.244378803288673 8.175565912877824 12.235938939650044 -0.635372809651682
b5 0.973544401650930 -0.587985912548945 -1.380781374053605 2.337337613234579
a 1.000000000000000 1.000000000000000 1.000000000000000
1.000000000000000
a -2.414089391191289 -3.088047862727625 2.044895454543041
-3.368443228474905
A(2) a, 1.679629387335792 3.429686073973449 0.481967294887681
4.250092516363023
az -0.046370690647687 -1.572755271223621 -1.228885057373139
-2.426238169386334
ay -0.258912165542163 0.216524239570204 -0.713649368343177
0.579985570519751
as 0.039988691439338 0.014638703203164 -0.047712732613746
-0.035376182040890

Tableau 3. 9: Coefficients des fonctions de transfert des approximations discrétes

La figure 3.25 montre la réponse en fréquence d’amplitude de s®* et des approximations

numeriques obtenues.

de SO.4-
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Figure3. 26 : Réponses en fréquence d’amplitude de s%* et des approximations
obtenues basées sur différents operateurs

Les figures suivantes permettent de comparer les filtres numériques obtenus par

I’approximation du dérivateur fractionnaire s%*. Les coefficients des fonctions de transfert

des filtres obtenus sont rapportés dans le tableau 3.10.
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Figure3. 27: Réponses fréquentielles (amplitude et phase) du filtre passe-haut

analogique et des filtres numériques d’ordre 0.4
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NMF Al-Alaoui Euler Tustin
No 10.687448052090240 | 10.632909102875812 10.079879084607825 13.300480191799220
N -30.849793028582127 | -37.695689695713362 | -37.985446883978703 16.557631528905578
N(2) n, 29.400194723118990 | 50.505680781512375 55.212089336221467 -11.083371516089953
Ns -7.966867618068684 | -31.030455156502200 | -38.161668321087731 | -17.319724600149428
Na -2.244378803288673 | 8.175565912877824 12.235938939650044 -0.635372809651682
Ns 0.973544401650930 | -0.587985912548945 -1.380781374053605 2.337337613234579
do 14.687448052090240 | 14.632909102875812 14.079879084607825 17.300480191799220
dy -40.506150593347286 | -50.047881146623865 | -51.459219797878319 24.737213347077741
D(2) d, 36.118712272462155 | 64.224425077406167 72.212459401673556 -9.155502336539229
ds -8.152350380659433 | -37.321476241396681 | -47.866620998633067 | -22.235264829641981
ds -3.280027465457327 | 9.041662871158637 14.555881221729047 -3.489970283024388
ds 1.133499167408282 | -0.529431099736290 -1.522286102217166 2.146486682779597
Tableau 3. 10: Coefficients des fonctions de transfert des filtres numériques passe-

haut d’ordre 0.4
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Figure3. 28: Distribution des pdles et des zéros
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La figure 3.28 montre la distribution des poles et des zéros des filtres numériques passe-haut

obtenus.

Soit maintenant un filtre passe-haut fractionnaire aveca = 1.6,a =4, de fréquence
de coupure f.=0.2384 Hz, f.=2Hz. Les réponses en fréquence du filtre sont illustrées sur
la figure 3.29.

1.8

e A

1.4

1.2

Amplitude
o
0] [l
T —

0.6 /
0.4

0.2

10 10" 10 10" 10 10 10
w(rad/s)

150

100

phase(deg)

50 \

N

\.\

10 10" 10° 10! 10° 10° 10"
w(rad/s)
Figure3. 29: Réponse fréquentielle (amplitude et phase) d’un filtre passe-haut

analogique d’ordrel.6
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Les coefficients des fonctions de transfert des approximations rationnelles discrétes
de s pour g=p=5, T=1/f. basées sur les différentes régles de transformation sont rapportés
au tableau 3.11.

NMF Al-Alaoui Euler Tustin
bo 5.075388548846420 4.972578333782709 4.016007527731729 12.174563971491606
b, -14.297372864425279 -17.678174944940093 -15.304755456203894 15.892576649975137
B(z) b, 13.236098377558541 23.916894584219925 22.631758521243320 -18.311363182720822
by -3.488274627162634 -15.074728283413446 -16.085874425438856 -36.031576127202101
b, -0.891778807254926 4.253367543484091 5.417021905811230 -14.124600172726916
bs 0.365619724375882 -0.389970872421678 -0.674166423780177 -0.124760949667209
a 1.000000000000000 1.000000000000000 1.000000000000000 1.000000000000000
a -0.927174097669275 -1.726561091811585 -2.210937940331254 4.552053337767452
A(2) a, -0.206560795792847 0.764453685317272 1.617886771810567 8.243618225008278
a3 0.227306143399915 0.020664191204713 -0.419570273026301 7.417969326541610
a 0.000978847792484 -0.035552539045086 0.020058948272573 3.313298309279414
as -0.001507164003848 -0.001348155670142 0.000852973950122 0.586893870809043

Tableau 3. 11: Coefficients des fonctions de transfert des approximations discretes

de sl®

La figure 3.30 montre la réponse en fréquence d’amplitude de s'® et des approximations

obtenues.
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Figure3. 30: Réponses en fréquence d’amplitude de s et des approximations

correspondantes obtenues basées sur différents operateurs
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Aprés remplacement de s® par son équivalent numérique dans 1’expression
de Tepur(s), on obtient finalement la fonction de transfert T(z) du filtre numérique
correspondant. Les coefficients des filtres obtenus, bases sur différents opérateurs, sont

rapportés dans le tableau 3.12.

NMF Al-Alaoui Euler Tustin
No 5.075388548846420 4.972578333782709 4,016007527731729 16.174563971491608
N -14.297372864425279 | -17.678174944940093 | -15.304755456203894 34.100790001044942
N(2) n, 13.236098377558541 | 23.916894584219925 22.631758521243320 14.663109717312292
Ns -3.488274627162634 | -15.074728283413446 | -16.085874425438856 -6.359698821035661
Ny -0.891778807254926 |  4.253367543484091 5.417021905811230 -0.871406935609260
Ns 0.365619724375882 | -0.389970872421678 -0.674166423780177 2.222814533568962
do 9.075388548846419 8.972578333782710 8.016007527731729 12.174563971491606
dy -18.006069255102378 | -24.584419312186434 | -24.148507217528909 15.892576649975137
D(2) d, 12.409855194387152 | 26.974709325489012 29.103305608485588 -18.311363182720822
ds -2.579050053562972 | -14.992071518594594 | -17.764155517544058 | -36.031576127202101
ds -0.887863416084988 | 4.111157387303747 5.497257698901521 -14.124600172726916
ds 0.359591068360492 | -0.395363495102246 -0.670754527979688 -0.124760949667209
Tableau 3. 12: Coefficients des fonctions de transfert des filtres numériques passe-

haut d’ordre 1.6

Les réponses en fréquence d’amplitude et de phase sont illustrées sur la figure 3.31.

La distribution des poles et des zéros des filtres obtenus est illustrée sur la figure 3.32.
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et des filtres numériques d’ordre 1.6
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» Comparaison des méthodes DSP-modélisation et DSP-troncature

Dans cette partie, nous allons comparer les méthodes DSP-modélisation et DSP-
troncature basées sur la NMF, pour la synthése des filtres passe-haut fractionnaires
numériques.

Reprenons 1’exemple des filtres passe-haut analogiques d’ordre 0.4 et 1.6, les coefficients des
fonctions de transfert des filtres numériques obtenus par la méthode DSP-troncature sont

donnés dans le tableau 3.13

La figure 3.33, illustre les réponses en fréquence d’amplitude des filtres obtenus.
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» Commentaires

e De la figure 3.27, on remarque que la réponse en fréquence (amplitude) du filtre
numérique est confondue avec le tracé analogique, mais s’en éloigne dans les hautes

et les basses fréquences.

e La courbe basée sur NMF suit bien le tracé analogique et elle est plus proche surtout

dans les hautes fréquences.

e De la figure 3.31, on remarque que la réponse en fréquence (amplitude) du filtre
numeérique suit bien celle du filtre analogique dans les basses fréquences et on constate
une différence importante dans les hautes fréquences. Le tracé de la courbe de Tustin

s'éloigne du tracé analogique sur toute la gamme de fréquence.

e L’examen de la position des pdles et des zéros des filtres numériques d’ordre 0.4 et
1.6, révele que les filtres numériques obtenus sont stables et a phase minimale. Pour le

cas de I’opérateur de Tustin, le filtre est stable mais a phase non minimale.

e Les filtres numériques passe-haut obtenus basés sur I’approximation de s% par
la méthode DSP- modélisation sont plus proches de 1’analogique que ceux basés sur

la méthode DSP-troncature.
3.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les résultats de simulation obtenus pour
I’approximation rationnelle discréte de I’opérateur de dérivation d’ordre fractionnaire s, pour
différentes valeurs de a. Les résultats de simulation montrent que 1’approximation rationnelle
proposée basée sur NMF est la meilleure approximation en termes de précision en
comparaison avec celles basées sur les opérateurs du premier ordre. Des exemples sont
présentés pour comparer 1’approximation proposée avec celles obtenues par les méthodes
récentes. Enfin, Nous avons présenté les résultats de simulation obtenus pour la synthese
des filtres numériques fractionnaires passe-bas et passe-haut basée sur 1’opérateur proposé

dans ce travail. Les résultats sont satisfaisants.
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Conclusion Générale

1. Conclusion

La synthese des filtres numériques fractionnaires porte essentiellement sur I’implémentation

numérique de ’opérateur de dérivation et d’intégration d’ordre fractionnaire S“ par un
modele discret entier.

Dans ce mémoire, nous avons présenté une novelle approximation rationnelle discréte
efficace de I’opérateur de dérivation et intégration fractionnaire S%.

Bien que de nombreuses méthodes aient été développées pour obtenir des approximations
analogiques ou numeériques, ce sujet aussi important dans les applications du calcul
fractionnaire doit encore étre abordé via de nouvelles approches qui semblent étre plus
prometteuse en termes de précision et de complexité du calcul. L’étape clé dans
I’implémentation numérique de s%, par les méthodes directes ou indirectes, est I’utilisation

des fonctions de transformation qui permettent le passage du plan s au plan z.

Ceci nous a incités de proposer dans ce travail une nouvelle fonction de transformation du
plan s au plan z. Comparé aux opeérateurs les plus utilisés du premier ordre : Euler, Tustin,
et la combinaison linéaire des deux regles (opérateur Al-Alaoui), et les opérateurs d’ordre
supérieur utilisés dans les travaux récents, les résultats de simulation montrent que le nouveau

opérateur est plus performant.

La deuxieme partie de notre contribution consiste a 1’utilisation de la méthode de
modélisation des signaux déterministes, basée sur la nouvelle transformation du plan s au plan

z d’ordre deux proposée dans ce travail, pour calculer I’approximation rationnelle discréte de

I’opérateur fractionnaire S“. Les résultats de simulation montrent que les approximations
obtenues ont de meilleurs caractéristiques fréquentielles (amplitude et phase) comparées a

celles obtenues basées sur les opérateurs d’ordre un et deux cités dans ce travail.

De plus, on a conclu d’apres les résultats que la méthode de modélisation des signaux
déterministes est plus performante en termes de précision de I’approximation que la méthode
DSP-troncature et que les approximations obtenues sont stables, a phase minimale et ayant
des poles et zéros distribués de fagon alternée dans I’axe réel du plan z, contrairement a la
méthode DSP-troncature qui donne des approximations ayant des pbéles et des zéros

complexes conjugués.
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Enfin, nous avons appliqué I’approximation discréte de 1’opérateur fractionnaire, proposée
dans ce travail, pour la synthese des filtres passe- bas et passe-haut fractionnaires numériques.
La procédure consiste a réaliser un filtre numérique fractionnaire, en remplacant 1’opérateur
s* dans la fonction de transfert du filtre analogique fractionnaire par son équivalent discret,

proposé dans ce travail. Les résultats de simulation sont satisfaisants.

2. Perspectives

Les perspectives qui peuvent étre envisagées a 1’issue de ce travail sont :

- Améliorer 1’approche proposée en minimisant la complexité du calcul.

- Appliquer le nouveau dérivateur dans des applications diverses et le comparé avec les
dérivateurs les plus récents.

- Appliquer la nouvelle approximation rationnelle discrete de s* dans différents domaines
pour I’implémentation numérique des systémes introduisant 1’opérateur s%, tels que en

électrochimie, en rhéologie et en automatique.
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Résumé

L’ingrédient de base des filtres fractionnaires est 1’opérateur de dérivation et de
I’intégration d’ordre non entier s*. L’étape clé dans la synthése des filtres fractionnaires
numériques est I’implémentation numérique des opérateurs de dérivation et d’intégration

d’ordre non entier par un modele approximatif.

Dans cette thése, nous avons proposé une nouvelle approximation rationnelle numérique

stable de ’opérateur de dérivation et d’intégration s“, a € R. Un nouveau deérivateur
numérique efficace est dérivé a partir de la fonction de transfert de I’intégrateur de Tseng.
Ensuite, Nous avons appliqué la méthode de développement en série de puissance-
modé¢lisation des signaux pour le développement de I’expression du dérivateur fractionnaire
discret obtenu. Les résultats de simulation montrent que I’approximation rationnelle proposée,
stable et @ minimum de phase, ayant des caractéristiques fréquentielles (amplitude et phase)
meilleurs dans presque toute la gamme de fréquence en comparaison avec les approximations

existantes basées sur des opérateurs du premier ordre. Les résultats de simulation obtenus ont

été discutés et comparés avec des méthodes récentes de 1I’approximation rationnelle de s*.

Enfin, nous présentons une application de I’approximation proposée pour la synthese des

filtres fractionnaires passe-bas et passe haut numériques.

Mots clés : Transformation du plan s au plan z, développement en série de puissance,
modelisation des signaux, dérivateur et intégrateur d’ordre fractionnaire, opérateur

d’Al-Alaoui.



Abstract

The basic ingredient of fractional order filter is the operator of derivation and integration
of fractional order s* . The key step in digital design of fractional filter is the digital
implementation of fractional order operator with approximate models. In this Thesis, an
improved stable digital rational approximation of the fractional-order operator S%, a €R is
developed. First, a novel efficient second order digital differentiator is derived from the
transfer function of the digital integrator proposed by Tseng. Then, the fractional power of
the new s-to-z transform is expanded using power series expansion -signal modeling
technique to obtain stable rational approximation of s%. Simulation results show that the

proposed rational approximation has better frequency characteristics in almost the whole
frequency range than that of existing first-order s-to-z transforms based approximations for

different values of the fractional-order «. The simulation results were discussed and compared
with recent methods of rational approximation of s%. Finally, we present in this work the

application of the proposed approximation to design fractional low-pass and high- pass filters.

Keywords : s-to-z transforms, Power series expansion, Deterministic signal modeling ,

Fractional-order differentiator, Fractional-order integrator , Al-Alaoui’s operator
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