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Abstract

The General Theory of Relativity is the theory of gravity formulated by Albert Einstein. It
is based on two fundamental principles : the equivalence Principle of gravitation and inertia,
which establishes a relation, central to the theory, between the gravitational field and the
geometry of the spacetime, and the Principle of General Covariance, according to which the
laws of physics have the same form in any reference frame, and is central to our understanding
of many areas of astrophysics and cosmology, like black holes, neutron stars, the acceleration
of the universe and GPS (Global Positioning System).

The discovery of the expansion of the Universe by Hubble in the 1929s is the first major
advance in cosmology. In 1999 two independent collaborations, having researched distant
supernovae, presented convincing evidence of the fact that the expansion of Universe is acce-
lerated. To explain this acceleration, physicists have suggested that there is a form of energy
that is not known to this day called dark energy.

The ACDM model has been proposed as an explanation for this unknown energy, considering
that dark energy is the cosmological constant. In this model dark matter constituted about
25% of the total energy of the universe, while dark energy is responsible for about 70% of
the total energy of the universe. The sum of their contribution is impressive : about 95% of
the content of the Universe is of unknown nature, so we know only 5% of the content of the
universe.

Keywords : General relativity, Cosmological constant, Dark energy, Dark matter, ACDM

model, The accelerated expansion of the universe.



Résumé

La théorie de la relativité générale est la théorie de la gravité formulée par Albert Einstein.
Elle repose sur deux principes fondamentaux : le principe d’équivalence de la gravitation et
de 'inertie, qui établit une relation, centrale a la théorie, entre le champ gravitationnel et le
la géométrie de ’espace-temps, et le principe de covariance générale, selon lequel les lois de
la physique ont la méme forme dans n’importe quel systeme de référence, et est au coeur de
notre compréhension de nombreux domaines de I’astrophysique et de la cosmologie, comme
les trous noirs, les étoiles & neutrons, 1’accélération de l'univers et le GPS (Global Positioning
System).

La découverte de I'expansion de I"Univers par Hubble dans les années 1929 est la premiére
grande progres en cosmologie. En 1999, deux collaborations indépendantes, aprés avoir étudié
les supernovae lointaines, ont présenté des preuves convaincantes du fait que ’expansion de
I’Univers est accélérée. Pour expliquer cette accélération, les physiciens ont suggéré qu’il
existe une forme d’énergie qui n’est pas connue a ce jour appelée énergie sombre.

Le modéle ACDM a été proposé comme explication de cette énergie inconnue, considérant
que I’énergie sombre est la constante cosmologique. Dans ce modéle la matiére noire constitué
environ 25% de I’énergie totale de I'univers, tandis que 1’énergie sombre est responsable d’en-
viron 70% de ’énergie totale de I'univers. La somme de leur contribution est impressionnant :
environ 95% du contenu de 1’Univers est de nature inconnue, donc nous connaissons que 5%
du contenu de I'univers.

Mots clés : Relativité générale, constante cosmologique, énergie noire, matiére noire, mo-

dele ACDM, I'expansion accélérée de 'univers.
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Introduction générale

A la fin du 19eme siecle, deux grandes théories de la physique coexistaient, la mécanique clas-
sique et I’électromagnétisme de Maxwell, elles expliquent la quasi-totalité des phénomeénes
naturels avec une grande précision. Cependant, il y avait un défaut dans ces deux théories,
inhérentes au concept classique du temps. En 1905, Einstein a proposé une nouvelle théorie,
qui est la relativité restreinte, pour concilier le grand paradoxe physique de son temps, qui
est I'incompatibilité de 1’électromagnétisme avec les lois de la mécaniques classiques. [1]. La
relativité restreinte est la théorie formelle élaborée par Albert Einstein en 1905 en vue de
tirer toutes les conséquences physiques de la relativité galiléenne et du principe selon lequel
la vitesse de la lumiére dans le vide a la méme valeur dans tous les référentiels inertiels,
ce qui était implicitement énoncé dans les équations de Maxwell. Cette théorie consiste es-
sentiellement & poser un nouveau cadre fondamental (a la place de celui posé par Galilée,
Descartes et Newton) pour la formulation des lois physiques : ce cadre étant la structure
chrono-géométrique de 'espace-temps de Poincaré-Minkowski [2, 21].

En 1907, Einstein s’est rendu compte que l'interaction gravitationnelle possédait des carac-
teres particuliers qui lui ont suggéré la nécessité de généraliser le cadre et les structures de la
théorie de la relativité de 1905. Aprés de nombreuses années d’un effort intellectuel intense,
Einstein a réussi a construire une théorie de la relativité généralisée (ou “relativité générale” )
qui proposait une modification profonde de la structure chrono-géométrique de ’espace-temps
de la relativité restreinte [21]. Albert Einstein publie sa Théorie de la relativité générale en
1916, qui explique comment la matiére provoque la déformation de I’espace et du temps. La
force de gravité qui en résulte peut maintenant étre considérée comme le mouvement d’objets
se déplacant dans un espace-temps déformé. Il s’est rendu compte que la relativité générale

pouvait étre utilisée pour expliquer la structure de I'univers entier. Il a supposé que 'univers
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obéissait au principe cosmologique : il était de taille infinie avec la méme densité moyenne
de matiére partout, avec un espace-temps dans I'univers déformé par la présence de matiere
en son sein. Cependant, il a constaté que ses équations prédisaient un univers a étre soit
en expansion, soit en contraction, ce qui semblait contredire sa sensibilité. Einstein a donc
ajouté un terme dans ses équations, la constante cosmologique pour garder son univers sta-
tique [22]. En 1929, Edwin Hubble publie ses observations montrant que les galaxies autour
de nous semblaient étre en expansion, et cette expansion suivait la loi de Hubble : v = Hqd,
qui reliait la vitesse radiale de la galaxie & sa distance. En 1927, I'astronome belge Georges
Lemaitre (1894-1966) est arrivé indépendamment aux solutions des équations d’Einstein, et
s’est rendu compte qu’elles doivent décrire correctement 'univers, compte tenu des récentes
découvertes de Hubble. Lemaitre était le premiére personne & réaliser que si 'univers a été
en expansion, il doit avoir eu un commencement, qu’il appelait « I’atome primitif ». C’est le
précurseur de ce que I'on appelle aujourd’hui le « Big Bang » [22].

Plus récemment, en 1999, deux équipes indépendantes ont découvert, grace a I’observation de
supernovae, que ’expansion de I’Univers est accélérée. Cela a été montré notamment par le
décalage vers le rouge de la lumiére des supernovae, cette accélération a été mis en évidence
en 1999 par deux équipes internationales, le Supernova Cosmology Project mené par Saul
Perlmutter, et le High-Z supernovae search team mené par Adam Riess, ce qui leur vaudra
I’obtention du prix Nobel de physique en 2013. La découverte de ’accélération cosmique était
probablement 'une des plus importantes non seulement pour la cosmologie moderne, mais
aussi pour la physique en général. L’expansion accélérée de I’Univers représente la démons-
tration la plus directe du fait que nos théories fondamentales sont soit incomplétes, soit, pire
encore, incorrectes [23]. L’interprétation la plus simple de la découverte de 1’accélération de
I’expansion de I'Univers est qu’il existe dans I’Univers une forme d’énergie noire répulsive.
Au cours des derniéres décennies, de nombreuses observations indépendantes ont fourni des
preuves croissantes que I’Univers est rempli de deux ingrédients « sombres », un composant
sans collision, appelé matiére noire (DM) et un composant presque uniforme & pression né-
gative, appelé énergie noire (DE), dont la nature physique est encore largement inconnue. La
matiére noire qui constitué environ 25% de 1’énergie cosmique totale aujourd’hui, tandis que

I’énergie sombre est responsable d’environ 70% de ’énergie cosmique totale aujourd’hui. La
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somme de leur contribution est impressionnant : environ 95% du contenu de 1’Univers est de
nature inconnue, donc nous connaissons que 5% du contenu de l'univers [25].

Depuis la découverte que I'expansion de I'Univers est accélérée, de grands efforts sont en
cours pour trouver une explication satisfaisante de cet effet. La plupart des travaux liés a ce
probléme sont basés sur 'hypothése qu'un type d’énergie exotique, appelé énergie noire, est
le respensable de cette accélération bien que des explications alternatives soient également
disponibles dans la littérature [26]. Un certain nombre de modéles phénoménologiques impli-
quant un terme cosmologique dépendant du temps ont déja été proposés et testés par divers
chercheurs de différents points de vue. Un facteur trés important dans 1’étude de 1’énergie
noire est I’équation d’état barotrope p = wp. En raison du manque de preuves d’observation
pour faire la distinction entre constante et variable, le parameétre d’état w est généralement
considérée comme une constante, qui prend la valeur w = —1 pour le vide, w = 0 pour la
poussiére et w = % pour le rayennement relativiste. Cependant, il n’est pas du tout obligatoire
d’utiliser une valeur constante du paramétre d’état w. En fait, cela peut étre une fonction
du temps, du redshift ou du facteur d’échelle. Mais, en raison du manque de données d’ob-
servation concluantes qui peuvent nous permettre de faire la distinction entre une équation
d’état variable et constante, une valeur constante du parametre d’état w est généralement
utilisée [26]. Ces derniéres années, diverses formes du parametre d’état w dépendant du temps
ont été utilisées pour les modeles variables (modéles cosmologiques avec une équation d’état
dépendante du temps dans une métrique de Kaluza-Klein, modéles cosmologiques avec un
fluide visqueux dans une métrique de Kaluza Klein). Donc, il y a suffisamment de raisons
pour considérer un parameétre d’état w dépendant du temps pour une meilleure compréhen-
sion de I’évolution cosmique. Maintenant, divers types de modéles physiques, y compris des
modeles phénoménologiques (avec fonction du temps) sont envisagés pour dévoiler la nature
de ’énergie noire [29].

L’objectif de notre travail consiste d’une part, a introduire les notions essentielles de la
relativité générale et ses prédictions en cosmologie, et d’autre part, considérer des modéles
cosmologiques avec un parametre d’état w constant et des modéles cosmologiques avec un
parameétre d’état w variables, qui peuvent expliquer I'expansion accélérée actuelle de notre

univers.



Chapitre 1

Concepts fondamentaux de la
relativité générale

1.1 Les transformations de lorentz :

L’approche d’Einstein a la relativité restreinte était basée sur les deux postulats suivants :
I. La forme analytique des lois physiques est la méme dans tous les référentiels inertiels tel
que d’écrit par les systémes de coordonnées cartésiennes.

II. La vitesse de la lumiére dans le vide est une constante universelle.

Le postulat (I) est un critére d’élégance, tandis que (II) a été étayé par des expériences fait
avant 1905, comme celui de Michelson et Morley, et est maintenant vérifié a trés haute pré-
cision [1]. Partant des seuls postulats énoncés précédemment : proprietés de lespace-temps
et principe de relativité, nous pouvons établir les formules fondamentales de la relativité res-
treinte formant ce qu'on appelle habituellement la transformation de Lorentz. Cette trans-
formation remplace celle de Galilée. Lorentz avait remarqué que les équations de Maxwell
restaient invariantes par cette transformation, mais Einstein les a établies a partir du postulat
de relativité restreinte, puis interprétées physiquement (1905). A fin d’expliquer le résultat
de I'expérience de Michelson, Lorentz et Poincaré avaient indépendement proposé un autre
type de changement de coordonneées entre référentiels galileen qui porte désormais leurs noms.
Mais les deux savants n’allerent pas jusqu’au bout et considérerent leurs trouvailles comme
de pur artifices mathématiques [2]. Le cadre du raisonnement pour déterminer la transforma-
tion spéciale de Lorentz est celui de deux systémes de référence R(Oxyz) et R'(O'z'y'Z’), en

translation uniforme I'un par rapport a l'autre, selon 1'axe Ox, a la vitesse V. Les axes Ox
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et Orz/ sont confondus. Les deux référentiels sont munis d’horloges identiques, et on choisit
Porigine des temps de telle sorte que ¢t = ' = 0, lorsque les origines respectives O et O’ des
coordonnées des deux systémes coincident, les équations de transformation de coordonnées

de lespace-temps sont données par [2, 3]
v=q@—ut) ;' =t—v/P) sy =y ;=2 (1.1)

ol 7 = ———. Si on consideére la limite v — 0 , c’est-a~dire ¥ < 1 dans la transformation

v

o2
de Lorentz, alors v ~ 1 et cette transformation se réduit bien a celle de Galilee 2’ = x — vt.

Le temps propre d'un objet en mouvement est le temps tel qu’il s’écoule dans le référentiel

propre, solidaire a ’objet, on peut 'exprimer sous diverses formes [4]

1 2
dr = =Vds? = /1 - Zat (1.2)
C C

L’intervalle ds? = dr? — c*dt? est un invariant quand on change de repére galiléen. La relation
ds® = dr? — Adt* = —2dt*(1 — =) = —cdr? (1.3)
c

montre que le temps propre dr est invariant par rapport aux transformation de lorentz [2].

1.2 Les tenseurs
1.2.1 Les quadrivecteurs

La transformation de Lorentz et ses conséquences suggérent que les coordonnées spatiales
(x,y,2) et le temps ¢t devraient etre traitées de maniére uniforme dans la théorie de la re-
lativité. Minkowski a proposé que l'espace tridimensionnel ordinaire plus le temps doivent
etre considérés comme un espace a quatre dimensions, appelé 'espace de Minkowski. De
méme les coordonnées (A,, A,, A.) d'un vecteur A doivent etre considérées comme les com-
posantes spatiales d'un vecteur A = (A;, A, A,, A,), appelé quadrivecteur, dans un espace
vectoriel & quatre dimensions. La création des quadrivecteurs répond a la nécessité d’avoir
des entités qui vont permettre de généraliser, dans ’espace-temps, les grandeurs physiques
définies dans I'espace a trois dimensions. Les quadrivecteurs permettent alors de retrouver les
lois classiques de la physique dans le cadre plus général de la relativité [2]. Les coordonnées

(ct,z,y,z) d'un événement peuvent etre considérées comme les composantes d’un vecteur
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X dans 'espace-temps a quatre dimensions de Minkowski, appelé rayon-vecteur. Lorsqu’on
passe d'un référentiel d’inertie (R) & un autre (R') se déplacant parallelement a I’axe des
x a la vitesse uniforme V', les composantes de ce rayon-vecteur X se transforment selon les

formules de la transformation de Lorentz [2]
0= — Bty ; 2t =q@t = p2°) ; 2?=a; 2% =2" (1.4)

0

ou les coordonnées (2%, ', 22, 2%) sont définies par

D=ct; al=a; 2®=y ; 2¥=2 (1.5)

Mise sous forme matricielle, la transformation précédente s’écrit :

) 3
xt=> Lt puv=0,1,23 (1.6)
v=0
ou

v =B 0 0 coshn —sinhn 0 0

w_ -5 v 00 _ —sinhn  coshn 0 0
Ly 0 0 10 0 0 10 (1.7)

0 0 01 0 0 01

On appelle quadrivecteur A, ou encore 4-vecteur A, un ensemble de quatre quantités (A%, A', A% A3)

qui se transforment lors d’'un changement de référentiel d’inertie comme les composantes

(2° 2!, 22, 2%) d’un rayon-vecteur [2]

AP = (A" = BAY) 5 AT =q(AT - BAY) AT =A% AP = A (1.8)

Les composantes (A%, A, A%, A3) sont appelées les composantes contravariantes du quadri-

vecteur A. Le produit scalaire de deux quadrivecteurs A et B est :
AB=A'B'+ A’B* + A3B% — A°B° (1.9)
Le carré de la norme [|A]|?> d'un quadrivecteur A est définie par :
JAIP = AA = (A2 4+ (A2)2 4 (A%)2 — (A0)2 (1.10)

Le produit scalaire A.B de deux quadrivecteurs A = (A% A, A%, A%) et B = (B°, B!, B?, B?)

peut étre écrit comme A.B = g, A¥BY, ou g,, est donnée par

G = G = diag(—1,+1,+1,4+1) (1.11)
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g est appelé le tenseur métrique. Les composantes (Ag, A1, As, A3) définies par A, = g, A”

Ag = g A" = —A"; A =g, AV = +A
A2 = ggl,AV = —|‘A2 3 Ag = ggl,AV = +A3 (112)

Les composantes (Ag, A1, Aa, A3) sont appelées les composantes covariantes du quadrivecteur

A. Les composantes covariantes A; se transforment de la maniére suivante

A, =LA, 5 pv=01,23 (1.13)

LY est la matrice inverse de la matrice L¥ . Vintarvale ds* = (dz)? 4 (dy)® + (dz)? — (cdt)?,
s’écrit

ds® = gudxtde” = g"dx,dx, = dx"dx, 1.14
7 7

On peut facilement montrer que 'intervalle ds? est un invariant relativiste
ds”* = guudx,“dx,” = gWLZLEdmO‘dx’B = Gopdrda’ = ds® (1.15)

1.2.2 Exemples de quadrivecteurs

Quadrivitesse : la vitesse ordiniare est définie par u = %.On définie par analogie la 4-vitesse

ou quadrivitesse par

dxt
VHE—
dr

Comme dr7 est une différentielle invariant, u* est un quadrivitesse contravariant. En fonction

(1.16)

de la vitesse ordiniare, les composantes u° et u’ de la quadrivitesse s’écrivent [4]

= (e, &) = (1, 70) (1.17)

Le carré de la norme 1 u? i1 du 4-vecteur u* est
nu? = wu = (uh)? + (1) + (u¥)? — (u°)? = -2 (1.18)

Qaudriaccélértion : On définit la qaudriaccélération ou 4-accélération par [4]

dut APt
e — = 1.19
“ dr dr? ( )
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On remarque que le 4-vecteur accélération a est perpendiculaire au 4-vecteur de vitesse v [2]
a.u = gatu’ (1.20)

Quadrivecteur énergie-impulsion p" : En multipliant la 4-vecteur vitesse u* par la masse

de la particule, qui est évidemment un scalaire, on obtient encore un 4-vecteur p* = mu* ,

appelé quadrivecteur énergie-impulsion de la particule [2]
P = mu* = (yme, ymo) (1.21)

Le carré de la norme ||p||*du 4-vecteur p* est

HPHZ = gup'p” = mPguutu’ = mPuu = —m?c? (1.22)
d’ou
2 . E° 2 2
Ipll” = p* = — = —m*c® = est (1.23)
ou bien
E? = p*c® + m?ct (1.24)
A partir des relations
p=rymv ; E=ymc (1.25)

nous obtenons la relation suivante p = C%v entre ’énergie, I'impulsion, et la vitesse d'une

particule libre.

1.2.3 Les tenseurs

Nous avons déja introduit le terme « quatre vecteurs » pour toute quantité V¢ qui subit la

transformation

Ve — v = AgVP (1.26)
lorsque le repére est transformé par
a® — 2’ = A’ (1.27)

V% devrait étre appelé un quatre vecteur contravariant, pour le distinguer d’un quadrivecteur

covariant, défini comme une quantité U, dont la régle de transformation est

U, — U, = A%Uj (1.28)
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A tout quatre vecteur contravariant V¢, il correspond une & quatre-vecteur covariant

Vi = 15V7 (1.29)
et a tout U, quatre vecteur covariant correspond un quatre vecteur contravariant

Ue =n*PUs (1.30)

Bien que n’importe quel vecteur puisse étre écrit sous une forme contravariante ou covariante,
il existe certains vecteurs, tels que dx® , qui apparaissent plus naturellement contravariants
et d’autres qui semblent plus naturellement covariantes. De nombreuses grandeurs physiques
ne sont pas des scalaires ou des vecteurs, mais plus compliquées, objets appelés tenseurs. Un
tenseur a plusieurs indices covariants et contravariants avec les propriétés de transformation

de Lorentz correspondantes [5]. Un objet U* dont les composantes se transforment comme

!
’ 3:17“

Utz = 5 U (@) (1.31)

Le quadrivecteur U* est appelé aussi quadrivecteur contravariant, ou tenseur de variance [})].

On aura aussi le covecteur V,, ou tenseur de variance [}] défini par [6]

i

o 51‘”

V#(x):a—

rH

Vi (z) (1.32)

En toute généralité, on appelle tenseur de variance m un objet dont les composantes 7" (x)
dans le référentiel {z#} possédent p indices supérieurs pv... (dits contravariants) et q indices
inférieurs po... (dits covariants) et se transforment dans les changements de référentiels arbi-

traires {2} — {2*'} selon [6]

A 'r p o
O 0xT Oxf Ox T () (1.33)

IANT. (]
Teelo (@) = Oxr Oxv  Ox'™ Qx'eT P

TE...

Algeébre des tenseurs [6]

1. Combinaison linéaire de tenseurs de memes variances, par exemple T} = aRI" + bS)".
2. Transposition d’indices de meme variances, T#"" = RJHP.

3. Multiplication tensorielle de tenseurs de variances quelconques, Th*7 = RES?.

4. Contraction d’indices de variances différentes, T} = Ry = 07 RyY.

La contraction d’indice est en fait une multiplication avec le tenseur de Kronecker.

5. Abaissement et élévation d’indices a I'aide du tenseur métrique, T)] = g,,77" et T\ =

g"°T,,.
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1.3 Tenseur de courbure de Riemann
1.3.1 La Dérivée covariante

La dérivée covariante A™ d’un vecteur contravariant est définie par |7
5p

Am
am =2

P Ogp

S+ AT (1.34)

La dérivée covariante A,,.,, d'un vecteur covariant est défini par I’expression

0A,

A

Ay —T A, (1.35)

Les I'}}, sont appelées les symboles de christoffel, les symboles de christoffel sont symétriques

Iy =T, . Nous trouvons la régle de transformation pour les symboles de Christoffel [8]

A Oz’ 9x™ Ox° ,  Oxf 0z° ?a"
WO Qe Ox'r 02’ T Ox'v Ox'k QxPdae

(1.36)

en utilisant la propriété de symétrie, on obtient la définition du symbol de christoffel en

fonction du tenseur métrique

Py = 29 <8x7’ - oxp &Ek) (1.37)

La dérivée covariante du tenseur C} est donné par (8]

m aC;Ln m S S m S m
”k;P = axpk + Fsp nk an sk ]‘—‘(kans (1.38)
La relation
8gmn k k

montre que la dérivée covariant du tenseur métrique g,,, est nulle
= — T G — TF (1.40)
Imnp = Gmn.p pmYkn pnYsp .

1.3.2 Le Tenseur de Riemann

La connexion I’jv n’est pas un tenseur. Cependant, nous pouvons construire des tenseurs

en utilisant I' . L'un d’eux est le tenseur de courbure de Riemann, qui est le tenseur plus
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important dans la description des propriétés de 'espace-temps de Riemann. Considérons un

champ vectoriel covariant A,(x). La seconde dérivée covariante de A, se lit [9]

_ _ TP _ TP
Ax\;u;v - A/\;uvv F/\vAp;u F;wA/\;p

= Ax o — 18,04 = T8, Apw — D5, Ap + TR, 19, A — T8 Ay,

AvT ppt o

Si nous échangeons l'ordre des différentiels, nous avons

Axop = Ao — Piu,#z‘la — I As, — F‘;MA(;,U + 15,19, A4; =17 Ay, (1.41)

Ap™ pviio
crs , o .
La différence d’entre eux a la forme Ay, .., — Axpyp = R/\WA,), ol
P — TP _ TP P TO _ TP 1O
R}\[,L’U - F)\v,u F/\,um + FJ;LF)\U FUUF)\;L (142)

Nous appelons R} le tenseur de courbure de Riemann. On considérera la forme covariante

Apv

du tenseur de courbure de Riemann R, = ¢,,R% e o0 a donc [10]
1
Royuw = 5(9nron = Guen — Gnou + Goom) + QEp(FZnF[A)u - Ffme\u) (1.43)

2
De cette derniére équation on tire des propriétés algébriques pour R :
— Symétrie : Ry = Ruopa
— Antisymétrie : R\ = —Rappo = —Rippop = R
— Cyclicité : Ryxo + Ryorp + Ryppop =0
C’est donc la propriété de symétrie qui fait que le tenseur de Ricci Ry, = g™ R,au est

symétrique. En faisant des permutations circulaires on obtient I'identité de Bianchi :
Van,\wJ + van)\eu + V#Rn)\vg =0 (1.44)
En multipliant par ¢"* on trouve :

V.Ry — VR + V,R! =0 (1.45)

Ave

En multipliant une nouvelle fois avec " :

V.R—V,\R)—V.R'=0 (1.46)
et une derniére fois par g"c :
1
Va(RM — 5gMR) =0 (1.47)

Cette équation exprime la conservation du tenseur d’Einstein GM = RM — 2¢g* R [10].
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1.4 Tenseur d’energie-impulsion

Une description phénoménologique macroscopique est utile lorsque ’on ne connait pas la
description microscopique de la matiére dont on traite, mais plutdét on caractérise ses pro-
priétés en termes de spécification de certains parameétres macroscopiques tels que 1’énergie
(densité), la pression, la viscosité, etc. A de nombreuses fins, il s’agit du langage approprié
pour décrire, par exemple, les gaz ou fluides. Dans ce cas, on construit le tenseur énergie-
moment de telle sorte qu’il code la physique que 'on essaie de décrire (principalement les lois
et la dynamique de la conservation). Comme un exemple simple de ceci nous considérons un
fluide parfait. Un fluide parfait est celui dans lequel un observateur comobile (c’est-a-dire un
observateur dans un référentiel de repos local du fluide) voit le fluide autour de lui comme
isotrope (invariant de rotation) [11]. Le tenseur symétrique 7 | dont dépend la forme finale
des équations d’équilibre, est appelé le tenseur d’énergie-impulsion [12]. Dans un tel systéme

d’inertie propre les composantes du tenseur d’energie-impulsion 7*? doivent prendre la forme
T =p , T% =0 , T% =ps* (1.48)

Ici, p et p sont des fonctions des coordonnées, interprétées comme la densité d’énergie et
la pression du fluide. On peut combiner les composantes du tenseur énergie-moment dans
I’expression

T = (p + p)u®u” + py** (1.49)

ou u® est le 4-vecteur vitesse du fluide.



Chapitre 2

Relativité générale et systéme solaire

2.1 Le principe d’équivalance et I’équation des géodé-
siques :

Le principe d’équivalence fut en substance découvert par Galilée, sa fameuse expérience du
haut de la tour de Pise est une premiére démonstration de 1’égalité entre la “masse inerte” et
la “masse pesante”. Cette expérience a été mainte fois refaite depuis, dans des tubes sous vide
et cette égalité a été confirmée avec une grande précision [10]. L'une a un sens “inertiel”, elle
décrit comment le corps va réagir a une tentative pour le faire changer d’état de mouvement ;
alors que l'autre a un sens purement gravitationnel, elle décrit comment le corps crée son
propre champs gravifique et comment il réagit a un champs extérieur. C’est ce lien entre
inertie et gravitation qui constitue la cléf des équations de la relativité générale. Ce qui a
guidé Einstein est une expérience de pensée un peu analogue a celle de Galilée. Supposons que
nous soyons dans un ascenseur au dernier étage d’un tres haut building, si soudain ’ascenseur
se met & tomber, pendant la phase de chute libre nous allons flotter comme si nous étions en
apesanteur et aucune des expériences physique que nous pourrions effectuer dans I’ascenseur
ne pourra trahir la présence d’'un champs gravitationnel. Donc localement, on a annulé les
effets de la pesanteur, localement car si on fait des mesures sur une plus grande échelle le
champs gravitationnel réel varie dans ’espace alors que la force d’inertie reste constante.
Ainsi localement on a construit un référentiel galiléen [10].

Une géodésique dans I’espace euclidien est une ligne droite, qui a deux définitions équivalentes.
Tout d’abord, son vecteur tangent pointe toujours dans la méme direction (le long la ligne)

et deuxiémement c’est la courbe de longueur la plus courte entre deux points [15]. Comme
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FEinstein I’a soutenu, selon le principe d’équivalence, il devrait y avoir étre un systéme de
coordonnées en chute libre y“ dans lequel les particules se déplacent en ligne droite et donc

satisfaire [16]

d2ya
— =0 2.1
dr? (2.1)
oll 7 est le temps propre de la particule
dr? = —n,zdy*dy” (2.2)

Maintenant, choisissez un autre repére z* ; il peut étre au repos, en accélération, en rotation,
etc. Nous pouvons réexprimer les y® en termes des z#. En utilisant la régle de dérivation,

nous avons [16]

d oy*dz".  — Oy* d*xH O?y*  dazt dav
dr Ozt dr Ox* dr?  OxtOxV dr dT
En multipliant par I'inverse jacobienne % on obtient 1’équation géodésique
d*z”? dzt dx”
+E, S = (2.4)
dr? Fodr dr
ol Fﬁv = gyii 62%; sont les symboles de christoffel.

2.2 Les équations d’Einstein

L’équation de la gravitation relativiste Le principe qui sous-tend 1’équation d’Einstein

consiste & écrire une relation entre la géométrie et 1'énergie-impulsion [14, 15].

e L’équation de champ de la gravité newtonienne est V2® = 47Gp

e La description relativiste correcte de la matiére est fournie par le tenseur d’énergie-impulsion,
pour un fluide ou une poussiére parfait, nous avons Tyy = pc?. La combinaison de ces ob-
servations suggere que, pour un champ gravitationnel statique faible dans la limite de faible
vitesse

81G
2v2900 = 7T00 (2.5)

Les considérations ci-dessus donc suggérent que les équations du champ gravitationnel de-
vraient étre de la forme

8rG
K;M) — FTMU (26)

K,,,, doit avoir les propriétés suivantes [5]
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1/ Par définition K, est un tenseur.

2/ Par hypothese, K, se compose uniquement de termes avec des dérivées secondes de la
meétrique; c’est-a-dire que K, ne contient que des termes qui sont soit linéaires dans la
dérivée seconde, ou quadratiques dans les premiéres dérivées de la métrique.

3/ T, étant symétrique, [, est symétrique.

4/ Puisque T}, est conservé , alors Kr.,=0.

5/ Pour les champs faibles stationnaires Koy =~ Y2400

D’apres I'identité de bianchi
Ruv)\a;a + Ruvo&\;a + R,qu’Oc;)\ =0 (27)

on obtient
1
Va (R"” — 59““}2) =0 (2.8)
Les seuls candidats qui obéissent & tous les critéres imposés sont donc le tenseur d’Einstein

K,=Gu=R,— %ng,. Les équations d’Einstein sont

8rG
G = ?TW (2.9)
Comme R = —kT, ou T = ¢*°T, o3, les équations d’Einstein peuvent étre réécritent sous la
forme [30, 33, 15]
81G 1
Raﬁ = C—4 (TQ,B — §Tgaﬁ) (210)

2.3 Géodésique dans la géometrie de Schwarzschild

2.3.1 Meétrique de schwarzschild

La solution de Schwarzschild « extérieure » discutée ici décrit I’espace-temps géométrie dans
la région vide entourant un corps non rotatif, symétrique sphériquement de masse M. La
solution de Schwarzschild, comme toute solution des équations de champ d’Einstein, implique
de spécifier, en tant que fonctions explicites des coordonnées de I’espace-temps 2°, 21, 22, 23,
les seize composantes de le tenseur métrique g,,, qui correspondent au tenseur d’énergie-

impulsion 7),, dans la région d’intérét. Dans le cas de la solution schwarzschild, le tenseur

d’énergie-impulsion est nul, 7, = 0, puisque nous avons affaire a la région vide en dehors
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de la distribution de masse [17]. Le tenseur métrique le plus général qui peut représenter un

champ gravitationnel isotrope statique est donné par [5]
ds* = —B(r)dt* + A(r)dr® — r*(df* + sin? 0dp?) (2.11)

Les fonctions A(r) et B(r) doivent étre déterminées en résolvant les équations de champ. Les

composantes non nulles du tenseur métrique sont

—B(r) 0 0 0
B 0 A(r) 0 0
g/ﬂ} 0 0 7,,2 0 (212)
0 0 0 r%sin®0
La matrice inverse de g, est donnée par
—B7(r) 0 0 0
0 A7Y(r)y 0 0
po
7= 0 0 1/ 0 (2.13)
0 0 0 1/r’sin®6
La connexion affine peut étre calculée a partir de la formule habituelle :
1 dg dg dg
F)\ — PH pv pu 214
w = 99 (817“ * Oxt axp) (2.14)
Les seuls composants non nuls sont
1 990r | 0900 Ogro 1 1
0 — 70 — =% r L R
70 Or 2g 833‘9 + ox" 8330 29 oo, r
oo 7 sin® 0 o 1 dB(r)
e A(r) "2A(r) dr
1 dA(r)
o6 _ : ro_
Iy, = —sinfcosf I, = A0 dr
1
re, = I7, = - I, =Tg, =cotd
1 dB(r) r
it = 1t = -
ir " 2B(r) dr 00 A(r)
Nous avons également besoin du tenseur de Ricci
Ry = =45 = =20 + Tl — Ty, (2.15)

Insertion dans (2.15) des composants de le connexion affine donnée par (2.14), on trouve

b= -1 () (G+ 58) -+ (59)
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o r A(ry  B'(r) 1
fian = ”2A<r>< A(r)*B(r))*A

RSOLP = sin ¢9R99

- (5) (A ) - (5

et R,, = 0, pour x # v. Nous voyons qu’il suffira de mettre R,, Ry et Ry égaux a zéro.

Nous constatons également que

R,, Ry 1 <A’ B’)
+ j—

) B al\a + B (2.16)
exige que A(r)B(r) = cst. De plus, on impose a A et B la condition aux limites, que pour
(r — o00) le tenseur métrique doit s’approcher du tenseur de Minkowski en coordonnées
sphériques, c’est a dire lim, ., A(r) = lim,_, B(r) = 1, nous avons alors A(r) = B(T) .En

insérant ce résultat dans ’expression pour Ry , on obtient

d

g (rB(r)) =rB'(r)+ B(r) =1 (2.17)

La solution est 7B(r) = r 4+ C. Pour fixer la constante d’intégration, nous rappelons qu’a de
grandes distances d’'une masse centrale M, la composante g;; = —B doit approcher —1 — 2¢,
ou ¢ est le Potentiel newtonien — T D’ou la constante d’intégration est —2M G, et notre

solution finale est
2MG

r

2MG
r

A(r):(l— >_1 . B(r)=1- (2.18)

La métrique compléte est donnée par

oM oMG\
ds? = — (1 — G) dt? + (1 — G) dr? + r2df — r*sin® 0dp? (2.19)

r T

Cette solution a été trouvée par K.Schwarzschild en 1916 [5].

2.3.2 L’avance du périhélie de Mercure

L’avance du périhélie de Mercure est 1'une des premiéres confirmations de la justesse théorique
de la théorie de gravitation d’Einstein. Une prédiction célébre de la mécanique newtonienne
est que la trajectoire d’une planéte isolée se déplacant autour du Soleil est une ellipse, avec
le Soleil & un foyer de l’ellipse. En plus d’avoir une taille spécifique et une forme spécifique,

lorbite elliptique a également une orientation spécifique dans le plan orbital [16]. Au début du
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siecle, il y avait déja plusieurs décénnies que 'on avait remarquer que Mercure ne suivait pas
exactement les prévisions de la mécanique classique, son mouvement n’était pas une ellipse
parfaite, le point de son orbite le plus proche du soleil son “perihélie” se déplacait d’une
maniére infime mais indubitable [10]. Dans la théorie newtonienne, ’équation de I'orbite est
donnée par I’équation [18] ,

ZT; +u= % (2.20)
ol u = % etp = G‘]—j/[ = a(1—e?), ot a est le demi-grand axe et e est 'excentricité. La solution

générale de I’équation (2.20) est

1 1
up=—-=—(l4+ecosp) ; e>0 (2.21)
p

r
C’est I'équation d’une ellipse d’excentricité e. L’équation relativiste de l'orbite est donnée
par I’équation

% +u= ]13 + 3G Mu? (2.22)
Le second terme de 'équation (2.22) est la correction de la relativité générale, il provoque la
précession de l'orbite. Nous pouvons obtenir une solution approchée u = ug+u; de ’équation
de l'orbite exacte (2.22), si 'on substitue la solution newtonienne uy = ]1] (1+ ecosy), dans
le terme quadratique en u, et négligons le terme en €2, on obtient 1’équation suivante pour la

perturbation uy

P S (GMYP (1 + 2¢ cos ) (2.23)
—tu = = € cos .
dp2 T T g 7
une solution particuliére de cette équation est
3 :
U= o (GM)? (1 + epsin ) (2.24)

La solution générale de I’équation (2.22) est

GM 3G*M?
u=— (1+ecosyp)+ 7

(1 + epsinp) (2.25)
En utilisant 'approximation
cos (¢ + ep) = cos (p) + epsinp + O (€?) (2.26)

nous pouvons écrire la solution générale u comme

GM
J2

u = [1+ecos((1—¢)p)+ 0 (%] (2.27)
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3G2 M2 IK

ou € = ¥

orbite de la planéte est donc approximativement une ellipse. De cette
expression on voit que la solution u est en effet encore une fonction périodique, mais avec unr
période superieur a 27. La période est donnée par % « 21+ 2me. Le résultat est que 'orbite
ne peut pas étre fermer, et donc ’ellipse précesse. Le périhélie se produit lorsque 1/r est un
maximum, c’est-a-dire lorsque cos ((1 — €) ¢) = 0. En une révolution, ’ellipse précesse d’une
quantité dp « 27e = 6”%#. Cet effet est la fameuse précession du périhélie. Pour Mercure

la précession du périhélie vaut d¢ = 0.10371” par tour. Comme Mercure fait 415 tours par

siécle, la prédiction de la relativité générale est [18, 30]
5 = 0.1037 x 415 = 43.03” (2.28)

La précession totale observée de Mercure est de 5600.73 £+ 0.41” par siécle. La précession
newtonienne causée par le Juspiter donne les plus grandes contributions, elle est de 'ordre
de 5557.62 £+ 0.4”. L’écart entre ces chiffres est de 43,11 £ 0, 4. Ceci est cohérent avec (2.28)

et l'effet est donc bien expliqué par la relativité générale [18, 30].

2.3.3 Déviation des rayons lumineux dans un champ de gravitation

La déviation de la lumiére par le champ de gravitation est la plus célébre des tests classiques.
Les rayons lumineux suivent des géodésiques de I'espace-temps et sont donc soumis a l'attrac-
tion du soleil. La premiére expérience pour tester la déviation de la lumiére par le champ de
gravitation du soleil a été réalisée en 1919 par une équipe britannique dirigé par Eddington

et F. Dyson [30, 31, 19]. L’équation relativiste de I'orbite est donnée par I’équation [18, 30]
u” +u = 3mu’ (2.29)

ol u = % et m = GM. Pour le systéme solaire, le coté droit est trés petit 3mu?/u ~ 1079, si
nous négligeons cela, le chemin de la lumiére est droit uy = b~ !sin ¢y, ot b est le paramétre
d’impact [32]. Une solution approchée u = ug + v de 1’équation de l'orbite exacte (2.29) est
donnée par

3 1
u:u0+v:b’1sin<p+2—zz <1+§(3052<p) (2.30)

prennant la limite r — oo, u — 0, on trouve [32]

1
sin g + 32—7: (1 + 5 cos (2%0)) =0 (2.31)
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Pour une petite déviation ¢ < 1, sinp_ &~ ¢, et cos (2¢,,) ~ 1, nous obtenons

3 1 2
sin o, + 2—7;: <1 + 3 cos (ZQOOO)) ~ g+ Tm =0 (2.32)
d’ou ¢, =~ —QTm. Ainsi, la déviation totale est dp = —2p_ ~ 4Tm. Pour un rayon lumineux
frolant le Soleil, b = R, d’ou [20]
dm  AMG
op=— = = 1.75" 2.33

Cela a été mesuré pour la premiére fois lors d’une éclipse en 1919, et la déviation observée
s’est avérée étre en accord avec la prédiction de la relativité a environ 30% (Von Kluber1960).
Ce fut un triomphe majeur pour la relativité générale parce que I'observation est venue apres

la prédiction théorique [21].



Chapitre 3

Modéles cosmologiques avec énergie
noire dépendante du temps

3.1 L’espace temps de Friedmann-Robertson-Walker
3.1.1 Metrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

La cosmologie est 1’étude de l'univers entier en tant que systéme physique : quel est son
contenu en matiere et énergie 7 Comment ce contenu est-il organisé ? Quelle est son histoire 7
Comment évoluera-t-il a 'avenir ? A I’échelle cosmique, la seule interaction pertinente entre
les galaxies est la gravitation ; toutes les galaxies accélérent sous leur gravité mutuelle. Ainsi,
I’étude de la cosmologie dépend de maniére cruciale de notre compréhension de I'interaction
gravitationnelle. Par conséquent, le cadre approprié pour la cosmologie est la relativité gé-
nérale. La solution de I’équation d’Einstein décrit 'univers entier parce qu’elle décrit tout
I'espace-temps [34]. Le principe cosmologique dit qu’a un temps cosmique fixe, lorsqu’il est
observé a des échelles suffisamment grandes, ’'Univers semble étre a la fois homogeéne (pas de
lieux préférés) et isotrope (pas de directions préférées) [35]. La symétrie sphérique limite la

métrique a la forme
ds® = —b (r) dt* + R (t) {A (r) dr’+1* (d6°+ sin® 0dy?) } (3.1)

avec seulement deux fonctions scalaires b (r), A (r) et un facteur d’échelle global R (t). Parce
que le temps de coordonnées est le temps propre des éléments fluides, nous devons avoir

b (r) = 1. Il est également utile de définir un facteur d’échelle sans dimension
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normalisé a 1’époque actuelle par a(tg) = 1, ot Rg = R (tg) est appelé le rayon de I'univers

a I’époque actuelle [34]. Nous pouvons redimensionner r —+/Ror de tel sorte que
ds® = —b(r)dt* +a( t) {A () ) dr?+1? (d02+ sin? 0d<p2)} (3.2)

Le parametre d’échelle a (t) décrira I'expansion ou la contraction uniforme de la métrique

spatiale [35]. Les composantes des symboles de Christoffel T% | avec k,j,n = r, 0,0, sont

jno

données par

N(r)
2X(r) 0 0
= 0 —ﬁ O ., (3.3)
0 0 — 50
1 01 0 1 0 0 1
M,=-110 0 ;I ==10 0 rcotf (3.4)
"\ 0 0 —rsinfcosf " 1 rcotf 0

Le tenseur de Ricci Ry, [30, 33]
Ripm = O5TY, — 0, T, + 19 7 — T T

est donné par
X0 0
Ry =1 0 C(r) 0 (3.5)
0 0 C(r)sin’6

ounC(r)= <1 — % + %) La courbure scalaire R pour I'espace 3-dimensionnel est donnée

R= —# (% (7’%) —~ 1) (3.6)

L’homogénéité implique que la courbure scalaire >R doit étre une constante, d’otl

d [ 1\ )

L’intégration de cette équation nous donne la solution

1
N e 3

Cela conduit & la métrique

ds? = —di* + a* () dr? + 12 (d6* + sin® 6do”) (39)

1— kr?
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Dans le cas ou k£ # 0, nous pouvons redimensionner r de tel sorte que k = +1 ou k = —1.
Les univers de Friedmann, avec k = —1,0 et 1 sont appelés ‘ouvert ’,° plat’ et ‘fermé ’,
respectivement. Cette métrique décrit un univers qui est spatialement homogene et isotrope
a chaque instant du temps, elle est appelée la métrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-

Walker (FLRW) [40, 33, 41, 42, 43].

3.1.2 Décalage spectral cosmologique vers le rouge et la loi de
Hubble

Considérons une onde électromagnétique provenant d’une galaxie situé a (rq, 61, ¢,) et voya-
geant vers un observateur situé a (r = 0,0, ¢,). Comme 'univers est en expansion, les
distances entre les galaxies augmentent aussi avec ’expansion de l'univers. De ce fait, la
longueur d’onde d’un photon émis par une galaxie augmente a mesure que le photon se dé-
place vers un observateur. Le signal lumineux se déplacera le long d’une géodésique nulle,
ds? = —dt* + M = 0. L’équation du mouvement d’une créte d’onde est alors donnée par

1—kr
(30, 33]
dr - dt
V1 — kr? a(t)

Si une créte de 'onde laisse la galaxie au moment 1, et arrive a I’observateur au moment ¢, et

(3.10)

la deuxiéme créte de 'onde quitte la galaxie au moment t; + dt1, elle arrivera a 1’observateur

au moment tg + dty, de sorte que

dt dt dt dt
to G to+dto to to+dto
— 3.11
f f1+5t1 CL f1+5t1 a t1 a (t) to a (t) ( )
d’ou la relation
dt dt ot ot
ft1+5t1 _ tt0+5t0 = 1 _ 0 (3.12>
tooa@®) T a(t) o oa(ty)  alb)
Les intervalles 0ty et dt; sont donc liés par la relation
a(t1)
0ty = ot 3.13
P a(ty) (3.13)

La fréquence v observée et la fréquence v, émise par la source sont liées par la relation

5151 a(ty)

V1 (3.14)
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Le décalage spectral z est défini comme étant ’augmentation de la longueur d’onde fraction-

naire, il est donné par

.- )\0—)\1 _ a(to)
)\1 a (tl)
Si z > 0 alors A\g > \;, on a un décalage vers le rouge; si z < 0 alors A\g < A; et on a

—1 (3.15)

un décalage vers le bleu [30, 33]. L’observation du décalage vers le rouge par Edwin Hubble
dans les années 1920 est l'une des grandes avancées de la cosmologie. Hubble a découvert
empiriquement que les raies spectrales des galaxies sont décalées vers le rouge et le décalage
spectral z ~ Hyd est proportionnel a la distance d entre nous et la galaxie. Si ce redshift est
interprété comme un effet Doppler, z = AX/)\g = v, alors les galaxies s’éloignent rapidement
de nous selon la loi v = Hyd, o Hy est une constante appelée la constante de Hubble

[30, 33, 39]. La valeur de Hy est (Ade et al. [48]) [40]
Hy=67.74+0.46 km s 'Mpc™*

Un développement de Taylor du facteur d’échelle a (¢) nous donne

1
ol ¢ (t) est le parameétre de décélération
a(t)a(t)
t)=———%m 1
q(t) 20 (3.17)

et go = q(to) est le paramétre de décélération actuel.

3.2 Equations d’Einstein et Densité critique
3.2.1 Equations d’Einstein en présence d’une constante cosmolo-
gique

La relativité générale décrit I'univers comme un espace-temp & 4 dimentions avec une métrique
FRW
ds® = —dt® + a% (t)

[ dr® +1? (d6” + sin® (0) dp?) (3.18)

Les composantes non nulles de la métrique g,,,, sont données par

-1 0 0 0

|l 0 a2(1—-w®)t 0 0
g = 0 0 2.2 0
0

0 0 a’r?sin’6
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Les composantes g"” de la métrique inverse sont données par

-1 0 0 0
o 0 (1—kr?) /a? 0 0
& 71 o 0 1/ (a2r?) 0
0 0 0 1/ (a’r?sin®0)
Les équations d’Einstein [40, 33, 41, 42, 43|
1
Rag — §Rgaﬁ = 87TGTQB (319)
ou sous la forme équivalente
1

relieent la géométrie de 1'espace-temps décrite par le tenseur d’Einstein G,3 = Rap — %Rgaﬁ
aux champs de matiere décrits par le tenseur énergie-impulsion T,3. Nous avons supposé
que notre univers est homogene et isotrope. Pour résoudre les équations de champ d’Einstein
sous cette hypothese, nous avons besoin d’un tenseur d’énergie-impulsion qui soit également
homogene et isotrope. Une forme générale du tenseur d’énergie-impulsion qui est compatible
avec ’homogénéité et l'isotropie, est [40, 33, 41, 42, 43|

dx,

- (3.21)

Taﬁ = (:0+p) Uy U +pga,8 ; Ug =

ou p est la densité et p la pression dans le systéme de repos instantané. Pour un modele de

Friedmann, avec une métrique de la forme (3.18), le tenseur d’énergie-impulsion a la forme

suivante
P 0 0 0
0 pa2(1—rr2)™" 0 0
Tos = .22
o 0 0 pa’r? 0 (3.22)
0 0 0 pa’r’sin?f
Les composantes non nulles de I'] 5 sont les suivantes :
0 ° 0 0
& (1— k%)~ 0 0
Ts=1 ¢ 2
o 0 0 —r (1= kr?) 0 (3.23)
0 0 0 —rsin® 6 (1 — kr?)
et les composantes Fzﬁ et Fzﬁ, avec «, 3 = t,r,0,p, sont données par
00 & 0 oo o ¢
00 1 0 00 0 2
Ca— X T . L r
Fas = e 19 0 + Tag 00 0 cotf (3.24)
0 0 0 —sinfcosf g % cotfd 0
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tandis que les composantes des symboles de Christoffel T'Y gy avec a, 3 =t,r,0,p, sont données

par
0 0 0 0
0 aa(l1—Fkr2)"" 0 0
o, = 2
op 0 0 aar? 0 (3.25)
0 0 0 aar’sin?0
Nous calculons maintenant le tenseur de Ricci,
Rop = Fim — FZM’B + FgBFYm — Fgwrgu (3.26)

Un calcul simple donne les composantes non nulles suivantes du tenseur de Ricci :
Roo = —32 ; Ry =A(t)(1- /ﬂrz)i1 ; Reg=A(t)r? ; Ry, =A(t)r*sin®0
a
ot A (t) = aid + 2a% + 2k. La courbure scalaire est donnée par

Rymwg@mwﬂm)

Les composantes non nulles du tenseur d’Einstein Gog = Rap — 3Rg,5 sont données par

.2 k . .2 k 2
GO():?)(G+ > : Gll:_(2§+a_+_)a—

a? aZz a2 ) 1 — kr?

.. . 2 k
G33 = sin? 0Ggy = — 2E—L =+ & + — | a*r?sin%0
a a? a?

Nous appliquons maintenant les équations d’Einstein :
1
Rag — §Rga6 = 87TGTQ5 (3.27)

La composante « temps-temps » nous donne

a2 k 1G
—_ = 3.28
" 53 P (3.28)

a2

tandis que la composante « espace-espace » nous donne

. "
2-+ <+ = = -81Gp (3.29)
a

a? | a?
Les équations (3.28) et (3.29) sont appelées les équations de Friedmann. Remplacons ’éq.(3.28)
dans 1’éq.(3.29), nous obtenons 1’équation

a 4G
2= 3 (p+ 3p) (3.30)
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Le signe moins global sur le coté droit de 1’éq.(3.30) est une indication d’'un Univers en
décélération, en contradiction avec la preuve que ’Univers est non seulement en expansion,
mais aussi en accélération. On peut y remédier en ajoutant simplement un terme positif a
droite, dont le type le plus simple est une constante positive que nous désignons par A, connue

sous le nom de constante cosmologique [36]

a 47 G A
2o T2+ 4= 31

Ceci, a son tour, nécessite, en particulier, de modifier (3.28) et (3.29) également. Il est facile

de vérifier que ces derniéres équations seront modifiées en la suivante [36]

a2 k 831G A
o7 = 3.32
a2 + a2 3 Pt 3 ( )

. ,
22+ 4 = = —87Gp+ A (3.33)

a  aZ a2
Il est facile de vérifier que ces équations peuvent étre dérivées des équations d’Einstein mo-
difiées [40, 33, 41, 42, 43]

1

Les équations (3.32)-(3.31) sont les nouvelles équations correspondantes aux équations de
Friedmann données dans (3.28)-(3.30), en présence d’une constante cosmologique A, appelée
équations de Friedmann modifiées. Il est facile de vérifier que les équations (3.32)-(3.31)

peuvent étre réduites a la forme suivante [36]

a2 8rG k
S5 (a5 (3.35)
a 4G
—=——((0+p2) +3(+pa)) (3.36)
ou
A A

Pm=gg i PA="g g = M (3.37)

Donc une constante cosmologique joue le méme réle q'un gaz parfait de densité p, = % et

de pression négative py = —p,.
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3.2.2 Densité critique et paramétres de densité

Les équations de Friedmann doivent étre complétées par une autre équation, qui vient de la
conservation du tenseur énergie-impulsion 77" = 0, qui exprime la conservation de 'énergie.
L’équation de conservation de I’énergie peut étre directement dérivée des deux équations de
Friedmann (3.33) et (3.31), en éliminant @ de ces équations on trouve de nouveau ’équation
de conservation de I’énergie

p+3(p+p)gzo (3.39)

Nous supposons maintenant que le fluide parfait obéit a I’équation d’état barotrope p = wp,
ol w est une constante, qui prend la valeur w = —1 pour le vide, w = 0 pour la poussiére et

w= % pour le rayennement relativiste. La solution de cette équation est

p(t) = Poa_g(WH)

ol p, = p (to) est la densité d’énergie du fluide a I’heure actuelle ty. Pour un fluide constitué
par la matiére, w = 0, la radiation, w = %, et I’énergie sombre, w = —1, respectivement, nous
avons donc

P = Pmod °F prod "+ pag (3.39)

OU P05 Pro €6 pao sont les densités d’énergie actuelles de la poussiere, du rayonnement et
de Iénergie du vide invariante. Nous commengons par I’équation de Friedmann (3.32), écrite

maintenant comme

k  87G
H? + 2= 3 Pmtptps) (3.40)
oun H(t) = % est le parameétre de Hubble. L’éq.(3.40) est équivalent a
k 8rG
+ 22H2 = W (pm + ot pA) (341>

Définissant la densité critique p,, (t) par

pu ) = 20

Par conséquent, si p,, + p, + pao = pPe, On obtient k = 0 et I'Univers est, dans ce cas, spatia-

lement plat. La valeur actuelle de la densité critique est [40, 33, 41, 42, 43]
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Pero = 1.8780% x 107* g cm ™

Définissant ensuite les rapports de densité sans dimension (bien que dépendant du temps),

appelées parameétres de densité

&G 8rG A
Qm:p_m: ﬂ-gpm; Qr:&: 7T2pr; QA:p_A:_Q
P 3H P 3H Por  3H
Avec ces définitions, 1'éq.(3.40) devient
k
H2a2 O + e+ — 1 (3.42)

La valeur numérique de ., + €, + Q4 nous indique donc l'indice de courbure k
Qm+ 0+ Q) <1=k=—1 espace ouvert

O+ Q. +Qp >1=k=+1 espace fermé
Qo + Q.+ Q4 =1=k=0 espace plat

Les observations cosmologiques suggérent que 2y, 0 + 2,0 + Qa0 >~ 1, d’out y ~ 0, notre
univers est donc proche d’étre spatialement plat k = 0. A partir des derniéres données Planck

(Ade et al. 2016) nous savons que [40]
(0 = 0.0008 £ 0.0040

Si nous combinons maintenant I’équation de Friedmann (3.32) avec (3.39), nous pouvons

réécrire I’équation de Friedmann sous la forme

a2 k&G a\® a\?
S o — — 4
32 + 32 3 <pm,0 (ao) + pr,O <a(]> + pA,O (3 3)

Au lieu des densités, nous utilisons les parametres de densité €2, ., Qp et Q) = —HQLaQ, pour

réécrire 1'équation de Friedmann (3.43) sous la forme
8% = (Qmoa ' + Qoa ? + Qna® + i) H (3.44)

ou
G 871G A k
0= 3z mo 0T ggzlre 2 A0 T gz 0 k0T T

L’équation de Friedmann (3.40) peut étre reécrite sous la forme [40, 33, 41, 42, 46]

—-1/2

Hot = foa (Qm,()a_l + Qo 2+ Qyea’ + Qk;o) da (3.45)
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3.3 Modéles cosmologiques de Friedmann-Lemaitre
3.3.1 Univers plat dominé par la matiére et le rayonnement

Univers plat dominé par la matiére : La densité d’énergie de la matiére froide (non relativiste)

(v < ¢) est dominée par son énergie de masse au repos et la pression qu’elle exerce est
négligeable (p < p). Dans ce contexte, le terme «matiére» est utilisé pour « matiére non
relativiste » et désigne tout type de matiére exercant une pression négligeable, p = 0. Un tel
fluide sans pression est appelé poussiére [37, 38]. Nous commengons par résoudre 1’équation

de conservation de I’énergie (3.38)
. a
P+ 3 (P + Pm) — =0 (3.46)

Pour les particules non relativistes on a p,, = 0. Une fagon de le résoudre est de le reécrire,
comme suit [38]
d (pma’®)

Mm% 7 _
da

La solution de cette équation est p a® = cst., la constante peut étre évaluée a I'aide des

valeurs actuelles de p,, (t) et a(t). Ainsi,

Pm (t) = pm,Oa‘_3

ol py, o = P, (to) est la densité d’énergie du fluide & I'heure actuelle to. Aprés avoir résolu
I'évolution de la densité en termes de a (t), nous devons maintenant trouver comment varie

a(t) avec le temps en utilisant ’équation de Friedmann (3.32),

a2 k  8rG 8rG _3
§ + ? = 3 Pm = 3 pm,Oa (347>
Pour k = 0, ’équation de Friedmann (3.47) prend la forme suivante
d 8 G
Y (3.48)

dt 3

2/3 23
3 /87G 3
a(t) = <§ Tpm,l)t) = (iHot) (3.49)

I'intégration donne
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ou Hy =,/ % Pm oest le paramétre Hubble Hy au moment to. Cette solution est illustrée a la
figure (3.1). L’instant présent to est défini en posant a (t) égale a 1, ainsi de 1’age de 'univers
to est donné par tg = % La densité d’énergie du fluide évolue selon la loi

2

P (1) = Pmd ™ = P73
Dans cette solution, 'Univers s’étend pour toujours, mais le taux d’expansion H (t) diminue

avec le temps.

H(t) =2 _ 2 (3.50)

La vitesse d’expansion est donné par

, 2 [to\?
i) -3 (%)

Ainsi a — 0 alors que @ — +oo et p, — +oo lorsque t — 0. La vitesse d’expansion de
I'univers est infinie lorsque nous approchons du temps initial ¢ = 0. Ce point initial est appelé
le Big Bang. Remarquez que malgré I'attraction de la gravité, la matiére dans I’Univers se
dilate pour toujours [38].

Univers plat dominé par les radiations : Les particules de lumiére se déplacent, assez natu-

rellement, & la vitesse de la lumiére. Leur énergie cinétique conduit & une force de pression,
la pression de rayonnement, qui, en utilisant la théorie standard du rayonnement, peut étre
démontrée comme étant p = p/3. Plus généralement, toutes les particules se déplagant a des
vitesses hautement relativistes ont cette équation d’état, les neutrinos en étant un exemple
évident [38]. Nous commengons par résoudre 'équation de conservation de 'énergie (3.38)
pour les rayonnements

pet3(p+pe) 2 =0 (3.51)

Pour les particules non relativistes on a p, = p,/3. Une fagon de le résoudre est de le réécrire,

comme suit [38]
d(pa’)  (pa’)

da a
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La solution de cette équation est p.a' = cst., La constante peut étre évaluée a Paide des

valeurs actuelles de de p,, (t) et a(t). Ainsi,

Pr (t) = pr,0a74

ol p, o = p, (to) est la densité d’énergie du fluide a I'heure actuelle to. Apres avoir résolu
I’évolution de la densité en fonction de a, nous devons maintenant trouver comment a varie

avec le temps en utilisant I’équation de Friedmann (3.32),

a2k 871G 8rG 4

22T g AT g PR (3.52)

Pour k = 0, ’équation de Friedmann (3.52) prend la forme suivante

=4 /831G =/ oHo (3.53)

lintégration est immédiate, le facteur d’échelle est donné par

1 1/2 £\ 12
= | =+/Q, 0Hpt = | — 54
(2\ﬁ,0 ) (t) (3.54)

L’instant présent to est défini en posant a (t) égale a 1, ainsi de ’age de I'univers tq est donné

par tg = \/QioHo' La densité d’énergie du fluide évolue selon la loi

to
Pr (t) = pr,Oa’ = prO < >

t

Dans cette solution, ’'Univers s’étend pour toujours, mais le taux d’expansion H (t) diminue

avec le temps.

H(t) = m — (3.55)

Remarquez que I'Univers se dilate plus lentement si le rayonnement est dominé que si la

matiére est dominée. Le parametre de décélération est positif

q<t):%<%)—1:1

La vitesse d’expansion est donné par
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Ainsi a — 0 alors que @ — 400 et p, — +oo lorsque t — 0. La vitesse d’expansion de
I'univers est infinie lorsque nous approchons du temps initial ¢ = 0. Ce point initial est appelé
le Big Bang. Remarquez que malgré I'attraction de la gravité, la matiére dans I’Univers ne
se récollaste pas mais se dilate pour toujours [40, 44, 45, 38].

Univers plat dominé par le rayonnement et la matiere : Une situation plus générale est lorsque

I’on a un mélange de matiére et de rayonnement. Il y a deux équations distinctes, une pour

chacune des deux composantes du fluide, nous avons donc
P = Pinod  F Proad” (3.56)
Nous commengons par ’équation de Friedmann (3.32), écrite maintenant comme

a2 811G 817G _ B
2= 5 (P + Pp) = 5 (Pmod ® + proa?) (3.57)

Au lieu des densités, nous utilisons les paramétres de densité €2, ()., pour réécrire I’équation

de Friedmann (3.43) sous la forme

8% = (Qmoa " + Qupa™ ) HY (3.58)
ou
8rG 8rG
Qm = 5712 Pm ; Qr = 572 Pr
0 3H2 Pm,0 0 3HZ Pr0
L’équation de Friedmann (3.40) peut étre reécrite sous la forme

dx 1

a 2 xdx
Hot = =
0 fO \/QmVOX_l + glr’ox_2 \/Qm,O fO \/X —+ Aeq

(3.59)

oll aeq = - est le facteur d’échelle évalué au moment ou les densités de matiere et de

rayonnement étaient égales. La substitution a.qy = x nous permet de reécrire l'intégrale

(3.59) sous la forme

23> e,y
f= e [y d 3.60
HO\/QHLO 0 \/y+1 Y ( )
ou de maniere équivalente
33/2 a/a a3/2 a/a, 1
e T e 3.61)

N Ho/Qm0 ‘

L’intégration conduit & la solution
Za%Z

3I—IO \ Qm,O

Hov/Cmo

t =

[(a/aeq+1> \/a/aeq+1—3\/a/aeq+1+2} (3.62)
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ou de maniere équivalente

2
t= i (8 2a) VaFac + 20" (3.63)

Posons a (teq) = aeq dans 'équation (3.63) on obtiet le moment de I’égalité entre la matiere

et le rayonnement, te,

9 8l 4 2\ Q¥
foq = —o 0 (2—\/5) _A( V2 n0 (3.64)
3H(] A /Qm,O 3 2 HOQm,O

A partir des derniéres données Planck ( Ade et coll. 2016) nous savons que [40]

Omo~030 ; Q0~3.8x107°
et Hy' ~ 1.4 x10'° year, le moment de I’égalité entre la matiére et le rayonnement est donc
teq A~ 3.7 x 107°H, ' ~ 14230 year

Ceci est suffisamment court pour justifier notre ignorance des effets des rayonnements lors
du calcul de I’age de l'univers. Pour a < a.q, I'univers est bien décrit par un modele plat

dominé par le rayonnement

1 1/2
tr———a’ ; a(t)~ <6H0 erot) LA < A (3.65)

6I_IO \V Qr,O

Dans la limite a > aeq, le résultat approximatif pour a (t) devient [40, 42, 46]

2 1 3 2/3
try ————a%? a(t) ~ (—HO Qmpt) ;a> aeg (3.66)

3H0 A/ Qm70 2
3.3.2 Univers fermé dominé par la matiére et le rayonnement

Univers fermé dominé par la matiére : Pour un Univers fermé dominé par la matiére, on

a k = +1, la densité de courbure est négative, (o < 0 et Qo = 1 — g > 1. Les
solutions analytiques pour un Univers fermé dominé par la matiére avec courbure spatiale
k = +1 peuvent étre données sous forme paramétrique. Nous commencons par 1’équation de

Friedmann (3.32), écrite maintenant comme

a2 1 8nG 8nG _3

5+ = QumoH2a ™ (3.67)
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ou de maniere équivalente

1
a’a? =2aa—a’=a’—(a—a)’ ; a= §Qm;0Hg (3.68)
ou o = f,”r?(; Puo- La valeur actuelle Hy du paramétre de Hubble H (t) = 2 peut étre obtenue
0 ) a
en posant a (tg) = 1 dans 1'éq.(3.67), d’ou
1 1 1 Qo
Hy= —— ; a= Qi =" 3.69

En terme de la nouvelle variable b = a — «, cette équation peut étre écrite comme

b% = Va2 - b? (3.70)

Pour résoudre cette équation, nous considérons ce systéme d’équations

db

g 2 _p2 - dt_
dn

— =D 3.71
SRR (371)

Une intégration, avec les conditions initiales a (0) = 0 et 4 (0) > 0, donne la solution suivante

db
n = f\/ﬁ = arcsin (b/Oé) + g (372)
d’ou

a(n) =« [1+Sin (n—%)] =« (1 —cos(n))

Cette solution est illustrée a la figure (3.1). Le temps cosmique est donné par

t=[a(n)dy=af (1—cos(n)dy=a(y—sinn)

Le facteur d’échelle et le temps cosmique sont donnés par une équation paramétrique dun
cycloide

1 Qm;O 1 Qrn;O

=m0 (- R L (R

a(n) augmente de zéro a n = 0, t = 0; atteint un maximum ay., = %Qm;OH% A& Npax = Ty
trax = gﬂm;oH%, puis retourne & zéro & 1,,q4 = 27, tenda = WQm;ng. L’instant présent ty est

définie par la fait que a (tg) = ag = 1, ’age de I'univers est donnée par

; 1 Qnpo 12— Cmyo 5 Qo — 1
= ————— | COS —_— | —
0 2 Qm,O —1 Qm;O Qm;O
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Le parametre de Hubble est donné par

a(t)  Qmo—1 2sin7
a(t) Qmo  a(l—cos (77))2

Le parameétre de décélération est toujours positif

Univers ouvert dominé par la matiere : Pour un univers ouvert dominé par la matiere, on

a k = —1, la densité de courbure est positive, {do > 0 et Q0 = 1 — Qxp < 1. Des
solutions analytiques pour un Univers ouvert dominé par la matiére peuvent étre données sous
forme paramétrique. Nous commengons par I’équation de Friedmann (3.32), écrite maintenant

comime

az 1 871G 871G _ _
Z @ g P g Pmod = ol (3.73)
ou de maniere équivalente
1
a2a? =a’?+2aa=(a+0a)’—a’ ; a= §Qm;oH3 (3.74)

La valeur actuelle Hy du parametre de Hubble H (t) = 2 peut étre obtenue en posant a (tg) = 1
dans 1'éq.(3.73), d’ou

1 1 2 1 Qm;O

Hy= ———— ; = Q. = 3.75
BERV/ i R A S SR M 1)
En terme de la nouvelle variable b = a + «, cette équation peut étre écrite comme
db
b— = Vb2 — a2 3.76
T a (3.76)
Pour résoudre cette équation, nous considérons ce systéme d’équations
db dt
—=Vb2—a2 ; —=b (3.77)
dn dn

Une intégration, avec les conditions initiales a (0) = 0 et 4(0) > 0, nous donne la solution

suivante

db 1 ' B B
n= f\/ﬁ =cosh " (b/a) ; a(n) =a(cosh(n) —1) (3.78)
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Le temps cosmique est donné par

t = [a(n)dn = af (cosh (n) — 1) dn = a (sinhn —n)

Le facteur d’échelle et le temps cosmique sont donnés par une équation paramétrique
a) = 3y (o ()~ 1) ¢ =gy
21— Qo

1 .
2T O Qg (sinhn —n)

Cette solution est illustrée a la figure (3.1). L’instant présent to est définie par la fait que
a(tg) = ag = 1, 'dge de l'univers est donnée par

m;0

L Qnyo 1 —Omyo 12— Qmpo
fo = ———m0_ (9 0 cosh ! [ EZ im0
"7 21— Qo ( Qo o8 Q

Le parameétre de Hubble est donné par

sinhn

~ a(cosh () — 1)
Le parametre de décélération est toujours positif [43, 33, 40]

a0 =8 () 1= () e

H " 1+ cosh (n)

Figure 3.1 La variation du facteur d’échelle a en fonction de temps

t pour les trois types d’univers dominés par le rayonnement.
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Univers ouvert dominé par les rayonnements : k = —1 L.’équation de Friedmann pour un Uni-

vers ouvert dominé par les rayonnements

a2 k  8nG 9 —4
g + g = T,Or == Qr;oHoa (379)

peut étre reécrite sous la forme suivante
2
0,012 (bb) B2 =1; a= /b (3.80)
ou de maniere équivalente
db
\/Qr;OHoba =V1+b?

sut® pro et Ho est la constante de Hubble. Pour résoudre cette équation, nous

ou (g = 555
1;0 3HZ

considérons ce systéme d’équations

db _ V14+b? % = +/QoHob (3.81)
n

dn

Une intégration simple donne

db
n= f\/ﬁ = arcsinh (b) + 7, (3.82)

Avec la condition initiale b (0) = 0, la solution générale b (n) devient b (n) = sinh (n), d’ou

a(n) = /QuoHysinh (1)

Avec la condition initiale t (0) = 0, le temps t (1) est donné par

t () = /QuoHo [ sin (1) dn = +/QuoHo (coshn — 1)
En utilisant les relations
a? = Q. oHZsinh? () ; <\/®Hg + t>2 = Q. oHZ cosh? 7
nous trouvons la forme suivante poue le facteur d’échelle a (t)

a (t) - (Ztmax + t) t 5 bmax = v/ Qr;OI—IO (383)

Ainsi a — 0 alors lorsque ¢t — 0. La vitesse d’expansion de 'univers est

tmax + t'
a(t) = ——/m/m———— 3.84
(t) T (3.84)
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La vitesse d’expansion de 'univers est infinie lorsque nous approchons du temps initial ¢ = 0.
Ce point initial ou £ = 0 est appelé le Big Bang. L’expansion de I'univers continue sans cesse.

L’instant présent to est défini en posant a (t) égale a 1 dans ’équation (3.83),
t? + 24/ QoHot — 1 =10 (3.85)

ainsi de I’dge de 'univers ty est donné par

to = \/QueoHZ + 1 — /03

Le parameétre de Hubble est donné par [46, 33, 40, 30|

b+t
H=a2/QH:+a2= "2 3.86
. O P (3:86)

Le parameétre de décélération est toujours positif

0= (F) -1
a dt \H (tmax + t)°

3.4 Univers plat dominé par la matiére et 1’énergie du
vide

L’explication la plus simple de ’accélération apparente de 1'univers aujourd’hui pourrait
A . Lz 5, . 5 . A . .

étre fournie par une densité d’énergie non nulle de I'espace vide py = g 5. Une situation
plus générale est lorsque I'on a un mélange de constante cosmologique et de matiére ou de
rayonnement. Il y a deux équations distinctes, une pour chacune des deux composantes du

fluide, nous avons donc
p = pms,[)a‘_S + pA,O (387>

Ol Py est la densité d’énergie du fluide a I'heure actuelle tg, s = 3 pour la maticre et s = 4
pour le rayonnement. Commengons par 1’équation de Friedmann (3.32), écrite maintenant

comme

32_87TG( N )_87TG
a2 - 3 Prms PA) = 3

Au lieu des densités, nous utilisons les parameétres de densité €4, Q4

(loms,(]ais + pA,O) (388>
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pour reécrire I’équation de Friedmann (3.88) sous la forme

2 2
(g) 242 = (%) o H2 (as + %mT;) —u? (a° + a3, (3.89)

1/s
ol w = 54/ oHo et aeq = <%st§) est le facteur d’échelle auquel les deux densités p, . (t)
et p, (t) étaient égales. Pour résoudre cette 1’équation (3.89), nous introduisons la fonction

b= < a >§, I'équation (3.89) prend la forme

Aeq

db
= wVhEd (3.90)

L’intégration de cette équation, avec condition initiale a (t) = 0, donne

db - .
wt:f\/w:H:smh Y(b) ; b =sinh (wt)

Pour la matiere s = 3, le facteur d’échelle a (t) est donné par
o\ 3
a (t) === Sinh2/3 - QA OHOt
Qa0 2 ’

L’age de 'univers tq est donné par

2 tanhfl (w / QA-())
tg = ’ 91
T 3H, /o (3.91)

Utilisant la valeur observée Q.0 = 0.7, Hy' = 1.4 x10'° year, on a donc to ~ 13.497 x 10° year.

Pour la matiere, le facteur d’échelle a (t) est donné par [40, 44, 45, 47]
a(t) = 0.75sinh?3 (1.2t/t,)
La courbe du facteur d’échelle a (t) en fonction du temps ¢ est tracée dans la figure (3.2).
a(t) 2t
20 |

15T

0 +——F—

0

Figure 3.2 Le facteur d’expansion en fonction du temps t/tg
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Le parametre de décélération Le parameétre de décélération ¢ est un facteur trés important

pour comprendre 1’évolution cosmique. En particulier, aprés ’émergence de I'idée d’un Uni-
vers en accélération, le role de ce parameétre est devenu encore plus important. En effet,
certains travaux récent ont démontré que 'accélération actuelle est un phénomeéne du passé
récent et a été précédée d'une phase de décélération [29]. Le parametre de Hubble est donné

par
3
H (t) = 4/ QA70H0 coth <§ \/ QA’OHOt) (392)

Le parametre de décélération q (t)
d /1
)=-—(=]-1
alt) =5 <H)

qt) = % (1 — 3tanh? @MH@))

-1( 1
t<2tanh <7§>

3 /QaoHop

La courbe du parameétre de décélération ¢ (t) est tracée dans la figure (3.3). Le parametre de

est donné par [44, 45]

e iy gtanh™ () ,  tanh~! (1)
décélération est positif lorsque t < $——==>>4 et il est négatif lorsque t > $——=—">4 donc

v/ a,0Ho Qa,0Ho

ce modele décrit un univers en expansion accélérée pour ¢ assez grand.

0.8

q(®) 4
0.4
0.2
0.0 + } + } + } + }
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1.0
-1.2

=0 L

Figure 3.3 La variation du paramétre de décélération q en fonction de temps

Le temps t, de transition entre la phase de décélération et la phase d’accélération est donné

par

o 2sinh ™' (1/v/2)
AT 3Ho/Q0
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En insérant la valeur 25,0 = 0.7 et Hgl ~ 14.38Gyr, on trouve ty = 7.545 x 10° year. Pour
la matiere, le décalage cosmique correspondant est
t 20400 \"*
() = 200) g (—A> .
a (tA) 1-— QA;O
En insérant la valeur Q5.0 = 0.7 on trouve z (t5) = 0.67 [40], [42], [44], [45].

Le temps t,p de transition de la matiere vers la domination de 1’énergie noire est donné par

sinh™" (1) (3.93)

2
bypp = ————
™3 Qo
En insérant la valeur Qp = 0.7, et Hy' ~ 14.38Gyr, on trouve t,a = 9.8 x 10°yr. En
comparant le temps t, de transition entre la phase de décélération & la phase d’accélération

2
fp= —— sinh~! (1/\/5)
3Ho /a0

avec le temps t,,p ol 'energie noire devenait dominée,

sinh™" (1) (3.94)

2
tma = —F——
3 \/ QA;OHO
on conclut que le passage a un univers avec une expansion accélérée a eu lieu avant que
I'univers devient dominé par I’énergie du vide, ty =~ 0.75t,a

A sinh ™! (1/\/5)

= ~ 0.75
tma sinh™" (1)

Le décalage vers le rouge correspondant est

N 1/3
7 (tma) = (1_—9(’“) ~12~0.33

[’age de 'univers : L’age de 'univers T = tq est donné par

lfl ada
0 \/QA;()&4 + S)k;oa2 + meoa + Qr,O

T =H, (3.95)

En utilisant les valeurs de Qx.0, Qk.0, Qm,0, €t ;o indiquées ci-dessus, nous obtenons

0.95
T ~ A ~ 13.73 x 10° anndes

0
La valeur rapportée par Ade et al. [48]) est de 13.799 x 10 £ 0.021 années. En négligeant le
terme de rayonnement (2, o et le terme de la courbure spatiale Qk;oaz, I'intégrale

ada

T=H"'[
0 s VQa0alt + Qo2

(3.96)
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peut étre fait en termes de fonctions élémentaires

oH ! V1—=Quo+1
T= 0 1 i 3.97
3v/I— Qo ( N > (3.97)

pour Hy' =~ 14.38 x 10° year et Q0 2~ 0.31, on a T ~ 13.74 x 10%ear [40, 42].

3.5 Solutions avec constante cosmologique dépendante
du temps

3.5.1 Solutions avec paramétre d’état w indépendant du temps

Depuis la découverte de I'expansion accélérée de 1'Univers, de grands efforts sont déployés
pour trouver une explication satisfaisante de cette accélérée. La plupart des travaux liés a ce
probléme sont basés sur I’hypothese qu’un type exotique d’énergie, appelé énergie sombre,
est I’agent causal de cette accélération, bien que des explications alternatives soient égale-
ment disponibles dans la littérature [26]. Considérons la métrique de Friedmann-Lemaitre-

Robertson-Walker (FLRW) [26, 27, 28]

1 — kr?

ds® = —dt® 4 a? (t) { dr? 4 1? (dG2 + sin® (6) d<p2)} (3.98)

Les équations de champ d’Einstein sont données par
Gap + Ag,p = 81GTyp (3.99)

ou A est la constante cosmologique, supposée ici dépendante du temps A = A (t). Pour la
métrique sphériquement symétrique considérée ci-dessus, les équations de champ d’Einstein

avec une constante cosmologique dépendante du temps donnent les deux équations suivantes

az2  k G A
R Tl = 1
2 + 2 3 P+ 3 (3.100)

s a2
02 1% 4 2 A= —8rGp (3.101)
a a? a?

21 . 32 . LN 2 . 2 :
En éliminant %5 a partir de la premiére équation, nous obtenons I’équation
a 4G

A
_ A 102
N 3 (p+3p)+3 (3.102)
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Des équations (3.100)-(3.101) on obtient 1’équation suivante

a2 k4

St = 47G (p+p) (3.103)

Ensuite, nous différencions 1’équation (3.100)

a2k 8rG A
R T —_ 104
a2+a2 3p+3 (3.104)

par rapport au temps nous trouvons
. ) . A
afa k a 4G A
Nt )=——F"pP— = 3.105
a <a2 a’ a) p ( )
En comparant les équations (3.103) et (3.105), nous obtenons
a A
0+3(p+p)—=—=
pt3lptp)s=-g =
Cette équation exprime la conservation de ’énergie. Choisissons 1’équation barotropique
d’état
p=wp (3.106)
ou le parameétre w peut prendre les valeurs constantes 0, 1/3, -1 et +1 pour la poussiére, le
rayonnement, le fluide sous vide et le fluide rigide, respectivement. En utilisant ’équation

(3.106), I'équation (3.102) se transforme en [27]

a 4rG A
e | =4+ 1
N + 3 (1+3w)p=-+ 3 (3.107)

En utilisant les équations (3.100) -(3.107) pour éliminer p , on obtient finalement I’équation

suivante [27]

a2 1+w a k 1+w
— —1)-+== A 3.108
a2+<1+3w >a+a2 I+ 3w ( )

En utilisant cet ansatz A = 3aH? dans I'équation (3.108), oil « est une constante et H = g

est le parameétre de Hubble, alors pour 'univers plat (k = 0), I’équation (3.108) réduit a
2ai + [1+3(1 —a)w —3a]a®> =0 (3.109)
ou de maniere équivalente

2% (z) +3(1—a)(1+w) (§>2 =0 (3.110)
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En terme de la fonction b = 2 Péquation (3.110) devient
—+-(1—-a)(1+w)b*=0 (3.111)

Une intégration donne

a 1

~=b= 3.112
a S1l-a)(1+w)t+Cy ( )

Une deuxieme intégration nous donne la solution

1
3 T oy
a—C (5(1—(1)(1+W)t—|—01> 2T (3.113)
Si nous imposons la condition a — 0 comme t — 0, alors C; = 0, la solution générale a (t)
devient [27]
2 3 3(1—a§<1+w)
a(t) =Dt ;. D=C (5 (1—a)(l+ w)) (3.114)

ou C est une constante d’intégration. La fonction de Hubble est donnée par

_af(t) 2

H(t) = = 3.115
(t) a(t) 3(1—a)(l+w)t ( )
La constante cosmologique et la densité sont données par [27]
4
A(t) = 3aH? = e (3.116)
3(1—a)" (1+w)"t2

l-a 1
t) = At) = 3.117
P () 8rGa (t) 67G (1 — ) (14 w)*t2 ( )

C’est évident a partir des éqs.(3.114) — (3.117) que a # 1 pour la validité physique. De
plus, un A répulsif exige que a > 0 tandis que Eq.(3.117) montre que, pour une densité p (t)
positive, le paramétre o doit étre inférieur & 1, donc on impose la contrainte 0 < o < 1.
Le cas o > 1 est soit non physique, soit incompatible avec un A (t) dépendant du temps.
En utilisant ’éq.(3.115) dans 1'éq.(3.117) et la définition du parameétre de densité de matiére

cosmique Qn, = 5, on obtient [27]

Qe = 1 — (3.118)

ol Q. est le parameétre de densité d’énergie cosmique pour le modéle A dynamique lié a a.
Encore une fois, en utilisant 1'éq.(3.115) dans ’éq.(3.116) et la définition du parameétre de

densité d’énergie du vide cosmique 2 = nous avons [27]

A
3H?’

Qpa = (3.119)
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L’addition des égs.(3.118) et (3.119) donne
Qa :Qma+QAa: 1

qui est la relation entre la matiére cosmique et les paramétres de densité du vide pour un
univers plat (k = 0). Ce résultat analytique est cohérent avec la contrainte observationnelle
sur la densité d’énergie totale de I’'Univers, ot 2 = 1.0040.03 mesurée a partir du premier pic
acoustique dans le spectre de puissance angulaire des fluctuations CMB [50]. Les observations
de SNela combinées aux contraintes de densité d’énergie totale du CMB [50] et a l’analyse
combinée de la lentille gravitationnelle et de 1’analyse dynamique stellaire [53] conduisent a
la contrainte observationnelle sur le paramétre de densité de matiére €2, ~ 0.3 de 'Univers
et le parametre de densité d’énergie du vide cosmique 24 ~ 0.7 [27]. En utilisant Eq.(3.114),
on peut obtenir une expression pour le parameétre de décélération q (t) comme

q:%<%)—1:3(1_0‘;(1+w)—1 (3.120)

Ainsi, pour un univers en accélération [27]

1+ 3w
> oW 3.121
T 30rw (3.121)

D’apres Eq(3.121), il est évident que pour la poussiere (w = 0), un univers en accélération
nécessite a > % Maintenant, « étant le parameétre de densité du vide cosmique en vertu de
Eq.(3.119), nous constatons que ce modeéle correspond & un univers en accélération puisque la
valeur moderne acceptée de €2 est d’environ 0.7 et est beaucoup plus grande que % [27]. Ainsi,
la contrainte observationnelle sur le parameétre de densité de matiére €2, ~ 0.3 implique la
valeur q ~ —0.55 [27]. Encore une fois, ¢ (t) sera positif si v est inférieur a % Ainsi, pour un
univers en décélération, le paramétre de densité du vide cosmique devrait étre inférieur a %,
ce qui est également cohérent avec les idées modernes. Par conséquent, nous constatons que,

dans ce modeéle, on peut étudier les phases d’accélération et de décélération de ’expansion

cosmique puisque q dépend de « [27].



3.5 Solutions avec constante cosmologique dépendante du temps 48

3.5.2 Solutions avec paramétre d’état dépendant de la fonction de
Hubble

Les équations (3.100)-(3.102) peuvent étre reécrite en terme de la fonction de Hubble [28]

TG A
H?= —)p+ = 3.122
5 Pt 3 ( )
. el A
H+ H2 = —”T(l+3w)p+§ (3.123)

En éliminant 4 des équations (3.122)-(3.123) on obtient I'équation suivante
H=—(1+w)4rGp (3.124)

Utilisons donc 'ansatz A = SH?, ou 3 est une constante proportionnelle. Différenciant les

égs.(3.124) et (3.123) par rapport au temps

d2

@H = —(1+w)4rGp (3.125)
d2 d 47G A
— H4+2H—H=-—""(143w)p+— 3.126
FTER TS 5 (L F3w)p+ 3 (3.126)

et en éliminant p des équations (3.125)-(3.126) et en utilisant ’ansatz A = 33H? nous obte-
nons

2 d? 6 d

—_2H + ——

(1+w)H3dt H2 dt

Si nous mettons ¥ = P | alors 1’équation Eq.(3.127) se réduit a

dt
dpP (1 4+w)
ai T =

H=73 (3.127)

H? (3.128)

Résolvons maintenant 1’équation Eq.(3.127) sous ’hypothése spécifique suivante [28§]

2P

w(t)=—-1+ T

(3.129)

oll 7 est un parametre de notre modéle qui a une dimension de temps. En utilisant I’hypothese
(3.129), I’équation (3.128) devient [28]

P
g—H + 67P = BrH? (3.130)

Par conséquent, a partir de I’équation maitresse (3.130) nous obtenons la solution comme

suit :
d
T (e°MP) = BrH%™ (3.131)



3.5 Solutions avec constante cosmologique dépendante du temps 49

d’ou
5 —67H
P=o (187°H? — 67H + 1) + Be (3.132)
Si nous imposons la condition H™3P — 0 lorsque H — —oo0, alors B = 0, d’ou
dH 15} 67dH I6]
—=P= 187°H? —67H + 1) = = ———dt 3.133
dt 10577 (187 ) = S 61 18 (3.133)
La fonction de Hubble est donnée par
H ! 14+t 5 t+C (3.134)
= — an (| — :
67 367

L’expression de a (t) est donnée par [28]
Aed-
cos? (%t + C)

a(t) =

ot C et A sont des constantes. La densité p (t), le parameétre d’état w (t) et la pression p (t)

sont donnés par [28]

1 B
2 = — 1 — 1

p(t) 185G ( + tan (367’t + C)) (3.135)

1+ tan? (£t + C
w (t) :—1+£ + tan’ (556 + ) (3.136)

18 1+ tan (%t + C)

1 B s

t) = 1+t —t+C) — 3.137
p(t) 487G T2 ( +tan <36T * ) 18 cos? (%t + C)) ( )

tandis que la densité A (t) est donnée par [28]

A (%) :(6’%)3[ {1+tan (%tJrC)rdt

1T o B 15}
A(t) = 673{2 tan (36Tt+C) + 37 tan <36Tt+C)

s B
27 In cos (36Tt+C) 27 (367_‘5—}—0 }

En utilisant (3.114), on peut obtenir une expression pour le parameétre de décélération q (t)

d (1 B 1+tan® (-t +C)
t)=— (=) -1=-31+2 T 3.138
AT (H) {+6(1+tan(36%t+0))2 (3135

11 ressort clairement de cette expression que si < 0, alors ¢ (t) peut changer son signe en

comme [28§]

fonction de la valeur de la partie dépendante du temps. Ainsi, I’évolution cosmique décélérée-

accélérée peut étre trouvée dans ce modele phénoménologique [28].
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3.5.3 Solutions avec parameétre d’état dépendant du temps w =
t n
(1) —1
Ici, nous supposons que I’équation du paramétre d’état w est dépendante du temps de telle

sorte que [29]

ol 7 est une constante ayant la dimension du temps. En utilisant I’équation (3.122) dans
I'équation (3.123), on peut obtenir, aprés quelques manipulations, ’équation différentielle

suivante [29]
I+w
=

Utilisons I'ansatz A = 3aH? (ot a est un paramétre libre) avec w (t) = (ﬁ)n — 1. Alors

H (A — 3H?) (3.139)

'équation (3.139) se réduit a
. t\"
o3 (a—1) (—) H? (3.140)

Une intégration, nous donne

2(n+1) /7m\ntl
M=o (1) 3.141
37 (1 —a) \t ( )
En écrivant H = 2 dans I’équation (3.141) et en l'intégrant davantage, nous obtenons [29]
a(t) = Cesrarm(s) (3.142)
(n+4 1) (T>2n+2
t) = ———""—— |- 3.143
p(t) 67G7* (1 —a) \t ( )
4 1)2 2042
Aft) = atBFD" (5) (3.144)
372 (1 —a)” \t

ou C est une constante d’intégration. En utilisant les équations (3.122)-(3.141) et la définition

_ 871G

du parameétre de densité de matiére cosmique 2, = 355 py,, et la définition du parametre de

densité d’énergie du vide cosmique €24 = 755, on obtient [29]

G A

On = 2 la Q=
32 m G AT o

=

ainsi, en I'absence de toute courbure, la densité de matiere €2, et la densité d’énergie sombre
Q) sont liées par ’équation €2, + 24 = 1. Le parameétre de décélération ¢ est un facteur tres
important pour comprendre I’évolution cosmique. Ainsi, au cours de ’évolution cosmique, le

parametre de décélération q doit avoir subi un changement de signe d’une valeur positive a
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une valeur négative [29]. En utilisant I’équation (3.141), on peut obtenir une expression pour

le parameétre de décélération q (t) comme [29]

a(t) = % (%) - M (;) 1 (3.145)

En terme du parametre de densité de matiére €2, = 1 — «, le parameétre de décélération q (t)

q(t) = — <1 - gnm (;)) (3.146)

Il ressort clairement de cette expression qu’avec un choix approprié de n et 7, alors q (t) peut

peut étre écrit comme

changer son signe en fonction de la valeur de la partie dépendante du temps. Ainsi, I’évolution
cosmique décélérante-accélérante peut étre trouvée a partir du modéle actuel A = 3aH?.
Ainsi, pour 'Univers actuel rempli de poussiére w (t) = 0, et 2, ~ 0.3, la valeur de qq est
donnée par [29]

qo =~ — <1 — ;Qm) ~ —0.55 (3.147)

ce qui est en bon accord avec la gamme actuelle acceptée de qo pour un Univers en accélération

[29].

3.5.4 Solutions avec parameétre d’état dépendant du temps w =

wiT

t2 +W0

En utilisant cet ansatz A = 3aH? dans I'’équation (3.108), oil o est une constante et H = g

est le parameétre de Hubble, 1’équation (3.108), pour I'univers plat (k = 0), se réduit a

: 1+w
12 <H H2> - 3ol 3.148
* 1+ 3w * 14+ 3w “ ( )
ou de maniere équivalente
dH 3 q
Supposons que w dépends du temps selon la loi
w(t) = 2T 4w, (3.150)
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oll Wy et w; sont deux constantes et 7 est un paramétre ayant une dimension de t2. En

insérant 1’équation (3.150) dans ’équation(3.149), on obtient

dH 3 W1T
=5 (1—a) <1+wo—i—t—12> dt (3.151)

Une intégration, nous donne

2t

H(t) = 3.152
(®) 3(1—a)((1+wp)t2—wyT) ( )
et en intégrant davantage cette équation, nous obtenons
1

a(t) = |((1+ wo) t? — wyr) |50 (3.153)

La densité p (t) et la constante cosmologique A (t) sont données par

t2
t) = 3.154
P () 67G (1 — a) (1 + wo) t2 — wy7)? ( )
4at?

At) = a (3.155)

3(1—a)* (1 +wo) 82— wir)’
Maintenant, puisque 1’Univers est actuellement assez agé, on peut négliger les termes impli-

quant des puissances de & supérieures & un. Ainsi les équations (3.152) — (3.155) se trans-

forment en
2 W T
HV) =3 (1—a) (1+wo)t (1 T +wo)t2) (3-156)
1 2W1T
P = Tl LW <1 1 wo) t2> (3:157)
4oy 2wW1T
A(t) = 31 a)2 0 w0)2t2 (1 + —<1 T wo) t2) (3.158)

Des équations (3.156) — (3.158) il est clair que pour t trés grand, en peut négliger les termes

impliquant t = et les termes impliquant t=3, on peut arriver aux relations

H) =3 (1— a)2(1 + wo) t (3:159)

1
p () = 67G (1 — a) (1 + wo)” t2 (3.160)
At) = do (3.161)

3(1—a)® (1 +wp)*t2
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Ainsi, pour t trés grand, nous pouvons trouver les relations (3.115) — (3.117) obtenues pour
w constante. En utilisant les équations (3.156) — (3.158) on peut obtenir les expressions de
la densité matiére-énergie €2, et de la densité d’énergie noire {2, comme
81G 4wir?
= o (0 = (1= ) (1- 20T (3.162)
3H” (t) (1+wo) t

A
31

En ajoutant les équations (3.162) et (3.163) nous pouvons obtenir

Q4 = a (3.163)

4W%72

On+h=1-(1—-a) —————
A ( )(1+W0)2t4

A partir de équations (3.162) et (3.163), pour t trés grand, nous trouvons les relations Oy, ~
1 — v et Q) = a obtenues pour w constante. En utilisant I’équation (3.152), nous obtenons
I’expression suivante pour le parameétre de décélération q

q(t) = % (%) 1= M [(1+w0) + %] 1 (3.164)

wiT

Nous constatons que pour t petit, le terme *%

avait une contribution significative et que,
par conséquent, ’Univers était dans une phase de décélération. Mais avec le passage du
temps, le terme “%- est devenu négligeable et donc I'Univers est passé¢ a I'époque actuelle une
phase d’accélération. Par conséquent, pour t trés grand, on peut négliger le deuxieme terme

a l'intérieur du crochet dans ’équation (3.162), alors I’équation (3.164) se réduit a la forme

suivante

q(t):%(%) —1:3%‘“[(1+w0)+%] 1 (3.165)

Pour ,, ~ 0.30, la valeur actuelle de q (t) est qo = —0.55. Cette valeur de ¢ correspond
bien & la valeur actuellement acceptée de ce parameétre g = —0.50%+ 0.05 pour un Univers

en accélération.



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié des modéles physiques qui permettent d’expliquer 'ex-
pansion accélérée actuelle de notre univers. Nous avons considéré des modéles cosmologiques
avec un parametre d’état w constant et des modeles cosmologiques avec un paramétre d’état
w variables, qui peuvent expliquer I’expansion accélérée actuelle de notre univers.

Dans le premier chapitre, nous avons étudié les bases mathématiques de la relativité générale
comme les tenseurs, les quadri-vecteurs et la dérivée covariante.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons étudié ’équation des Géodésiques et les équations
d’Einstein, nous avons étudié quelques conséquences de la relativité générale d’Einstein. En
particulier, nous ne nous sommes intéressés aux solutions stationnaires des équations d’Ein-
stein et leurs conséquences sur les trajectoires des particules massives et sur la lumiere.
Dans le dernier chapitre, nous avons étudié divers modeles cosmologiques qui expliquent 'ex-
pansion accélérée actuelle de notre univers, nous avons considéré des modéles cosmologiques
avec un parametre d’état w constant et des modeles cosmologiques avec un paramétre d’état
w variables, qui peuvent expliquer I’expansion accélérée actuelle de notre univers. On peut
resumer les resultats les plus important pour chaque modéle dans ce qui suit :

Univers ouvert dominé par la matieére Le facteur d’échelle et le temps cosmique sont donnés

par une équation paramétrique

1 Qg
21— Qo

[’age de 'univers est donnée par

1 Qm'O - Qm'O -1 2 — Qm'O
ty = —— =0 |2 0 _cosh ! I 2mm0
’ 21— Qm;O ( Qm;O cos Qm;O

Le parameétre de décélération est toujours positif

L)ty 1
=% \" ~adp \H ~ 1+ cosh ()

1 m;0 .
a(n) (cosh(n) —1) ; t= 21— Oy (sinhn —n)
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Univers plat dominé par le rayonnement et la matiére Le facteur d’échelle est donnée par

2
t = —— {(a— 280q) /2 + 8eq + 2252 3.166
S (0 2 VAT A+ 20 (3.166)
Le temps de découplage tqe. entre la matiére et le rayonnement est donnée par

2 (adec - 2aeq) vV Adec T Aeq + 2343/2

tdec = — .~ 4.1 x 10° year

3 HO \V4 Qm,O

Le temps teq de 'égalité entre la matiere et le rayonnement est donnée par

4 NARKIS
teq = — (1 — 7) HOQIQH’O ~ 14230 years

Modele cosmologique ACDM Le facteur d’échelle a (t) est donné par

Qo) 3
at) === sinh?? | =1/Q oHot
Qa0 2 ’
L’age de 'univers tq est donné par

2 tanh ' (\/Qay
- nh (V) 3497 5 10° year (3.167)

0T
Le temps de transition entre la phase de décélération et la phase d’accélération est donné par
o 2tanh™" (1/v/3)

3Ho\/Qn0

Le décalage cosmique correspondant est z ~ 0.67. Le Temps de transition de la matiére vers

~ 7.545 x 10° year

la domination de I’énergie noire est donné par

sinh ™' (1) = 9.8 x 10° year (3.168)

2
toA = —F——
3 \V QA;OHO
Le décalage vers le rouge correspondant est z ~ 0.33.

Modeles cosmologiques avec constante cosmologique variable A = 3aH? La constante cosmo-

logique et le parameétre de décélération ¢ (t) sont données par

4o o 30-a)(tw)
A ST wre ¢ 9T 2 !

14+3w

Sw) Le facteur d’échelle et la fonction de

Ainsi, un univers en accélération nécessite o >

Hubble sont données par

3 Eeeryeee
a (t) =C § (1 — Oé) (1 + W) t3T—a)T+w)
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A (t 2
a(t) 3(1l—a)(l+w)t
Modeéles cosmologiques avec cparameétre d’état variable w = —1 + % La constante cosmo-

logique et le parameétre de décélération ¢ (t) sont données par

367 367

B s
— 271 —t+C) =27 —t+C
Tncos(36T + T 360t }
B 1+tan? (3t + C)
q(t) =—-1- 6 3 2
(14 tan (7=t + C))
Il ressort clairement de cette expression que si § < 0, alors ¢ (t) peut changer son signe en

At) = é{% tan? (it + C) + 37 tan <£t + C)

fonction de la valeur de la partie dépendante du temps. Ainsi, I’évolution cosmique décélérée-
accélérée peut étre trouvée dans ce modele phénoménologique.

Modeles cosmologiques avec parameétre d’état variable w (t) = (%)n — 1 La constante cosmo-

logique et le parameétre de décélération ¢ (t) sont données par

Ah) = 0 B <1)2n+2 . q(t) = — (1 _ ng (3>) (3.169)

372 (1 — a)2 t T
Il ressort clairement de cette expression qu’avec un choix approprié de n et 7, alors q (t) peut

changer son signe en fonction de la valeur de la partie dépendante du temps. Ainsi, I’évolution

cosmique décélérante-accélérante peut étre trouvée dans ce modeéle.

wiT

Modeles cosmologiques avec parametre d’état variable w (t) = %

+ wo La constante cosmo-

logique et le parameétre de décélération q (t) sont données par

At) = 4at? 3(1—a)

W1 T
gt :—[1+w +—]—1
3 (1 o 06)2 ((1 + WO) t2 N WlT)2 ) ( ) ( 0)
Nous constatons que pour t petit, le terme 4~ avait une contribution significative et que, par

2 2
WI1T

conséquent, I"Univers était dans une phase de décélération. Mais avec le passage du temps,
le terme “1~ est devenu négligeable et donc I’Univers est passé a I'époque actuelle une phase
d’accélération. Le facteur d’échelle et la fonction de Hubble et la densité p (t) sont données

par

a (t) = | (1 +wo) t2 — wy7) |07 H(t) = 2 <1+—W” )

1 2wW1T
p(6) = 67G (1 — a) (1 + wo)* t2 <1 - (1 +vvo)t2>
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