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RESUME

Dans ce mémoire, nous étudions les solutions périodiques qui bifurquent du point d’équi-

libre zéro-Hopf pour le systeme différentiel de Chua :

= a(y — cx — x?),
y=z—y+z,

z = —by,

avec a, b et ¢ sont des parametres réels.

Plus précisément, nous montrons que d’un point d’équilibre zéro-Hopf localisé a 1’origine des
coordonnées peut bifurquer une orbite périodique. De plus, nous fournissons une estimation
analytique de I'expression de cette orbite périodique et nous avons déterminé le type de
stabilité de 'orbite périodique en fonction des parametres de la perturbation. L’outil utilisé
pour fournir ces résultats a été la théorie de la moyennisation du second ordre.

Mots clés : Bifurcation zéro-Hopf, orbites périodiques, méthode de moyennisation.



ABSTRACT

In this work, we study the periodic solutions bifurcating from a zero-Hopf equilibruim

for the differential system :

= a(y — cx — x?),

y=z—y+z

z = —by,

with a, b and c are real arbitrary parameters.

More precisely we show that from the zero-Hopf equilibrium point localized at the origin of
coordinates can bifurcate one periodic orbit. Moreover, we provide an analytic estimation of
the expression of this periodic orbit and we have determined the kind of the stability of the
periodic orbit in function of the parameters of the perturbation. The tool used for proving
these results has been the averaging theory of second order.

Key words : Dynamical system, periodic solution, averaging method.
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INTRODUCTION CENERALE

La théorie des systémes dynamiques est utilisée pour étudier les systemes physiques
qui évoluer au cours du temps. D'un point de vue historique, disions-nous, la théorie des
systemes dynamiques est née avec les travaux de H.Poincaré autour des années 1881-1980,
notamment avec les deux grandes mémoires (sur les courbes définies par des équations dif-
férentielles, sur le probleme des trois corps et les équations de la dynamique) et prolongée
par quelques mathématiciens et physiciens autour des années 1930.

Depuis 1920 jusqu’a présent les systemes dynamiques jouent un roéle trés important puisque
il ya des application dans beaucoup de disciplines scientifiques par exemple : la physique
(mécanique céleste, météo), la biologie (dynamique de population), 'informatique (traite-
ment d’images),. . . ,etc.

L’un des problemes les plus intéressants et classiques dans la théorie des systemes dyna-
miques est ’étude des solutions périodiques, leur existence, leur nombres et leur stabilité.
Les cycles limites des champs de vecteurs planaires ont défini par H.Poincaré. A la fin des
années 1920, Van Der Pol, Liénard et Andronv ont prouvé qu'une trajectoire fermée d’une
oscillation arrivant dans un circuit de type vide était un cycle limite. Un cycle limite d'un

systeme dynamique est une orbite périodique isolée dans I’ensemble des solutions périodiques
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de ce systeme. La bifurcation zéro-Hopf est aussi un outil important pour détecter 1’existence
des solutions périodiques qui dépend d’un parametre "u". En général, le point zéro-Hopf est
un équilibre qui a deux valeurs propres imaginaires pures et n — 2 valeurs propres nuls.

Il existe plusieurs méthodes pour prouver 'existence de solution périodique notamment la
méthode de moyennisation. Cette méthode consiste a donner une relation quantitative entre
les solutions d’un certain systeme différentiel périodique et celles de son systeme différentiel
moyenneé.

Le travail réalisé dans ce mémoire se divise en trois chapitres :

Le premier chapitre, est consacré aux définitions des différents outils mathématiques qui
sont nécessaires pour 1’étude de ce mémoire. On présentera la définition du systeme dyna-
mique et d’un point d’équilibre. Ensuite on donnera la définition d’orbite périodique et d'un
cycles limites. Enfin, on citera la stabilité et la stabilité au sens de Lyapunov.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions la théorie des bifurcations dans les systémes
dynamiques et les types de bifurcation (bifurcation noeud-selle, bifurcation transcritique,
bifurcation fourche, bifurcation de Hopf).

Dans le troisiéme chapitre, nous introduisons un petit rappelle sur le point zéro-Hopf.

Ensuite, nous étudions la bifurcation zéro-Hopf dans le systeme de Chua

= a(y — cx — x3),
y=x—y+z,

z = —by,

ol a, b et ¢ sont des parametres réels, par la méthode de moyennisation du second ordre.
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CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons introduire des notions de base sur les systemes dyna-

miques qui seront utiles par la suite.

1.2 Systemes dynamique

Un systemes dynamique est un phénomene qui évolue au cours du temps. Cette évo-
lution est décrite généralement par des équations différentielles ordinaires. Il peut étre éga-
lement :

- autonome : si I’évolution ne dépend pas du temps.

- non autonome : si I’évolution dépend du temps.

Définition 1.2.1 Un systeme dynamique sur R™ est une application

11



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

U:Rt xR" — R”

définie sur tout Rt x R™, telle que :
A U(;x) : Rt — R™ est continue.
O U((t;.) : R — R™ est continue.
A U0,z) = x.

AU+ s,z) =U(t,U(s,x)) pour tout t,s € RT,x € R™.

Exemple 1.2.1 Soit le systeme linéaire

r = Ax
it € RT;x € R™, (1.1)

x(0) = xo

ot A la matrice constante, la solution de (1.1) est

x(t) = exp(tA)x,.

Le systeme (1.1) engendré un systéme dynamique, car 1'application

U:RT x R" — R"

qui a tout t € R™; & € R™associe :

U(t,z) = exp(tA)zg

12



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

vérifie les quatre propriétés précédentes.

1.3 Flot

Définition 1.3.1 Soit le systeme non linéaire autonome :

z = f(x), (1.2)

oux € R et f(x) € R™ On appelle flot du systéme différentiel (1.2), l’ensemble des

application ¢y : R — R™définie par :

bi(x0) = (¢, o),

ot d(t, xg) est la solution (1.2) telle que ¢(0, o) = xo.

1.4 Point d’équilibre et linéarisation

Définition 1.4.1 Le point x9 € R"™ est appelé un point d’équilibre ou point critique du

systéme (1.2) si f(xg) = 0.

Définition 1.4.2 On appelle linéarisé du systéme (1.2)au voisinage du point d’équilibre xg,
le systeme

r = Ax, (1.3)

ot A = D f(xo)est la jacobienne de f au point xg

Dif(an) = (2a) -
i 1<i,j<n

13



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Exemple 1.4.1 Soit le systéme non linéaire suivant

r = —3x,

y:2y+$3,

il est clair que F(Xo) = 0, entraine que Xo = (0,0), est le seul point d’équilibre de ce

systéme
0f1(X) 9f1(X)
ox oy
Df(X) =
Af2(X) 9f2(X)
ox oy
-3 0
3x2 2
Alors
-3 0
Df(0,0) =
0 2
Donc le systeme linéarisé est
r = —3x
y=2y

Définition 1.4.3 Le point d’équilibre xq est dit hyperbolique si toutes les valeurs propres de

D f(xg) sont a partie réelle non nulle.

1.5 Nature des points d’équilibre

Soit le systeme (1.3) ou A est une matrice 2 X 2, et soient A1 et Ay les valeurs propres

de cette matrice. On distingue les différents cas selon ces valeurs propres :

(A Si A1 et Ag sont réelles non nulles et de signe différent, alors le point critique * = xq

14
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est un point selle, il est toujours instable. Si Ay et A sont réelles de signe, on a deux

cas
— Si A1 < A2 < 0 le point critique * = @ est un noeud stable.
— Si 0 < A1 < Az le point critique & = xq est un noeud instable.

(3 Si Ay et A2 sont complexes conjuguées et I'm(Aq,2) # 0, alors le point critique x = x
est un foyer. Il est stable si Re(A1,2) < O et instable si il existe une valeur propre a

partie réelle positive.

[ Si A1 et Ag sont imaginaires pures, alors le point critique & = x¢ est un centre, il est

stable mais pas asymptotiquement stable.

1.6 Portrait de phase planaire

Définition 1.6.1 Soit le systéme différentiel :

T = P(:B,y),

Y= Q(ZI}, y)’

ot P, Q sont des polynomes en x et y a coefficients réels de degré d.
Le portrait de phase est [’ensemble des orbites qui représentent les solutions du systéme
(1.5) dans lespace des phases ainsi que ces points critiques qui sont considérés comme des

solutions constantes. Le plan (x o y)est appelé plan de phase.

15
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1.7 Orbites périodiques et cycles limites

Définition 1.7.1 On appelle solution périodique toute solution x = ¢(t) de l’équation (1.2)

telle qu’il existe un nombre T > 0 vérifiant

$(t +T) = (1), (1.6)

le plus petit réel T > 0 qui vérifie(1.5) est appelé période.
Une solution périodique du systéme (1.2) correspond d une orbite (courbe) fermée dans l’es-

pace des phases.

Définition 1.7.2 Un cycle limite est une trajectoire fermée isolée. Ceci signifié que les tra-
jectoires voisines ne sont pas fermées. Elles spiralent autour du cycle limite en s’en éloignant

ou en s’en approchant.

Exemple 1.7.1 Soit le systeme
T =ax —y — az(z® + y?),
y=z+ay — ay(@® +y?),

ou que a € R est un parametre.

En coordonnées polaires x = 7 cos(0) et y = rsin(0), le systéme précédent devient :

r = ar(l —r?),

=1,

ona:r=0&r=0our=1.

Pour r = 1. On a lorbite périodique :

16
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(z(t),y(t)) = (cos(t + 6p),sin(t + 0y)) avec 6(0) = O,.

Cette orbite périodique est un cycle limite stable pour o > 0, et instable pour ¢ < 0.
Sia = 0 le systeme a une infinité de nombre des orbites périodiques et il n‘ya pas des cycles

limites.

Remarque 1.7.1 Si toutes les trajectoires voisines s’approchent du cycle limite, le cycle

limite est dit stable ou attractif, sinon il est dit instable.

Remarque 1.7.2 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systemes différentiels

non linéaire.

1.8 Stabilité

Soit le systeme autonome :

© = f(x)

z(0) = xo

Définition 1.8.1 x est un point d’équilibre stable du systéme (1.7) si pour tout voisinage
Wde z, il existe un voisinage Wy de x, dans W tel que :

tout solution x(t) avec xyg € W1 est défini et est dans W, Vt > 0.

Définition 1.8.2 x est un point d’équilibre asymptotiquement stable si pour tout voisinage

W de x, il existe un voisinageWy de © dans W tel que :

17
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pour tout solution x(t) avec xog € W1 est défini par :

lim @(t) — 7 <= ||@(t) — 7|| — O.
t——+oo t——+o0

1.8.1 Stabilité en premiére approximation

Théoréme 1.8.1 Soit le systétme & = f(x) ou f € C! et © € R™ un point équilibre
hyperbolique de f. On suppose que Df(x) = A, a toutes des valeurs propres de A sont d
partie réelle strictement négative alors le point équilibre T est dit asymptotiquement stable

pour le systéme y = Ay et il en est de méme pour le systéeme & = f(x).

1.8.2 Instabilité en premiere approximation

Théoréme 1.8.2 Soit le systéeme = f(x) ou f € C! et € € R™ un point équilibre
hyperbolique de f. On suppose que Df(x) = A, si existe X\ un valeur propre de A a partie
réelle positive. Alors le point équilibre  est instable pour le systéme y = Ay et il en est de

méme pour le systéme x = f(x).

Exemple 1.8.1 Soit le systéme suivant :

T =1y + x2,
(1.8)
Y=,
— Les points d’équilibre :
- y+x22=0 =0
f(x) =0 <= <~ ,
=20 y=20

18
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donc (0,0) est un point d’équilibre du systéme (1.8).

— La jacobienne en (0.0)est

01
A = Df(0.0) =
10
— la polynome caractéristique est donné par :
-2 1
P(A) =det(A— AI) = =X —-1=0.
1 =2
Les valeurs propres de la matrice A sont Ay = 1, Ay = —1.

Donc, d’apres théoréeme de instabilité un existe un valeur propre a partie réelle positive le

point d’équilibre (0.0) est instable.

Remarque 1.8.1 Cette méthode ne permet pas de dire si [’équilibre est stable ou instable
quand la matrice jacobienne comporte au moins une valeur propre nulle, et aucune valeur

propre avec partie réelle strictement positive.

1.8.3 Meéthode de stabilité au sens de Lyapunov

Comme on a vue, la premiére méthode de Lyapunov est simple a appliquer mais elle
ne permet d’analyser la stabilité des équilibre que tres partiellement. En outre elle ne donne
aucune indication sur la taille des bassins d’attraction. La seconde méthode est plus difficile
a mettre en ceuvre mais, en contrepartie, elle est d’une portée beaucoup plus générale. Elle
est basée sur la définition d’'une fonction particuliere, notée V' (x) et appelée fonction de

Lyapunov, qui est décroissante le long des trajectoires du systeme a l'intérieur du bassin

19
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d’attraction. Ce théoréme va résumer cette méthode.

Définition 1.8.3 Soit U ouvert dans R™ et 0 € U est V' une fonction positive sur U si
3 vV (0) = 0.
O V(z) >0, V€ U— {0}.

V est dite défini négative sur U si V (0) = 0.

V(z) <0,V € U — {0}.

Définition 1.8.4 Une fonction V de classe C* 'V : U — R U ouvert dans R™ est

dite semi-défini positive (semi-défini négative) sur et si

V(z) >0, VeeU, (V(x)<0, Vxel).

Théoréme 1.8.3 Si 0 est un point d’équilibre du systéme x = f(x) et s’il existe une

fonction V- € C défini positive sur un voisinage U de 0, alors on a :
a Si % <0,V € U — {0}, alors 0 est un équilibre stable.
A5%Y <0, VeeU— {0}, alors O est un équilibre asymptotiquement stable.

dt

a Si % > 0, Ve € U — {0}, alors 0 est un équilibre instable.

Exemple 1.8.2 Etude de stabilité de (0.0) du systéme

= —x3 4 293

y = —2xy?

20
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Ce systéeme est non linéaire, (0.0) est un équilibre. On a :

00
Df(0.0) =
00
Les waleurs propres sont A2 = 0. Donc (0.0) est un équilibre non hyperbolique on va

chercher une fonction de Lyapunov V (z.y) de classe V. € C*. Posons :

V(z.y) = ax* + by®, a,b,cetp > 0.

Cgt/ = aaz* 1z + Bby’ 9.
Cii‘t/ = aax* (=2 + 2y3) + Bby’ T (—2xy?).
St on choisit :
acx =bf — a=0>
a—1=1—a=2
B+1-3—8=2
a=p8=2cta=b=1,V(z.y) =x>+y? et % = —2x* — 2y?, est défini négative

donc (0.0) est asymptotiquement stable.

1.8.4 Stabilité au sens Cetaev
Théoreme 1.8.4 Soit U un voisinage ouvert suffisamment "petit” de [’origine.
S’il existe un ouvert Q et une fonction de classe C* 'V : Q—R verifiaut

(A L’origine est un point de la frontiere de 2.

O V(z)=0,VeredNU.

21
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A V(x)>0eV(z)>0VeeQnU.

Alors lorigine est un point instable.

Exemple 1.8.3 Soit le systéme suivante :

Ce systéme est non linéaire, (0.0) est un équilibre. On a :

Df(0.0) =

Les valeurs propres sont A1,2 = 0. Donc (0.0) est un équilibre non hyperbolique et le théo-

reme de linéarisation ne s’applique pas.

Soit la fonction 'V (z,y) = az® + Bxiy + vyry? + dy>.

V(:c, y) = 6ax?* + (48 — 3a)x®y + (27 — B)x*y* + vxy® + 36y°

36 =1 a=212
3
4B —3a =4 B =2
(:I:—l—y)4:m4+4m3y+6w2y2+4wy3+y4ﬁ <~
2v—pB =6 ~=4
_ 1

V(x,y) = 8x* + 42’y + 62°y® + day® + 1y* = Ta* + (z + y)* > 0.

. 4 1
V(x,y) = gaz?’ + 222y + 4xy® + 3

22
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Vérification des condition du théoreme de Cetaev

(1) V(x,y) définie sur R* donc on peut prendre pour D = {X /|| X || < r}nimporte que
cercle de centre (0,0) et de rayon r.

(2) Siz =0, V(z,y) =L >0

Donc il existe des points aussi prés que l'on veut de l'origine pour lesquels V (x,y) est
strictement positive.

(3) V>0 sur D—0.

(4) V(0,0) = 0.

Donc l'origine est instable.

1.9 Meéthode de moyennisation du premiere et deuxieme

ordre

Théoréeme 1.9.1 Soit :
z(t) = eF(t,x) + e?Fy(t, x) + e*R(t, =, €), (1.9)

soit un systeme différentiel non autonome tel que D est un sous-ensemble ouvert de R™ o1
Fi,Fb : RxD — R" R : R X D X (—ef,ef) — R™, sont des fonctions continues,
T-périodiques par rapport a la premiére variable. Supposons que :

(i) Fi(t,.), Fx(t,.) € C*(D) pour toutt € R, Fy, F5, R, D, F; et D, F5 sont localement
Lipschitz par rapport a x. R est différentiable par rapport a €, on définit f1, fo : D — R"

comme suit :

1
fl(z) - T/OT Fl(S, z)ds,
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fa(2) = ;/OT[DZFl(s,z) /0 Fi(t, z)dt + Fi(t, z)]ds. (1.10)

(it) pour V. C D un ensemble ouvert et borné et pour chaque e € (—ef,ef)\ (0), il existe

a €V tel que f1(a) +efa(a) =0 et

£ 0. (1.11)

zZ=a

det(a(fl + €f2)>
0z

De plus, alors pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique x(.,€)
du systéme (1.9) telle que (0,€) — a quand e —> 0.
En outre, les valeurs propres de la matrice JacobienneD(f1(a) 4+ ef2(a)) fournissent le

type de stabilité de la carte de Poincaré associée a la solution périodiquex(t, €).

-Si les fonctions fy et fo ne sont pas identiquement nulles. Alors les zéros de f1 + €f2
sont principalement les zéros de fi1 pour € suffisamment petit. Dans ce cas le théoréme est

dit la théoreme de moyennisation du premiere ordre.

-S1 la fonction fy est identiquement nulle et fo nest pas identiquement nulle, ensuite les

zéros de fi + €fa sont les zéros de fa. Le théoréme est dit la théorie de moyennisation du

second ordre (voir[11]).

24



CHAPITRE 2

LA THEORIE DES BIFURCATIONS

2.1 Introduction a la théorie des bifurcations

On s’intéresse ici aux changements qualitatifs du portrait de phases d’un systéme
dynamique dépendant parametres. De tels changement sont appelés bifurcations. Pour les
systeme continus dérivant d’un potentiel, le mathématicien René Thom emploie, au lieu de
bifurcation, le terme catastrophe, terme qui a connu une fortune médiatique importante. Pour
les valeurs des parametres auxquelles de tels changements qualitatifs apparaissent, valeurs
dites de bifurcation, la construction du portrait de phases nécessite des outils adaptés. Nous
nous intéressons ici aux bifurcation locales, c’est a dire relatives a un point d’équilibre d’un

systeme continu.
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2.2 Calcul de bifurcation

2.2.1 Bifurcations en dimension 2
2.2.1.1 Bifurcation noeud-selle

Soit le systeme suivant :

— Sip=0
Le point (0,0) est un point d’équilibre unique de ce systéme.

La jacobienne en (0, 0) est donnée par :

Df(0,0) =

Le polynéme caractéristique de cette matrice est :

P(A) = —A(=1 — A).

Les valeurs propres sont A; = 0 et A, = —1. Pour Ay = 0, l'origine est un point
non hyperbolique (instable).

— Sip<o0
Il n’y a pas de points d’équilibre pour ce systeme.

— Sip>0

Il y a deux points d’équilibre (£4/f,0) . La jacobienne au point (y/f, 0) est donnée
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par :
=2/ 0

0 -1

Df(vp,0) =

Le polynéme caractéristique de cette matrice est :

PA\) = (=21 — A)(=1 — \).

Les valeurs propres sont Ay = —2,/p et Ay = —1. Alors le point (y/f,0) est un
noeud stable.

La jacobienne en le point (—4/t, 0) est donnée par :

2/n O

0 -1

D.f(_\/l_l'v 0) =

Le polynome caractéristique de cette matrice est :

P\ = (205 — M) (=1 — ).

Les valeurs propres sont Ay = 2,/ft et Ay = —1. Alors le point (4/fz, 0) est un point

selle (instable).

Donc la valeur ¢ = 0 est une valeur de bifurcation de ce systeme et cette bifurcation
est appelée bifurcation noeud-selle. Le portrait de phase de ce systéeme est montré dans les

figures 2.1 et 2.2.
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LA THEORIE DES BIFURCATIONS
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2.2.1.2 Bifurcation transcritique

Soit le systeme suivant :

T = pxr — 2,

y=-y.
— Si g = 0, le point (0,0) est un point d’équilibre unique de ce systéeme.

La jacobienne en (0, 0) est donnée par :

Df(0,0) =

Le polyndme caractéristique de cette matrice est :

P(A\) = —A(—=1 — ).

Les valeurs propres sont Ay = 0 et Ay = —1. Pour Ay = 0, l'origine est un point

non hyperbolique(instable).

— Sip # 0, il existe deux points d’équilibre qui sont (0, 0) et (u, 0).

-p > 0, la jacobienne en (0, 0) est donnée par :

Df(an) =

Le polynome caractéristique de cette matrice est :

PQA) = (b= A)(=1=X).
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Les valeurs propres sont A; = p et Ay = —1. Alors le point(0, 0) instable(selle).

La jacobienne en (u,0) est donnée par :

Df(p,0) =

Le polynome caractéristique de cette matrice est :

P(A) = (—p — A (=1 - A).

Les valeurs propres sont Ay = —p et Ay = —1. Alors le point(u, 0) stable(noeud).

- < 0, la jacobienne en (0, 0) est donnée par :

0
Df(0,0) =

Le polynéme caractéristique de cette matrice est :

P(A) = (1 — A) (=1 — A).

Les valeurs propres sont Ay = p et Ay = —1. Alors le point(0, 0) stable(noeud).

La jacobienne en (u,0) est donnée par :

Df(ll'v 0) =
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Le polynome caractéristique de cette matrice est :

P(A) = (—p = A) (=1 -A).

Les valeurs propres sont A; = —p et Ay = —1. Alors le point(u, 0) instable(selle).
Donc la valeur g = 0 est une valeur de bifurcation de ce systeme et cette bifurcation
est appelée bifurcation transcritique. Le portrait de phase de ce systeme est monté

dans les figures 2.3 et 2.4.
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2.2.1.3 Bifurcation fourche

Soit le systeme suivant :

— p =0, on a un seul point d’équilibre (0, 0). La jacobienne en (0, 0) est donnée par :

Df(0,0) =

Le polynéme caractéristique de cette matrice est :

P\ = —A(=1— ).

Les valeurs propres sont A; = 0 et A, = —1. Pour Ay = 0, l'origine est un point

non hyperbolique(stable).

— Si p < 0, on aussi un seul point (0, 0).

La jacobienne en (0, 0) est donnée par :

Df(an) =

Le polynome caractéristique de cette matrice est :

PQA) = (k= A)(=1=X).
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Les valeurs propres sont A; = p et Ay = —1.Alors le point(0, 0) stable(noeud).

— Si p > 0, on a trois points d’équilibre qui sont (0,0), (1/&,0) et (—+/m,0). La

jacobienne en (0, 0) est donnée par :

0
Df(O,O) =

Le polynome caractéristique de cette matrice est :

PA) = (k= A)(=1=X).

Les valeurs propres sont A; = p et Ay = —1. Alors le point(0, 0) instable(selle).

La jacobienne en (4/ft,0) est donnée par :

—2p 0
Df(\/_,O) =

0 -1

Le polynome caractéristique de cette matrice est :

PA) = (=2 — A)(=1 — A).

Les valeurs propres sont Ay = —2p et Ay = —1. Alors le point(4/fz, 0) stable(noeud).

La jacobienne en (—,/ft, 0) est donnée par :

—2n 0
Df(_\/ﬁ7 0) =
0 —1

33



CHAPITRE 2. LA THEORIE DES BIFURCATIONS

F ¥
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Le polynéme caractéristique de cette matrice est :

P(A\) = (=21 — A)(=1 — A).

Les valeurs propres sont Ay = —2p et Ay = —1. Alors le point(—4/fz, 0) stable(noeud).

Donc la valeur g = 0 est une valeur de bifurcation de ce systéme et cette bifurcation est
appelée bifurcation fourche. Le portrait de phase de ce systéme est monté dans les figures

2.5 et 2.6.

34



CHAPITRE 2. LA THEORIE DES BIFURCATIONS

2.2.1.4 Bifurcation de Hopf

Théoréme 2.2.1 On considére le systeme (2.1) et supposons qu’il existe pour chaque valeur
de p un équilibre ¢(p). On note D f,, la matrice Jacobienne de f en ¢(p) et suppose que

toutes les valeurs propres de D f,, sont a parties réelles strictement négatives sauf une paire

a(p) £iB8(p) telle que
— B(0) #0.
— p=0= a(u) =0.
— p< 0= a(p) <O0.
— pu>0= a(u) > 0.

— a > 0.

— pour p = 0 équilibre est stable.

Alors le systéme (2.1) posséde un cycle limite stable.

Exemple 2.2.1 Soit le systeme différentiel suivant :

T = pxr+y— x(x®+ y?),

y=—x+py —y(x*>+y*), peR.

Ce systeme admet ['origine comme un point d’équilibre unique.Le partie linéaire l'origine est
caractérisée par
Df(0,0) =
-1 p
et comme P(A) = (u — X)? + 1 alors les valeurs propres de la matrice Df(0,0) sont
complexes conjuguées et égales & A2 = p £ t. La partie réelle des valeurs propres est

Re(A12) = p, et la partie imaginaire est Im(Xq2) = 1.
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Lorsque le paramétre p change de singe, l'origine passe de foyer asymptotiquement stable a

foyer instable.

Le systéeme linéarisé prévoit des centres lorsque le parameétre p est égale a zéro. Dans ce cas,

pour déterminer la stabilité de ['origine considérons la fonction définie positive suivante
L 2
Viz,y) = (=" +vy7)

donc

1% . .
E(w,y) =zx + yy = —(2® + y*)>

aa‘; est strictement négative sur l’ensemble du plan a ’exception de l’origine, alors l'origine

est asymptotiquement stable lorsque p = 0.

Afin de préciser l'allure du portrait de phase, on effectue le changement en coordonnées

polaires (r,0)

x = r cos(0)
y = rsin(0)

finalement, le systéme (2.2) s’écrit sous la forme suivante

r=r(p—r?

6=—1

cela veut dire que les solutions du systéme donné tournent en spirale a vitesse constante

au sens indirect. Selon le signe du parametre w, le nombre de points d’équilibre varie
O sip <0 - le systeme (2.3) admet un seul point d’équilibre r = 0 qui est asymptoti-

quement stable.
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O sip > 0 : systeme (2.3) admet deux oints d’équilibre positifs r = 0 et r = \/p, le
premier est instable et le second est asymptotiquement stable. Le second point d’équilibre
de (2.3) correspond donc d un cercle de rayon r = /[ qui est une trajectoire fermée

isolée. Donc nous pouvons conclure que
— pu < 0 : lorigine est un point d’équilibre unique et il est foyer stable.
— p = 0 : lorigine est un point d’équilibre unique et il est asymptotiquement stable.

— > 0 : lorigine est un foyer instable entouré d’un cycle limite asymptotiquement

stable de rayon r = \/p.
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CHAPITRE 3

LBIFURCATION 7ERO-HOPF DANS LE SYSTEME DE CHUA
PAR LA METHODE DE MOYENNISATION DE SECOND

ORDRE

3.1 Introduction

Le circuit de Chua est analysé a ’aide des lois de Kirchhoff. Ensuite, la dynamique du
circuit de Chua est modélisé par le systeme suivant de trois équations différentielles ordinaires

non linéaires dans les variables sont x(t), y(t) et z(t).

= a(y — cx — x3),

y=z—-y+z,

z= —by,

ou @, b et ¢ sont des parametres réels et le point indique la dérivée au temps t (voir [3],[4]).
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Dans ce chapitre, nous étudions la bifurcation zéro-Hopf dans un systéeme de Chua nucléaire
et l'existence d’orbites périodiques qui bifurquent d’un point zéro-Hopf du systeme par la

méthode de moyennisation du second ordre.

3.2 Point zéro-Hopf

Définition 3.2.1 Un équilibre d’un systéme différentiel

avec f: A —> R"™ et A un sous-ensemble ouvert de R™ est appelé un équilibre zéro-Hopf,

s’il a deux valeurs propres imaginaires pures et n — 2 valeurs propres nulles.

Les points d’équilibre d’un systeme Chua

z=a(y —cx—x3) =0,

y:m—y+Z:0,

z=—by =0,

les points d’équilibre de ce systeme sont :

a(y — cx — x3) =0, y =0,
x—y+2z=0, = Y@ =0V xy3 =+v/—¢, » ¢<0
—by =0, z1 =0V z23 = £+/—c,
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-Si ¢ < 0, alors les points d’équilibre sont E; = (0,0,0), E; = (v/—¢,0, —y/—c) et

E;s = (—v/—¢,0,/—¢).
Proposition 3.2.1 Les déclarations suivantes sont valables.

(A Le point Ey est un point équilibre zéro-Hopf si seulement sib = 0, ¢ = _71 eta < —1.

1

O3 Les points Eq et E3 sont des équilibre zéro-Hopf si seulement si b = 0, ¢ = 5 et

a < —1.

3.3 Preuve de la proposition 3.2.1

Montrons que E; (0, 0, 0) est un point équilibre zéro-Hopf si seulement sib = 0, c = —~

et a < —1.

- La matrice jacobienne du systeme (3.1) en E; = (0,0,0) est

—ac a O
M(0,0,0) = 1 —1 1
0 —b 0

Son polynome caractéristique est donné par :

—ac — A\ a 0
Py (\) =det(M — A\I3) = 1 —1—Xx 1 |=0.
0 —b -

P,(A) = =X+ (ac — 1)A?* 4+ (—ac + b — a)\ — abc = 0.
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siabc=0 =— X =0.
Alors

Pi(A\) = A\ 4+ (ac+1)A 4 (ac+b—a)) = 0.

pour que (0, 0, 0) sont un point d’équilibre zéro-Hopf, le polynéme caractéristique doit avoir
la forme suivante :

Pi(A)=-A(N+W) ; W>0

Alorsac+1=0 — CZ_TI,a,;éO A ¢ F# 0doncb=0.

Pi(A) = —A(A\>+ac—a)=0.

ac—a >0 —a< —1.

Alors, (0, 0, 0) est un point d’équilibre zéro-Hopf si seulement si b = 0, ¢ = _71 eta < —1.

Montrons que Ea(y/—c¢, 0, —y/—c) et E5(—+/—c, 0, /—c) sont des d’équilibres zéro-Hopf

si seulement si b =0, ¢ = i et a < —1.

- La matrice jacobienne du systeme (3.1) E3(+/—c,0, —v/—c) et E3(—+/—c,0,+/—c)

sont donné par

2ac a O

M(vV=¢,0,—vV=c)=| 1 -1 1
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2ac a O

M(=vV=¢,0,vV/=¢c)=| 1 -1 1

Les points E3(v/—c¢,0, —v/—c) et E3(—+/—c¢,0,1/—c) ont le méme polynéme caracté-

ristique donné sous la forme suivante :

2ac — A\ a 0
Py(A) = det(M — A\I3) = 1 —1—-X 1 |=0.
0 —-b -

Py(A) = —2% + (2ac — 1)A? + (2ac — b + a)\ + 2abc = 0.

siabc=0 — X =0.
Alors

Py(A) = —A(A2 4+ (1 — 2ac)\ + (b — 2ac — a)) = 0.

Pour qu les points Ea(+/—c,0, —v/—c) et E3(—+/—¢c,0,+/—c) sont zéro-Hopf, le poly-

nome caractéristique doit avoir la forme suivante :

P,(A) = =AM +W) ; W>0

Alors 1 — 2ac=0 — c:i,a;éO A ¢ # 0doncb=0.

Py(A) = —A(A\? + (=2ac — a)) = 0.

—2ac—a>0 —a<-1.
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Alors, les points Eq(v/—¢, 0, —v/—c) et Es(—+/—c,0,+/—c) sont des points d’équilibre

zéro-Hopf si seulement si b = 0, ¢ = i et a < —1.

Théoréme 3.3.1 Le point d’équilibre Ey du circuit de Chua (3.1) présente une bifurcation

zéro-Hopf lorsque b = 0, ¢ = _71 eta=—-1—a?< —1aveca; >1

-1
b=bye? c= v + c2€?, (3.2)

ot bacy # 0 et by — a2cy(1 + a?) > 0. Alors, pour € # 0 suffisamment petit, la solution

périodique (x(t,e),y(t,e), z(t,€)) égal a

g(ro cos(ast), ro(ar + a,ll) sin(aqt) + allcos(alt), o(1)) + o(&?). (3.3)

De plus, cette solution périodique est asymptotiquement instable si by > 0 (voir [6]) .

3.4 Preuve du théoreme 3.3.1

Soit b = bye?, ¢ = _71 +cre? et a =1 —a? < —1 avec € > 0 suffisamment petit.

Le systeme (3.1) dans ce cas s’écrit

T = (—]_ — af)(y + 1_:(1%58 — C2€2a: — ;133),

z = —b2€2y,
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D’abord, on prend le changement (x,y, z) = (X — (a% +1)Z, alf_i"_"lX — 5 Z) Le systeme
1
(3.4) se transforme en
X=z+(5+1)Z,
1
Y =(a+1)(L+ 5%,
Z = —bye?y,
Nous obtenons donc
X = —a,Y + coe2X + a?ce?X — czsza% — 2¢0e*Z — a’cye*Z
+(a? +1)(X® - % — 7% — 3% — 3%, 4 3%% +
1 1 1

2 2 a1Y+X+a3Y+a2X
6-’2? —3Z;§ —8ZX?) — bye? ("5 ) + b2e?% 2 + bae é

2 X _Z _ Z _ aY+X zZ . Z _ bzs a Y+X
(a]_ + ]-)( H,? ai al(a1+1) + a:% + 1 2+1

(3.5)
—boe? 5)—|—Y—cza€ £—czs a1 X + &2 cz —|—2c € ——|—alczs Z+

@+ 1)(=% + % + 2 3% — 32X 37X 4 32,

1

_pZ*x X2z X2z 2/(Y X\ _ 2Z 27
6 a:{, +3 a‘% +3 a1 )+b2€ (a% _|_ a?) b2€ a:{, b2€ a5,

1

Z = —b 82(a1¥_:_1X - %)a
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En fin, le systeme (3.5) s’écrit sous la forme suivante :

X = —a,Y + @HEDEEDIN | o200 4 (a2 + 1)e, X +

(af+1)Z(ba—aj(ai+lea)y 4 4(g3),

2
ay

. 2 2,2 2v_(n2 2 473 (.2 6 yv3
Y =a; X + 3(a?+1)%a2XZ(a3X (a1+1()15)+(a1+1) Z3—(a24+1)a8X i
1

(3.6)

e2(matl)es(ed(Z-X)+2)
ay

+o(e?),

— 52(% — 7172((;%4{)()) + o(e?),

Ensuite, en effectuant un autre changement de variables (X,Y, Z) = (eU,eV,eW), le

systéme (3.6) devient :

U = —aeV 4 EHDEHEL MW | (@) (g2 | 1)enel
1 1

+ (af-}-l)eW(szaf(a%-i-l)cz) ) ,

aj

€V = a,eU + 3(af+1)2afs2UW(afsU—(af+1)s{?{/)+(af+1)4s3w3—(a§+1)a?e3U3
1

+1 2(eW —eU)+eW
g2 (a1 )Cz(al(a3 ) ),

1

I/ — ~2(b2eW __ ba2(a1eV+elU)
sW-e(a% p B )s
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Nous obtenons donc :

U= —a,V +?(@EWIZWE _ b@itl) 4 (g2 4 1)c,U
1

ay

+(a§+1)W(b2—af(a§+1)02)) + o(e?),

p:
a;

V = aU + 62(3(a$+1)2a%UW(a§U—(a%+1)vy)+(a%+1)4w3—(a%+1)a?U3 (3.7)

a;

+(a1+1)02(ai%W—U)+W)) +0(€3),

W = e* ("2 — bZ('Zl%X]LU)) + o(e?),

En fin, le systéme (3.7) s’écrit sous la forme suivante :

U= —a,V + e2Rx(U, V,W) + o(e3),
V = a U 4 €2Rp, (U, V, W) + o(e?), (3.8)

W = 52R32(Ua V7 W) + 0(53)7

ou

9

Rix(U, V,W) = (af+1)(a§(f?'—W)—W)3 _ bz(ala‘g-l-U) (a2 +1)cU+ (a§+1)W(b2(;%a§(a§+1)C2)
R22(U, V, W) — 3(a%+1)2a§UW(a§U—(a%+1)V_:/)+(a%+1)4W3—(a%—}—l)afl}UB+(a1+1)c2(a%gW_U)+W)

aj ay

R32(U9 V, W) = bz‘év _ bz(a1V+U),

a?+1
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Lorsque € = 0, le systeme (3.8) devient

U = —CL1V,
V = a,U, (3.9)
W =0,

La matrice jacobienne de systeéme linéarisée en (0, 0, 0) est

Son polynoéme caractéristique est donné par

- ay 0
Py(A) =det(A—Al3)|q, —X\ 0 |= —A(N? +a?) =0.
0 0 -

Comme P4(X) = 0, alors les valeurs propres de systeme (3.9) sont Ay = 0, Az 3 = *aqt
on peut écrire le systeme (3.8) de telle sorte que la partie linéaire en (0,0, 0) sera a sa

normale de Jordan.C’est-a-dire sous la forme :

0 aq 0
J=|—-a; 0 0
0 0 0
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On écrit le systeme (3.7) coordonnées cylindrique (0,7,u) par U = rcos(0), V =

rsin(@), W = wu, puis en prend 6 comme une variable indépendante on a :

UU+VV
r

0 — VU-UV

Apres les calcules on a

- 82((a%—|—1) cos(O)(a%a(G'r cos(8)—u)—u)3 . bz'l" (a1 cos(0) sigge)-l—cosz(ﬂ)) 4 (a% + 1)02’)" cosz(O)
1 1

(a2+1)ucos(h) (l:lz—a% (a2+1)c2) + 3(a2+41)2a2r cos(0) sin(0)u(a?r coi(ﬂ)—(a§+1)u)+(a§+1)4 sin(8)u®
af a

1

—(a2+1)a8r3 cos®(0) sin(0) (a2+1)cz sin(0) (a2 (u—r cos(0))+u)
+ 3 )5

7
ay ay

é = ay _|_ %(3(af+1)2a1rcosz(e)u(afrcos(G)—(a%+1)1;)+(a%+1)4u3 cos(@)—(a%+1)a§'r3 cos?(0) (3]_0)

a;

(a?+1)ce cos(e)(zg(u—rcos(e))—i—u) _ (a241) sin(0)(afa(?1'cos(e)—u)_u)3 N (ai + 1)02?" cos(0) sm(@)

+bor ay sin? (0)—};s§n(0) cos(6) (a241)u sin(@)fllzllz—af (a2+41)c2) ) ,

__ bar(ag sin(6)+cos(0) )
’

c_ ~2(bau
’U,—E,‘(a% aZ2+1

Par conséquent, en prenant 8 comme une nouvelle variable indépendante du systeme diffé-

rentiel (3.10) et par le développement de Taylor :

=1+z+2®+o(2), |z|]<1
l—=x
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on peut écrire le systéme (3.10) sous la forme suivante :

& = Z—z((af + 1)a’r® cos*(0) — (a2 + 1)a’r? cos®*(0)(3(a? + 1)u+
airsin(0)) — aq cos(0)(a?(a? + 1)u(a?(a? + 1)ca — be) + (a® + 1)*u?
+aqrsin(0)(3(a? + 1)3u? + af(a?cz + bz + ¢2))) + (a? + 1)%usin(0)(ajcs (3.11)

+(a? + 1)2u?) + a3r cos?(0)(ales + afca — a2bs + 3(a? + 1)%a;rusin(0)

a?(a; sin cos
+3(a? + 1)%u?)) + o(e?), G = 2 (u — S=reell) 4 o(c?),

Maintenant, le systéme (3.11) est au systéme suivant :

r = €2F21 + 0(53),
(3.12)

U = e2Fyy + o(e?),

ou

Fy = %((af + 1)a’r® cos*(0) — (a2 + 1)a’r? cos®(0)(3(a? + 1)u + a7 sin(0))
—aq cos(0)(a?(a?+1)u(a2(a? +1)ca — b2) + (a? + 1)*u® + a7 sin(0) (3(a? + 1)%u?
T ad(ades + by + €2))) + (a + 1)usin(6) (ades + (a? + 1)) + adr cos?(0) (ales

+ ajes — a?by 4 3(a? 4 1)2?aqrusin(0) + 3(a? + 1)3u?)),

__ &% a?(ay sin(@)+cos(0))
Fyp = 5% (u — =520 ).
Le systeme différentiel (3.12) est écrit sous la forme normale (1.9). Pour I'application de
la théorie de la moyenne, ot en utilisant la notation (3.2) nous avons t = 0, x = (r, u),
T =2mw,n=2 F, = (Fi1,Fi2) = (0,0) et Fy = (Fy;, F33). Puisque toutes les hypo-
theses du le théoreme 1.5 dans le chapitre 1 sont satisfaites, nous pouvons 'appliquer au

systeme différentiel (3.12). Alors la premiere fonction moyennée fy (7, u) définie en (1.10)
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est identiquement nulle, et la seconde fonction moyennée fo(r,u) = (f21(r, u), fa2(r, u))
est

for(ryu) = %fOT[DzFH(O, ryu) [ Fi11(0, 7, u)dt + F2 (0,7, u)|ds.

fa2(r,u) = %fOT[DzFH(O,T, u) [ F11(0, 7, u)dt + Fy2(0,r,u)]ds.

En utilisant les intégrales suivantes :

[ cos(0) sin(0)dO = [udu = H_%u”“ + ¢,

[ sin®(9) = [ *=°5CE%de,

cos?(0) + sin?(0) = 1,

Feost(9) — f B2z

On a aussi :

for(r,u) = = [27 Fuy (0,7, u)d0 = ai?(%(af +1)alr®*+r(alca+alca —alby +3(ad +
a;)3u?)).

fo2(r,u) = i fozﬂ Fy(0,7,u)d0 = b:—%‘.

D’apres le théoréme 1.5, nous avons

de (1) on a :
— 2 2
%(%(af + 1)alr® + r(afcs + ales — alby) =0 = r = 2 %ﬁ_fl)-
L’équation faq(r, u) = fa2(r,u) = 0 a une solution unique(r, u) ot (ba—a?cz2(a3+1)) >

0.

Cette solution est
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by — a2cz(a2 +1)
3a3(a? + 1)

(ryu) = (ZJ ,0) = (r9,0).

Ou (by — a2c2(a? 4+ 1)) > 0, il est facile de vérifier que :

_ O(far, f22)
D = WRTO,O)'

Dans cette situation, la matrice jacobienne est :

Of21  Ofa2 b2_a%02(a§+1) 0
D= or ou _ a’i’
e o o
Et
b, — a’cy(a? + 1
det(D) = by(———2 2(a; )) # 0.

6
ay

-Pour f21(70,0) = f22(r0,0) = 0 a un solution unique non triviale (ro, 0) et det(D(r, w))|(ry,0) =
bz—afcz(af—l-l) , N . N
by(=—+5+"). Du le théoréme 1.5 pour tout € > 0 suffisamment petit, le systeme
1

(3.12) admet une solution périodique(r (8, €), u(0,€)) tel que :

(r(0,¢),u(0,€)) = (70,0) 4+ o(€).

-La polyndéme caractéristique de la matrice jacobienne D est donné par :

bz—a3cz(a?+1) Y 0
a3
P(\) = det(D — AL) = : = 0.
0 b2 — X
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by — a’cz(a + 1) b,
p(A) = ( o —A) (= —A) =0.
a a3

1

Puisque les valeurs propres de la matrice jacobienne D sont :

by — a?ca(a? + 1) S0 et by
ai aj

D’apres le théoréme 1.5, la solution périodique correspondante (r(0,A),u(0,€)) est
asymptotiquement instable si by > 0.
En revenant sur les changements de variables, la solution périodique (r(0,¢),u(0,€)) du
systéme (3.12) devient la solution périodique (r(t,€), 0(t, ), u(t,e)) du systeme différen-
tiel (7, 9, u), ou comme d’habitude le point dénote dérivée par rapport au temps t.
Nous n’avons par écrit explicitement la différentielle (3.6) et (3.12). La solution périodique

suivant :

(r(0,e),0(0,¢),u(0,€)) = (70, a1t,0) + o(e).
Et cette solution périodique devient la solution périodique (X (¢,€),Y (t,€), Z(t,€)) du

systéme (3.6) telle que

(X(0,¢),Y(0,€), Z(0,€)) = e(ro cos(ast), r¢ sin(ast), 0) + o(e?).

Enfin, en revenant aux coordonnées (&, y, z) apres le changement(x, y, z) = (X — (& +
1

1)Z, “g:lx — %, Z), nous retrouvons la solution périodique suivant :

e(ro cos(ast), ro(ar + a,ll) sin(aqt) + allcos(alt), o(1)) + o(e?).
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons prouvé qu’a partir du d’équilibre de zéro-Hopf localisé a
I'origine des coordonnées du circuit de Chua peut bifurquer une orbite périodique. En outre,
nous avons fourni une estimation analytique de cette orbite périodique ainsi que son type de
stabilité en fonction de la perturbation des parametres b = 0, ¢ = _71 et a < —1. L’outil
utilisé pour prouver ces résultats est la méthode de moyennisation second ordre.
Malheureusement, la théorie de la moyennisation ne fournit aucune information sur les deux

autres équilibre zéro-Hopf E5 et E3 du systéeme de Chua .
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