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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudiés le probleme fondamental de calcul des variations, dont on
a déterminés ’équation d’Euler-Lagrange correspondante. Suite a cette étude, nous avons déterminés les
conditions nécessaires d’optimalité du probleme de commande optimale en utilisant le calcul des variations.
Une étude numérique est effectue par la méthode des différences finies de plus la consistance, la stabilité et la
convergence ont été établies. La méthode de tir Newton-Raphson est utilisée pour le probleme de commande
optimale.
Mots clés : Calcul des variations, équation d’Euler-Lagrange, méthodes des différences finies, , consistance,

stabilité, convergence, méthode de tir Newton- Raphson.

Abstract

In this memory, we studied the fundamental problem of calculus of variations, which we determined
the Euler-Lagrange equation corresponding. Following this study, we determined the necessary conditions
optimality of the optimal control problem using the calculation of variations. A numerical study is carried
out using the finite difference method. Moreover, consistency, stability and convergence were established.
The shooting Newton-Raphson method is used for the optimal control problem.

Key words : Calculation of variations, Euler-Lagrange equation, the finite difference method , consistency,

stability, convergence, the shooting Newton-Raphson method
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0.1 Introduction

Le calcul des variations est une branche des mathématiques qui est développée pour résoudre des
problémes nécessitant de trouver une fonctions rendant extrémale une quantité donnée, comme la trajectoire
rendant minimum le temps pour se rendre d’un point a un autre ou la distance minimale entre deux point
sur une surface. On trouve le calcul des variations dans de nombreuse branches, physique, de ’économie,
de I’énergie dans tous les problemes théoriques et concrets ou il est question d’optimisation, on cherche les
valeurs maximales et minimales de fonctionnelles. Aussi, la théorie de la commande optimale 4 un champ
des application extrémement vaste mécanique, électrique, électronique, biologie, chimie, économie. Chaque
probléeme de commande nécessite une description des propriétés dynamiques du processus & commander.
Elle permet de déterminer la commande d’un systéme qui minimise (ou maximise) un critére de performance,
éventuellement sous des contraintes pouvant porter sur la commande ou sur 1’état du systéme, cette théorie
est une généralisation du calcul des variations.

Dans ce travail, nous nous intéressons d’une part au probleme fondamental de calcul des variations, nous
avons déterminer ’équation d’Euler-Lagrange correspondante et d’autre part au probleme de la commande
optimale, ou nous avons reformulé ce dernier en probléme de calcule des variations pour déterminer les condi-
tions nécessaires d’optimalité en utilisant I’équation d’Euler-Lagrange. Nous avons fait une étude numérique
du probleme de calcul des variations; la méthode des différences finies, en outre la consistance, la stabilité
et la convergence sont établies. La méthode de tir Newton Raphson est utilisée en probleme de commande
optimale.

Le mémoire est composée de trois chapitres :

le chapitre 1 est un rappels mathématiques nécessaires a la suite du travail.

le chapitre 2 est consacré a ’étude le probléme fondamentale de calcul des variations et déterminer I’équation
d’Euler-Lagrange, déterminer le conditions nécessaires d’optimalités du probleme de commande optimale en
utilisant le calcul des variations.

le chapitre 3 contient la méthode des différences finies pour le probleme de calcule des variations, on utilise
la résolution analytique et la résolution numérique pour le probléme de commande optimale methode de tir

Newton Raphson et on termine par une conclusion.



CHAPITRE

RAPPELS MATHEMATIQUES

Dans ce chapitre, on présente quelque résultats d’analyse et également quelques notions et concepts qui

seront nécessaires pour résoudre, les problemes ci-dessous.

Définition 1.1 Fonction admissible

On appelle une fonction admissible toute fonction suffisamment réquliére x(t) et vérifiant les conditions

aux limites.

Définition 1.2 Accroissement d’une fonctionnelle

L’accroissement d’une fonctionnelle notée par AJ est définie par :
AJ = J(x(t) + dx(t)) — J(x(t))

ot :0x(t) est la variation de la fonction x(t).
Ainsi Uaccroissement AJ(x(t), dx(t)) de la fonctionnelle d’épond de la fonction x(t) et de sa variation

dx(t).

Théoréme 1.1 [7] Une condition nécessaire pour que l’intégrale

/t (@ (t), d(t), t)dt (L1)
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atteigne un extremum sous les conditions aux limites

z(to) = xo

z(ty) =z

et que la fonction x = x(t) satisfait da I"équation d’Euler-Lagrange

OF d [OF .
dr dt \ oz )

Définition 1.3 Classification des EDP;
Soit UEDP suivant d’ordre deuz, linéaire d coefficients constants :

0%u +b 0%u + 0%u + d(‘)zu + 0%u . (1.2)
a c e u = )
o2 Ox0y oy? oz dy 7

tel que a,b,c,d, e et f sont des constantes.
-L’équation (2.1) est dite elliptique si b> — 4ac < 0.
-L’équation (2.1) est dite parabolique si b®> — 4ac = 0.
-L’équation (2.1) est dite hyperbolique si b> — 4ac > 0.

Théoréme 1.2 Théoréme de Taylor a deux variable

On suppose que f(x,y) et toutes ses dérivés d’ordre inférieur d m + 1 sont continues dans
D= (z,y) a<x<b, c<y<d(cestaddiref(z,y) € c™t?)
soit (xo,Yo) € D, il existe € compris entre x et xo et 1 compris entre Y, Yo avec

f(z,y) = Pu(z,y) + Rn(z,y)

o
of of
Pp(z,y) = f(xo,Y0) + (£ — ©o) == (%0, Yo) + (¥ — Yo) 5 (T0,Y0) +- ..
ox oy
1 ; ) ) n
_ 3 _ n+1—j _ J
+...+ - j;o Crq1(T — T0) (¥ — yo) Bz Dy (%o, Yo)
xr — xg) O™
pour j = Ogif(wo, Yo)
n ox™
n+1 8n+1
Rn(wa y) = (5? 77)

i — 20) 1 () — 1)
;}Cﬂﬂ(w o) W =) 5 oy

n—+1 —
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Lemme 1.1 Lemme fondamental [7]

Si Uintégrale / Ff(@)n(x) ou f(x) est une fonction continue par morceauz dans lintervalle [a, b],
s’annulant pour toute fonction C*[a, b tel que

n(a) = n(b) = 0, alors f(x) est identiquement nulle dans [a, b].

Théoréme 1.3 Théoréme fondamental [7]

Soit *(t) un extremum, la premiére variation de J doit étre nulle en x*. i.e; §J(x*(t), z(t)) =

Pour toute variation admissible dx(t)

Définition 1.4 Maillage

On appelle maillage un ensemble de points du domaine de définition sur lequel on va appliquer des
différences finies. Pour une application définie sur un segment de IR, on ajoutera en général les deux
extrémités du segment. Pour un maillage en dimension supérieure, on sera amené d choisir éventuellement
des points du contours du domaine de définition. On appelle le pas du maillage la distance entre deux points

successifs du maillage voisins.

Définition 1.5 Schéma numérique

Ecrire un schéma numeérique de la résolution d’une équation aux dérivées partielles signifie :
-Substituer les formulations des dérivées par approzimations sur tout les point de maillage.
-Réorganiser les équations pour faire apparaitre un schéma explicite ou bien implicite.
-Résoudre un schéma numérique signifie simplement trouver les valeurs discret de la fonction en chaque

noeud.

Définition 1.6 -La méthode ou le schéma implicite calcul un41 en fonction de uy, c-d-d :

Un41 — .f(un)

-La méthode ou le schéma explicite calcul uny1 en fonction de (Up, Un+1) c-d-d :

Unt1 = f(uTw un+1)

Définition 1.7 Erreur de troncature

On appelle erreur de troncature la quantité obtenue en remplacant les dérivées par les différences divisées.
Le calcul des erreur de troncature est usuellement basé sur les développements de Taylor. L’erreur de tron-
cature est une erreur qui indique comment ’équation est approchée par le schéma. Ce n’est pas une erreur
entre la solution exacte et la solution approché (erreur de convergence),mais c¢’est une erreur qui quantifie d

quel ordre la solution exacte vérifie le schéma.
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Définition 1.8 Consistance de schéma

Le schéma est consistant d’ordre deux en temps et en espace, st il existe ¢ C IRy ne dépend que de U

tel que : HE(n)u < c(k? + h2)H .

Définition 1.9 Stabilité

Un schéma numérique est stable si les erreurs(d’arrondi, de troncature,...) ne pewvent pas croitre pendant
la procédure numérique d’un pas de temps au suivant : Un schéma peut étre :
-Inconditionnellement instable : Quels que soient k et h les erreurs s’amplifient au fil des itérations. Ceci
cause des résultats complétement fauz.
-Inconditionnellement stable : Quels que soient k et h les erreurs causées par le schéma numérique n’explose
pas au fil des itérations.

-Conditionnellement stable : On doit poser une condition sur k et h pour que la solution n’explose pas.

Théoréme 1.4 Théoréme de Lax

Si la solution u de I’EDP est suffisamment réguliére, un schéma stable et consistant est convergent dans

la norme de stabilité.

Définition 1.10 Les réacteurs batch

Les réacteurs batch sont utilisées pour étudier le comportement des fluides avec des matériaux dans
différentes conditions de température et de pression.
Dans les procédes chimiques, des récipients horizontaux ou verticaux sont également utiliser pour stocker
des liquides ou pour fournir du volume afin qu’un mélange de liquide et de vapeur puisse se séparer en deux

phases distinctes.

Définition 1.11 Méthode de Newton

Il s’agit de résoudre numériquement G(x) = 0, ot G : IRP — TRP est une fonction de classe C*.
G(z) = G(xx) + dG(zk)(x — ) + o(x — xk) = 0.

On est alors amené a4 considérer la suite définie par récurrence

G(xr)
— T =T —
alors
T =z — G(zk)
k+1 k dG(wr)

un point initial xg € I RP étant choisi, et on espére que xy, converge vers le zéro x. Ceci suppose donc le

calcul de linverse de la matrice Jacobienne de G, ce qui doit étre évité numériquement.
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Théoréme 1.5 Théoréme de Pontryaguin(Principe du Maximum) [10]

Sous les hypothéses suivantes :
1. I existe une paire (x,u) € AC([to,ts], IR™)Mes([to,ts], IR™) admissible pour le probléme (P).
2. fet | sont de classe C° par rapport A u et de classe C* par rapport A t et x.
3. g, o et p1 sont de classe C* par rapport a x si (x*,u*) est une paire optimale pour (P) alors :

(a) Il eziste X* # 0 € AC([tg, t3], IR™) tel que (x*, A*) vérifie :

O0H

B = =S (b (), N (0w (1) = F(t,a" (), w (1)),

. OH
AT = (6 xT (), AT (1), uT (1) = —fo (2™ (), A" (8), u™(t)) + U, (¢, " (t), u™ (1))
(b) Pour presque tout t € [to,tf] la commande u*(t) minimise ’Hamiltonien :
u*(t) = argmin H(t,x*(t), v, A\*(t))

(c) 1l existe (kg, ky) #= 0 € IRPIRY tel que : Conditions de transversalité :

¥o(tg, z(ty)) = 0,
wl(t;am(t;)) =0
* [k acp * * * * *
A (to) = T%(to’m (to),t akoakl)a
A (tf) = —87:[:1(1;0,% (tO)atfaw (tf)ak()akl)

Avec

IRIR"IRIR"IRPIR? — IR,
(t07 w07tfa T fy ko, kl) — Qo(th Lo, tfa Tfy ko, kl) = g(t09 Lo, tf’ QZf)
+(po(to, o) \ ko) + (p1(ty,xy) \ k1)

Si to est libre on a :
H{(ty, x*(t5), u™(t5), A" (t5)) — g(to,x (o), t%, x*(t}), kg, k) = 0,
0
- Sity est libre :
H(t}, = (tf)vu (tf)a}‘ (tf))'i'aitf(to’m (to),t;, (tf)akoakl) =0,
1. On cherche les commandes H-minimales : Pour t € [to,ty] fixé on résout :

{Min,,eUH(t,w(t),v, A(t)) — w*(t) = u*(t, 2(t), A(t)),
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2. On injecte la solution obtenue en (1) dans les systémes différentiels en(x, ) et on obtient un systéme

différentiel auzx deux bouts. (Two Point boundary value Probléme = TPBV P) de 2n équations.



CHAPITRE

2

PROBLEME FONDAMENTAL DU

CALCUL DES VARIATIONS SANS

CONTRAINTE ET PROBLEME DE
COMMANDE OPTIMALE

2.1 Probléme fondamental du calcul des variations sans contrainte

2.1.1 Position du probleme

Soit [to,ts] un intervalle de IR et soit E = C*([to,ts], IR) un ensemble des
applications de classe C' définie sur [to, ts] & valeur dans IR.

Considérons le probléeme suivant :

@) = [ F.).0d. (2.1)
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et F € C? et x(t) est une fonction admissible de classe C* avec,
x(to) = xo et x(ty) = x¢,. (2.2)
Notre objective consiste & déterminer 'extrémum x(t) qui est la solution de ’équation d’Euler-Lagrange.

2.1.2 Détermination de I’équation Euler- Lagrange

Nous allons déterminés 1’ équation d’Euler-Lagrange a travers les étapes suivantes.

Etape 1 : Hypothése d’extremum

On suppose que z*(t) est la courbe qui vérifie le probleme (2.1) (2.2) et soit x(¢t) un autre courbe qui

s’écrit sous la forme suivante

z(t) = x*(t) + o=(¢t), (2.3)

ot dx(t) est une variation de x™(t) et vérifie
d0x(to) = dx(ty) = 0, (2.4)
telle que : J(x*(t) + dx(t)) est continument différentiable sur E.

Etape 2 : Accroissement

Considérons 'accroissement de la fonctionnelle J :
AJ(2*(t), 62(t)) = J(@* () + (1)) — J(@*(2)) (2.5)

En utilisant le développement de Taylor autour de * 4 dx pour le terme J(z*(t) 4+ dx(t)), on a

oJ 8%J
AJ(x*(t),0x(t)) = J(x) + —dx + ox? + ... — J(x) (2.6)
ox ox2
d’ou
AJ(x*(t),0x(t)) = 6J + 62T + ... (2.7)
avec 2
0J = gém et 62J = £5m2.
oz Ox?
Ainsi, .
f
AJ = / [F(x*(t) + 6x(t), £*(t) + 62(t),t) — F(x*(t), & (t), t)]dt. (2.8)
to
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Etape 3 : Premiére variation

Pour déterminer la premiére variation de J en utilise le développement
de Taylor autour de * + dx et &* + d& pour le premier terme de Uintégrale (2.8) et gardant tout simplement
les termes linéaires en dx(t) et d&(t)

alors, on a
0 o
F(@*(8) + 02(8), " (1) + 8(0), 1) = F(" (1),8"(1),0) + (5 ).82(t) + (2 )-02(2)

OF 2, O°F

+ Ox2 0xox

Sxdd + ... (2.9)

En prenant les termes linéaires de la relation (2.9) et en substituant ces derniers dans (2.8) on obtient :

ty 9 9
A= [T (F@ @.0,0 + ().00(0) + (5):68(0) = F@ (0.4 (0.0)) dt. (210)
alors, on a .
AJ = f(g—i)*&c(t) + (g—g)*éﬁc(t)dt. (2.11)

Faisant une intégration par partie du deuxiéme terme de la relation (2.11)

tr OF
(=)0 (t)dt, (2.12)
to oz
en prenant,
oF d OF
U= (— U= —(— 2.13
(53)- 2 (5. (2.13)

et

V' = §i(t) V = §x(t).

Alors, on obtient

[ Gp-arwar=Gh.oew)| "~ [T LD saar, (214
5z (to) = dz(t;) = 0, (2.15)

tr 9F [t d OF
/to (5;).08(t)dt = —/to (Gt (2.16)
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Substituant la relation (2.16) dans (2.11) on a

tr [ OF
o1
to

qui est valable pour tout dx(t) de classe C*.

(0,8 (), D0n() — o @ (1), (0,00 a7

D’aprés le théoréme fondamental [7], on déduit que la variation de J est nulle en extremum ,i.e.

8J(x*(t) + éz(t) = 0, (2.18)
c’est -a- dire
ty
6J=/ [ *(t), &, t) — ——(w (t),z*(t),t)| d=*(t)dt = 0, (2.19)
to dt oz
d’aprés le lemme fondamental [7] , on a le résultat suivant :
8F( (8), (), 1) — ( )(@*(t),&7(t),t) =0 tout t € [to, ty] (2.20)
9 (& (), 27(D), FrA *(t) z*(t),£*(t),t) = 0 pour tou 0, tf]. .

L’équation (2.20) est appelée ’équation Euler- Lagrange qui est une condition nécessaire.

Remarque 2.1 Dans le cas ou la fonction F(x(t),&(t),t) a lintérieure de l'intégrale (2.2) est explicite-
ment indépendante de t une condition nécessaire pour que l'intégrale ait un extremum est donnée par identité

de Beltrami, qui est forme particuliere de [’équation d’FEuler-Lagrange

t— —F=c
ox

ou ¢ est un constante.

Condition suffisante

Pour établir la nature de ’extremum, c’est -a- dire, s’il est s’agit d’'un minimum ou d’un maximum, nous

devons prendre en considération la deuxieme variation et examiner son signe. Donc, nous trouvons une condition suffisante

t [ 92F
52.1:/ {()*(6m(t))2+ at (221
to 81132
92°F  O%F
. 922 owoz| |0F®)
527 = / [6a(t), 62(t)] dt (2.22)
to
9i0z  0d?
I

Si la deuxiéme variation §2J est positive (négative ) cela veut dire que la matrice (I) dans (2.20) doit étre

définie positive (négative). Ceci prouve la nature de 'extremum.
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2

Ox?2

Dans beaucoup de cas dx(t) est arbitraire, le coefficient de (§42).i.e., (

0°F
o2

( )>0 pour le minimum (*)
0°F

( o2

)<0 pour le maximum (* *)

Les conditions (*) et (%) sont appelées conditions de Legendre [1]

Application 1

Soit le probléme suivant :

sw = [ 1 / 3 |G = @)ooy - u?| atae,

notre objectif est de déterminer ’equation d’Euler - Lagrange du probléme (2.23). On a

Flusunus) = 3 | (o) = @) (go)? - o]

D’aprés 'equation d’Euler - Lagrange (2.20) on trouve

OF
% = —Cu(t)
oF _. o (BF) _
ou, ot ou,
OF o OF
e x : [ —
Ou, et oz (e(=) Ouy )
. 0 OF 9%u OF Ou OF Ou
ot —(=——) = —— sachant que — = — et = —.
ot Ou, ot2 Ouy ot Ou, ox

Ainsi, ’équation d’Euler- Lagrange est

L’équation (2.28) est I’équation des ondes & coefficient variable.

2.2 Probleme de commande optimale

2.2.1 Position du probleme

) détermine le signe de 62.J.

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

On consideére un systéeme dynamique dont 1’évolution est régie par ’équation différentielle ordinaire

@ = f(z(t),u(t),t)dt, tE [to,ts]

(2.29)
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ou la commande u(.) est une fonctions définies de [to, tf] dans I R.
Etant donné la fonction cott F' : [to,tf]IRUIR — IR, on définit le probleme de minimisation de type

Lagrange : "
min F(x(t),u(t),t)dt, (2.30)

to

tel que :

est une condition initiale donnée.

2.2.2 Conditions nécessaires d’optimalité

Nous allons déterminer les conditions nécessaires d’optimalité en utilisant le principe de minimum de

pontriaguine [10].

Hamiltonien :

Nous formons le Hamiltonien H pour le probléeme d’écrit par le systéme (2.29)-(2.31) en posant :
H(x(t), u(t), A(t),t) = (F(x(t), u(t), t) + A1) f(x(), u(t), 1)), (2.32)
ou A(t) 'état adjoint.

Equation d’ état et état adjoint :

Soient x* (t), u* () et A*(t) les valeurs optimales.

L’équation d’état est :

oH
z*(t) = (—)* 2.33
=5 (23
avec la condition initiale : *(0) = xo.
L’état adjoint :
. oH
() =—(5) (2.34)
x
Condition d’optimalité :
La condition d’optimalité est donnée par :
oOH
(—)"=o. (2.35)

ou
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Application 2.1 : En médecine (la chimiothérapie)

La concentration de médicament x4 et le nombre de cellules immunitaire saines et cancéreuses(xa, €3, €4)dans

un organe a tout moment de la chimiothérapie peuvent étre exprimés comme suit

dZCl
— = u(t) — y¢x 2.36
dt (t) — vex1 ( )
dra _ & +r Ta¥a Y3L2Lg — YaT sy (1 — e~ *122) (2.37)
— = T2,in 2~ — Y3T2T4 — YaT2 — 2T2(1l — .
dt B2 + T4
d:c3 @
E = 7’3(1)3(1 et ,83w3) — V5L3Tg4 — (13(33(1 — e 1 3) (238)
diL‘4 —x1 A
o r124(1 — B1T4) — 71X3%4 — Y2T2Tg — a1 x4(1l — €7 "27Y) (2.39)

oll &2,;n est une constante qui signifie le taux de cellules immunitaires qui péneétrent dans I’organe pour
combattre les cellules cancéreuses et u(t) est le taux d’injection du médicament dans 'organe. ;s et le B;s
sont des constantes dans les termes de croissance, tandis que a;s et A;s sont les constantes des termes de
désintégration résultat de l'action du médicament. Les ~;s sont les constantes des termes de désintégration
restants. Notez que le médicament a des effets secondaires toxiques puisqu’il tue également les cellules im-
munitaires et saines.

Pour traiter un cancer par chimiothérapie, 1'objectif pourrait étre de minimiser le nombre de cellules
cancéreuses dans un temps donné en utilisant un minimum de médicaments pour réduire leurs effets toxiques.
Le probléme de commande optimale dans ce cas est de trouver la commande w(t) qui minimise la fonction-

nelle

I = a4(ty) + /0 Y ()t (2.40)

Soumis aux équations (2.36)-(2.39) et aux valeurs initiales de la concentration du médicament et le nombre de
cellules avec u(t) ne soit jamais inférieur & zéro. D’autres contraintes peuvent étre présentes par exemple, le
nombre de cellules saines pendant le traitement ne doit pas descendre en dessous d’un certain minimum,c’est-
a~direi.e.,

T3 (t) 2 L3, min

En outre, il pourrait y avoir une limite supérieure a la posologie du médicament, c’est-a-dire,i.e.,
U(t) S u,mam
D’aprés le Hamiltonien on a

4
H=F+> \fi (2.41)

i=1
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Alors

T2y

H = u(t) + A (u(t) — voz1) + Az (mn 4oyt
B2 + x4

— Y3L2Ty — Yoz — aaa(1l — e_ml)‘z)>

+As (r3z3(l — Baxs) — Ysx3®s — az@a(l — e %))+ Ay (r1za(l — Br12a) — V1ZT3%s — Yox2®g — a1xa(1 — €7
(2.42)

D’aprés le principe du minimum de Pontriaguine les conditions nécéssaire d’optimalité sont données respectivement

. oOH . OH
ry = —— Al [
8)\1 8:131
. _ OH x oOH
Ty = — - _
: Oz 2 Oz, OH 043
Tz = — Az = ——— u
8)\3 8%3
. _ OoH . OH
T4 = —— A4 = ———
8)\4 8334
donc
€1 = u(t) — v6T1 + Agoyzge” MM
Lok
Ty = Z2,in + rg——— — Y3T2T4 — YaTz — aa®2(l — 7 *1A2) 4 apxae T2
B2 + x4 (2.44)
X3 = 7'3“33(1 - 53333) — Y5L3Lyg — a3a:3(1 — e_ml’\fs) + (1311336_1:1)‘3
T4 = r1w4(1 — B114) — 1T3T4 — Y2T2Ts — ca @4 (1 — €7 ")
et
X1 = YeA1 — Q2x2e” T2 — agrze N2 — ayxge” TN
. T4 o
Xo ==Xz |ra 5 — Ya%a — 74 — az(1 — e7"™)
(ﬁ2 + 5154)2 (2.45)
A3 = —A3 [?“3(1 — ,832:123) — Y54 — a3(1 _ e—ml)\a.)]
Xe = =g [r1(1 = B1224) — Y13 — Y222 — a1 (1 — e~ *1M)]
Ar+1=0 (2.46)

2.3 Le calcul des variations en commande optimale

Considérons le probléme de commande optimale de type Lagrange (2.29)-(2.31).
Notre objectif consiste a déterminer les conditions nécessaires d’optimalité du probléme en utilisant le calcul
des variations. Nous allons reformuler le probleme de commande optimale en probléme de calcul des variations

en prenant le systéme dynamique (2.29) comme une contrainte de type différentielle.
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2.3.1 Reformulation du probléme de commande optimale en probleme de calcul

des variations sans contrainte

Dans cette section, nous allons déterminer les conditions nécessaire d’optimalité en utilisant le calcul
des variations c’est a4 dire 4 travers équation d’Euler-Lagrange. Pour cela nous allons traiter 1’équation

différentielle qui régit le systéme(2.29) comme une contrainte d’égalité de la forme suivante :
i(t) — F(a(t),ult),t) = 0. (2.47)

Cependant, nous allons incorporés la contrainte de ’équation d’état (2.47) & I a laide du multiplicateur
de Lagrange A et nous obtenons la fonctionnelle augmentée J,.
Supposons que la commande optimale w*(t) et 'état associe x*(t) existent, alors

par analogie au calcul des variations on a :

tf tf
Jo (™ (), u™ (), A*(t), 1) :/t F(x*(t),u*(t),t) +/t X (@) (f — 2*(t))dt, (2.48)

(s] o

alors, la fonction augmentée pour ce probleme est
tf
Ja(z (1), u (1), A" (1), t) = / (F(z*(t), u (1), t) + A" (t) f — A" ()& (t))dt. (2.49)
to
Par définition de L’Hamiltonien on a
H (z*(t), u*(t), A*(t), t) = (F(z"(t), u"(t),1) + A*(t) f (= (t), u (¢), 1)), (2.50)

en substituant (2.50) dans (2.49) on obtient

tf
Jo (@™ (t), u™ (1), A*(¢), 1) = /t (H (2" (t), u™(t), A" (£), ) — A"(¢)27(t))d¢. (2.51)
on note par
L™ (), &* (t), u* (£), A*(£), ) = H (2" (), u* (£), A" (£), 1) — X*(£)&*(£). (2.52)

Ou L(x*(t),&*(t), u™(t), A*(t),t) est le Lagrangien.

Remarque 2.2 Le multiplicateur de Lagrange A est également connu sous le nom de variable adjointe ou

le co-état. C’est une fonction indéterminée d’une variable indépendante, qui est t.
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2.3.2 Description des étapes conduisant aux conditions nécessaires d’optima-
lités
On souhaite déterminer la commande optimale u qui optimise (c’est-a-dire-dire qui minimise ou maxi-
mise) la fonctionnelle J,. Donc, nous devons obtenir la variation de J, pour nous aider 4 déterminer
Poptimum J,. Nous développement la solution du probléme a travers les étapes suivantes :

Etape 1 : Variation de la commande et de I’état

Soient w(t) = u(t)* + du(t) et z(t) = =*(t) + dx(t), alors Iindice de performance (2.51) s'écrit :
luuww*+6ua»:3L?L@ﬁa)+awa»¢%w+ﬁ¢@»uar-r&uwwun*+axa»wa.@5@
Ou
L(2* (t) + 6 (t), ° (£) + 8 (t), u(t)® + Su(t), A(£), ) = H (" (t) + 6a(t), u(t)* + Su(t))

— P(X*(t) + SA(t), &* (t) + d(z)(¢)), (2.54)

avec

P(A(E), &(t)) = A(t)d(t)

Etape 2 : premiére variation

On a
tf+6ts
/ . L(xz*(t) + dx(t,u™(t) + du(t), *(t) + 0 (t), \*(t) + dA(¢), t)dt. (2.55)

to

La variation de J, est donnée par

to

tf4ots
8o =0 l/ L(x*(t) + 0x(t), u* () + du(t), &*(t) + 6@(t), \*(£) + SA(%), t)dt] ,

en appliquant le théoreme de la moyenne on a

61n= [ oL (2" (t) + 0a(t), u™ () + Ou(t), &*(t) + 6 (), \*(£) + SA(E), t) dt + L|,, ot

to

tf .
80 = [ (G da®) + (5070u(t) + (52600 + (5 070ME) + (57300 + (5 )"6A(®)

dt + (H — )¢, 5ty (2.56)
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Ou
tf
0J, = OH (x*(t) + 0x(t), u™(t) + du(t),t) — dp(A(t) + dA(t), &(t) + 0x(t))dt + (H — )|¢, 0ty
o (2.57)
alors

tf OH o0H OH Oy Oy
6Jy = —dxz(t —O0A(t —O0u(t) — —O0A(t) — —dx(¢t H — oty, (2.58
| 870 + G ON®) + Gaut) = SRAN®) — G0 + (H = @)ludts (259)

comme @(A(t), &(t)) = A(t)&(t), alors on obtient
0Jy = /tf(Hwaw(t) + HxOX(t) + Hyou(t) — Aox(t) — 0A(t))dt + (H — )¢, dty, (2.59)

ou le dernier terme de la relation (2.59) est la dérivée partielle de la fonctionnelle J par rapport a tg
résultant de la formule d’intégral de la Leibniz .

En appliquant l'intégration par parties & l'intégrale de Ad#&(t), on obtient
tf if

AS#(8)dt = A(ts)ow(ts) — / Adx(t)dt (2.60)
to

to

En substituant (2.60) dans (2.59) on a

f f
0o = / Y HL50(8) - FOA(t) + HLubu(t)— 0 () dt— A(EF) 5 () + / Y Asw(t)dt-+(H—))s, 8t

(2.61)
Notez que dx(ts)est la variation de I’état optimal & au temps
dx(ty) = x(ty) — 2(t5) (2.62)
cette variation est différente de la variation de 1’état final
dxy = x(ty + Oty) — (ty) (2.63)

La figure (2.1) illustre ces deux variation pour un état optimal unique &. Pour rendre compatible les
spécifications de I’état final libre et du temps final libre, nous devons introduire dans I’équation une approxi-
mation du premier ordre en temps de dxy de terme dx(ty) comme suit. La variation peut étre exprimée

comime suit

dxy = x(ty + dty) — 2(ty) = x(ty) + T(t5)oty — 2(t5)

= dx(ty) + &(tf)o(ts)
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x(tr) 2(t,)8t;

2(tr)

Xo

0 t tr Sty

Figure Relation entre §xf et &x(tf).

FIGURE 2.1:

ol nous avons utilisé le développement de Taylor du premier ordre pour x(ty + dtz).

En différenciant ensuite 1’équation par rapport a t, nous obtenons
#(ty) = @(ty) + 6 (ty)

Aprés avoir combiné les deux derniéres équations et en négligeant le terme du second ordre dx(ts)dt s, nous

obtenons

6wf = (Sil:(tf) —+ :f:(tf)étf ou (S:l:(t_f) = wa — :i:(tf)étf (2.64)

Enfin en soustrayant 1’équation ci-dessus, nous obtenons le minimum de J, (ou dJo = 0,u = G, x = &, et
en particulier (ty) = &(ty))

ceci permis aussi d’écrire (2.61) sous la forme
tf )
0Jo = / [(He + X)dx + (Hx — &)0X) + Hyduldt — X(tf)dx(tf) + (H — @)|¢,0ty,,  (2.65)
to

Etape 3 : Condition d’extremum

En utilisant le théoréme fondamental [7] pour le calcul des variations, on obtient :

oL d(aL)—o — H,+\A=0
woas
(= =o0 Hy,—%=0 2.66
A dt(a)\) — e (266)
oL d(aL)_0 e H —o
Ou dt ou’ “

dx(tf) = dxyp — 2(tf)S(LF). (2.67)

alors

oL oL



2.3 Le calcul des variations en commande optimale 27

Comme z(tf) = 0 ceci conduit a

H,=0
Hy=g (2.69)
H,=0

Application 2.2

Reprenant I'application 2.1 précédent développé dans la section 2.3 ou la fonctionnelle augmenté est

donnée par

ty
J = / L(zT, 2T, AT, u)dt (2.70)
0
ol
4
L =H — Z A (2.71)
=1
AT = (A1, A2, A3, Ay) et xT = (21,22, T3, T4).
Alors,
. . T2L4 —z1) :
L = u(t)+A1 (u(t) — vex1 — T1)+A2 T2,in + 7°2m — Y3L2®Tg — Yoz — aaxa(l — e F12) — Iy
2 4

+ A3 (rsws(l — Bsws) — ys@3xs — az@s(l — e ™M) — Zg)+ Ay (r1wa(l — B1ws) — Y1@3T4 — YV2T2®s — aywa(l
(2.72)

D’aprés le calcul des variations on a respectivement les systémes des équations état, co-état et la commande

oL d 0L 0 oL d(BL)_
8581 B a(aifl) o 8A1 dt axl N
oL d(BL) 0 oL d(BL)_O
dxs  dt Ozs O  dt ax, {E’L 4oL, (2.73)
oL _d 0L, oL _d oL, ou " at'ou) =
3$3 dt 8353 8)\3 dt 8A3
oL d(BL)_O oL d(aL)_
Oxzy dt 0z, Oy dt 9N,
ainsi on a

—Y6A1 + Q226" 4 azxze” M + azge” "M + X =0

Az |72 + vs®s + Y4+ az(l —e ™) £ X3 =0

T4
(B2 + 4)2
As [r3(1 — B32x3) + Y524 + az(1 — e™™123)] + X3 =0

)\4 [T']_(]_ — ,312:124) + Y13 + Y22 + a1(1 — e_“’l)‘l)] + )\‘4 =0
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u(t) — Y61 + Ag1z0e” "M — 3 =0
. I2Zq —x1 —x1 .
L2 in + To———— — Y3X2Tg — YaZ2 — 2Z2(1 — €7 172) + apxpe™ 12 — gy =0
B2 + x4

—z1 —z1 A .

rgrs3(l — Baxs) — Ysxsxy — azrs(l — e F178) + agwze” "1 — 23 =0
—Zi A .
7’1(134(1 — B1£C4) — Y1L3TLg4 — Y2 2T4 — a1£C4(1 — e 1 1) — g = 0
M4+1=0
ceci permis d écrire
. —z1A
1 = u(t) — vex1 + Aqayxge” 1M
. . L2T4 —@1 —ziA
Xy = &z in + T2 ———— — V3T2Tg — YaZz — C2T2(l — €7 772) + apxae” *172
B2 + x4 (2.74)
. —z1A —z1A
3 = rz3x3(l — B3x3) — V5T3T4 — azxz(l — e”"17) + agrze” 173
. —z1A
Ey = r124(1 — B12g) — V1%3T4 — V2T2Tg — el — e TN
et
A1 = YeA1 — QaToe” P12 — qarze TN — quxge "M

Xz ==Xz (T2 — Y3La — Ya — a2(1 — e_ml)\z)

_Ta
(Bz + @4)® (2.75)
X3 = — A3 [ra(1 — B32x3) — Y524 — as(l — e ™17%)]

Xt = =4 [r1(1 — B12%4) — Y13 — Va2 — a1 (1 — e~ *121)]
Application 3

Considérons le probleme de réacteur batch suivant :
tf
I=— / ckx®dt (2.76)
0

ou

E
k = kg exp “Ru (2.77)
u

avec u(t) est commande, (0) = x¢ est le condition initial, et ¢ le temps final. R et E sont des constantes.

Le probléme (2.76) est une probléme de type Lagrange, en substituant la relation (2.77) dans (2.76) on a

tf E
I=-— / c(ko exp ——)zdt (2.78)
0 Ru
Commencant par former le Hamiltonien

H(x(t), A(t), u(t),t) = —c(ko exp —%)az“ — Aakz®, (2.79)
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et la condition initiale est (0) = xo.

Nous reformulons le probleme de commande optimale en probléme de calcul des variations
E
Lz, A\, u,&,t) = —c(ko exp —R—)a:a + A(—akx® — &) (2.80)
u

Alors, le systeme d’équations obtenue par rapport a 1’état, co-état et la commande est le suivant

oL d(aL)—o —> akz® '(c+aX) + A =0

ode o T

(=) = —akxr® — 3 =0 2.81
I dt(a)\) — —akx b (2.81)
oL d(aL) 0 — kE “(c+ad) = 0

—_ e —(—) = —_ xr(C a =

Ou dt Ou Ru?

Donc
A = —akz® (c+ aX)

T = —akx® (282)

E (e +ar) =0
Ru2.’1} C a =

A(tf) = 0,2(0) = xo
alors

L((z, A\, u,&,t)iy = —ckx® 4+ Aakz] f = 0. (2.83)

Maintenant considérons la réaction consécutive A — B = C et les fractions x1, 2 et g d’espace A, B

et C on réacteur batch définie par

@ = —ayz? expP /v z1(0) =1
&2 = —a122 exp™ /" —azxs expP2/v z2(0) =0
T3 = —a1T2 eXPEl/u —asrg eXPEs/u z3(0) =0

E;(i = 1,2,3) sont des constantes et u est la commande .

Considérons la fonctionnelle qui est définie par le probleme de Mayer
I=—=z3(tf) (2:84)

Transformant le probléme (2.84) en probléeme de Lagrange

z3(tf) tf tf
I= —/ dxs = —/ x3dt = / —aoxs expP/* fazws exp®/™ dt (2.85)
0 0 0
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Alors la fonctionnelle auguementé est donnée par

ty
Ia:/ L(zT, AT, u, 2T, t)dt.
0

avec
AT = ()\1,)\2,)\3) et (ET = (w1,$2,$3).

ou

L = —azxs expP/* fagxs expPe/* —\ (@122 exp®/* —2)+ A2 (a1x1 expP/* —azxs expPr/* —ain)+

2/u

As(azzs exp??/* —azx5 expPs/v —%3). (2.86)

Nous déterminons les conditions nécessaires d’optimalité a 1’aide du calcul des variations.

oL d OL
(o) =0
L L
——(=—)=0 (2.87)
81,'2 dt 8152
oL d ( oL -
dxs dt O0x3’

alors, le systeme d’équations du co-état est donné par

Xl = (—Al + /\2)2a1w1 expEl/"
Xz = (—1 — Az + As)az exp™/* (2.88)

A3 = (1 —As3)as expEé‘/u

Le systeme d’équations d’état est donné par

OL d OL
— ——(——)=0
oA dt O
oL d OL
— = —(=)=0 (2.89)
8A2 dt 6A2
oL d ( oL ) =
s dt 9\;
alors
¥ = —ayz? exp/v
Ty = almf expEl/“ —asTo expEz/u (2.90)
X3 = asxs expT?/* —agws expPs/v

et la commande donnée par
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oL d OL
{ ——(=)=0 (2.91)
ou dt Ou
1
= _E [(_)‘1 + Az)aliBiEl expEl/“ +(—1 — Az + )\3)02$2E2 expEz/u +(1 — A3)a3:133E3 eXpEs/u =0
(2.92)
D’aprés la condition nécessaire on a
AT (tf) = " quier) (2.93)
tell que
9q1 Oqu oq:
—by 0 1
@ T3 — byxs Oxry Oxo Oxs
= . L a4z (tf) = (2.94)
q xr3 — bax
2 38— T2tz 0q2 0q: 0q> 0 —b, 1
813]_ 8(122 8:c3
En subtituant (2.94) dans (2.93) on obtient
T T
A —b 0 1
o B L ! (2.95)
Az of H2 0 b2 1
Alors
AT(tf) = —paby + p1 — pabz + po (2.96)
ceci donne

L(tf) = (=1 + )\z)al:vf expf/v +(—1 — A2 + A3z)azx2 expE2/u +(1 — A3)aszs expES/“|tf= 0.
(2.97)



CHAPITRE

3

ETUDE NUMERIQUE DU PROBLEME DE
CALCUL DES VARIATIONS ET
COMMANDE OPTIMALE

Ce chapitre est consacré ala discrétisation par la méthode des différences finies le probléme issu du calcul
des variations. Aussi, & la méthode de tir Newton-Raphson pour le probléeme de commande optimale d’écrit

dans le chapitre précédent.
3.1 Discrétisation du probleme obtenu par le calcul des variations

d’ordre 2

Cette section est consacrée & la discrétisation du probléme sur le domaine 2 = [0, 1][to, ts], ceci
consiste a remplacer, par un schéma approché, le probléme continue par un systeme algébrique. Considérons
le probléeme (1.2) de la section précédente ou 1’équation d’Euler-Lagrange est donnée par

Cette équation est équivalente a 1’équation hyperbolique sur le domaine §2 ot u : [0,1][0,T] — IR est

une fonction suffisant réguliére et c¢(x) est une fonction réguliére. L’approximation s’effectue en trois étapes
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successives.
-La premiére étape consiste a discrétiser le domaine 2 = [0 1][0, T7.

o
-La deuxiéme étape consiste & discrétiser les opérateurs 92 9% ( (x )>

-La troisiéme étape consiste & discrétiser les conditions aux hmltes.

3.1.1 Discrétisation du domaine

Pour établir le schéma d’approximation du probléme précédent nous commencons par discrétiser le do-

maine @ = [0, 1]. On subdivise d’une part, l'intervalle [0,1] en n + 1 parties de longueur h tel que

1
h = est le pas de discrétisation dans la direction @ avec x; = th et d’autre part,l’intervalle [0, T
n

enM intervalle de temps telle que : T = Mk ou k le pas de discrétisation temporelle t,,, = mk pour

m=1,...,M.

3.1.2 Discrétisation temporelle

La dérivée par rapport au temps est approchée par la combinaison de deux schémas avant et arriere

u(x,t + h) = u(z, t)+k: (:v, t) + 22 ;tz + o(k*) (3.2)
2 924,
u(@,t — h) = u(z, 1) —k (@ t) + o o(k?) (3.3)
Le schéma centrée de discrétisation temporelle est :
0%u 1
S @) = [u(et— k) + et + k) - 2u(@,b)] (3.4)

3.1.3 Discrétisation spatiale

La discrétisation de l'opérateur % [c(x)uyz(x, t)] consiste a remplacer la dérivée par le quotient différentielle
faisant intervenir la valeur de la fonction u(x, t) aux point du maillage. Pour établir le schéma de discrétisation
de I’ opérateur définissant le probléme, deux schémas sont pris en compte, le schéma Avant-Arriére [3] et le
schéma Arrieére- Avant [3] puis on procede a la moyenne de ces deux schémas.

On pose : ¢(x)uz(z,t) = vi(x,t).

Schéma Avant-Arriére

On a

Ov; () n h? 8%vy(z,t)

o 5 52 + o(h®) (3.5)

vi(x + h) = vi(x,t) + h

donc
Ovi(z,t)  vi(x+h,t) —vi(z,t)  hO*vi(x,t)

ox N h 2 Oz? + o(h?). (3.6)
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: Ou .
Substituant vy (x,t) = c(a:)a— dans (3.6) on obtient
x
Ovy(x, t) 1
— = 5 le(@ +h)*($ t) — 0(93)*(96 t)] — 2( (w) (93 t)) + o(h?) (3.7)
oz 2 dx
pour de raisons de simplicité, on note par ¢; = ¢(x;) et u; = u(x;)
Aussion a :
h2 2
u(x + h,t) = u(x,t) + h—(a: t) + — 5 52 (:c t) + o(h®) (3.8)
alors :
O%u  uP, —uy —2uP
_ 3.9
ox? h2 (3.9)
et
o h2 82
w(@ — hyt) = u(@, t) — hoo (2,8) + — > 2 (2, t) + o(h®) (3.10)
ox 2 Ox?
donc :
%u  ul —ul | —2ul 311
ox2 h2 (3.11)
et substituant (3.9) (3.11) dans (3.7) on obtient :
Ovy (z;) 1 u;f”_H —ul 1 ul —ul h2
A a2 PO = S e P ; 3.12
py h|STYT h ] h[c h 2 8:132( ) (812)
vy (xz; 1
P lermaufys — (e eorn)uf + ety ] + 62°(w): 313
Ou £57 (x;) est I'erreur de troncature donnée par :
av h (92K ou 2
& (w:) = —3 gz (T g (@) + (fﬂz) (fﬂi) + o(h?) (3.14)
2 \ Oz
Schéma Arriére-Avant
On a -
17} ,t h? 0 ,t
vi(x — h,t) = vi(x,t) — th) + —M + o(h®) (3.15)
ox 2 ox?
vy (z,t) vi(z,t) —vi(x — h,t) hO?vi(z,t) 5
= - — h*). 3.16
ox h 2 Ox? +o(h%) (8.16)
D’ou )
vy (x4, t it) — i—1,t) hd it
'Ul(ﬂ: ) _ 'Ul(.’]} ) ’Ul(w 1, ) _ vl(w ) +O(h2)- (317)

ox o h 2 Ox2
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: Ou .
Substituant vy (x,t) = c(a:)a— dans (3.17) en obtient
T

9 it 1 nooo—ul 1 T —ur h [ 02 o
-~ B S B A (318)
O h dx2" Oz

>

Ovy (x4, t 1
% = ﬁ[ci“?-u — (ci + ci—1)ul + ci—1ul ]+ €27 (x;). (3.19)

Ou &2 (x;) est I'erreur de troncature donnée par

h [/ 8%c ou oc ou?
(i t) = — | z=(z4yt) — (x4 — (@i, t) — (x4, ¢ h?) ). 2
e (oint) = 5 (5s(on ) g (20) + 5o (wint) 5 (i) + o(h) (3.20)

En prenant la moyenne des deux expressions précédentes(3.13) et (3.19) on obtient

0 ou 1 1
Ba <C(m)aw) = onz [(ci + cit1)udyy — (2¢; + ciy1 + ci—)ul + (e + Ci—l)u?_1:| +§(£Z”(mi)+€;"(mi))
(3.21)

Le schéma final par rapport a @ et t est donnée par

n+1 n—1 n
u; + u, — 2u}

k2 _ﬁ[

(ci + civ)ui’y — (2¢i + cip1 + ci1)u + (¢ + Ci—l)u?_l} —ul = 0.
(3.22)

Donc

unrtl = 2ul — u?_l +u [(cl + ci+1)u?+1 — (2¢; + ciq1 + ci—1)ul + (¢ + ci_l)u?_l} + k2u?

(2

(3.23)
k2
tell = —
elle que pp = o
3.1.4 Discrétisation des conditions aux limites
Les conditions au bord u(x,t) = 0 et la condition u(x,0) = H (x) sont discrétisées par :
ul =0 (3.24)
ul =0 (3.25)

La discrétisation compléte est

wt T — w (e + ci+1)u?+1 —(2¢; + ci41 + ci_l)u? + (¢ + Ci—l)u?_l} + 211,? — u?_l + szu,? =0

(3.26)
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3.1.5 Etude de la consistance, stabilité et convergence
Consistance

On démontre que le schéma de discrétisation (3.26) est consistant avec le probléme continue (3.1)

8%u

Le schéma de discrétisation est dite consistant si
|A(u) — A(u)|—0 h+—0 k+—0 (3.28)
On a

A(u) = %[u(wz, tn + k) + u(xsy ty, — k) — 2u(xi, tn)] — —=[(c(x:) + e(zitn))u(z; + h,ty)

2h2

—(2¢(x;) +c(xi+h)+c(xi—h))u(xi, tn) + (c(z;) +c(x; —h))u(z; —h, t,) ]|+ k2u(z;i, t,) +o(h?) = 0

(3.29)
Calculant c¢(z; + h), c(z; — h)
c(xz; + h) =c(x;) + h (:cz) + ..
dr (3.30)
u(x; — h) = c(x;) — h—(:cz) —
ox
En précédant le méme développement de Taylor pour w(x; + h,ty,),u(x; — h,t,), alors on a
2 524, 3 934 4 9y,
’U,(:Ifl,t +k)—u(m1,t)—|—kz (wzat)'i‘ 2 8t2(w”t) 3 83t(w“t)+2484t($”t)+
k2 3 93 4
u(zi, t; — k) = u(zi, t;) — k (m,, tj) + — 5 3t2( irtj) — 3 83t( i .7)+24 84t( irtj) —
(3.31)
et
h2 0%u h2 03u h* 9*u
u(mz+ht)—u(wz,t)+h (:l:“t)+ mz(wi,tj)-{_?a:; (u J)+2484 (za g)+
ou h2 0%u h2 83u h* 8*u
u(x; — h,t;) = u(zi, t;) — h%(wi’tj) + 7@(@’%) T 6 9%z (wis t5) + 24 9z o (@is t5) —
(3.32)
Subtituant (3.30), (3.31) et (3.32) dans opérateur A on trouve
2 924, 3 934

A = 4 | (wenty) + oy @ats) + 5 D @nty) + 5 @ ty) + 06 ) + (uleits) -

2 Ot? 6 03t

ou
ka(wz, tj) -
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2 524, 3 934
gt [2e@u(eats) +hoo @) [uten )+ hoS @ty + 3 St + T @ty 4
k2 82u k3 93
+8c(x;)u(xsy tnyr)— [20(.’137;) — hg:(a:z)} {u(mi,tj) — (a:z) 5 g S (@i, t5) — E%(mi’tj) + } —u(x;
(3.34)
par conséquant
2u dtu h? dc 3u
Aw) — A = F20 ) + @) )+ @) T )
D’ou
k 8%u h? tu h? dc d3u
Aw) = Aw)] < 55 @i ty) + e g (@inty) + (@) 5 (@t (330)
Alors, on a
|A(u) — A(u)| = 20(k?) + 20(h?) h+—0 k+—0 (3.37)
Danc,
|JA—Al=0 h+—0 k+—0 (3.38)

Le schéma est consistent a ’ordre 2 en temps et en espace, ’erreur de troncature tend vers 0 lorsque h et k

tendent vers 0.

Stabilité

Dans le cas schémas numériques appliquées a des problemes hyperbolique nous choisirons comme condi-

tion de stabilité est d’imposer au vecteur des solutions approchées d’étre conservé ou de décroitre.

on an
) — uf T — 2l (et cip)uly — (26 + i F cim)ul + (e Feim)ul
(u) - k2 - h2 - 7
(3.39)
alors

uftt =20l —ul 4 [(ci + ciy1)uly — (26 + cip1 + cim)ul + (¢ + Ci—l)u?_l} + k2l
(3.40)

donc
ul ™t = 2+kHul—ul 4 [(Ci + cit1)uiyy — (2¢; + ciy1 + ci—)ul + (e + Ci—l)u?—l} (3.41)

on suppose que
2

k
supicrr |c(z)] 2h2 <1 (3.42)
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on a
u?-i—l — (2+k2)u?—u:f_1+u [(Cz + ci+1)u?+1 — (2¢i + i1 + ci—1)ul + (¢ + ci_l)u?_l} (3.43)
donc par 'hypothese (3.42)

‘U?+1‘ < (24k?)supicrr |ul|+supicir ‘u?_l‘-i-u [1(2¢i + cig1 + ci—1) — (2¢; + ciy1 + ci—1)|] supicrr |ul]
(3.44)
On en déduit

n+1 n—1
SUD;cIR ‘Uz ‘ < Nsupicrr [ul| + supicir ’Uz ‘

alors on a l'inégalité

supicrr [ul| < supicrr |uo(x)| .

supposons maintenant ug > 0 et raisonnons par récurrence sur m,supposons que u; > 0 pour tout i €
Z Dégalité

oun = 0 alors
uf = (2+k)u) —u;t +p {(Ci + cip)udy, — (26 + ciyr + cimn)u + (¢ + ci—l)u?—l}
et n = n + 1 alors
ult? = 2+ k)ul —ultt 4 p [(Ci + cip1)uiy — (26 + iy + cim)ul M + (e + Ci—l)U?—Jrll]

et 'hypotheése (3.42) impliquent u;H'l > 0. On suppose que la solution u du probléme est de classe ¢! et

que la condition CFL (3.42) est satisfait. Alors, il existe une constantec, indépendante de h et de X telle que

k2
supicz,0<n<n | (@i, t7) — ul| < Cigra
alors notons e}’ = wu(x;,t") — u; pour ¢ € Z;n € N. on a en utilisant la définition de I'erreur de

troncature : on a

u?"'l + u?_l —2u” (¢ + Ci+1)uf+1 — (2¢i + ciy1 + cim)ul + (ci + ci—1)ul

1

k2 h?

—ul (3.45)

et

Wiy tng1) + w(@istn1) — 2u(Ti  tn) (i + Ciy1)u(@it,tn) + (ci + cicr)u(@io1,tn) — (2¢i + Ciya1 + cio1)
k2 h2

(3.46)
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donc

e:}+1 +er ™t - 2e  (citcipr)el + (ci+eci—1)el | — (2¢; + ciy1 + cim1)e] n _ _n+l
k2 - h2 —& i
(3.47)

3.2 Meéthodes numérique en commande optimale

Dans cette section, on s’intéresse a deux types de méthodes numériques en commande optimale d’abord
aux méthodes indirectes puis aux méthodes directes. Les méthodes directes consistent & discrétiser 1’état et
le commande, et réduisent le probléme & un probléme d’optimisation non linéaire. Les méthodes indirectes
consistent & résoudre numériquement, par un méthode de tir un probléme aux valeurs limites obtenu par

application du principe du maximum.

3.3 Meéthodes indirectes

3.3.1 Meéthode de tir simple
Considérons le probleme de commande optimale

&(t) = f(x(t),u(t), t), z(to) = xo. (3.48)

Supposons dans un premier temps que le temps final ¢ ¢ est fixé. Le principe du maximum donne une condition
nécessaire d’optimalité et affirme que toute trajectoire optimale est la projection d’une extrémale. Si 'on est
capable a partir de la condition de maximum, d’exprimer la commande extrémal en fonction de (x(t), A(t)),

alors le systéme extrémal est un systéme différentiel de la forme
£(t) = F(z(1),1),

ou z(t) = (x(t), A(t)), et les conditions initiales, finales,et les conditions de transversalité, se mettent sous

la forme R(z(0), z(tf)) = 0. Finalement, on obtient le probléeme aux valeurs limites

£(t) = F(z(t),t), (3.49)
R(z(0), z(ty)) = 0.

Notons z(t, zg) la solution du probléme de Cauchy
2(t) = F(t, 2(t)), 2(0) = 2o,

et posons

G(z0) = R(z0,z(tys, 20)).
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Le probléme (3.49) aux valeurs limites est alors équivalent & G(zo) = 0,

i.e. il s’agit de déterminer un zéro de la fonction G. Ceci peut se résoudre par la méthode de Newton.

Remarque 3.1 Si le temps final ty est libre, on peut utiliser la condition de transversalité sur le Hamilto-

nien.

3.3.2 Meéthode de tir multiple

La méthode de tir multiple découpe l'intervalle [0,tf] en IN intervalles [t;,t;41], et se donne comme
inconnues les valeurs z(¢;) au début de chaque sous-intervalle. Considérons un probléeme de commande
optimale général. L’application du principe du maximum réduit le probleme a un probleme aux valeurs
limites du type
Fo(z(t),t) Si to<t<t

st) = P(a(t) ) = | TEOD B s tsts (3.50)

F.(2(t),t) Si t,<t<ty

ou z = (z,\) € IR®*"(X est le vecteur adjoint), et t1,t2,...,ts € [to,ts] peuvent étre des temps de
commutation ; dans le cas ou le probleme inclut des contraintes sur 1’état. De plus on a des conditions aux
limites sur 1’état, le vecteur adjoint (conditions de transversalité), et sur le Hamiltonien si le temps final est

libre.

Remarque 3.2 A priori le temps final ty est inconnu. Par ailleurs dans la méthode de tir multiple le
nombre s de commutations doit étre fixé ; on le détermine lorsque c’est possible par une analyse géométrique

du probleme.

La méthode de tir multiple consiste & subdiviser I'intervalle [to,tf] enIN sous intervalles, la valeur de
z(t) au début de chaque sous-intervalle étant inconnue. Plus précisément, soit tg < 61 < ... < 0 < tpune
subdivision fixée de I'intervalle [tg,tz]. En tout point ; la fonction z est continue. On peut considérer §;
comme un point de commutation fixe, en lequel on a

+ _ —
z((sj ) = z((sj )s

($j == (S; ﬁXé

On définit maintenant les noeuds

{715 ey T} = {tosts} U {81, ey 0} U {1 .0y} (3.51)
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Finalement on est conduit au probleme aux valeurs limites

Fo(z(t),1) Si To<t<m

Z(t) = F(Z(t),t) = _Fl(z(t)’t) ShmStsT (3.52)

Fm_l(z(t),t) Si Tm—1 < t < Tm

Vi € {2,...,m — 1} rj(‘rj’ Z(Tj_)7 Z(TJ+)) =0
T (Tmy Z(T1), 2(Tm)) =0

ot 7y = tp est fixé, T,, = tg, et les r; représentent les conditions intérieures ou limites précédentes.

Remarque 3.3  On améliore la stabilité de la méthode en augmentant le nombre de noeuds. C’est la en
effet le principe de la méthode de tir multiple, par opposition d la méthode de tir simple ot les erreurs par

rapport a la condition initiale. Bien dans la méthode de tir multiple il y a beaucoup plus d’inconnues que

dans la méthode de tir simple. Posons z;_ = Z(Tj_), et soit z(t,‘rj_l,z;'_l) la solution du probléme de
Cauchy

2(t) = F(t, 2(t)), 2(m5-1) = 2},
On a

Z(Tj_) = Z(Tj_’Tj_l’ zj_—l)

Les conditions intérieures et frontiéres s’écrivent
Vi€ A{2,...com =1} ri(7y, Z(TJ'_7Tj_17z;_—1)7z;_) =0, (3.53)

Tm(Tm’Z:—Li_vz(Tn:’Tm—hzrt—ﬂ) =0
Posons maintenant
Z = (2, Ty 23 s T2y ey 21 Tm1)T € TRGZHD(m—1)

(o z € IR?™). Alors les conditions (3.53) sont vérifiées si

?“m("'m,ZT,Z(T;,Tm—l,Z;@_l))
G(Z) = TZ(TZ’Z(Tz_y Tlazj—['_)az;_) =0 (354)

Tm—1(Tms 2(Tp_15 Tm—2, z:;—z)v Z:L—l)

L’équation G = 0 peut alors étre résolue itérativement par une méthode de type Newton (voir la section
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suivante).

3.4 Meéthodes directes

Les méthodes directes consistent a transformer le probleme de commande optimale en un probleme

d’optimisation non linéaire en dimension finie.

3.4.1 Discrétisation totale

C’est la méthode la plus évidente lorsqu’on aborde un probléme de commande optimale. En discrétisant

I’état et le commande, on se raméne & un probléme d’optimisation non linéaire en dimension finie.

minZ € CF(Z), (3.55)

OU Z = (T1y ey TNy ULy eeey Uy )y €L

C= {Zlgt(Z) =0,s€1,...,7,
9i(Z) <0, €r+1,..,m} (3.56)

Plus précisément, la méthode consiste a choisir les commandes dans un espace de dimension finie, et a
utiliser une méthode d’intégration numérique des équations différentielles. Considérons donc une subdivision
0 =1y <t < .. <ty = tgde l'intervalle [O,tf]. Réduisons l'espace des commandes en considérant
(par exemple) des commandes constants par morceaux selon cette subdivision. Par ailleurs, choisissons une
discrétisation de 1’équation différentielle, par exemple choisissons ici (pour simplifier) la méthode d’Euler

explicite. On obtient alors, en posant h; = t;+1 — t;,

Tit1 = x; + hi f (i, x4, us).

La discrétisation précedante conduit donc au probleme de programmation non linéaire :

LTit1 = T4 + h,;f(t,', mi,ui),i = 0, coey N -1

MiINC (L, ey TNy UQy ooy UN )

w €U, i=0,...,N—1

Remarque 3.4 Cette méthode est trés simple a mettre en oeuvre. De plus l'introduction d’éventuelles

contraintes sur [’état ne pose aucun probléme.
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3.5 Application numérique : Résolution d’un probléme de com-

mande optimale a entrée libre

3.5.1 Position du probleme

On considere le probléme suivant :

Déterminer w € Ugq tel que,

J(’U,) S J('U),V’U € Uqg;

ou
ty
J(u) = ((x — zq)® + ku®)dt (3.57)
to
xg correspond a un état désiré, u est la commande et k sert & doser deux criteres distincts & minimiser, un
critere de précision et un autre de minimisation d’énergie et Ugq est 'ensemble des commandes admissibles.

sous les contraintes suivantes :

T; = —bx1 + axa,
3'32 = ary — bwz + u,

xo=2€Xo=2€IR?:Gz=~,-2<2<2,

k*z(ty) = g,

avec

G=(12), v=3, k*=(1,0), g=2, t;=2, a>0,b>0.

On peut formuler le probléme d’une autre maniére

T = —bz; + axs,

o = axy — bxs + u, (3.58)

€1(0) = z1,22(0) = 22 telque 21 4+22;=3, —2<2 <2,-2<2,<2,

z(ty) = 2,
La forme matricielle du systéme d’état s’écrit :

IL"1 —-b a rq 0

:B.Q a ) o 1
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avec

0 T3 — T1d

1
J(u) = 2 (1 — 14, T2 — T24) + ku?| dt

1 To — T4

Déterminons le Lagrangien en fonction du Hamiltonien

1
L = 5 [((iL’l — :Bld)z + ($2 — (EZd)z + ku2) + Al(—bwl + axry — $.1) + )\2((1(131 — biL’z + u — w.z):l
(3.59)

ol
H = % (1 — ®14)? + (w2 — T24)® + ku®) + A1(—bx1 + aw2) + Az2(axy — bxs + u)] (3.60)
En subtituant la relation(3.60) dans(3.59) donc en obtient
L =H — \a1 — Aoz (3.61)

Alors,le systeme d’équation d’Euler Lagrange par rapport vecteur co-état est

oL d oL

L) =0.

% % o s
— — —(—) =0o.

oz dt  0x

De (3.62) on a

Xl = bA\1 — a)y — (331 - (L'ld)

(3.63)
A2 = —aX; + by — (z2 — x24q)
Maintenant donnons le systéme par rapport a létat
OL d OL
o dilox) " (3.64)
oL d ( oL ) =0 :
Ay dt X,
de (3.64) on a
—bﬂjl —+ ary — :E.l =0
ary —bxro +u— 22 =0
Alors
.T.]_ = —b:cl —|— axrs
(3.65)
Lo = axry — bxry +u
pour la commande on a
oL d OL
o4, (3.66)
Ou dt Ou
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Alors

Les conditions nécessaires d’optimalité sont données par :

:13'1 = —bml + axr:

Lo = axry — bxrs +u

z(0) = xg
(3.68)
A1 = b1 —adz — (1 — ®14) A1(0) = a1, Ai(ty) = a2
Xz = —(l>\1 + bAz — (wz — iL‘zd) )\2(0) = ag,)\z(tf) = a4y
ku — )\2 =0
ol a;,1 = 1,4 seront précisées ci-dessous.
On rajouté au systéme précedent les conditions de transversalité : I(ko, k1) #= 0 tel que :
P(0,z,t5, z(ty), ko, k1) = (po(0,2/ko) + (p1(ts, z(ts)/k1),
Avec
©(0,2) =G —v ity z(ty)) = k*z(ty) — g, (3.69)
90(03 2y tf7 w(tf)3 kOa kl) = (G - 7/k0) + (k*iL‘(tf) - g/kl) (370)
Op
)\(0) = E(O, Z, tf, ar:(tf), ’{30, kl) = G,ko
(3.71)
_ 9 _
)‘(tf) =——(0,2, ty, x(tf)7 ko, k1) = —k"™ k1
Ox(ty)

(A1(0), A2(0)) = (1,2)ko = (Ko, 2ko),
(A1(t), A2(ty)) = —(1,0)k1 = (—k1,0),

Les coefficients a;, 1 = 1, 2, 3, 4, dépendent des parametres kg, k1, qui seront calculés en utilisant la méthode

du tir. Cette méthode consiste a résoudre le systéme suivant en utilisant les conditions aux limites.
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Les équations d’Hamilton-Pontryaguin s’écrivent :

113'1 = —bacl -l- axrso

o = axry — bxy +u

z(0) = xo

)\.1 = b1 — alz — (2131 — mld) A1(0) = k07>‘1(t.f) = —k1

Xz = —a)\l —+— b)\z et ([Ez et :c2d) Az(O) = 2k0, Az(tf) =0

k:u—)\2:0

D’ou la forme matricielle :

% —b a 0 0 O O O xl 0
Lo a —-b O 0O 1 o0 0 x2 0
A1 1 0 —b a 0 0 O A1 0
A2 = 0 1 a —-b 0 O 0 Ao | = | —x14
0 0 0 0 1 kK 0 O u —Xog
A1(0) 0 0 0 0 0 —-1 0 k1 0
A1(ty) 0 0 0 0 0 0 —1) \k, 0

Dans le systeme précédent, notons que A1 (ty), A1(0), ko, k1 sont des inconnues dans les relations suivantes
A(tf) = —k1,A1(0) = ko, A2(0) = 2kg,. Pour déterminer la solution du probléme de commande
optimale & entrée libre, on considére la méthode de tir qui permet de déterminer A(0) tel que la condition
sur I’état final @1 (ty) = 2 soit satisfaite, et de déterminer A(¢s) tel que la condition sur 1'état initial

€1(0) + 2x2(0) = 3 soit satisfaite.
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Ainsi, on aura un probléme aux deux bouts qu’on peut formuler de cette maniere :

T

Z2

X
X2
ko

k1

z(0)

= —bxi + ax,

=ax; — bxs +u

= X9

=bA1 —aXz — (1 — x1a) A1(0), A1 (ts)
= —aA1 + bz — (x2 — T24) A2(0), A2(ty)
= A1(0)

= —A1(ty)

Az2(t)
ok

Une méthode itérative permet, le probleme de point fixe suivant :

1 = —bx1 + axs

o = axy — bxry +u

x1(0) =1,22(0) =1

X1 =bA1 —ady — (@1 — @1a) A1(0) = ko, A1 (ty) = —ka

Xg = —G,>\1 + b)\z — (:132 — $2d) )\2(0) = 2]60, Ag(tf) =0
_ ()

3.5.2 La solution exacte

On utilise la méthode de dérivation au niveau des équations. On obtient :

Xl = b)\l — (1,)\2 — X7 + L1d, (372)

A1 = bA\; — aXy — @1, (3.73)

).\'1 = b(b)\l — G,)\g — 1 + -’Bld) — a(—a)\l + b>\2 — L2 + $2d) — (—b.’I)l + (1,332), (374)
}.\.1 = bz)\l — ab)\2 — bﬁCl + ba:ld + CLz)\l —_ G,b)\g —|— aXr2 — AT2g + b$1 — arg, (375)

A1 = (a? + b%)A; — 2abX; + bx1q — axag, (3.76)

d’out

1 = (a2 —+ b2))\1 — 2ab)\2 —+ bﬂ?m — AT24,
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De la méme manieére :
X2 = —ad; + by — 2 + 224
A2 = —aX; + bX; — 22,

. A
Ag = —G;(b)q_ — a)\g — I3 + a:ld) + b(—a)\l + b)\z — T2 + :Bzd) — (aa:l — b:Ez — f), (377)

. A
A2 = —abAi + @Ay + ax1 — ax1g — abAi + b*Ay + bxog — axy + bxs — ax1 + bra + ?2, (3.78)

1
A2 = —2ab)\; + (a® +b* + E)Az — axiq + bxag, (3.79)

d’ou

.. 1
A2 = (a® +b% + E)}\z — ab\1 — axz1q + bxag, (3.80)

Dérivons deux fois 1’équation (3.80), on obtient :

AW = (a2 + b?)X] — 2abA;, (3.81)
.. 1
/\§4) = (a® + b*)A\; — 2ab(—2ab)\; + (a® + b + E))\z — ariq + bxag) (3.82)
.. 1
)\Yl) = (a® + b*)A\1 + 4a*b*\; — 2ab(a® + b* + E)/\z + 2a%bx1q — 2ab3x04; (3.83)
d’ou
.. 1
A = (a2 + b%)X] + 422X, — 2ab(a® + b + o)+ 2a2bz14 — 2ab3 T2, (3.84)
(3.84) entraine :
2abA; = (a® + b2)A; — A} + bx1g — axag, (3.85)

En injectant (3.85) dans (3.84), on obtient :

. 1 :
AW = (a2 +b2)A; +4a2b?A; — (a2 + b2 + E))((az + b3 A1 — X1 +bx1g — azaq) + 2a2bx1g — 2ab*T 24,

. 1 1.. 1
AW = (a2+b2)>\1+4a2b2)\1—((a2+b2)2+E(a2+b2))>\1+(a2+b2+EA1—b(a2+b2+£)m2d+2a2bm1d—2ab2m2d,

(4) 2 2, iy 2, 122 a® +b° 272 3 b 5 3 2, @

A1) = (2a*+2b +E))\1—((a +b%) +T—4a b )X+ (b —E-i-a b)z1qa+(a”—ab +E)w2d’
d’ou

(4) 2 2, iy 2,22, @ + b 272 3 b 5 3 2, @

A1 —(2a°+2b +E))\1—((a +b%) +T—4a b YA\ = (-b —E-i-a b)x1a+(a®—ab +E)w2d’

(3.86)

L’équation caractéristique correspondante a I’équation (3.86) s’écrit :

1
C® —2(a?+b%>+ —)C? — ((a®> + b%)% +

2 b2
a” 4o 4a%b?) = 0
2k k
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= 1k2 + 4a?b?

Les racines de 1’équation caractéristique sont données par :

1 /1
2 _ (a2 4b2 4 ) — ]/ = 4 4a2b2 .
Ok (a® + + Zk) ok + 4a (3.87)
C2=(a2—f—b2—|—i)—|— i—+—4a2b2
1 2k V 2k

A1(t) = ne€*t + Be= Ot 4 et 4 ae 1t 4 . (3.88)

D’ou

Détermination de v, on a :
Al.(t) = nC1e°*t — BCLe Ot + pCre®?t — aChre™C2t.

A1(t) = nC2eCt + BC2e~ %2t 4 uC2eC2 + aC2e= 1.
A ® (t) = aneClt — ﬂCf'e_Clt + uC’EeCzt — ozC;'e_C?t.
A (t) = aneClt + ﬂC’fe_Clt + uCgeCﬁ + ane_Czt.
On remplace dans (3.88), et on obtient :

1 1
nCf — ((@® +b%)? + (a® +b%) — 4a?%) — 2(a® + b + ) C7]e™

1 1

+BICY — (0 +b)? + - (a® + b%) — 4a%b%) — 2(a® + b7 + ) CF]e™ !
1 1

+ulC; — ((@® +b%)* + -(a® +b7) — 4a%b%) — 2(a” + % + ) O3]
1 1

+a[C] — ((a® + b%)? + E(a2 + b%) — 4a?b?) — 2(a® + b* + ﬂ)Cg]e_Czt

1 b
+((a? + %)% + £ (a? + b%) — 4a%6)v = (=b° — = + a®b)ara + (a° — ab? + %)m%
Par identification, on obtient :

_ —b% — % + a?b)z1q + (b3 — ab® + 2)T2d
((a2 4 b2)? + 252 — 442p2)

(3.89)

On en déduit aisément Az (t) :
De (3.85), on obtient :

Aa(t) = 2%1; [(aﬂ L b)) — Ay + bzld — am2d2ab>}
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a? + b?

Aa(t) = 2ab

[,’,’eC1t +,Be_clt +”eCQt

_ 1 _ _ 1 1
+ ae Gt 4] — ﬁ[aneclt + ,80126 Cat 4 uCéeCﬁ + ane Cit] 4 %xld — %.7:201 (3.90)

De méme comptenu des équations :
1 = bl — a)\z — Xl + T1ds

T3 = —aAl 4+ bAz — X1 + Za4,

On obtient les résultats suivants :

2 b2 _ CZ
#1(1) = bl 4 Ao~ 4 e + e~ 4 u] - aln(T L~ Tyemoity
a2+b2—C§ Cat a2+b2—C§ _Caut a? + b2 1 1
+h 2ab ) + o 2ab ) + 2ab v+ %ﬂim B ?bmm
—[nC’leC1t — BCre Ot 4+ puCre?t — aC’Qe_Czt] + x14-
D’ou
b2_a2+C2 b2_a2+C2 b2_a2+02 b2_a2+02
t) = 1 -C Cit 1 C —C1t 2 —-C Cst 2 ‘
z1(t) 77[—% 1le +ﬁ[—2b +Cile +H[—2b 2]e +a[—2b +
a? + b2 1 a
_ — - — . 3.91
ey VT g T 5T (3:91)
a? + b2 — C2? a? + b2 — C2? a? + b2 — C2 a? + b2 — C2
) =b 1\ _Cit 1y _—Cit 24 Cat 24 _—Cst
za(t) = bln( et g T e Oty (LTSS Ot o TR
a? + b? 1 1 a? 4+ b2 — C? a? +b% —C?
Y L e 1 _me (T TS ot g (BT T Sy —Cat
T ey Vgt T ggl TG e e A
24 p2 _C2 24 p2 _C2
+“Cz(a+—2)602t _ acz(H—2)e—Czt] + 2oy
2ab 2ab
D’ou
b2_a2_CZ b2+a2_C2 b2_a2_C2 b2+a2_C2
=p—— "1 _ O, (———— T1y]eCut 2% Ty o (T8 T 1y e—Cat
22(t) = n["— - L e B 4 O (e
b2—a2—C’§ b2—l—a2—C§ Ot b2—a2—C§ b2 +a? —C2
- = s __ - @4« 2 - & C —2 —Czt
+u| 2a &1 2ab )]e™?* + af + Caf 2ab )le
a? — b? b 1
+ “2a v+ gmm + 533211- (3.92)

Les constantes étant détérminées par les conditions aux limites suivantes :

:cl(O) = 1, wz(O) = 1,
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A1(0) = ko, z1(ty) = 2,

Al(tf) = _kl’)‘2(tf) =0,

On résoud le systéme linéaire numériquement :

ko=n+p8+p+a,
—ky = ne 4 Be O 4 et - ae= M 4,
a®? +b% - C? a? +b% - C? a? +b%—-C2 a? +b% - C?
0= n(—bl)eC1tf + 6( - 1 )e—Cltf + /J’( . 2 )eCth + a( . 2 )e—Cztf
a? + b2 2a 1 1 2a 2a 2a
+72ab v+ %mld - ?med
b2 — a2+ C? b2 — a2 4 C? b2 — a2 4 C2 b2 — a4 C2
1:77(T1—Cl)+B(T1+Cl)+H(T2—Cz)-i-a(Tz-l-Cz)
+b2 —a? 4 1 n a
2ab gt T gyt
b? —a? —C? b2 + a2 —C? b2 — a2 —C? b2 + a2 —C? b2 —a? - C2
L O A O e 4
+ [bz—az—Cg_i_C(bz+a2—C§)]+a2—b2 +b +1
| v+ —x -
2a 2 2ab 2a 2q ¢ 27
b2 — a2+ C? b2 — a2+ C? b2 — a2 4 C2 b% — a?
2—pl— — "~ 71 _ ,1eCrts 1 Cqle—Cats 2 _ 0,]eC2ts
n| 5 1]e” + B[ 2 + Cile + p[ 55 2]e +a[72b
a? + b? 1 a
+——V+ —®T1g — —T24-

2ab 2 2b
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Soit encore sous la forme matricielle :

—v
1 1 1 1 -1 0)\(n
—v
ecltf e—Cltf eCztf e—Cgt_f 0 1 ,3
(a® + b?) 1 1
———F—V— —Tid t+ ;7 T2d
asy asz ass asq 0 O 1) 2ab 2a 2b
= (b% — a?) 1 a
aqi aq2 a4s Qaq4 0 0 (8 1- TV - Ewld - %de
b2) b 1
as1 as2 ass asa 0 0] [ko 1— (a =
2a 2q 14T M
ae1 a62 ae3 G4 0 Of[Fk 0 (b — a?) 1 a
-V — —X1g— —T
2b 21T gp 2
avee 2 2 2 2 2 2
a® 4 b* — C? Cht a4+ b* — C? Cit
== (— = f — (—— 1) Calr
dst ( 2ab ) 4s2 ( 2ab )
a? + b?% — C% c a? +b?% — C2
a — 2tf a — —C2t_f
33 ( 2ab )e 34 ( 2ab )
b? —a?+ C? b2 — a2+ C?
=(——)-C =(—M—1 C
as1 = ( 2 ) 19 as2 = ( 2b )+ Ch
b—az—l—C’2 b—az—i-C2
asz = ( b 2) 2, aga = ( 2b 2) + Cs
b*> —a?+ C? a? +b% - C?
Ty o T
51 ( 2a ) 1( 2ab )>
b2 — C’f a? +b?% —
—(— — Yyt T
a5z = ( 2b )+ 2ab )
b2 _ a2 _ C% 2 + b2
- (— < _C 2
ass = ( 20 ) 2( 2a )s
b2—a2—C§ a? +b% —C?
= (—— 2 Co(— — "2
454 ( 2a )+ Ca( 2ab )
b2 _ a2 + C2
agr = (2—b1 — Cl)ecltf,
b2 — a2 + C2 ~
G = (g O,
b2 — a2 4+ C2
agz = (ﬂ _ Cz)eC2tf,

2b
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b2 — a2 4 C2

C —Cgtf’
b + Cs)e

Cl63=(

Algorithme de relaxation associé
- Approximation initiale de la commande : u(?) (t),t € [to, ;] donée

-détermination de I’état w(H'l)(t) par intégration numérique de I’équation d’état

dax, T+t (¢

MT() = —ba{""V () + aal TV (1)

dax- Tt (¢

L0 — a0~ b ) + a0

2 (#)(0) = 1, 25 (8)(0) = 1

-détermination de I'état adjoint A1) (£) par intégration numérique dans le sens rétrograde de 'équation

d’état adjoint

A T@) e (r+1) (r+1) _ (r+1) _
Y, — M (t) —ax; () — (1 — T1a) A (t)(0) = ko, Ay (t)(tf) = —k1
(d-iél)(t)
dX,\"
g =A@ ATV () — (@2 —waa) ATV (£)(0) = 2k0, ATV (1)(25) = 0
-détermination de la commande :
A("‘+1) (t)
wrtD@) =27

k
Résolution numérique

Pour la résolution mumérique, nous allons simulé la méthode de relaxation qui utilise la méthode
numérique de Runge Kutta pour l'intégration du systeme différentiel. Nous allons déterminer les multi-

plicateurs de Lagrange kg et k1 en utilisant la méthode de tir.

dx; . dX; .
Remarque 3.5 Telle que —— = x;, et — = X;
dt dt

3.5.3 Meéthode de tir Newton Raphson

Parfois, la condition de stationnarité L,, = 0 d’un probléeme optimal peut étre résolue pour obtenir
une expression explicite de u en termes de 'état x et du co-état A. Ainsi les équations d’état devient
dépendante de X et devient étre intégrées simultanément aux équations de co-état.

L’intégration simultanée constitue un probléme aux limites dans lequel

1. I’état est spécifié a la premiere frontiere,c’est-a-dire,i,e au moment initial,

2.le co-état est spécifié a la deuxiéme limite,c’est-a-dire,i,e au moment final,

3.les équations d’état et de co-état dépendent des variables d’état et de co-état.

La méthode de tir Newton Raphson permet de résoudre ce probléme avec un choix du co-état initial, les
équations d’état et de co-état sont intégrées vers 'avant "tirées” jusqu’au temps final.

L’encart entre le co-état final obtenue de cette maniérer et celle spécifiée est améliorée par la méthode de

Newton-Raphson.
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Nous expliquons la méthode de tir Newton Raphson a l’aide d’un probleme de commande optimale ayant un
état, une commande et un temps final fixe. L’objectif du probléme est de trouver la fonction de commande

u(t) qui minimise la fonctionnelle
tr
= / F l2(t), u(t), ] dt
0

avec

& =glx(t),u(t),t], x(0)= xo.

On a
L(z(t), (1), u(t), ) = H(z(t), u(t), ) — A.

Les conditions nécéssaire d’optimalité pour le minimum sont

8—L—i(a—L :0¢87H+@+5\=03 z(0) = =zo,
Ox dt 0z ox ox
OL 4 0Ly s g_i=0, Alty)=o0,
oXx  dt o
et
oL _d oL OH 8y
Ju dt 91 ou ou
Lo : OH 9g . . .
Supposons qu’il soit possible de résoudre B + I = 0 et d’obtenir une expression explicite de

u = u(x, A). En utilisant cette expression, les équations d’état et de co-état pour le minimum se transformer

en probléme aux limites en deux points

& = g (x,u(x, N),t) = g(x, A), x(0) = o

A= —H, (z,u(x,N\),t) — g (z,u(x,\),t) = h(x,\), Alty) = Ag

Application de la méthode de tir Newton Raphson

Considérons le co-état final obtenu par l'intégration simultanée des 'équations ci-dessus avec A(0) considéré

comme Xg,i,e.,A(Ag, ty). Sa différence par rapport au co-état est la fonction d’écart

qui peut étre réduite a zéro en améliorant itérativement Ag a l'aide de la méthode de Newton Raphson.
Ainsi, la valeur améliorée Ao suivant €st donnée par

f(Xo)

)\O,suivant - )\O ~ T a7
8)\0 tf
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6u d’apres I’équation (3.93) la dérivée

af A

8A0tf o 8A0tf

Notons que la dérivée ci-dessus la valeur temporelle finale de la variable dépendante du temps.

o

— (t
53e,, O

oA
Nous allons maintenant trouver les équations régissant cette variable ——  (t). En différenciant les équations

0t
d’état et de co-état par rapport a Ag, on obtient !
0 dxr Og 0 dx _ Oh
Mo dt Ao Mo dt Ao
ou
d 8w_898w+898)\ d 8)\_8h,8x+8h8)\
dt Ohg Oz dXg XN dt g T g NI
ou
ox oA
—(0) =0 —(0) =1
8>\o( ) 8)\0( )

Les deux derniére équations résultent de la différenciant par rapport aux conditions initiales des équations

d’état et de co-état,qui sont respectivement :

xz(0) =xg et A(0)=A

Suite au développement ci-dessus,’algorithme de calcul pour la méthode de tir de Newton Raphson est le

suivant.

Algorithme de calcul

Pour déterminer w au minimum,
1-Choisir le co-état initial, Ag.
2-Intégrer simultanément au temps final les équations différentielle pour ’état, co-état, dx/ Ao et OA/ Do
en utilisant les conditions initiales respectivement.
3-Utiliser 8A/OA¢ ainsi obtenu au moment final pour améliorer Ag en utilisant la méthode de Newton
Raphson.
3-Passez a 'étape 2 jusqu’a ce que 'amélioration soit négligeable.Lorsque cela se produit, 1’état et la com-

mande sont optimaux.
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Conclusion

On a déterminer ’équation d’Euler-Lagrange du probléme fondamental de calcul des variations, de plus
nous avons déterminés les conditions nécessaires d’optimalités du probleme de commande optimale en utili-
sant le calcul des variations. La méthode des différences finies utilisée ainsi que la méthode de tir Newton-
Raphson sont utilisés pour la résolution numérique du probleme de calcul des variation respectivement le

probléme de commande optimale.
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