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Transfert de chaleur en régime variable dans un matériau à 
changement de phase 

 

Résumé 

Ce travail présente une étude du transfert de chaleur en régime variable dans un 
mur possédant différentes configurations : monocouche, bicouches et tricouches, 
soumis à deux conditions convectives, et subissant un changement de phase par 
solidification.  

L’objectif de ce travail est l’étude de la cinétique de la solidification ainsi que le 
rôle des matériaux à changement de phase pour l’amélioration du stockage du froid ou 
de la chaleur dans un mur afin de réduire la consommation d’énergie (électrique, 
fiouls,…).  

La solution du problème physique est obtenue en utilisant différentes techniques 
mathématiques. 

Pour le cas d’un mur monocouche sans changement de phase,  une méthode semi 
analytique est utilisée et qui consiste à trouver la solution dans l’espace de Laplace, 
ensuite la solution physique est obtenue par la recherche de la transformée inverse de 
Laplace à l’aide des séries de Fourier.  

Pour le cas d’un mur avec changement de phase, la modélisation du problème est 
basée sur l’équation de la conduction thermique unidirectionnelle en considérant les 
équations de couplage au niveau des interfaces entre les différentes couches et au 
niveau des surfaces extérieures du mur. Les équations de transfert sont données en 
représentation enthalpique pour le MCP, et en formulation générale pour les régions 
solides. La formulation adimensionnelle a permis de dégager les principaux 
paramètres affectant le transfert. La discrétisation des équations est réalisé en utilisant 
la méthode des volumes finis, avec un schéma explicite. La solution numérique est 
obtenue par une méthode itérative basée sur la notion d’enthalpie critique. Les 
résultats des calculs sont validés par comparaison avec la solution analytique de 
Newman de problème de Stefan. L’étude de l’influence de la condition convective 
imposée au deuxième solide, désignant la condition chaude et gouvernée par  Bic, θc a 
montré que la présence des couches solides affecte le transfert de chaleur par un effet 
de stockage ou déstockage par énergie sensible.  Les grandeurs Bic, θc, affectent la 
cinétique et  les limites de la solidification. L’action de la température θc sur le MCP 
est fortement dépendante du nombre de Biot Bic.  

Enfin une étude paramétrique est menée sur un mur tricouches afin de mieux 
approcher vers la réalité 

 

Mots-clefs : MCP, stockage thermique, conduction thermique instationnaire, formulation enthalpique, 

Solidification-fusion, interface solide-liquide. 
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Instationary heat transfer in a phase-change material 
 

Abstract 
 

This work presents a study of instationary heat  transfer into a wall with different 
configurations: monolayer, bilayer and trilayer, subject to two convective conditions 
and undergoing a phase change solidification. 

The objective of this work is the study f the kinetics of solidification and the role 
of phase change materials to improve the wall thermal storage in order  to reduce 
energy consumption (electric, fuel oil, ...) 

The solution of the physical problem is obtained by using various mathematical 
techniques.  

For the case of a monolayer wall without phase change, a semi analytical method is 
used, which is to find the solution in the Laplace space, then the physical solution is 
obtained by the inverse Laplace transform using Fourier series.  

For the case of a wall with phase change, the problem modeling is based on the 
unidirectional heat conduction equation by considering coupling equations at 
interfaces between layers and at the outer surfaces of the wall. The transfer equations 
are given in enthalpy representation for MCP, and general formulation for solid 
regions.  

The dimensionless formulation has identified the main parameters affecting the 
transfer. The discretization of the equations is performed using the finite volume 
method with an explicit scheme. The numerical solution is obtained by an iterative 
method based on the notion of critical enthalpy. Calculation results are validated by 
comparison with the analytical solution of Newman for the Stefan problem. The study 
of the influence of convective conditions imposed on the second solid, representing 
the hot conditions and governed by Bic, θc showed that the presence of solid layers 
affects the heat transfer  by storage or destocking sensible heat energy. The quantities 
Bic, θc affect the kinetics and limitations of solidification. The action of the 
temperature θc on the MCP is highly dependent on the Biot number Bic. 

Finally, a parametric study is conducted on a three-layer wall to better approach 
the reality. 

 

Keywords:  MCP, thermal storage, unsteady heat conduction, enthalpy formulation, melting-

solidification, solid-liquid interface. 
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Nomenclature  

Caractères latins : 

Les grandeurs dimensionnelles : 

c   capacité calorifique du MCP [J/kg.K] 

h Enthalpie massique [J/kg] 

hc ,hf     coefficients de convection [W/m2 K] 

j incrément du temps  

k conductivité thermique du MCP [W/m.K] 

Lfm chaleur latente de fusion   [J/kg] 

L          épaisseur  [m] 

n nombre total de nœuds  

T température  [K] 

t temps   [s] 

x coordonné spatiale  [m] 

Les grandeurs adimensionnelles :

 

Bi   nombres de Biot   

C capacité calorifique   

H enthalpie adimensionnelle  

K conductivité thermique du MCP  

Ste   nombre de Stéfan  

V volume   

X coordonnée spatiale   

Caractères grecs : 

�   masse volumique                                             [kg/m3] 

α diffusivité thermique                                                     [m2/s] 

θ température adimensionnelle  

τ temps adimensionnel  

∆τ pas de temps adimensionnel  

∆X pas d’espace adimensionnel  



Introduction GénéraleIntroduction GénéraleIntroduction GénéraleIntroduction Générale    
 

1 

 

Introduction générale  

Le transfert thermique dans les matériaux à changement de phase a fait l’objet de 
nombreux travaux. Plusieurs axes de recherche numériques ou expérimentaux ont été 
développés. En particulier : recherche sur la caractérisation et les propriétés du MCP, 
le stockage thermique par MCP et le confort thermique par intégration des MCP dans 
le bâtiment. 

Pour améliorer les propriétés des MCP,  habituellement utilisées  (les hydrates 
salins, les paraffines, …), de nombreux travaux sont réalisés en vue de créer de 
nouveaux mélanges avec moins d’inconvénients. (Morisson,2005) , (Lopez, 2008).  

Concernant le stockage thermique par MCP, plusieurs travaux ont été réalisés sur 
les techniques et procédés  de stockage de la chaleur ou du froid. (Bédécarrats, 
1995).  

Sur le plan théorique et numérique, nombreuses investigations ont été faites portant 
sur la modélisation du transfert par changement de phase lors de la solidification ou la 
fusion au sein d’une  capsule de différentes géométries, ou sur le transfert de chaleur 
dans une cavité contenant un empilement de capsules (Bédécarrats, 1995).  

Le présent travail est consacré à l’étude  numérique du transfert thermique 
instationnaire dans un mur   soumis à deux conditions convectives et subissant un 
changement de phase par solidification. Ce mur possède différentes structures : 
monocouche (MCP), bicouches (MCP-solide), tricouches (solide 1-MCP-solide 2). 
Pour la configuration  tricouches, le MCP est au centre et les deux solides à 
l’extérieur. 

Le mémoire est organisé comme suit : 

Le premier chapitre est une synthèse bibliographique, comprenant deux parties : 

La première : généralités sur les phénomènes de changement de phase ; notions sur 
le stockage thermique avec ses deux types (sensible et latente) ainsi que sur les 
phénomènes  réduisant l’efficacité de stockage par chaleur latente, tels que la 
surfusionet l’hystérésis ; les matériaux à changement de phase : classification et 
application dans les équipements industriels, intégration dans le bâtiment.  

La deuxième partie est un recherche bibliographique sur les travaux concernant : 
les propriétés des matériaux à changement de phase, le phénomène de changement de 
phase en présence et sans la convection naturelle, le stockage thermique par MCP, 
enfin l’intégration des MCP dans le bâtiment.  

Le deuxième chapitre est consacré à la résolution semi-analytique de l’équation de 
la conduction thermique instationnaire. Cette solution peut être appliquée à  l’étude du 
transfert thermique dans un mur passif (sans changement de phase). La méthode 
utilisée comprend la recherche de la solution dans l’espace de Laplace, ensuite la 
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solution physique est obtenue par la recherche de la transformée inverse de Laplace 
par séries de Fourier. La solution résultante est comparée à  celle obtenue 
numériquement par volumes-finis. 

Le troisième chapitre concerne l’étude du transfert thermique lors de la 
solidification d’un mur monocouche composé d’un matériau à changement de phase. 
Le mur est initialement à l’état liquide et soumis à deux conditions convectives. Le 
modèle physique est basé sur une formulation enthalpique. La discrétisation des 
équations est réalisé en utilisant  la méthode des volumes finis, avec un schéma 
explicite. 

Dans le quatrième chapitre, une nouvelle configuration du mur est abordée. Le mur 
est composé de deux couches, MCP-solide., soumis aux mêmes conditions 
convectives précédentes. Pour  la modélisation du problème,  la couche solide est 
représentée  par l’équation de la chaleur, tandis que le MCP, par une formulation 
enthalpique. La discrétisation des équations est réalisée en utilisant la méthode des 
volumes finis. Ces équations sont couplées au  niveau de l’interface  solide-MCP.  

Pour le cinquième chapitre, le mur est constitué de trois couches, le MCP au centre 
et les deux solides à l’extérieur. Identiquement, au cas précédent, la modélisation du 
problème se base sur l’équation de la chaleur  pour les deux  solides, pour le MCP  
l’équation de la chaleur est donnée en formulation enthalpique. La discrétisation des 
équations est réalisée en utilisant la méthode des volumes finis, avec un schéma 
explicite. Le couplage entre les différentes régions est réalisé au niveau des interfaces,  solide 

1-MCP (interface 1), MCP-solide 2 (interface)..  

Notons que pour ces trois derniers chapitres portant les murs monocouches, 
bicouches et tricouches, la solution numérique est validée par comparaison avec la 
solution analytique de Neuman du problème de Stefan. L’évolution du front de 
solidification, de la température et de l’enthalpie au cours du temps, ainsi que l’effet 
de la condition convective chaude imposée au solide 1 : degré de surchauffement,  
nombre de Biot sur le phénomène de solidification, sont présentés. 
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1111 Chapitre 1Chapitre 1Chapitre 1Chapitre 1    : Synthèse bibliographique: Synthèse bibliographique: Synthèse bibliographique: Synthèse bibliographique        

1.1 Généralités sur le phénomène de changement de phase 

1.1.1 Matériaux à Changement de Phase (MCP)  
Ce sont des matériaux capables de changer d’état physique dans une plage de 
température restreinte. Dans cet intervalle de température, le changement de phase le 
plus courant est la fusion/solidification (Jannot, 2009).  
Les matériaux à changement de phase liquide-solide sont classés en trois grandes 
catégories (Ahmad, 2004): 
          - Les corps inorganiques: hydrates salins, sels, métaux, alliages. 
          - Les corps organiques: paraffines, corps non-paraffiniques, polyalcools. 
          - Eutectiques : des corps inorganiques et/ou organiques.  

      Les hydrates salins, ce sont des composés obtenus par mélange d'un sel et d'une 
quantité d'eau en principe parfaitement définie. On prend comme exemple celui 
obtenu par mélange de chlorure de sodium et d'eau et qui forme l'hydrate (NaCl,2 
H2O), Sulfate de sodium déca hydrate (sel de Glauber Na2SO4,10H2O), Chlorure de 
calcium hexahydrate (CaCl2,6H2O),… 
      Les composés organiques paraffiniques : les paraffines sont des matériaux 
organiques, constitués par des mélanges d'hydrocarbures saturés qui eux-mêmes sont 
des alcanes de formule générale CnH2n+2. 
      Les composés organiques non-paraffiniques sont les autres composés que les 
paraffines, comme les acides gras, les esters, les alcools et les glycols. 
     Les eutectiques sont des mélanges de deux ou plusieurs corps. Ils ont un 
comportement similaire au comportement des hydrates salins à fusion congruente. 
 

Les corps inorganiques : hydrates salins 
Avantages 1. Chaleur latente importante 

2. Faible coût et facilement disponible 
3. Point de fusion net 
4. Haute énergie de fusion 
5. Non-inflammable 
6. Haute conductivité thermique 

Inconvénients 1. Phénomène de surfusion important 
2. Agents de nucléation indispensables. 
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Les corps organiques : paraffines et acides gras 
Avantages 1. Disponible dans une large gamme de température 

2. Compatible avec les matériaux conventionnels de construction 
3. Pas de ségrégation 
4. Chimiquement stable 
5. Haute énergie de fusion 
6. non réactif 
7. Recyclable 

Inconvénients 1. Faible conductivité thermique à l’état solide. D’importants 
transferts de chaleur sont nécessaires durant le cycle de solidification 
2. Chaleur latente faible 
3. Inflammable (nécessite des contenants adéquats) 
4. Requiert un large rapport surface/volume 

 

Eutectiques : Composé organiques-organiques, inorganiques-organiques, inorganiques- 
inorganiques 
Avantages 1. Point de fusion nette similaire a une substance pure 

2. Chaleur latente légèrement supérieure à celle des composes organiques 

Inconvénients 1. Peu de données disponibles sur les propriétés thermiques de ces 
matériaux 
2. Encore peu utilisés au niveau des applications industrielles 

 

Tableau  1.1 : Avantages et inconvénients des différents types de matériaux à 
changement de phase (Bufalino, 2008) 

 

1.1.2 Le stockage thermique 
Par définition, le stockage thermique est l’emmagasinement de la chaleur  pendant 
une période où elle est abondante (cas du solaire) ou moins coûteuse (tarifs de nuit 
pour l’électricité) pour l’utiliser pendant une période durant laquelle elle est rare ou 
plus chère (Jannot, 2009). Ce  phénomène a un grand intérêt dans les applications 
industrielles : gestion de l'énergie thermique produite dans les installations 
industrielles, ainsi que la gestion de l'électricité produite pendant les heures creuses,  

1.1.2.1 Le stockage par chaleur sensible 
Tout matériau a une capacité calorifique et peut donc stocker de la chaleur en 

quantités plus ou moins importantes. Ce stockage par chaleur sensible, dont l’énergie 
thermique transférée fait varier la température du matériau (Figure 1.1).  

Si h est l’enthalpie massique du matériau, la quantité de chaleur Q échangée par le 
matériau lorsqu'il passe d'un état initial noté i à un état final noté f est : 
 
Q = m (hf – hi) [J]                                                                                        1.1 
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Où : m est la masse du matériau [kg], hi est l’enthalpie massique initiale [J kg-1], hf est 
l’enthalpie massique finale [J kg-1]. 
Si la capacité thermique massique du matériau Cp (J.kg-1.K-1) est constante, 
l'expression de l'enthalpie massique permet d'écrire: 

Q = m Cp (Tf –Ti)                                                                                        1.2 

Où Ti est la température initiale [K], Tf  est la température finale [K]. 
Il est donc utile d’utiliser des matériaux à grande capacité thermique afin 
d’emmagasiner un maximum d'énergie. Mais ces matériaux doivent avoir d’autres 
propriétés comme une stabilité à long terme lors des cycles thermiques, la 
comptabilité avec le récipient de stockage et également un coût raisonnable. 

 
Figure  1-1 : évolution de la température d’un corps pur homogène avec changement 

d’état liquide-solide. 

 
Le stockage par chaleur sensible dépend du milieu de stockage, et en particulier de 
son état physique. On définira ainsi: 
   -le stockage par un fluide (l’eau, l’huile, les sels fondus). 
   -le stockage par un solide (pierre, métaux,…). 

1.1.2.1.1 Le stockage par chaleur sensible par un fluide 
L’eau est considérée comme le meilleur milieu pour le stockage aux faibles 
températures. Elle a la capacité thermique massique la plus grande par rapport aux 
autres fluides (4185 J kg-1 K-1 à 20 °C). Ainsi, pour une variation de température de 
60°C, l’eau peut stocker 250 kJ/kg ou 2.5 105 kJ/m3 (Ahmad, 2004). Les liquides 
utilisés, autres que l’eau, pour le stockage par chaleur sensible sont les sels fondus ou 
les huiles. Leurs capacités thermiques massiques sont de l’ordre de 25 à 40 % de celle 
de l’eau. Ils sont privilégiés car ils peuvent supporter des températures assez élevées 

par rapport à l’eau, de l’ordre de 500°C (Jannot, 2009). 
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1.1.2.1.2 Le stockage par chaleur sensible par un solide 
Les pierres, les métaux, le béton, le sable et la brique sont les matériaux généralement 
utilisés pour le stockage thermique aux faibles et hautes températures parce qu’ils ne 
peuvent ni se congeler ni entrer en ébullition. Les difficultés dues à la grande pression 
de vapeur dans le stockage par l’eau et les autres liquides, conduisent à stocker la 
chaleur sensible à l’aide d’un solide en éliminant les risques de fuite. 

1.1.2.2 Le stockage par chaleur latente  

Le stockage thermique par chaleur latente dans les liquides ou les solides peut être 
un moyen très intéressant en utilisant des matériaux à changement de phase. Ces 
matériaux présentent l’avantage de stocker une grande quantité d’énergie avec un bon 
rapport masse/volume (Benmansour, 2001). Le stockage par chaleur latente présente 
deux avantages par rapport à la chaleur sensible (Jannot, 2009): 

 -le stockage par chaleur latente consiste à exploiter la quantité d’énergie engagée 
lors du changement d’état d’un corps. Ce changement d’état s’opère à température 
constante, donc il permet de réguler la température d’une ambiance intérieure et 
d’assurer un confort thermique. 

 -une autre différence entre le mode de stockage par chaleur sensible et latente est 
due aux très fortes capacités de stockage thermiques par chaleur latente par rapport 
à celui par chaleur sensible.  

 
Les températures de fusion (solidification) dépendent des matériaux à changement de 
phase utilisés. La quantité de chaleur mise lors d’un changement de phase est donnée 
par : 

Q= m (hf – hi) = m ∆hf                                                                                           1.3 

Où ∆hf  est l’enthalpie spécifique de fusion. 
Pour atteindre  la fusion d’un corps initialement à la température Ti ,  il faut d’abords 
porter sa température à la température de fusion Tf  et l’on écrit : 

Q = m (hf – hi) = m Cp (Tf – Ti) + m ∆hf                                                               1.4 

1.1.3 Phénomène de solidification et le stockage du froid 
A l’opposé de la fusion, la solidification constitue le phénomène inverse, lorsqu’un 

liquide passe progressivement de l’état liquide à l’état solide en libérant de l’énergie 
(enthalpie de changement de phase). Cette enthalpie diffuse dans le voisinage de 
l’interface. Le processus de solidification prend place à température constante.  

1.1.4 Les phénomènes réduisant l’efficacité de stockage par chaleur latente 

1.1.4.1 La surfusion  
Dans certaines conditions, il peut apparaître un retard de la solidification au cours du 
refroidissement d'un liquide ; le liquide ne se solidifie pas à la température d'équilibre 
liquide-solide mais à une température plus basse. Ce phénomène est appelé la 
surfusion. Dès que la solidification apparaît, la température remonte à la température 
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d'équilibre du changement de phase durant le reste de la transformation (Citherlet, 

2006). Ce phénomène réduit l’efficacité thermique des unités de stockage par chaleur 
latente par rapport à celles par chaleur sensible. 
 

 

 
Figure  1-2 : Phénomène de surfusion lors du refroidissement. 

 

1.1.4.2 L’hystérésis  
Dans certaines conditions et pour certains matériaux, les températures de 
transformations d’une phase à l’autre diffèrent selon que l’on chauffe ou que l’on 
refroidisse. Ce phénomène, appelé hystérésis, provient du retard de la solidification 
(cristallisation) au cours du refroidissement en phase liquide. Par contre, lorsque la 
cristallisation apparaît, la température reste stable durant le reste de la transformation. 

(Citherlet, 2006) 

 

Figure  1-3 : Phénomène d’hystérésis lors du refroidissement 
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1.1.5 Les applications des MCP  
Les matériaux à changement de phase ont de nombreuses applications dans 
l’industrie, le stockage d’énergie, l’habitat, … 
A titre d’exemple, nous donnons les applications suivantes :  

1.1.5.1 L’intégration de MCP dans le bâtiment 
Dans le domaine du bâtiment, le confort thermique est très important. Les structures 
bâties sont équipées de systèmes permettant de réchauffer ou de refroidir le climat 
intérieur. Dans les bâtiments ayant une maçonnerie traditionnelle, l’inertie thermique 
est très grande (stockage par chaleur sensible) produisant ainsi une certaine 
climatisation naturelle. Pour les bâtiments modernes, aux Etats Unis et au Canada en 
particulier, on utilise une construction de faible coût ayant une faible inertie 
thermique. La diminution de la capacité thermique du bâtiment peut être compensée 
en combinant les matériaux de construction avec les MCP. L’utilisation des  MCP 
pour atteindre le confort thermique est réalisée  soit par son intégration directe dans le 
mur ou  bien avec d’autres dispositifs. 
L’intégration des MCP dans le mur du bâtiment est réalisée par incorporation directe 
par mélange avec les matériaux de construction, par absorption (imprégnation) du 
MCP fondu dans les matériaux poreux, par encapsulation ou par revêtements 
plastiques. 
Les MCP destiné au confort thermique doivent satisfaire certaines conditions, parmi 
lesquelles (Ahmad, 2004): 

1) La nature du MCP 
  - la température de fusion du MCP : Les MCP pour cloisons seront ceux qui ont des 
points de fusion et de solidification aux températures qui réalisent le confort thermique 
avec le prix le plus faible possible 
  - sa chaleur latente : devra être la plus élevée possible pour utiliser le moins de 
matériaux possible. 
  - les propriétés thermophysiques des matériaux : la conductivité thermique et la 
capacité thermique massique doivent avoir la valeur la plus grande possible. 
2) La répartition des MCP dans la paroi. Ce problème est important. Il dépend des 
objectifs fixés. 
- Si l’on désire éviter les surchauffes de la surface extérieure des murs, on placera le 
MCP proche de la surface extérieure. 
- Si l’on désire réguler la température intérieure, on placera le MCP près de la surface 
intérieure. 

1.1.5.2 Stockage solaire thermique 

Le principal problème lié à l'utilisation de l'énergie solaire thermique concerne son 
stockage : la production d'Eau Chaude Sanitaire (ECS) via la circulation d'eau au-
travers de panneaux solaires est directement dépendante de l'ensoleillement. Cet 
apport énergétique a lieu que l'on a besoin (bénéfique) ou non (perte énergétique par 
surabondance). L'utilisation de MCP pour le stockage de cette énergie par chaleur 
latente permettrait de résoudre en partie ce problème. D'une part, la quantité d'énergie 
stockée dans un ballon de même volume sera plus grande avec un MCP qu'avec de 
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l'eau seule, il sera donc possible d'accumuler une plus grande quantité de chaleur que 
celle nécessaire à une seule journée d'occupation. D’autre part, il est possible de 
stocker cette chaleur sous forme latente sans pour autant élever la température du 
matériau (en utilisant par exemple un MCP dont la température de fusion se situe aux 
environs de 60°C ou 70°C). Cette chaleur supplémentaire accumulée sera cédée par la 
suite au réseau d'Eau Chaude Sanitaire. 

1.2 Recherche Bibliographique 

Dans cette étude bibliographique, on considère les travaux concernant : les 
propriétés des matériaux à changement de phase, le phénomène de changement de 
phase en présence de la convection naturelle et sans celle-ci, aussi, le stockage 
thermique en utilisant les MCP, et enfin l’intégration des MCP dans le Bâtiment. 

1.2.1 Propriétés des Matériaux à changement de phase 

Pour améliorer les propriétés des  MCP,  habituellement utilisées   (les hydrates 
salins, les paraffines, …), de nombreux travaux ont été menés en vue de créer de 
nouveaux mélanges avec moins d’inconvénients. Nous distinguons les travaux 
suivants : 

Morisson et al (2005)  ont proposé une démarche de conception des systèmes de 
stockage et ont montré les avantages des composites sel-graphite. Pour des  
températures de travail (250-350 °C), les sels seraient plus adaptés. Néanmoins, leur 
faible conductivité thermique (~ 1W.m-2.K-1) serait inadmissible dans une application 
exigeante en termes de puissance. L’idée d’associer la capacité de stockage des MCP 
avec les propriétés conductrices des métaux ou du graphite est apparue récemment 
pour des applications à basse  température. Dans ce cadre ils ont utilisé une 
configuration qui consiste en un bloc de MCP traversé par un échangeur à tubes 
parallèles dans lequel circule le fluide caloporteur (eau/vapeur). Les auteurs ont 
montré qu’un léger excès de graphite permet d’augmenter significativement la 
conductivité thermique du MCP, ce qui accroit la cinétique de changement de phase 
ainsi que le taux de production de vapeur. Ils ont montré aussi que les composites 
graphite-sel permettent de réduire significativement la longueur totale de conduites du 
système de stockage tout en satisfaisant les mêmes contraintes de capacité de stockage 
et de puissance que les sels. 

Lopez et al (2008) ont tenté de développer des matériaux composites graphite/sel 
alliant les propriétés de stockage des sels avec les propriétés de transfert du graphite, 
ainsi la présentation des influences du graphite et de la microstructure des matériaux 
graphite/sel sur les propriétés de transition de phase des sels. Après une étude 
expérimentale quelques résultats trouvés comme l’absence d’influence du graphite sur 
la chaleur latente des sels eux-mêmes, ainsi que sur leur stabilité thermochimique. 
Elle a mis également  deux effets bénéfiques (ou potentiellement bénéfiques) : la 
réduction presque systématique du degré de surfusion et l’avancement occasionnel de 
la température de fusion. 
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Zeraouli et al (2007) ont étudié numériquement les transferts thermiques avec 
changement de phase lors de la fusion isotherme des corps purs et de la fusion non-

isotherme au sein d'un fluide frigoporteur diphasique (mélange de solutions binaires 
composé de glace et d'une solution à base d'eau et d'éthanol) stocké dans un cylindre 
centimétrique. Le modèle proposé s’appuie sur la formulation générale de la méthode 
enthalpique, 

Jamil et al (2010)  ont déterminé expérimentalement les caractéristiques 
thermiques d’un mélange de paraffines (tétradécane-hexadécane) à l’aide de la 
technique DSC (Differential Scanning Calorimetry). 

1.2.2 Phénomène de changement de phase 
Avec et sans la présence de la convection naturelle. 

Ankri1 et Zebbiche (2008) ont étudié numériquement  la fusion du gallium dans 
une enceinte rectangulaire chauffée à l’aide des sources de chaleur continues et 
réparties le long des parois latérales conductrices en présence de la convection. Pour 
l’étude de ce problème, les auteurs ont présenté un modèle numérique reposant sur les 
équations de conservation, traitées par une méthode des volumes finis couplée à une 
formulation enthalpique (termes sources). 

Bouadila et al (2011) ont étudié numériquement le phénomène de la fusion et de 
la solidification des matériaux à changement de phase contenues dans une enceinte 
rectangulaire. Ce travail est  complété par une application expérimentale qui consiste 
à la réalisation d’un capteur solaire stockeur.  

Dans un nouveau travail, Bédécarrats et al (1996) ont étudié expérimentalement 
le processus de cristallisation des nodules afin de mieux comprendre le phénomène de 
surfusion, ainsi que le caractère stochastique  de cristallisation. 

Bilir (2004) a appliqué la méthode enthalpique pour étudier la cinétique de la 
solidification des nodules de  géométries sphérique  et cylindrique. 

Comme extension au travail de Bilir (2005), Teggar (2007) a introduit un facteur 
géométrique, au niveau de l’équation de conduction thermique en représentation 
enthalpique. Ce modèle général a permis d’étudier pour les  différentes géométries 
(sphérique, cylindrique et rectangulaire), la solidification d’un matériau à changement 
de phase (MCP) contenu dans une capsule destiné au stockage du froid par chaleur 
latente.  

1.2.3 Stockage thermique en utilise les MCP 
Plusieurs travaux ont concerné le stockage de la chaleur ou du froid par chaleur 

latente en utilisant les matériaux  à changement de phase. On distingue : 

Benmansour et Hamdan (2001) ont étudié numériquement le stockage de 
l'énergie thermique par chaleur latente à basses températures (0 °C à 100 °C) dans un 
lit cylindrique rempli de sphères uniformes et contenant chacune un matériau à 



Chapitre 1Chapitre 1Chapitre 1Chapitre 1    
 

11 

 

changement de phase, traversé par un flux d’air. Un modèle numérique 
unidimensionnel à deux phases séparées est appliqué.  

Bédécarrats et al (1995) ont conçu un procédé industriel de stockage de l'énergie 
utilisable pour la climatisation ou la réfrigération. En plus du côté expérimental, un 
programme de simulation est développé. 

Choquette et Lacroix (1997) a étudié le stockage d’énergie dans un matériau à 
changement de phase (MCP). Un modèle mathématique a été développé pour décrire 
le transfert de chaleur entre un fluide caloporteur (chaud) et un matériau à 
changement de phase (froid) au cours de la fusion, Le modèle prend en compte le 
sous-refroidissement et la surchauffe du MCP. Le problème est gouverné par 
l’équation générale de chaleur en formulation enthalpique, ainsi que la condition à 
l’interface solide-liquide. 

Lamberg et al (2003) ont simulé à l’aide du logiciel FEMLAB le stockage et le 
déstockage thermique au cours de la fusion et la solidification d’un MCP contenu 
dans un stockeur rectangulaire. La  validation des résultats de la simulation a été 
obtenue par comparaison avec des données expérimentales et des résultats numériques 
obtenus en utilisant le méthode enthalpique et la méthode de la capacité thermique 
apparente.  

Medved et Arkar (2007) ont étudié numériquement et expérimentalement le 
stockage thermique  par chaleur latente dans des systèmes de stockage thermique 
s’appelant les  LHTESs. L’objectif est de déterminer une corrélation entre les 
conditions climatiques et le potentiel de refroidissement libre, ainsi les propriétés 
optimales des LHTESs pour déférents conditions climatiques.  

Waqas et Kumar (2011) ont conçu un dispositif expérimental pour l’étude du 
refroidissement libre des structures particulièrement dans les climats secs et chauds. 
Ce refroidissement est basé sur le stockage du froid par des matériaux à changements 
de phase pendant la nuit et sa restitution pendant les heures de la journée.  

Tay et al (2012) se sont intéressés à la caractérisation et l’optimisation de l'énergie 
latente utile qui peut être stockée dans un système de stockage d’énergie thermique 
constitué de tubes cylindriques contenant un matériau à changement de phase. 
L'énergie utile stockée à l'intérieur du MCP a été déterminée en utilisant le modèle de 
calcul ‘effectiveness-NTU’. Les résultats trouvés ont montré que la densité de 
stockage d’énergie utile est affectée par la résistance thermique du système et son 
facteur de compacité.   

1.2.4 Utilisation des MCP dans le Bâtiment 
L’utilisation des MCP pour la climatisation de bâtiment peut être réalisée de deux 

manières, soit par son intégration directe dans le mur, ou bien en utilisant  des 
équipements contenant des MCP. 
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Halford et Boehm (2006)  ont utilisé des matériaux à changement de phase pour 
être installés au sein de l'isolation du plafond ou au mur pour aider à retarder les 
heures de pointe de la demande de climatisation. Le mur ou la structure de plafond est 
modelé comme un mur de trois-couches avec MCP dans le couche centrale. 

Deddy et al (2010) ont développé des modèles de simulation dynamique afin de 
définir des règles de conception thermique de bâtiments permettant d’aboutir à une 
réduction des consommations dédiées au conditionnement d'air.  Pour la simulation 
dynamique de ce problème, ils ont utilisé le modèle de bâtiment multizone de 
TRNSYS 

Kuznik et al (2006) ont utilisé le logiciel commercial Codymur qui a été adapté 
pour prendre en compte les MCP pour traiter un modèle physique qui est une structure 
de maison à ossature bois. 

Ravikumar et al (2008) ont étudié le refroidissement naturel des structures en 
utilisant les matériaux à changement de phase, trois type de plafond sont considérés, 
le premier type contient que de béton, le deuxième composé de deux couche, béton et 
un isolant, le troisième est le même que le deuxième avec l’isolant contient un MCP. 
Le model physique est traité en utilise le logiciel de simulation ANSYS 10.  

Arkar et al (2006) ont étudié numériquement et expérimentale l'efficacité du 
refroidissement libre dans un bâtiment à faible énergie, en utilisant un système de 
ventilation mécanique avec deux stockeurs d'énergie thermique par chaleur latente 
(LHTESs). Le logiciel TRNSYS était utilisé pour la simulation numérique. 

Zhou et al (2011) ont étudié numériquement la performance thermique  d’un 
système hybride de refroidissement d’espace avec ventilation en nuit, le stockage 
thermique avec la présence d’un matériau à changement de phase de forme stabilisée 
(SSPCM), la façade sud d’une chambre  de structure d’un bureau  
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2.1  Introduction 

Les problèmes du transfert thermique ont différentes possibilités de résolution 
mathématique que ce soit par des méthodes numériques,  analytiques ou semi-
analytiques. L’une de ces techniques semi-analytiques est l’utilisation des 
transformées de Laplace et de  Fourier. 

Dans cette partie, une étude est menée portant sur l’utilisation de la transformé de 
Laplace pour résoudre  l’équation de conduction thermique instationnaire dans 
l’espace de Laplace. Ensuite, la solution physique est obtenue numériquement par 
application de la transformé inverse de Fourier. Une comparaison avec des résultats 
numériques obtenus par la méthode des volumes est réalisée. 

2.2 Techniques d’inversion de la transformée de Laplace 

Les techniques de la recherche de la transformée inverse de Laplace utilisées dans ce 
travail sont : les techniques de Stehfest, Zakian et Fourier  

2.2.1 Méthode de Stehfest  
Cette technique d’inversion numérique a été introduite en premier temps par 
Graver (1966). Elle a été largement utilisée dans la littérature d'ingénierie 
pétrolière. L’approche utilisée dans l’algorithme de Stehfest est (Hassanzadeh, 
2007) : 
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Le paramètre n représente le nombre de termes utilisés dans la sommation, il doit 
être optimisé. L'augmentation de n augmente la précision du résultat jusqu'à un certain 
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point, puis la précision diminue en raison de l’augmentation des erreurs d'arrondi. 
Généralement, pour une simple précision, on prend n=10, et pour une double 
précision n=20 (Jannot, 2009). 

2.2.2 Méthode de Zakian  

La méthode de Zakian approche les fonctions dépendent du temps, en utilisant  la 
série infinie. Ainsi, f(t) est calculé comme une somme d'évaluations pesées de F(s) 
(Huddleston, 1999). 
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Les valeurs des constantes α et k  sont données dans le tableau 1. Cette méthode est 
rapide et facile à mettre en application, et il y’a un seul  paramètre libre n à optimiser 
pour obtenir des solutions précises. La méthode exige l’utilisation de l'arithmétique 
complexe  

 
i αi ki 

1   12.83767675  + j 1.666063445     -36902.08210 + j 196990.4257 
 

2   12.22613209  + j 5.012718792     +61277.02524 – j 95408.62551 
 

3   10.93430308  + j 8.409673116     -28916.56288 + j 18169.18531 
 

4   8.776434715  + j 11.92185389     +4655.361138 – j 1.901528642 
 

5 5.225453361  + j 15.72952905     -118.7414011 - j 141.3036911 
 

 
Tableau  2.1 : valeurs des paramètres αi et ki 

2.2.3 Méthode de séries de Fourier 
Dubner et Abate (1968) sont les premiers utilisateurs de cette technique pour la 

recherche de la transformée inverse de Laplace. La technique est basée sur le choix 
d’un contour d’intégration dans l’intégrale d’inversion, convertir ce dernier à la 
transformé de Fourier, ensuite, faire l’approximation de la transformé en utilisant les 
séries de Fourier, selon la relation suivant (Jannot, 2009) : 
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πω =  

 La somme infinie est dans la pratique calculée pour un nombre fini N de termes. On 
prendra en général N > 100. Cette méthode nécessite le choix de deux paramètres c et  
tmax

 Crump (1976) estime ces deux paramètres,  comme suit :  

max2
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t
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Pour diminuer l’erreur de troncature, on prend un temps de calcul plus  large que celui 

qui nous intéresse. Pour cela, le pas de temps est calculé à partir de la relation 

suivante : 

n

t
t

2

5.1 max=∆  

n détermine le nombre de valeurs de temps du calcul. On prend juste les valeurs de la 

fonction qui corresponds à  t<tmax  

2.2.4 Choix d’une technique d’inversion 

L’avantage des algorithmes de Zakian et Stehfest par rapport à celle de Fourier, est 

que ces deux méthodes sont simples à programmer. Ainsi, elles n’ont pas de 

paramètres à déterminer, par contre la méthode de Fourier est difficile à programmer 

(utilisation des nombres complexes), et aussi elle a besoin de déterminer les 

paramètres c et tmax pour minimiser l’erreur de troncature. Pour les avantages de la 

méthode de Fourier, elle est la plus précise par rapport aux deux autres méthodes, et 

elle est applicable quelque soit le type de la fonction approximée. Contrairement les 

méthodes de Zakian et Stehfest ne donnent pas de bons résultats quand la fonction 

approximée a des fluctuations (Hassanzadeh, 2007).  

Pour cela, nous avons  utilisé la méthode de Fourier pour la recherche de la 

transformée inverse de Laplace. 

2.3  Problème physique 

Dans cette partie, on considère un mur simple, à sa température initiale, subitement 
soumis à l’action de conditions thermiques au niveau de ses deux surfaces. Trois cas 
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sont considérés. Pour le premier cas, les températures de surfaces sont imposées. Pour 
les deux autres cas, les conditions de surface sont convectives. Soit, les températures 
ambiantes sont  constantes pour le 2ème cas ; l’une des  températures ambiantes est 
constante et l’autre fluctuante pour le 3ème cas. Ces différents cas sont illustrés par les 
figures suivantes : 

 

Figure  2-1 : Configuration du premier cas 

 

Figure  2-2 : Configuration du deuxième cas (avec T∞2  constante) 

L 

T∞1  h1 T∞2  h2 
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Figure  2-3 : Configuration du troisième cas (avec T∞2  fluctuante) 

 

2.3.1 Application des techniques d’inversion 

2.3.1.1 Solution dans l’espace de Laplace 

Les techniques de calcul décrites précédemment sont utilisées pour traiter un 
problème de  conduction thermique dans un conducteur passif sans la présence d’une 
source de chaleur. Les coefficients d’échange convectifs sont supposés constants.  Le 
problème est gouverné par l’équation suivante : 
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Premier cas : températures imposées 
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Deuxième cas : conditions convectives avec des températures ambiantes 
constantes 

L 

T∞1  h1 T∞2(t)  h2 
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Troisième cas : conditions convectives, l’une avec  température ambiante 
constante et l’autre fluctuante 










−=
∂
∂−

−=
∂
∂−

∞

∞

))((

)(

222

111

tTTh
x

T

TTh
x

T

s

s

λ

λ
pour 





=
=

Lx

x 0
                                                               2.8                                                                   

Avec  

)sin()( 22
'
22 taTtT ω+= ∞∞                                                                                            2.9 

Avec le changement de variable suivant: 

iTtxTtx −= ),(),(θ                                                                  
 

L’équation (1) devient : 
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Pour le premier cas, les conditions aux limites s’expriment par :





=
=

2

1

),(

),0(

θθ
θθ

tL

t
                                                                                                                     2.11                                                                                                                             

Pour le deuxième cas, on a : 










−=
∂
∂−

−=
∂
∂−

∞

∞

)(

)(
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θθθλ

θθθλ

s

s

h
x

h
x

   

pour  




=
=

Lx

x 0
                                                                 2.12                                                     

Pour le troisième cas : 



Chapitre 2Chapitre 2Chapitre 2Chapitre 2    
 

19 

 









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∂
∂−

∞
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h
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s

s

θθθλ

θθθλ

  

pour  




=
=

Lx

x 0
                                                           2.13                                                                

Transformé de Laplace 

On applique  la transformé de Laplace selon la variable temps, donc l’équation (6) 
devient : 

02
2

2
=− θθ

k
dx

d
                                                                                                         2.14                                                                                    

Avec 
a

p
k =2

 

p : constante  de Laplace 

La solution de l’équation 2.14  est de la forme : 

)exp()exp(),( kxBkxApx +−=θ                                                                       2.15 

La transformé des conditions aux limites vers l’espace de Laplace 

Pour le premier cas  










==

==

2
2

1
1

),(

),0(

θθθ

θθθ

p
pL

p
p

       Pour 




=
=

Lx

x 0
                                                                  2.16                    

A partir  de 2.15 et  2.16 










==+−

==+

2
2

1
1

)exp()exp( θθ

θθ

p
BkLAkL

p
BA

                                                                          2.17                                                                      

Pour le deuxième cas 
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                                                               2.18                                                      

A partir 2.12 et  2.18 


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                                    2.19 

Pour le troisième cas 
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A partir de 2.12 et 2.20 


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Avec 







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

+
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=
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∞
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1
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p
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p
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                                                                               2.22 

      Les équations 2.17, 2.19, 2.21 peuvent être mises sous forme matricielle : 

       

2

1

2221

1211 .
b

b

B

A

aa

aa
=  

      Tels que : 
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 Premier cas Deuxième cas Troisième cas 
11a  1 

k
h1

1
λ+  k

h1

1
λ+  

12a  1 
k

h1

1
λ−  k

h1

1
λ−  

21a  )exp( kL−  
)exp()1(

2

kLk
h

−− λ
 )exp()1(

2

kLk
h

−− λ
 

22a  )exp(kL  
)exp()1(

2

kLk
h

λ+  )exp()1(
2

kLk
h

λ+  

1b  

p
1θ

 
p

1∞θ
 

p
1∞θ

 

2b  

p
2θ

 
p

2∞θ
 

))(( 2 tL ∞θ  

Tableau  2.2 : les éléments des matrices 

Donc : 

2221

1211

222

121

det

det

aa

aa

ab

ab

A =

         2221

1211

221

111

det

det

aa

aa

ba

ba

B =  

2.3.1.2 Recherche de la transformée inverse de Laplace en utilisant la méthode 
de Fourier  

Après avoir obtenue la solution dans l’espace de Laplace, on procède à  la 
recherche de la transformée inverse de Laplace dans l’espace réel, en utilisant la  
technique d’inversion par séries de Fourier (équation 2.4) : 

[ ] [ ]












 ∞

=
+−+++= ∑

1

))sin()(Im)cos()((Re
2

)(

max

)exp(
)(

k

tkkjCtkkjC
c

t

ct
iTtT ωωθωωθθ             2.23 

                                                                                                                                                                                                                                                       

Avec : 

 

 

On suppose que l’erreur de troncature est de l’ordre de 10-3  (Dubner , 1968) Donc : 

maxt

k
k

πω =
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max

3

2

)10ln(

t
c

−
=  

Le programme de calcul est exécuté selon l’algorithme suivant : 

- détermination de c et tmax 

- calcul de ωk 

- calcul de A et B (solution dans l’espace de Laplace) 

-  détermination de la valeur de T à l’instant t à partir de l’équation 2.23 

- fin des calculs si t=tmax 

2.3.2  Solution numérique du problème 
Pour la discrétisation des équations représentant les trois cas précédents, on applique 
la méthode des volumes finis, selon un schéma explicite. Le domaine, de maillage 
uniforme, comporte ni volumes de contrôles, la distance entre deux nœuds est ∆X. 

 

Figure  2-4 : maillage par la méthode des volumes finis 

Pour le premier cas : températures imposées 
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                                                                                                                      2.24                                                                                                                               

Nœud intérieur 
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Dernier nœud 

2
1 TT j

n =+
                                                                                                                     2.26  

Deuxième cas : conditions convectives avec températures ambiantes constantes 

Premier nœud 
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Nœud intérieur 
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Dernier nœud 
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Troisième cas : conditions convectives, l’une avec température ambiante constante et 
l’autre fluctuante 

Les mêmes équations du 2ème cas sont utilisées à la seule différence de remplacer   

2∞T par ( )tT 2∞ . 

Etude de la stabilité 

La condition de la stabilité numérique pour un schéma explicite exige que la valeur 
du coefficient de la température adimensionnelle au nœud étudié (i) et à l’instant k 

(��
�)  au niveau de l’équation discrétisée sera supérieure ou égale à zéro. Cette 

condition concerne l’ensemble des nœuds du mur. Nous considérons le cas le plus 
général (troisième cas). 

Pour les nœuds 1 et N : 01
2

≥−
x

ta

∆
∆

 ou  
a

x
t

2∆∆ ≤  

Pour un nœud intérieur i Ni pp1  : 021
2

≥−
x

ta

∆
∆

 ou 
a

x
t

2

2∆∆ ≤  

Ainsi, la condition sur le pas de temps pour tous les nœuds  du mur est : 







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a

x
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t

2
,min
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x
t
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2∆∆ ≤  
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2.4 Résultats et discussions 

En premier lieu, nous procédons à une comparaison des résultats des calculs 
correspondants aux deux méthodes (séries de Fourier et volumes finis) :  

Le mur simulé ici est en béton, possédant les propriétés physiques suivantes :  

conductivité thermique : k  
(W/m K) 

Capacité calorifique (Cp) 
(J/kg K) 

Masse volumique (�) 
(kg/m3) 

1.4 880 2300 

Tableau  2.3 : propriétés du béton (Amir, 1996) 

L’épaisseur du mur est L=0.15 m  

Pour la méthode des volumes finis, le nombre utilisé des nœuds est ni=41 

2.4.1 Températures imposées 
Le mur initialement à la température Ti=288 K, les deux températures imposées sont 
T1=298 K, T2=268 K, tmax=25000 s. 

Les figures 2.5 (a)-(b), ainsi, 2.6 (a)-(b) montrent que la température prend des 
valeurs fixes au niveau des deux surfaces extérieures (températures imposées). Pour la 
partie du mur proche de la surface chaude, la température augmente en premier temps 
et commence a chuté quand l’effet de la condition froide arrive. Pour la partie proche 
de la surface froide et à partir du centre du mur, les températures représentant cette 
région décroissent à cause  l’effet de la condition froide et tendent  vers des valeurs 
constantes représentent l‘état stationnaire. La comparaison entre les deux figures 
montre une bonne concordance entre la méthode semi analytique (Laplace - séries de 
Fourier) et la méthode des volumes finis.  

  

 
 (a) (b)  

Figure  2-5 : évolution de la température au cours du temps (a) méthode semi 
analytique   "Laplace + séries de Fourier", (b) méthode des volumes finis 
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(a) (b)  

Figure  2-6 : profil de température (a) méthode semi analytique   "Laplace + séries de 
Fourier",  (b) méthode des volumes finis 

2.4.2 Deux conditions convectives avec des températures ambiantes constantes 
Le mur initialement à la température Ti=288K, la température ambiante chaude 
T∞1=298K, la température ambiante froide T∞2=268K, les deux coefficients 
d’échanges thermiques des deux milieux ambiants sont les mêmes  h1= h2=10 W/m2K, 
tmax=140000 s. 

A partir des figures 2.7 (a)-(b), ainsi que 2.8 (a)-(b), on voit que les températures des 
surfaces tendent  vers des valeurs proches de celles des températures ambiantes. Pour 
la partie proche du milieu ambiant chaud, la température augmente en premier temps 
et commence a chuté quand l’effet de la condition froide arrive jusqu'à atteindre l’état 
stationnaire. Pour la partie proche du milieu ambiant  froid les températures chutent  
jusqu'à atteindre l’état stationnaire. On remarque aussi que les résultats obtenus par 
les deux méthodes sont très proche. 

  
(a)  (b) 

Figure  2-7 : évolution de la température au cours de temps (a) méthode semi 
analytique   "Laplace + séries de Fourier", (b) méthode des volumes finis 
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(a)  (b)  

Figure  2-8 : profil de la température (a) méthode semi analytique   "Laplace + séries 
de Fourier", (b)  méthode des volumes finis 

2.4.3 Deux conditions convectives, l’une avec  température ambiante constante 
et l’autre fluctuante 

Toujours, le mur initialement à la température Ti=288 K, la température ambiante 
chaude T∞1=298 K, la température ambiante froide est fluctuante : T∞2=268+5sin(ωt),  

(am=5). On  considère une durée de 24 heures donc ω=
��

�
 →ω=7.27 10-5 s-1. Les deux 

coefficients d’échanges convectifs représentant  les deux milieux ambiants sont les 
mêmes  h1= h2=80  W/m2 K. 

Les Figures 2.9 (a)-(b), ainsi, 2.10 (a)-(b) montrent que  l’effet de la température 
fluctuante atteint tout le mur, donc toutes les températures qui caractérisent le mur 
subissent des fluctuations.  

(a)  (b)  
Figure  2-9 : évolution de la température au cours de temps (a) méthode semi 

analytique   "Laplace + séries de Fourier", (b) méthode des volumes finis 

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14

276

278

280

282

284

286

288

290

292

294

te
m

pé
ra

tu
re

 (
K

)

position (m)

 t=0
 t=102 5 S
 t=542 0 S
 t=146 48 S
 t=320 80 S
 t=896 48 S

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14

276

278

280

282

284

286

288

290

292

294  t=0
 t=1025 S
 t=5420 S
 t=14648 S
 t=32080 S
 t=89648 S

te
m

p
ér

a
tu

re
 (

K
)

position (m)

0 50000 100000 150000 200000 250000 300000
274

276

278

280

282

284

286

288

290

292

x=L

x=0.105 m

centre

x=0.045 m

x=0

 

te
m

p
ér

a
tu

re
 (

K
)

temps (s) 
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000

274

276

278

280

282

284

286

288

290

292

x=L

x=0.105 m

centre

x=0.045 m

x=0

 

te
m

p
ér

a
tu

re
 (

K
)

temps (s)



Chapitre 2Chapitre 2Chapitre 2Chapitre 2    
 

27 

 

  
(a)  (b)  

Figure  2-10 : profil de la température (a) méthode semi analytique "Laplace + séries 
de Fourier",             (b) méthode des volumes finis 

On constate que les résultats trouvés par la méthode semi-analytique (Laplace /séries 
de Fourier) et celles trouvés par la méthode des volumes finis sont en concordance 
(pour les cas étudiés).  

2.5 Conclusion 

L’étude réalisé dans ce chapitre, solution obtenue par  la technique semi analytique, 
basée sur le calcul numérique de la transformée inverse de Laplace, donne une autre 
possibilité pour la résolution des problèmes de la conduction thermique, avec une 
certaine précision qui dépend de la méthode utilisée pour l’inversion. Par exemple, les 
deux méthodes Stehfest et  Zakian n’ont pas la précision de la méthode des séries de 
Fourier, malgré qu’ils sont plus simple à programmer que cette dernière. Pour 
l’exemple étudié dans ce travail, la méthode des séries de Fourier apparait qu’elle a 
une bonne précision. Les résultats s’accordent avec ceux trouvés par la méthode des 
volumes finis. 
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3333 Chapitre 3Chapitre 3Chapitre 3Chapitre 3    : Etude de transfert thermique : Etude de transfert thermique : Etude de transfert thermique : Etude de transfert thermique dans dans dans dans un mur un mur un mur un mur 

monocouche avec changement de phasemonocouche avec changement de phasemonocouche avec changement de phasemonocouche avec changement de phase    

3.1 Introduction 

Cette partie de notre travail, concerne l’étude du transfert de chaleur dans un mur, 
avec la présence de changement de phase par solidification. Le MCP est initialement à 
l’état liquide. Ce changement de phase est crée à cause de l’effet d’une condition 
convective froide imposé sur l’une des surfaces extérieures du mur (surface droite), ou 
sur ses deux surfaces (droite et gauche). L’objectif est d’étudier la cinétique de la 
solidification. Le problème physique est formulé par un système mathématique exprimé 
en formulation enthalpique. La discrétisation des équations est réalisée par la méthode 
des volumes finis, avec un schéma explicite. La validation est réalisée par comparaison 
avec la solution analytique de Neuman du problème de Stefan. L’évolution temporelle du 
front de solidification, de la température et de l’enthalpie, ainsi que l’effet des conditions 
convectives imposées sont présentées. 

3.2 Présentation du problème physique  

Nous étudions le transfert de chaleur en présence du  changement de phase  lors de la 
solidification d’un matériau à changement de phase (MCP).  

            
Figure  3-1 : Schématisation du problème physique :                                                                            

cas d’un mur MCP : paroi monocouche 

Le mur MCP a une épaisseur 2Lm et une température initiale  �� . A l’instant t=0 : les 
deux surfaces extérieures du mur sont assujetties à deux conditions convectives. L’une 
définie par (hc,T∞c) dont la température du fluide ambiant T∞c prend différentes valeurs 

S1 S2 

2Lm 

T∞c  hc T∞f  hf 

MCP 
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(chaude ou froide) et l’autre définie par (hf,T∞f) prend seulement une température 
ambiante froide T∞f , tels que : T∞f<Tm , afin de réaliser la solidification.  

3.3  Modèle physique  

Le problème étudié dans cette partie concerne le transfert de chaleur par conduction 
thermique associé au changement de phase (solidification) sans prendre en considération 
le phénomène de convection naturelle dans le MCP. Le modèle physique est gouverné 
par l’équation générale de chaleur appliquée à chacune des phases solide et liquide. 
L’équation générale de la chaleur se réduit ainsi : 

0)( =∇− Tkdiv
dt

dT
cρ

                                                                                             
  3.1 

Hypothèses simplificatrices 

- la déformation de volume due à la variation de température est négligeable.  
- absence de source de chaleur. 
-absence de la convection naturelle au cours du changement de phase. 
- la variation de température est unidimensionnelle. 
-L’enveloppe contenant le MCP est supposée de faible épaisseur et d’un matériau de 
bonne conductivité thermique pour qu’on puisse négliger sa résistance thermique. 

- Les propriétés physiques du MCP (conductivité thermique k, capacité calorifique c, 

densité massique �) sont les mêmes dans les phasessolide et liquide. 

-Les températures des fluides et les coefficients d’échange sont considérés constants. 
 
Ainsi, le problème est complètement formulé. 

3.3.1  Formulation mathématique 

Equations de la chaleur : 

Sous les hypothèses précédentes, le problème est gouverné par le système suivant : 
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3.3.1.1 Condition initiale  

A l’instant t=0, en chaque point du conducteur, la température est exprimée par :  

( ) iTxT =0,                                                                                                                                  3.3 

3.3.1.2 Conditions aux limites  
La condition convective chaude est présentée au niveau de la surface gauche S1 : 
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:0=x   ( )1, TTh
x

T
k cc −=

∂
∂− ∞                                                                                             3.4 

La condition convective froide est présentée au niveau de la surface droite S2 :

:2 mLx =   ( )ff TTh
x

T
k ,2 ∞−=

∂
∂−                                                                                    3.

5 

3.3.2 Formulation adimensionnelle en variable enthalpique 

Dans ce problème à changement de phase, la présence d’une interface solide-liquide 
mobile (front de changement de phase) rend difficile la mise en œuvre d’une solution 
numérique du système d’équations différentielles partielles de transfert de  chaleur. La 
formulation en variable enthalpique  vient surmonter ce problème car l’enthalpie 
représente l’énergie totale par unité de volume sous forme de chaleur sensible et latente.  

hh ρ=                                                                                                                                 3.6 

Où h est l’enthalpie massique donnée par : 

f

T

LcdTh ϖ+= ∫
0

                                                                                                                3.7 

Le premier terme quantifie l’énergie sensible (avec c la chaleur spécifique), alors que le 
second terme représente la chaleur latente où ϖ   est la fraction liquide (égale à 1 pour la 
phase liquide, et à 0 pour la phase solide). Donc : 

0)( =∇− Tkdiv
dt

dh
                                                                                                             3.8 

En utilisant la définition de l’enthalpie, le système représenté par les équations 3.2 se 
réduit à une seule équation. Comme, la variation est selon une seule direction (x), 
l’équation 3.8 devient :  










∂
∂

∂
∂=

∂
∂

x

T
k

xt

h
                                                                                                                            3.9 

3.3.2.1 Les équations adimensionnelles  

Pour faciliter le traitement numérique, posons les grandeurs adimensionnelles suivantes : 

- Coordonnées : 

( ) t
LL

x
Xtx

m

ref

m
2

    ,
α

τ ==a                                                                                           3.10 

-Variables physiques : températures et enthalpie 
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( )
refh

h
Hh =a                                                                                                               3.12 

Notons que :
 

)(:10 imfm TTT ≤≤≤≤ ∞θ                                                                                             3.13 

)(: 0 fcc TT ∞∞∞ ≥≥θ                                                                                                       3.14 

 (a) 0=∞cθ  : )( fc TT ∞∞ =
   

(b)

 

1pc∞θ : )( ic TT p∞   
(c) 1=∞cθ  : )( ic TT =∞                                      

(d)

 

1fc∞θ  :

 

)( ic TT >∞  
 

-Conditions convectives 

( )arefmccff kLThTh ,,,,, ∞∞
ref
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ref
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c k
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Bi =                                                   3.15 

-Etat initial 

( )
fmref

ref
fmfi L

h
SteLTT

ρ
=− ∞ a,                                                                                    3.16 

-Propriétés physiques
 

refk

k
K =  

refc

c
C =                                                                                                                        3.17 

-Grandeurs de références 

( )firefrefref
refref

ref
refsrefsrefsref TTch

c

k
cckk ∞−===== ρ

ρ
αρρ    ;  ;  ;  ;                 3.18 

En se basant sur les grandeurs adimensionnelles définies ci-dessus, les équations du 
modèle s’écrivent ;  

Equations de la chaleur : 
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                                                                                                                    3.19    
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3.3.2.1.1 Condition initiale  
( ) 10, =Xθ                                                                                                                                        3.20 

3.3.2.1.2 Conditions aux limites  

Surface 1 :  

( )ccBi
X

KX ,1:0 ∞−=
∂
∂= θθθ

                                                                                         3.21 

Surface 2 :  

2.:2 θθ
fBi

X
KX −=

∂
∂=                                                                                                   3.22 

Les relations liant la température et l’enthalpie adimensionnelles s’expriment par :  
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                                                                      3.24 

3.4 Solutions numériques 

La résolution numérique des équations du modèle physique est réalisée en utilisant la 
méthode des volumes finis  

3.4.1  Le maillage 

Pour la génération de maillage, nous avons choisi un pas d’espace uniforme où 

l’espace inter-nœuds est ∆X. Chaque nœud représente le centre de ce qu’on appelle 
volume de contrôle dont les faces de gauche et de droite sont notées respectivement w et 
e, les nœuds adjacents recevront les notations W et E. 

 
Figure  3-2 : Maillage : cas d’un mur MCP 
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3.4.2  Discrétisation des équations 

Les équations du modèle, exprimées en formulation enthalpique, sont discrétisées par 
la méthode des volumes finis. La région intérieure du domaine physique comporte N 

nœuds, espacés d’un pas uniforme ∆X.  

Le domaine commence et se termine par des demi-volumes. La discrétisation par 
rapport à la variable temporelle entre les instants τ et τ + Δτ est réalisée en utilisant le 
schéma explicite. Ainsi : 

 

Pour les nœuds intérieurs : 
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Pour le premier nœud  
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Pour le dernier nœud  
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3.4.3  Etude de la stabilité  

Comme le schéma utilisé pour la discrétisation des équations est explicite, une étude 
de la stabilité numérique est nécessaire. Par conséquent, la valeur du coefficient de la 

température adimensionnelle au nœud étudié (i), à l’instant j (��
!
)  sera supérieure ou 

égale à zéro (Popa, 2002). 

En utilisant (3.21) et en remplaçant ew XX −  par X∆  : 

Pour le premier nœud l’équation discrétisé (3.24)  peut s’écrire :  
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Pour un nœud intérieur, l’équation discrétisé (3.24)  peut s’écrire :  
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Pour le dernier nœud, l’équation discrétisé (3.24)  peut s’écrire :  
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Devant cette analyse  et pour garantir la stabilité numérique de la méthode de résolution, 

il faut : 
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3.4.4  Détermination de la position du front solide-liquide dans le mur MCP 

L’énergie totale contenue dans un volume de contrôle est exprimée par :  
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                                                         3.28 
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Où "#�, "$, "% sont respectivement le volume adimensionnel du volume fini, le volume de 
la fraction solide et celle liquide. 

Pour un volume de contrôle subissant un changement de phase  m
i θ=θ  , soit :

  
leii V
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= 1
    ou 

ei
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= 1
                                                                             3.29 

Quand le front de solidification atteint le nœud i  la valeur d’enthalpie à cet instant est :  






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=
Ste

Hc 2

1
                                                                                                                      3.30 

Cette expression est utilisée comme critère de contrôle de la position du front. 

Pour l’estimation de l’instant de la solidification d’un nœud i donné, on procède ainsi : 

considérons deux instants successives)( jτ et )1( +jτ , si )()1( jHHjH i
c

i ≤≤+  alors la 

solidification se produit à l’instant tionsolidificaτ située dans cet intervalle de temps : 

)1()( +≤≤ jj tionsolidifica τττ  et qui sera déterminé par interpolation. 

On suppose que cette enthalpie varie linéairement pour tout l’intervalle de temps. Le 
temps de solidification du nœud i s’exprime par : 

( ) τ∆+=τ Xji
                                                                                                                             3.31        

Où X est estimée par interpolation linéaire sur le domaine du temps 

 
 

Figure  3-3 : Enthalpie d’un nœud i entre deux instants successifs 
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3.4.5 Algorithme de résolution  

-Initialisation du champ de température et de l’enthalpie ),( Hθ   

-Définition de la valeur critique de l’enthalpie cH
 

A chaque instant (j), on réalise pour tous les noeuds : 

- le calcul des nouvelles valeurs d’enthalpie à partir des équations discrétisées. 

- la mise à jour des températures.  

- la détermination du temps de la solidification de chaque nœud. 

- la sauvegarde des résultats 

3.4.6 L’effet de maillage 
Le  nombre de nœuds utilisés est choisi sur la base de la diminution des oscillations de la 
température au niveau de la surface soumise à la condition convective froide. (figure 3-
4). 

Afin de mieux observer ces oscillations, on a donné aussi un agrandissement de cette 
figure. 

 

(a) 

0 1 2 3 4 5

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

θ 1

τ

 n=11
 n=21
 n=41
 n=81
 n=111
 n=191



Chapitre 3Chapitre 3Chapitre 3Chapitre 3    
 

37 

 

 

(b) 

Figure  3-4 : Evolution temporelle de la température de la surface soumise à la condition 
convective froide pour différents nombres de nœuds 

 

La figure ci-dessus montre   bien que les oscillations diminuent avec l’augmentation du 
nombre de nœuds n. A partir de n=81, ces oscillations sont fortement atténuées. Cette 
valeur sera utilisée dans les simulations numériques. 

3.5 Validation de la méthode de calcul     

Les résultats obtenus sont comparés avec la solution analytique de Neuman du 
problème de Stefan.  

 

Validation : MCP avec deux conditions convectives 

la  validation du présent travail est effectuée par comparaison avec la solution analytique 
de Neuman du problème de Stefan (Amir, 1996). Le problème de Stefan est défini 
comme suit : il s’agit  de la solidification (ou fusion) d’un mur semi-infini de MCP pur, 
initialement à la température Ti=Tm , avec une température imposée constante à la surface 
x=0. Ce mur est isolé partout ailleurs. Les propriétés thermophysiques sont supposées 
constantes. La solidification se produit à la température de fusion Tm . L'interface liquide-
solide est supposée plane, le transfert de chaleur se fait uniquement par conduction à 
travers le MCP. 
La solution analytique de ce problème est la solution classique de Neumann  (Amir, 
1996). La position du front de fusion est donnée par: 

tts lαλ2)( =                                                                                                 3.34 

Où 
  
λ  est la solution de l'équation transcendante suivante : 

π
λλ λ Steerfe =)(

2
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Avec : Ste nombre de Stephan, défini par : f
ll

L
TcSte ∆=    mll TTT −=∆  

 

Une approximation analytique de la racine λ de l’équation 3.42 est donnée par : 

 

[ ]SteSteSte 15.083.0)5642.0(21.01706.0 −−≈λ
                                                                     3.35 

Cette approximation engendre une erreur inférieure à 1% pour  0<Ste<0.83  

Application dans le cas de la paraffine tétradécane (C14H30) 

La couche de MCP est de la paraffine tétradécane, avec une épaisseur de 8 cm. Cette 
couche, initialement à l’état liquide, a une température initiale égale à sa  température de 
fusion (paraffine), donc Ti=Tm =278.5K. La surface x=0 est soumise à une température 
constante 268.5K, tandis que l’autre surface x=8 cm est supposée isolée thermiquement 
(adiabatique).  
La position du front de solidification en fonction du temps a été déterminée 
analytiquement à l'aide des équations (3.34) et numériquement à l’aide du présent 
modèle. 
La figure suivante (3.5)  montre la position du front en fonction du temps. On remarque 
que les deux courbes sont presque confondues  avec une erreur inferieure à 1%. 

 
Figure  3-5 : l’évolution du front de solidification en fonction du temps 

Après avoir développé l’étude numérique comportant la génération du maillage, la 
discrétisation des équations, l’étude de la stabilité et la validation du modèle physique, 
nous présentons les résultats obtenus à partir de notre programme de calcul. 
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3.6 Résultats et discussions 

Dans cette partie, nous considérons un mur simple constitué d’un matériau à changement 
de phase soumis à deux conditions convectives au niveau de ses deux surfaces. Soit : une 
condition convective pouvant prendre différentes températures  (chaude ou froide) au 
niveau de surface S1 et une condition convective froide au niveau de la surface S2. 
 

À partir de notre programme de calcul, on produit  les résultats suivants : la 
distribution de la température et de l’enthalpie en fonction des grandeurs physiques 
adimensionnelles, la position du front, le temps de la solidification complète, les limites 
de la solidification.  

Ces résultats sont obtenus pour les conditions physiques suivantes : K=1, C=1,   Bif =7 
, la température de fusion adimensionnelle θm=0.7 
 

3.6.1 Variation de la température et de l’enthalpie 
Le profil de la température et de l’enthalpie dépend de nombreuses grandeurs physiques : 
température ambiante chaude, température ambiante froide, nombre de Biot, nombre de 
Stefan, degré de surchauffe, ...  

3.6.1.1  Cas 1 : θ∞c=0 : T∞c=T∞f   
Le mur est soumis à la même condition convective froide sur ses deux surfaces           
(θc=θf =0).  
Pour ce cas, les Figures 3.6 (a) et (b) montrent la symétrie de la distribution de la 
température et de l’enthalpie. Au niveau de la position centrale, le mur déstocke de la 
chaleur, en premier temps, par chaleur sensible qui se  traduit par la chute de la 
température et de l’enthalpie. Ensuite, la température atteint une valeur égale à la 
température de fusion, sur un intervalle réduit de temps où le MCP se solidifie, donc, 
déstockage par chaleur latente. Ce domaine de changement de phase correspond à une 
discontinuité de l’enthalpie.  Ensuite, la température et l’enthalpie continuent à chuter et 
le déstockage se fait par chaleur sensible. Enfin, pour un temps suffisamment important, 
le MCP atteint la température du milieu ambiant extérieur.  
. 
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(a) 

  

(b) 

Figure  3-6 : température adimensionnelle (a), enthalpie adimensionnelle (b) : (θ∞c=0 : 
T∞c=T∞f ) 

3.6.1.2  Cas 2 : θ∞c=0.7 : (Tc<Ti) 
Cette fois-ci, les conditions convectives chaude et froide ne sont pas identiques. Comme 
apparait dans les figures 3.7 (a) et (b), le profil de la température prend les mêmes 
variations que pour le cas précédent. Soit, en premier temps, un chute de température 
(déstockage par chaleur sensible). Ensuite, la température retrouve la température de 
changement de phase sur un intervalle réduit de temps correspondant à la phase de 
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solidification du MCP (déstockage par chaleur latente). Enfin, une dernière variation 
décroissante (déstockage par chaleur sensible) jusqu’au l’état stationnaire. Pour ce 
deuxième cas, on remarque un croisement des courbes au moment où les températures 
tendent vers l’état stationnaire. Ceci s’explique par le fait que l’état stationnaire de 
chaque nœud dépend de sa position et des conditions convectives imposées aux surfaces 
extérieures Par exemple, les nœuds voisins de la surface soumise  à la condition froide 
ont un état stationnaire caractérisé par une température sensiblement égale à la 
température froide θf=0. Concernant les nœuds proches de la surface chaude sont 
caractérisées par une température proche de θc=0.7. L’état stationnaire des autres nœuds 
est caractérisé par des températures intermédiaires entre θf et θc. 

 
(a) 

 

 
(b) 

Figure  3-7 : température adimensionnelle (a), enthalpie adimensionnelle (b) : θ∞c=0.7 : 
(Tc<Ti) 

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

Bi
c
=7

Ste=3

θ
c
=0.7  surface 1

 L
*
/4

 centre

 3L*/4
 surface 2

θ

τ

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0
-0,8
-0,7
-0,6
-0,5
-0,4
-0,3
-0,2
-0,1
0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7

Bi
c
=7

Ste=3

θ
c
=0.7  surface 1

 L
*
/4

 centre

 3L*/4
 surface 2

H

τ



Chapitre 3Chapitre 3Chapitre 3Chapitre 3    
 

42 

 

 

3.6.1.3  Cas 3 : θ∞c=1 : (Tc=Ti) 
Dans ce cas, la température Tc du fluide de convection (coté surface S1) est égale à la 

température initiale Ti . Les Figures 3.8 (a)-(b) montrent que la région qui contienne le 

MCP peut être divisée en deux  parties : la première proche de la surface 1 où l’effet de la 

condition convective froide est négligeable. On remarque une chute de la température 

jusqu’à l’état stationnaire, et le déstockage est complètement par chaleur sensible (pas de 

changement de phase). La seconde partie désignant  le reste de la région MCP, située loin 

de la surface froide S1, l’effet de la condition convective  froide est présent, le 

changement de phase peut être réalisé, on distingue les deux types de déstockage de 

chaleur sensible et latente. En effet, en premier temps, une chute de température 

désignant le déstockage par chaleur sensible, ensuite, un déstockage par chaleur latente 

lors de la solidification où la température prend une valeur constante sur un petit 

intervalle de temps. Ensuite, la température continue à chuter jusqu’à l’état stationnaire 

qui  dépende toujours de la position du nœud par rapport aux surfaces extérieures. 
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(b) 

 
Figure  3-8 : température adimensionnelle (a), enthalpie adimensionnelle (b) : θ∞c=1 : 

(Tc=Ti) 

 

3.6.1.4 Cas θ∞c=1.2 : (Tc>Ti) 
Pour ce cas, on a une condition convective chaude θc=1.2 et  froide  θf=0. Les Figures 3.9 
(a) et (b)  montrent qu’on peut diviser  la couche MCP en quatre parties sachant que la 
première couvre la partie la plus proche de la surface 1 où le MCP subit l’effet de la 
condition convective chaude et stocke la chaleur (représenté par l’augmentation de la 
température et de l’enthalpie jusqu’à l’état stationnaire). La deuxième partie, située 
proche de la première dont le MCP, en premier temps stocke la chaleur (l’effet de la 
condition chaude) ensuite commence à déstocker la chaleur subissant l’effet de la 
condition froide et atteint l’état stationnaire ;  le stockage et le déstockage dans cette 
partie est par chaleur sensible. La troisième partie située  au milieu du MCP où ce dernier  
déstocke la chaleur par chaleur sensible (représenté par la chute de la température). La 
dernière partie couvre les nœuds les plus proches de la surface 2, on remarque les deux 
types de déstockages à cause de l’effet de la condition convective froide: le MCP 
commence à déstocker la chaleur par chaleur sensible (représenté par la chute de la 
température), ensuite par chaleur latente où se réalise le changement de phase, enfin un 
autre déstockage par chaleur sensible jusqu’à l’état stationnaire. 
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(a) 

 
(b) 

 
Figure  3-9 : température adimensionnelle (a), enthalpie adimensionnelle (b) : θ∞c=1.2 : 

(Tc>Ti), Bic=7, Ste=3 

3.6.2 Evolution du front de solidification 
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grande ; ce qui montre que la condition chaude a pour effet de retarder ou de freiner la 
solidification. 

 

 

 

Figure  3-10 : évolution du front de solidification en fonction de  θc (θm=0.7, Bic=7, Ste=3) 

 

3.6.2.2  L’effet de Bic sur la position du front : 
Les mêmes remarques peuvent être déduites pour θc =1.2 et θc =0.7 (Figures 3.11, 3.12), 

en effet avec l’augmentation de Bic , le flux convectif chaud augmente donc le nœud a 

besoin de plus de temps pour se solidifier et parfois ne se solidifie pas. Cependant pour θc 

=0, on voit que Bic  est presque sans influence sur la position du front à cause de la 

symétrie des conditions aux limites. Pour θc =0.7 et θc =0,  la solidification est complète 

quelque soit la valeur de Bic . Pour  θc =0.7, la solidification commence dés la surface 2 et 

tend vers la surface 1. Pour  θc =0, la solidification commence à partir des deux surface 

extérieures et progresse vers la partie centrale (figure 3.13). Pour θc =1.2, la solidification 

est incomplète puisque la condition chaude fait freiner le déplacement du front et retarde 

la cinétique de solidification. 
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Figure  3-11 : évolution du front de solidification en fonction de Bic (θc=1.2) 

 

 

Figure  3-12 : évolution du front de solidification en fonction de Bic (θc=0.7) 
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Figure  3-13 : évolution du front de solidification en fonction de Bic (θc=0) 

3.6.3 Temps de la solidification complète 

3.6.3.1 L’effet de ste 
Les Figures 3.14, 3.15, 3.16 montrent que le temps de la solidification complète diminue 
avec l’augmentation du nombre de Stephan (Ste). On constate aussi que l’augmentation 
de θc retarde le phénomène de solidification. 

 

 

Figure  3-14 : Temps de la solidification complète en fonction du nombre de Ste                 
(θc=1.2, Bic=7, θm=0.7) 
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Figure  3-15 : Temps de la solidification complète en fonction du nombre de Ste               
(θc=0.7, Bic=7, θm=0.7) 

 

Figure  3-16 : Temps de la solidification complète en fonction du nombre de Ste                   
(θc=0, Bic=7, θm=0.7) 
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Selon les figures 3.17, 3.18, 3.19, on remarque que pour θc =1.2, la solidification est 
incomplète, à chaque valeur de θm correspond une limite de solidification différente, ainsi 
on ne peut pas définir un temps de solidification complète. Pour θc =0.7, la solidification 
est complète pour θm ≥0.6,  à partir de cette valeur, l’augmentation de θm produit une 
diminution du temps de la solidification complète. Pour θc =0, la solidification est 

complète,  τc diminue avec l’augmentation de θm . Ceci s’explique qu’avec 
l’augmentation de θm , l’influence de la température chaude sur le ralentissement de la 
solidification devient faible, le MCP aura besoin de moins de temps pour se solidifier.  
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Figure  3-17 : le temps de la solidification complète en fonction du degré de surchauffe 
(θc=1.2, Bic=7, Ste=3) 

 

 

Figure  3-18 : le temps de la solidification complète en fonction                                                   
du dégrée de surchauffe (θc=0.7, Bic=7, Ste=3) 
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Figure  3-19 : temps de la solidification complète en fonction du dégré de surchauffe 
(θc=0, Bic=7, Ste=3) 

3.6.3.3 L’effet de Bic 
Les figures 3.20, 3.21, 3.22 montrent que pour le cas θc =1.2, la solidification est 
incomplète. La variation du temps de la limite de solidification en fonction de Bic est 
aléatoire. Pour θc =0 et θc =0.7 la solidification est complète. Le temps de la solidification 
complète diminue avec Bic, à cause de ralentissement de l’effet de la condition 
convective chaude  par la résistance thermique de la couche solide.  

 

Figure  3-20 : temps de la solidification complète en fonction de Bic                                          

(θc=1.2, Ste=3, θm=0.7) 
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Figure  3-21 : temps de la solidification complète en fonction de Bic                                        

(θc=0.7, Ste=3, θm=0.7) 

 

Figure  3-22 : temps de la solidification complète en fonction de Bic                                                  

(θc=0, Ste=3, θm=0.7) 
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front de solidification atteint une valeur limite où l’effet de l’augmentation de la 
température chaude est sans influence. 

 

Figure  3-23 : la limite de la solidification en fonction de θc (Ste=3, Bic=7, θm=0.7) 

3.6.4.2 L’effet de Ste  
La figure 3.24 indique qu’avec l’augmentation de Ste, le front de solidification progresse 
vers la surface 1. A partir d’une certaine valeur de Ste, le front atteint une position limite 
induite par la condition chaude qui freine la solidification. 

 

Figure  3-24 : la limite de la solidification en fonction de Ste (θc=1.2, Bic=7, θm=0.7) 
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3.6.4.3 L’effet de θm  

La figure 3.25 illustre qu’avec l’augmentation de θm, le front de  solidification se 
rapproche vers la surface 1.  

 

Figure  3-25 : la limite de la solidification en fonction du degré de surchauffe 
(θc=1.2,Bic=7, Ste=3) 

3.6.4.4 L’effet de Bic 
La Figure 3.26 montre que l’augmentation du nombre de Biot Bic au niveau de la surface 
chaude réduit la région solidifiée. Pour Bic>15 , cette région atteint sa valeur limite 
inférieure indépendamment du nombre de Biot. 

 
Figure  3-26 : la limite de la solidification en fonction de Bic (θc=1.2, Ste=3, θm=0.7) 
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3.7 Conclusion 

Le programme de calcul produit des résultats très proches de ceux donnés par la solution 
analytique de Neuman du problème de Stefan. Donc, la méthode utilisée basée sur la 
formulation enthalpique est efficace pour gérer un problème physique avec changement 
de phase. Les résultats obtenus montrent que : 

-l’effet de la condition convective chaude imposée au mur affecte l’évolution de la 
température et de l’enthalpie au cours de temps ainsi que la température et l’enthalpie de 
l’état stationnaire. 

-La température ambiante chaude a aussi une influence sur l’évolution du front de 
solidification ou sur l’épaisseur de la couche solidifiée. Pour les valeurs θc > θm , 
l’augmentation θc  réduit la zone solidifiée et retarde l’évolution du front. Les mêmes 
constatations sont observées avec l’augmentation du nombre de Biot (Bic) qui représente 
la condition convective chaude au niveau de la surface gauche. 

-les grandeurs physiques adimensionnelles Ste, θm, Bic, affectent les limites de la 
solidification, en plus θc détermine si la solidification est complète ou incomplète. 
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4444 Chapitre 4Chapitre 4Chapitre 4Chapitre 4    : Etude de transfert thermique : Etude de transfert thermique : Etude de transfert thermique : Etude de transfert thermique dans un murdans un murdans un murdans un mur    

bbbbicoucheicoucheicoucheicouchessss    avec changement de phaseavec changement de phaseavec changement de phaseavec changement de phase    

4.1 Introduction 

Dans cette partie, on étudiera le transfert de chaleur dans un mur bicouches, 
composé d’une couche solide et d’une couche MCP. Le mur est soumis aux mêmes 
conditions convectives décrites au chapitre précédent. La modélisation du problème, 
se base sur l’équation de la conduction thermique unidirectionnelle en régime 
instationnaire, exprimée en formulation générale pour la couche solide et en 
formulation enthalpique pour le MCP. Notre objectif est l’étude de l’influence de la 
couche solide sur la cinétique de la solidification. 

4.2 Présentation du problème physique 

Le problème physique caractérisant le transfert thermique dans un mur 
bicouches  avec la présence de changement de phase est représenté par la figure 4.1. 

 

 

Figure  4-1 : Schéma descriptif du problème physique : mur bicouches (MCP-Solide)  

Initialement, le mur est  à la température Ti . Ses deux surfaces extérieures sont 
soumises aux conditions convectives froide (hf, T∞f) et chaude (hc ,T∞c). On considère 
que T∞f <Tm afin de réaliser la solidification. 

4.3 Modèle physique  
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4.3.1 Formulation mathématique 
Dans le cas d’un mur bicouches, pour la couche MCP, nous utilisons les mêmes 
hypothèses précédentes (cas d’un mur MCP), pour la couche solide, ses propriétés 
physiques sont considérées constantes. Ainsi :  
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Couche solide : 
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                                                                    4.2 

4.3.1.1 Conditions initiale : 

A l’instant t=0, en chaque point du conducteur, la température est exprimée par :  

( ) ( ) TxTTxT ggi =≡= 0,0,

                       

                                                                   4.3          

4.3.1.2 Conditions aux limites : 
Le mur est soumis à l’influence de deux conditions convectives chaude et froide.  

La condition convective chaude est présentée au niveau de la surface gauche  du mur 
solide S3 : 

( )3,:0 TTh
x

T
kx cc

g

g
gg −=

∂
∂

−= ∞
                       

                                                        4.4 

 

L’interface MCP –Mur solide S1 : 
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==

∂
∂−=

∂
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−=≡=
xLxg

g
ggg x

T
k

x

T
kxLx

gg                    

                                 4.5 

La condition convective froide est présentée au niveau de la surface droite S2 : 

( )ffm TTh
x

T
kLx ,2:2 ∞−=

∂
∂−=

           

                                                                    4.6 
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4.3.2 Formulation adimensionnelle  

4.3.2.1 Grandeurs adimensionnelles 
Pour faciliter le traitement numérique, posons les grandeurs adimensionnelles 
suivantes 

- Coordonnées : 

MCP :   

( ) t
LL

x
Xtx

m

ref

m
2

,
α

τ ==a

                       

                                                                  4.7 

Couche solide :  

( )  .    ,
2

, ττ
α

τ ft
LL

x
Xtx g

g

gref
g

g

g
gg ===a

           

                                                  4.8

                                               

-Variables physiques : températures et enthalpie 

MCP :    
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   4.9 

( )
refh

h
Hh =a

                       

                                                                                  4.10 

solide :     

( )
mi

mg
gg TT

TT
T

,

,

∞

∞

−
−

=θa

                       

                                                                     4.11 

Notons que :
 

)(:10 imfm TTT ≤≤≤≤ ∞θ
                       

                                                            

)(: 0 fcc TT ∞∞∞ ≥≥θ
                       

                                                                   
 

 (a) 0=∞cθ  : )( fc TT ∞∞ =
   

(b) 1pc∞θ : )( ic TT p∞    
(c) 1=∞cθ  : )( ic TT =∞                                      

(d) 1fc∞θ  : )( ic TT f∞  

-Conditions convectives 
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( )
gref

gc
c

ref

mf
fgrefrefgmccff k

Lh
Bi

k

Lh
BikkLLThTh

,
,   ,,,,,,, ==∞∞ a

    

               4.12 

-Etat initial 

( )afmfi LTT ,∞−  
refc

c
C =  

fmref

ref

L

h
Ste

ρ
=                                                                 4.13 

-Propriétés physiques
 

MCP 

refk

k
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refc
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C =                                                                                                                 4.14 

Solide 
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                                                                 4.15 

-Grandeurs de références 

MCP 

( )firefrefref
refref

ref
refsrefsrefsref TTch

c

k
cckk ∞−===== ρ

ρ
αρρ      

   

         4.16 

Solide 
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grefggrefggref c

k

c

k
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ρρ
ααα =====

,,

,
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                       4.17 

4.3.2.2 Equations adimensionnelles 
En se basant sur les grandeurs adimensionnelles définies ci-dessus, les équations du 
modèle s’écrivent ;  

MCP 

Pour le MCP, la formulation en variable enthalpique est utilisée pour  surmonter le 
problème de la présence d’un front mobile.
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                                                                                                       4.18 

Où les relations liant la température  et l’enthalpie adimensionnelle sont : 
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Solide 

En formulation générale 


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4.3.2.3 Condition initiale  
( ) ( ) 10,10, =≡= gg XX θθ

                       

                                                                  4.22 

4.3.2.4 Conditions aux limites  
Surface 3 : 

:0=gX

   
( )ccBi

X
K ,3 ∞−=

∂
∂ θθθ

                                                                    

   4.23 

Surface 1 : 

2=gX ≡ :0=X
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                                                     4.24
 

Surface 2 : 

:2=X

 
2.θθ

fBi
X

K −=
∂
∂

     

                                                                                      4.25
 

Solutions Numériques 

La résolution numérique des équations du modèle physique est réalisée en utilisant la 
méthode des volumes finis.  
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4.3.3 Le maillage 

Le maillage est généré avec un pas d’espace ∆X uniforme. Chaque nœud 

représente le centre de ce qu’on appelle volume de contrôle dont les faces à gauche et 
à droite sont notées respectivement w et e, les nœuds adjacents recevront les notations 
W et E. 
 

 

                              
 

Figure  4-2 : le maillage pour le deuxième cas : mur bicouches 

4.3.4 Discrétisation des équations 

La discrétisation des équations est réalisée en utilisant la méthode des volumes 

finis appliquée aux deux couches MCP et solide (figure 4.2). Le système d’équations 

qui gouverne le MCP est en formulation enthalpique, celui du solide est en 

formulation générale. Les deux couches sont couplées au niveau de l’interface. La 

MCP 
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couche solide est discrétisée en Ng volumes  de contrôle de maillage uniforme. La 

distance entre deux nœuds est  ∆Xg. Figure 2, aussi  La couche MCP est discrétisée 

selon un maillage uniforme caractérisé par N nœuds et un pas ∆X. Chacune des deux 

couches  commence et se termine par un demi volume. Pour le variable temporelle, la 

discrétisation est selon un schéma explicite. Par conséquent une analyse de la stabilité 

de la méthode de calcul est nécessaire. 

La couche  solide : 

Pour un nœud intérieur 
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Pour le premier nœud  
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Pour le dernier nœud 
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Le mur MCP : 

Pour un nœud intérieur 
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Pour le premier nœud 
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Pour le dernier nœud 
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4.3.5 Etude de la stabilité  

La condition de la stabilité numérique pour un schéma explicite exige que la valeur 
du coefficient de la température adimensionnelle au nœud étudié (i) et à l’instant k 

(��
�)  au niveau de l’équation discrétisée sera supérieure ou égale à zéro. Cette 

condition concerne l’ensemble des nœuds du mur bicouches (MCP/Solide). 

Pour  la couche MCP, la condition de stabilité est définie par l’équation (3.26). 
Pour la couche  solide, à partir des équations discrétisées, on déduit la condition sur  
les coefficients :  

Pour le premier nœud 

01
2

,1 ≥







− τ∆

∆ solide

w

X

K
f  : 

solidewfK

X













≤

,1

2∆τ∆
 

Pour un nœud intérieur 

01
2

,, ≥






 +
−

solide

wiei

X

KK
f

∆
τ∆

 

: 

solidewiei KK

X

f 













+
≤

,,

21 ∆τ∆
 

Pour le dernier nœud  

01
2

, ≥







−

solide

en

X

K
f

∆
τ∆ : 

solideenfK

X













≤

,

2∆τ∆
 

Pour le solide  





























+
∆













 ∆












 ∆=∆
solidewieisolideensolidew

solide KK

X

ffK

X

fK

X

,,

2

,

2

,1

2 1
,,minτ

             

     4.32 



Chapitre 4Chapitre 4Chapitre 4Chapitre 4    
 

63 

 

Pour que la stabilité numérique soit réalisée pour l’ensemble des nœuds du mur 

bicouches, on doit satisfaire la condition : 

[ ] ,min avec mcpsolidemurmur τττττ ∆∆=∆∆≤∆
                

                                                                  

 

     

 

4.3.6 Algorithme de résolution  

- lecture des valeurs initiales des grandeurs θg, θ, H 

- Définir les valeurs critiques de l’enthalpie Hc 
pour chaque nœud du MCP 

Pour le même instant (j) : 

- calcul des nouvelles valeurs de la température de la couche solide 

- calcul des nouvelles valeurs d’enthalpie à partir des équations discrétisées 

- mise à jour des températures du MCP  

- détermination du temps de la solidification de chaque nœud 

- écriture des résultats 

4.3.7 L’effet de maillage 
De la même manière que le mur monocouche traité au chapitre précédent, le  nombre 
de nœuds utilisé est choisi d’après l’étude qui porte sur les oscillations qui  
apparaissent dans les courbes représentant l’évolution de la température au niveau de 
la surface MCP-Solide. 
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Figure  4-3 : Evolution au cours du temps de la température de la surface MCP-Solide 
pour différents nombres de nœuds 

 

La figure précédente montre que les oscillations diminuent avec l’augmentation des 
nombres de nœuds NMCP et Nsol .  A partir de NMCP = 81, Nsol=81, ces oscillations sont 
fortement atténuées. Ces valeurs seront utilisées dans le calcul numérique. 

4.4 Validation numérique ‘Mur bicouches MCP-Solide soumis à deux 

conditions convectives’ 

De la même manière que pour le cas d’un mur monocouche (§ 3.5 ), pour la 
validation de notre modèle physique, une comparaison des résultats numériques 
obtenus (présent travail) avec la solution analytique de Neuman du problème de 
Stefan est réalisée. Les propriétés thermophysiques ρl , cl , kl , αl du MCP, et ρs. cs. ks.  
αs  du solide sont supposées constantes.  Comme le problème de Stefan ne prend en 
considération que la couche MCP, nous choisissons des propriétés thermophysiques  
de la couche  solide de manière que le transfert de chaleur n’est gouverné que par la 
couche MCP (Vitorino, 2010). Pour cela, il faut que l’épaisseur du mur solide soit 
faible vis-à-vis de celle du MCP   Ls<<L m, et sa diffusivité thermique  très élevée par 
rapport à celle du MCP  αs >> αl  (ks >> kl). 

Application dans le cas  où le MCP est de paraffine tétradécane (C14H30) et le 

mur solide en cuivre 

Le mur bicouches est constitué par une couche MCP de paraffine tétradécane 

d’épaisseur 8 cm, et une couche solide en cuivre de 1 cm. la. Le mur a une 

température initiale égale à la température de fusion de la paraffine Ti=Tm=278.5 K. 

La couche de la paraffine est initialement à l’état liquide. La surface gauche de la 

0 1 2 3 4 5

0,65

0,70

0,75

0,80

0,85

0,90

0,95

1,00

1,05
 n

mc p
=11, n

murs olide
=11

 n
mc p

=21, n
murs olide

=21
 n

mc p
=41, n

murs olide
=41

 n
mc p

=81, n
murs olide

=81
 n

mc p
=111, n

mursolide
=111

 n
mc p

=191, n
mursolide

=191

θ in
te

rf
ac

e 
M

C
P

-M
ur

so
lid

e

τ



Chapitre 4Chapitre 4Chapitre 4Chapitre 4    
 

65 

 

couche solide (x= - 1 cm) est soumise  à une température constante de 268.5 K tandis 

que la surface droite de la couche de paraffine (x=8 cm) est isolée thermiquement 

(adiabatique). 

conductivité thermique   
(k) (W/m K) 

capacité calorifique (C) 
(J/kg K) 

masse volumique                     
(�) (kg/m3) 

390 385 8920 

Tableau  4.1 : propriétés du cuivre
  

La figure suivante montre l’évolution de la position du front en fonction du temps. On 
remarque que la courbe représentée analytiquement à l'aide des équations 3.33 et 3.34 
est quasi confondue à celle obtenue numériquement à l’aide de notre programme de 
calcul. L’écart est environ moins de 1%. 

 

Figure  4-4 : l’évolution du front de solidification en fonction du temps
 

      
 

4.5 Résultats et discussions 

Dans cette partie, le mur bicouches MCP/solide est soumis aux mêmes conditions 
convectives considérées au chapitre précédent. Nous présentons la distribution de la 
température et de l’enthalpie en fonction des grandeurs physique adimensionnelles, la 
position du front et les limites de la solidification, en insistant aussi sur les différents 
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types de stockage de la chaleur (sensible et latente) ainsi sur l’influence de la couche 
solide sur la solidification. 

Les résultats trouvés sont  donnés  pour les conditions suivantes : K=1, C=1,  Bif =7,  
Kg=1, pour une couche solide en béton : f=4.43, Lm/LS=3.33 

4.5.1 Variation de la température et de l’enthalpie 
Le profil de la température dépend de nombreuses grandeurs physiques : température 
ambiante chaude, température ambiante froide, nombre de Biot, nombre de Stefan, 
degré de surchauffe, ...  
Dans cette partie, on prendre la température de fusion θm=0.7 
 

4.5.1.1 Cas 1 : θ∞c=0 : T∞c=T∞f 
Le mur est soumis à la même condition convective froide sur ses deux surfaces (θc=θf 
=0).  Pour ce cas, à partir des figures 4.5 (a) et (b), on voit que les distributions 
d’enthalpie et de température montrent que le MCP commence par un déstockage par 
chaleur sensible représenté par la chute de la température et de l’enthalpie, ensuite la 
température prend une valeur constante sur un intervalle réduit de temps, donc le 
déstockage est par chaleur latente représenté par la discontinuité de l’enthalpie. Une 
autre chute de la température et de l’enthalpie représente un autre déstockage par 
chaleur sensible. Enfin, pour un temps suffisamment  important, le MCP atteint la 
température du milieu ambiant extérieur. 
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(b) 

Figure  4-5 : température adimensionnelle (a), enthalpie adimensionnelle (b) :            
(θc=0 : Tc=Ti) 

 

On remarque aussi que le nœud situé en Lm
*/4 a besoin de plus de temps que les 

autres nœuds pour se solidifier. Ceci peut s’expliquer par la solidification qui 
commence à partir de la surface 2 (surface de  contact avec la condition froide) et 
progresse vers la surface 1 (surface de contact de contact avec le solide). Bien que, les 
conditions aux limites de surface sont identiques, on observe  l’absence de la symétrie 
dans la distribution de températures à cause de la différence entre les propriétés 
physiques du MCP et du solide. 
 

4.5.1.2 Cas 2 : θ∞c=0.7 : (Tc<T i) 
Les figures 4.6 (a) et (b) présentent les variations de la température et de l’enthalpie 
dans le MCP. On voit que ces courbes commencent par une chute (déstockage par 
chaleur sensible), ensuite, réalisation du changement de phase quand la température 
devienne constante (discontinuité de l’enthalpie), donc déstockage par chaleur latente, 
enfin un autre déstockage par chaleur sensible jusqu’à l’état stationnaire. Le  
croisement des courbes de la température de la couche solide et du MCP est produit 
par les conditions extérieures, ainsi que par la position des nœuds par rapport aux 
surfaces du mur soumises aux conditions convectives. Pour le mur solide, le 
déstockage est complètement par chaleur sensible. 
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(a) 

 

(b) 

Figure  4-6 température adimensionnelle (a), enthalpie adimensionnelle (b) : (Tc<Ti) 
(θc=0.7) 

4.5.1.3 Cas 3 : θ∞c=1 : (Tc=T i) 

Les Figures 4.7 (a)-(b) montrent que chaque nœud de la couche solide présente une 
variation décroissante de la température traduisant un déstockage thermique par 
chaleur sensible jusqu’à l’état stationnaire. 
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Pour la couche MCP, les variations de la température et de l’enthalpie montre que 
la solidification est complète. Pour chaque nœud, on assiste, en premier temps, à un 
déstockage par chaleur sensible (chute de l’enthalpie et de la température, ensuite,  la 
solidification se produit et le déstockage est par chaleur latente (discontinuité de 
l’enthalpie et la température est constante), enfin, un autre déstockage par chaleur 
sensible conduisant à l’état stationnaire. 

 
(a) 

 
(b) 

 
Figure  4-7 : température adimensionnelle (a), enthalpie adimensionnelle (b) :                                

(Tc=Ti) (θc=1) 
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Par comparaison au cas précédent (mur MCP), on voit que la présence de la couche 
solide freine la condition convective chaude et favorise la condition  convective froide 
(condition de solidification). Pour tous les nœuds de la couche MCP, le déstockage 
thermique est à la fois par chaleur sensible et latente. 

4.5.1.4 Cas θ∞c=1.2 : (Tc>T i) 

La figure  4.8 (a)-(b) montre que la couche MCP est partiellement solidifiée. Bien 
la couche solide constitue une résistante à la condition convective chaude, l’effet de la 
température ambiante chaude sur le freinage de la solidificationest évident. 

 
(a) 

 
(b) 

Figure  4-8 : température adimensionnelle (a), enthalpie adimensionnelle (b) : (Tc>Ti) 
(θc=1.2) 
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La distribution de la température montre que la couche solide comporte deux 
parties. Pour la première, proche de la surface extérieure en contact avec la condition 
convective chaude, l’accroissement de la température traduit un stockage thermique 
par chaleur sensible. Pour la deuxième partie, stockage thermique en premier temps, 
ensuite déstockage de la chaleur sous l’effet de la condition convective froide, enfin,  
on retrouve un état  stationnaire thermique. 

Ces mêmes distributions de températures et d’enthalpie montrent que la couche 
MCP peut être subdivisée en deux zones. La première, proche du mur solide, le 
stockage thermique est par chaleur sensible en premier temps, ensuite un déstockage 
par chaleur sensible qui se poursuit jusqu’à l’instant où la température retrouve la 
température de changement de phase où le déstockage thermique s’effectue par 
chaleur latente jusqu’à la solidification. Ensuite, un refroidissement thermique qui 
conduit à un état stationnaire. Pour la deuxième zone de la couche MCP, on 
commence par un déstockage par chaleur sensible, ensuite déstockage par chaleur 
latente et enfin un déstockage par chaleur sensible jusqu’à l’état stationnaire, 

 

4.5.2 Evolution du front de solidification 
La position du front varie au cours de temps en fonction des paramètres qui 
gouvernent les conditions aux limites et les propriétés physiques adimensionnelles. 

4.5.2.1 L’effet de θc sur la position du front   

.  

Figure  4-9 : évolution du front de solidification en fonction de  θc (θm=0.7, Bic=7, 
Ste=3) 
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plus de temps pour se solidifier. Pour θc =0 , on voit qu’on a deux fronts de 
solidification (figure 4.9). Notons que pour le cas d’un mur  MCP, nous avons 
constaté que la solidification devient incomplète à partir de θc =0.8. Ceci montre que 
la présence de la couche solide freine l’effet de la condition convective chaude 

4.5.2.2 L’effet de Bic sur la position du front : 
Les Figures 4.10, 4.11, 4.12 montrent que Bic n’a pas une grand influence sur la 
position du front à cause de la couche solide qui atténue cette influence quelque soit la 
valeur de Bic, que ce soit pour θc =1.2, θc =0.7  ou pour  θc =0. Par comparaison avec le 
cas d’un  mur monocouche cette influence de Bic est faible mais existe. 

 
Figure  4-10 : évolution du front de solidification en fonction de  Bic (θc=1.2) 

 
Figure  4-11 : évolution du front de solidification en fonction de  Bic (θc=0.7) 
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Figure  4-12 : évolution du front de solidification en fonction de  Bic (θc=0) 

4.5.3 Temps de la solidification complète : 

4.5.3.1 L’effet de Ste 
Les mêmes remarques que pour le cas d’un seul mur MCP, le temps de la 
solidification complète diminue avec l’augmentation de Ste. On voit aussi que 
l’augmentation de θc retarder le phénomène de solidification (figures 4.13, 4.14,4.15). 

 

Figure  4-13 : temps de la solidification complète en fonction de Ste                                   
(θc=1.2, θm=0.7, Bic=7) 
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Figure  4-14 : temps de la solidification complète en fonction de Ste                               
(θc=0.7, θm=0.7, Bic=7) 

 

Figure  4-15 : temps de la solidification complète en fonction de Ste                           
(θc=0, θm=0.7, Bic=7) 

4.5.3.2 L’effet de θm 
les Figures 4.16, 4.17, 4.18 montrent que le temps de la solidification τc est fonction 

du degré de surchauffe θm. Pour θc =1.2, la solidification n’est complète que pour 
θm≥0.7. Pour θc =0 la solidification est complète quelque que soit la valeur de θm. Pour 
θc =0.7, il faut satisfaire la condition θm≥0.5 pour atteindre une solidification 
complète. En général, le temps de la solidification complète décroit avec θm, la 
présence de la couche solide atténue l’effet de la condition chaude et permet d’avoir 
une solidification complète à des valeurs relativement faibles du degré de surchauffe  
comparativement au mur monocouche.  
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Figure  4-16 : temps de la solidification complète en fonction du degré de surchauffe 
(θc=1.2, Ste=3, Bic=7) 

 

 

Figure  4-17 : temps de la solidification complète en fonction du degré de surchauffe 
(θc=0.7, Ste=3, Bic=7) 
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Figure  4-18 : temps de la solidification complète en fonction du degré de surchauffe 
(θc=0, Ste=3, Bic=7) 

4.5.3.3 L’effet de Bic  
Pour θc =0 et θc =0.7,   les figures 4.20, 4.21 montrent que le temps de la solidification 
complète diminue avec l’augmentation de Bic, à cause de l’absence du freinage par la 
condition convective chaude. Pour θc =1.2,   la solidification est incomplète, le temps 
de la limite de la solidification a une variation quasi aléatoire en fonction de Bic 

(figure 4.19). 

 

Figure  4-19 : temps de la solidification complète en fonction Bic                                     
(θc=1.2, θm=0.7, Ste=3) 
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Figure  4-20 : temps de la solidification complète en fonction Bic                                   
(θc=0.7, θm=0.7, Ste=3) 

 

Figure  4-21 : temps de la solidification complète en fonction Bic                                 
(θc=0, θm=0.7, Ste=3) 

4.5.4 Limites de la solidification 
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4.5.4.1 L’effet de θc  
La figure 4.22 montre que la solidification est complète pour θc <1.4. A partir de cette 
valeur de θc , la solidification devient incomplète et le la zone solidifiée est réduite. 
Pour les grandes valeurs de θc  , la position du front prend une valeur fixe. 
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Figure  4-22 : la limite de la solidification en fonction de θc (Ste=3, θc=0.7, Bic=7) 

4.5.4.2 L’effet de θm  
la Figure 4.23 montre que pour θm<0.7, la solidification est incomplète. A partir de 
θm=0.7 , la solidification sera complète, le front de solidification progresse à partir de 
la surface froide S2 en direction de la surface soumise à la condition chaude S1. 
Notons que pour le cas d’un mur monocouche (MCP), la solidification est incomplète 
quelque soit la valeur de θm. Ceci montre l’importance de la résistance thermique de la 
couche solide qui retarde l’effet de la condition convective chaude et permet de 
garantir une solidification complète. 

 
Figure  4-23 : la limite de la solidification en fonction du degré de surchauffe (θc=1.2, 

Ste=3, Bic=7) 
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4.5.4.3 L’effet de Ste  
L’augmentation de Ste favorise la solidification. Le front de solidification progresse 
en direction de l’interface MCP-Solide. La solidification est incomplète pour Ste<0.6 
A partir de Ste=0.6 , la solidification sera complète (Figure 4.24) 

 

 

Figure  4-24 : la limite de la solidification en fonction de Ste (θc=1.2, θc=0.7, Bic=7) 

 

4.6 Conclusion 

Le transfert thermique instationnaire dans un mur bicouches avec changement de 
phase par solidification est  gouvernée par différentes grandeurs Ste, θm, Bic, θc , ..,  
dont les influences sur la cinétique de la solidification sont fortement couplées. La 
couche solide atténue l’effet de la condition convective chaude et favorise la 
solidification. la température ambiante chaude affecte largement le champ de 
température et la cinétique de la solidification. Pour θc≤ θm,  la solidification est 
complète. Pour θc>θm, elle est partielle. Selon la condition convective chaude, la 
couche solide est le siège d’un stockage ou déstockage  termique par énergie sensible. 
Pour le MCP, en plus de l’évolution thermique qui traduit un déstockage thermique 
par énergie sensible, il y’a un déstockage par énergie latente s’effectuant à 
température constante. La limite de la solidification traduit l’évolution du mur vers un 
état stationnaire où les transferts thermiques sont par énergie sensible. 
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5555 Chapitre 5Chapitre 5Chapitre 5Chapitre 5    : Etude de transfert thermique  dans un mur : Etude de transfert thermique  dans un mur : Etude de transfert thermique  dans un mur : Etude de transfert thermique  dans un mur 

tricouchetricouchetricouchetricouchessss    avec changement de phaseavec changement de phaseavec changement de phaseavec changement de phase    
 

5.1 Introduction 

Ce travail présente une étude numérique du transfert de chaleur dans un mur, 
tricouches soumis à deux conditions convectives et subissant un changement de phase 
par solidification. La modélisation du problème utilise l’équation de conduction 
thermique unidirectionnelle avec changement de phase en considérant les équations 
de couplage au niveau des interfaces entre les différentes couches et au niveau des 
surfaces extérieures du mur. Les équations de transfert sont données en représentation 
enthalpique pour le MCP, et en formulation générale pour les régions solides. La 
formulation adimensionnelle a permis de dégager les principaux paramètres affectant 
le transfert. La discrétisation des équations est réalisé en utilisant la méthode des 
volumes finis, avec un schéma explicite. La solution numérique est obtenue par une 
méthode itérative basée sur la notion d’enthalpie critique. L’étude de l’influence de la 
condition convective imposée au deuxième solide, désignant la condition chaude et 
gouvernée par  Bic, θc a montré que la présence des couches solides affecte le transfert 
de chaleur par un effet de stockage ou déstockage par énergie sensible.  Les grandeurs 
Bic, θc, affectent la cinétique et  les limites de la solidification. L’action de la 
température θc sur le MCP est fortement dépendante du nombre de Biot Bic. 

5.2 Présentation du problème physique 

 

Figure  5-1 : Mur tricouches (solide 1-MCP-solide 2) 

Considérons un mur composé de trois couches, deux couches solides à l’extérieur 
et une couche MCP au centre et subissant un changement de phase par solidification. 
Le mur est soumis à deux conditions convectives. Le couplage entre les différentes 

2Lc 2Lm 2Lf 

S3 S1 S2 S4 

Mur solide1 Mur solide2 MCP T∞c  hc T∞f  hf 



Chapitre 5Chapitre 5Chapitre 5Chapitre 5    
 

81 

 

régions est réalisé au niveau des interfaces,  solide 1-MCP (interface 1), MCP-solide 2 
(interface 2). La première condition convective prendra différentes valeurs (chaude et 
froide), définie par (hc ,T∞c), est imposée à la surface extérieure du mur (surface S3), la 
deuxième condition convective (froide), définie par (hf , T∞f), est imposée à la surface 
extérieure du mur (S4). Afin de réaliser la solidification, on gardera dans toutes les 
applications numériques T∞f<Tm. 

5.3 Modèle physique  

Le problème étudié dans cette partie, concerne le transfert de chaleur par 
conduction, avec la présence de changement de phase par solidification du MCP. Les 
hypothèses simplificatrices utilisées: (1) la déformation du volume du mur due à la 
variation de la température est négligeable. (2) les deux couches solides sont des 
conducteurs passifs. (3) absence de la convection naturelle au cours de la 
solidification de la couche MCP. (4) le transfert de chaleur est unidirectionnel. (5) 
l’enveloppe contenant le MCP est supposée de faible épaisseur et d’un matériau de 
bonne conductivité thermique pour qu’on puisse négliger sa résistance thermique. (6) 
les températures des fluides et les coefficients d’échange sont considérés constants. 
(7) les propriétés physiques et thermiques du MCP (la conductivité thermique k, la 

capacité calorifique c, la densité ρ sont les mêmes dans les deux phases  solide et 
liquide.  
L’équation régissant le problème est l’équation générale de la conduction thermique : 

0)( =∇− Tkdiv
dt

dT
cρ

                                                                                        

      5.1 

5.3.1 Formulation mathématique 
Sous les hypothèses précédentes, le modèle physique est régi par l’équation de la 

conduction thermique unidirectionnelle en régime variable. Par la suite, nous 
désignons par solide 1, la couche soumise à la condition convective chaude et par 
solide 2, la couche soumise à la condition convective froide. 
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5.3.1.1 Conditions initiales et aux limites  
A l’instant t=0, les différentes couches du mur sont à la même température initiale. 

Les conditions aux limites traduisent le couplage entre les différentes couches au 
niveau des interfaces et les conditions convectives extérieures imposées au mur. Soit :
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5.3.2 Formulation adimensionnelle  
Pour faciliter le traitement numérique et identifier les principaux paramètres 

physiques gouvernant le transfert, posons les grandeurs adimensionnelles suivantes : 

5.3.2.1 Coordonnées spatio-temporelles 

MCP :  ( )at,x  
mL

x
X =

 

t
Lm

ref

2

α
τ =   

Solide 1: ( )at,xc
c

c
c L

x
X = t

Lc

c,ref
c 2

α
τ =

   

ττ .fcc =  

Solide 2: ( )at,x f
f

f
f L

x
X = t

L f

f,ref
f 2

α
τ =

 

ττ .f ff =
 

5.3.2.2 Variables physiques : températures et enthalpie  
MCP, solide1, solide 2 : 

( )ah,T,T,T,T fcm ∞∞
refh

h
H =

fi

f

TT

TT

∞
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−

−
=θ  

fi

fm
m TT

TT

∞

∞

−
−

=θ
 fi

fc
c TT
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∞

∞∞
∞ −

−
=θ 0=∞fθ

 

Notons que : 
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( )imfm TTT ≤≤≤≤ ∞  10 θ
 

( )fcc TT ∞∞∞ ≥≥   0θ
 

( )fcc TT ∞∞∞ ==   0θ 1pc∞θ ( )ic TT p∞  

1=∞cθ ( )ic TT =∞  1fc∞θ ( )ic TT f∞  

5.3.2.3 Conditions convectives et état initial 
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5.3.2.4 Propriétés physiques MCP, solide 1 et 2 

refk

k
K =

refc

c
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c,ref

c
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k
K =

c,ref
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f,ref

f
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f,ref
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5.3.2.5 Grandeurs de références 

MCP :
 sref ρρ =

 sref kk =
 sref cc =  

refref

ref
ref c

k

ρ
α =

 
( )firefrefref TTch ∞−= ρ  

Solide 1 : cc,ref αα =  cc,ref cc =
 c

cc

c

c,refc,ref

c,ref
c,ref c

k

c

k
α

ρρ
α ===  

Solide 2 : ff,ref αα =
 ff,ref cc =

 

f
ff

f

f,reff,ref

f,ref
f,ref c

k

c

k
α

ρρ
α ===

 

 5
 

5.3.2.6 Equations de la chaleur   

En se basant sur les grandeurs adimensionnelles précédentes, les équations du 
modèle s’écrivent :  

Pour le MCP, la formulation en variable enthalpique est utilisée afin de surmonter 
le problème de la présence d’un front mobile. Le système représenté par les équations 
(1) est réduit en une seule équation et comme la variation spatiale est 
unidirectionnelle suivant  (x), cette équation devient :  










∂
∂

∂
∂=

∂
∂

X
K

X

H θ
τ

                                                                                                     5.10 

Avec : 

( ) ( ) 

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>
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

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=
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m

m

m

SteC
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θθ
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θθ
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1

                                                           

      5.11 
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Pour les couches solides 1 et 2, les équations sont données en  formulation 

générale 

2
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 Condition initiale et aux limites 

( ) ≡=10,Xθ  ( ) ≡=10,cc Xθ  ( ) 10, =ff Xθ
  

                                                                   5.15 

S3: :Xc 0= ( )c,cBi
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∂
∂ θθθ
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S2: ≡=  2X :X f 0=
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mcp,ref
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                                                    5.18  

S4 : :X f 2= 4θθ
.Bi

X
K f−=

∂
∂

                                                                               5.19 

5.4 Solutions Numériques 

5.4.1 Le maillage 
Pour chacune des trois couches, un maillage spatial uniforme est utilisé. Le pas 

d’espace, désignant l’espace entre deux nœuds intérieurs est noté ∆X. Chaque nœud 
représente le centre du volume de contrôle dont les faces de gauche et de droite sont 
notées respectivement w et e. Les nœuds adjacents recevront les notations W et E. 
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Figure  5-2 : Maillage du mur tricouches 
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5.4.2 Discrétisation des équations 
La discrétisation des équations régissant les différentes couches du mur est réalisée 

en utilisant la méthode des volumes finis avec un maillage uniforme pour chacune des 
couches.  Pour les deux solides, les équations discrétisées sont déduites à partir de la 
formulation générale tandis que pour le MCP, elles sont obtenues à partir de la 
formulation enthalpique. Les équations discrétisées traduisant le couplage au niveau 
des interfaces du mur sont obtenues à partir des conditions aux limites qui gouvernent 
ces interfaces. Le nombre total de nœuds et le pas d’espace pour le solide 1, solide 2 
et le MCP sont donnés respectivement par (Nc , ∆Xc , Nf , ∆Xf , N ,∆X). Les trois  
couches commencent et se terminent par des demi-volumes de contrôle. Pour la 
variable temporelle, une discrétisation selon le schéma explicite est utilisée. Ainsi, 
l’analyse de la stabilité de la solution et de l’effet du maillage a permis d’obtenir un 
maillage adéquat : Nc=Nf =N=81. 

5.4.2.1 Solide 1 
-Pour un nœud intérieur 
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-Pour le premier nœud  
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-Pour le dernier nœud 
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5.4.2.2 Le MCP  

-Pour un nœud intérieur 
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-Pour le dernier nœud 
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5.4.2.3 Solide 2  
-Pour un nœud intérieur 
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-Pour le premier nœud 
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-Pour le dernier nœud 
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5.4.3 Algorithme de résolution  
- Initialisation des grandeurs θc, θf, θ, H 
- Définition de l’enthalpie critique Hc de chaque nœud  

Pour le même instant (j) : 

- calcul des nouvelles températures pour le 1er solide 

- calcul des nouvelles valeurs d’enthalpie à partir des   équations discrétisées 

- mise à jour des températures du MCP  

- calcul des nouvelles températures pour le 2ème solide 

- détermination du temps de solidification de chaque  nœud 

- Affichage des résultats    

5.4.4 L’effet du maillage 
De la même manière que pour les deux cas précédents, les  nombres de nœuds utilisés 
sont choisis d’après l’étude suivante, qui prenne en considération la diminution des 
oscillations qui apparaissent dans les courbes représentant l’évolution de la 
température. La figure suivante représente l’évolution temporelle de la température au 
niveau de l’interface  MCP-Mur solide 1 pour différents choix des nombres de nœuds  
dans les trois couches.  
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Figure  5-3 : Evolution en fonction du temps de la température au niveau l’interface  
MCP-Mur solide 1 pour différents nombres de nœuds 

La figure 5.3, montre que les oscillations diminuent avec l’augmentation des 
nombres de nœuds nsol1, nMCP et nsol1.  Le choix nsol1=81, nMCP = 81, nsol2=81 est 
satisfaisant pour garantir la stabilité de la méthode numérique. 

5.5 Validation du modèle mathématique 

Pour la validation de notre modèle physique pour un mur tricouches, une comparaison 
des résultats numériques obtenus avec la solution analytique de Neuman du problème 
de Stefan (§4.4) est réalisée.  
Afin de réaliser cette comparaison dans les mêmes conditions de Stephan, nous avons 
considéré que les épaisseurs des deux couches solides sont très faibles et leurs 
diffusivités thermiques suffisamment élevées par rapport à  celles du MCP : (LS1= 
LS2<<L m et  αS >> αl  ou kS >> kl). 
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Le mur est constitué par une couche MCP de paraffine tétradécane (C14H30), 

d’épaisseur 0.08 m, et de deux couches solides en cuivre d’épaisseur 0.01 m chacune. 

Le mur est initialement à la température de fusion de la paraffine Ti=Tm=278.5 K. La 

couche MCP est initialement à l’état liquide. La surface gauche de la couche solide 1 

(x= - 0.01 m) est soumise  à une température constante de 268.5 K, tandis que la 

surface extérieure de la couche solide 2 (x=0.1 m) est supposée isolée thermiquement 

(adiabatique). 

La figure (5.3) illustre un bon accord entres la solution analytique de Stephan et celle 
obtenue numériquement à l’aide du présent modèle.  

 

Figure  5-4 : l’évolution du front de solidification en fonction du temps
 

5.6 Résultats et discussions 

 Nous présentons l’évolution de la température, de l’enthalpie, de la position du 
front, les limites de la solidification, les types de stockage de la chaleur sensible et 
latente ainsi que l’influence des deux solides sur la cinétique de la solidification. Les 
résultats présentés sont obtenus pour les conditions suivantes : K=1, C=1,  Bif =4.5, 
Kc=K f=1. Les deux solides, en béton, ont la même épaisseur, avec fc=ff =4.43, la 
température de fusion est fixée à θm=0.7.  

5.6.1 Evolution de la température et de l’enthalpie 
L’évolution de la température dépend de nombreuses grandeurs physiques : 

température ambiante chaude, température ambiante froide, nombre de Biot, nombre 
de Stefan, degré de surchauffe, ...  
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L’étude numérique est consacrée à l’influence de la condition convective chaude 
sur la cinétique de la solidification du MCP.  

5.6.1.1 Cas 1 : θ∞c=0 ≡≡≡≡ T∞c=T∞f 

Les figures 5.5 et 5.6 représentent l’évolution de la température et de l’enthalpie. 
Pour les deux solides, on  constate un déstockage d’énergie totalement par chaleur 
sensible. Les nœuds symétriques par rapport au centre du MCP ont les mêmes 

températures et enthalpies. Pour le MCP, ces variations montrent que la solidification 
est complète. Ce stade de la solidification comprend : en premier temps,  un 
déstockage de chaleur par chaleur sensible (chute de la température et de l’enthalpie), 
ensuite par chaleur latente (forte chute de  l’enthalpie, la température de changement 
de phase étant constante), enfin, autre que le déstockage par chaleur sensible jusqu’à 
l’état stationnaire, on remarque que le nœud caractérisant la partie centrale de la 
couche MCP est le dernier à se solidifier. Ceci se traduit par la symétrie du mur en 
conditions aux limites ainsi en géométrie. On remarque aussi que la présence des deux 
solides introduit des résistances thermiques conduisant à un retardement de l’état 
stationnaire par rapport au cas d’un mur MCP. 

 

 

Figure  5-5: évolution de l’enthalpie  (θ∞,c =0 : T∞c=T∞f ) 
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Figure  5-6: évolution de la température  (θ∞,c =0 : T∞c=T∞f ) 

5.6.1.2 Cas 2 : θ∞c=0.7 : (Tc<Ti) 
Les figures 5.7, 5.8  montrent que le MCP déstocke la chaleur par chaleur sensible en 
premier temps (la chute du température et de l’enthalpie), ensuite réalise la 
solidification donc un déstockage par chaleur latente (valeur constante de la 
température et discontinuité de l’enthalpie), enfin, un autre déstockage par chaleur 
sensible jusqu’à l’état stationnaire. Pour les deux couches solides, le déstockage est 
complètement par chaleur sensible jusqu’à l’état stationnaire . Le croisement des 
courbes de température est lié à l’état stationnaire qui dépende de la position du nœud 
par rapport aux surfaces extérieures du mur. On remarque aussi l’effet de la 
solidification sur les températures des couches solides au voisinage du MCP . 

 

Figure  5-7 : évolution de l’enthalpie : θ∞c=0.7 : (Tc<Ti) 
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(b) 

Figure  5-8 : évolution de la température: θ∞c=0.7 : (Tc<Ti) 

5.6.1.3 Cas 3 : θ∞c=1 ≡≡≡≡ (Tc=Ti) 
Les figures 5.9 et 5.10 montrent que le MCP atteint la solidification complète. Les 

variations de la température et de l’enthalpie montrent que ce procédé se produit 
ainsi : déstockage par chaleur sensible, ensuite par chaleur latente, enfin déstockage 
par chaleur sensible jusqu'à l’état stationnaire. Les deux  solides déstockent 
uniquement la chaleur par chaleur sensible jusqu’à l’état stationnaire.  

 

Figure  5-9 : évolution de l’enthalpie   (θ∞,c =1 : T∞,c =Ti) 
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Figure  5-10: évolution de la température  (θ∞,c =1 : T∞,c =Ti) 
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5.6.1.4 Cas 4 : θ∞c=1.2 : (Tc>T i) 
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complètement par chaleur sensible jusqu’à l’état stationnaire. La troisième région 
située à proximité du solide soumis à la condition froide où le  MCP déstocke la 
chaleur par chaleur sensible ensuite par chaleur latente et enfin par chaleur sensible 
jusqu’à l’état stationnaire.  

Pour la couche solide en contact avec la condition froide, on a un déstockage de la 
chaleur complètement par chaleur sensible jusqu’à l’état stationnaire,  

 

Figure  5-11: évolution de l’enthalpie (θ∞,c =1.2 : T∞,c >Ti) 

 

 

Figure  5-12: évolution de la température (θ∞,c =1.2 : T∞,c >Ti) 
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5.6.2 Evolution du front de solidification 
La position du front varie au cours de temps en fonction des paramètres qui 

gouvernent les conditions aux limites ainsi que les propriétés physiques 
adimensionnelles. 

5.6.2.1 L’effet de θc sur la position du front   

La figure 5.13 montre que pour θc≤.1, la solidification est complète. Pour des 
températures θc>1, la solidification est partielle ou incomplète. Pour θc=0, ce qui 
correspond à des conditions convectives identiques, il y’a la présence de deux fronts 
de solidification qui évoluent et se rencontrent au plan central du MCP. 
L’augmentation de θc freine le procédé de solidification, le MCP aura donc besoin de 
plus de temps pour se solidifier 

 

Figure  5-13: évolution du front en fonction de  τ 

5.6.2.2 L’effet de Bic sur la position du front  

Sur les figures 5.14 à 5.16, on remarque que Bic a peu d’influence sur la position 
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l’évolution du front et la cinétique de la solidification. 
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Figure  5-14: évolution du front en fonction de  Bic (θc=0.7) 

 

 

Figure  5-15: évolution du front en fonction de Bic (θc=1.2) 
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Figure  5-16: évolution du front en fonction de  Bic (θc=0) 

5.6.3 Temps de la solidification complète  

5.6.3.1 L’effet de Ste  
Les mêmes remarques que les deux cas précédents : le temps de solidification 
complète diminue avec l’augmentation du nombre de Stephan. On constate aussi que 
l’augmentation de θc retarde le phénomène de solidification (figures 5.17 à 5.19). 

 

Figure  5-17 : temps de la solidification complète en fonction                                                   
de Ste (θm = 0.7, θc=1.2,Bic=4.5) 

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0 θ
C
=0  Ste=3  θ

m
=0.7

 

po
si

tio
n

 d
u

 fr
o

nt

τ

 Bi
C
=1

 Bi
C
=5

 Bi
C
=10

 Bi
C
=15

 Bi
C
=20

-1 0 1 2 3 4

0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

 τ
c

 limite solidification

Ste

τ c

0,570

0,575

0,580

0,585

0,590

0,595

0,600

lim
ite de

 la
 solid

ification



Chapitre 5Chapitre 5Chapitre 5Chapitre 5    
 

99 

 

 

Figure  5-18 : temps de la solidification complète en fonction de Ste                                        
(θm = 0.7, θc=0.7,Bic=4.5) 

 

Figure  5-19 : temps de la solidification complète en fonction de Ste                                      
(θm = 0.7, θc=0, Bic=4.5) 
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Les figures 5.20 à 5.22 montrent que  pour θc =1.2, on a un comportement identique 
au cas d’un mur  MCP monocouche qui se traduit par une solidification incomplète. 
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Figure  5-20 : temps de la solidification complète en fonction  du degré de surchauffe 
(θc=1.2, Bic=4.5, Ste=3) 

 

Figure  5-21 :  temps de la solidification complète en fonctiondu degré de surchauffe 
(θc=0.7, Bic=4.5, Ste=3) 
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Figure  5-22 :  temps de la solidification complète en fonction du degré de surchauffe 
(θc=0, Bic=4.5, Ste=3) 

5.6.3.3 L’effet de Bic 
 les figures 4.23 et 4.25 montrent que pour θc =0 et  θc =0.7, le temps de la 
solidification complète diminue avec l’augmentation de Bic, à cause de l’absence de 
freinage par la condition convective chaude. Pour θc =1.2,   la solidification est 
incomplète, le temps de la limite de la solidification a une variation quasi aléatoire en 
fonction de Bic.  

 

Figure  5-23 :  temps de la solidification complète en fonction de Bic                                                 

(θC = 1.2, θm=0.7, Ste=3) 
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Figure  5-24 :  temps de la solidification complète en fonction de Bic                                                     

(θc=0.7, θm = 0.7, Ste=3) 

 

Figure  5-25 : temps de la solidification complète en fonction de Bic                                                

(θc=0, θm = 0.7, Ste=3) 
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Figure  5-26 : la limite de la solidification en fonction de θc (θm = 0.7, Bic=4.5, Ste=3) 

5.6.4.2 L’effet de θm  
La figure 5.27 montre que pour un mur tricouches, ce n’est qu’à partir de la valeur 
θm=0.9 que la solidification soit complète. La présence de la couche solide en contact 
de la condition convective froide retarde le processus de solidification. Pour le cas 
d’un mur bicouches, la solidification commence à partir de θm=0.7. Ces illustrations 
montrent les effets des résistances des couches solides. 

 

Figure  5-27 : la limite de la solidification en fonction du degré de surchauffe 
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5.6.4.3 L’effet de Ste  
Figure 5.28 montre que l’augmentation du nombre de Stephan, favorise la 
solidification. Cependant pour θc=1.2,  la solidification demeure incomplète quelque 
soit le nombre de Ste. 

 

Figure  5-28 : la limite de la solidification en fonction de Ste (θm = 0.7) 

5.6.4.4 L’effet de Bic 
L’action du nombre de Biot n’est importante que pour Bic<15 (Figure 29). Pour des 
valeurs supérieures la limite de la solidification est atteinte et ce nombre est sans 
influence. En effet, pour les grandes valeurs de Bic, la condition convective chaude est 
importante et freine le processus de solidification. Les deux couches solides qui 
encadrent le MCP ont des actions contraires. La couche solide en contact avec la 
condition convective chaude favorise la solidification tandis que la couche solide en 
contact avec la condition convective froide la retarde. 

 

Figure  5-29 : la limite de la solidification en fonction de Bic (θm = 0.7) 
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5.7 Conclusion 

L’étude de l’influence de la condition convective imposée au deuxième solide, 
désignant la condition chaude et gouvernée par  Bic, θc a montrée: 

1-la présence d’une couche solide en contact avec le MCP affecte le transfert de 
chaleur par un effet de stockage où déstockage par énergie sensible. Elle atténue 
l’action convective extérieure imposée au MCP. Ainsi, elle freine la solidification 
complète ou retarde l’aboutissement à l’état stationnaire comparativement à un mur 
MCP monocouche. 

2- les grandeurs Bic, θc, affectent la cinétique et  les limites de la solidification. 
L’action de la température θc sur le MCP est fortement dépendante du nombre de Biot 
Bic et croit avec ce nombre. 

-pour θc≤1, la solidification est complète, on distingue: pour θc≤θm : cette condition 

contribue à  la solidification. Pour θm≤θc≤1, elle contribue au refroidissement du MCP 
par un déstockage par chaleur sensible. Pour θc= θf=0, contribue de la même manière 
à la solidification du MCP que la source froide. La solidification se produit au niveau 
des deux interfaces du MCP et évoluent vers l’intérieur. 

-Pour θc≥1, la solidification est incomplète. Le front  évolue vers un état stationnaire. 
La température chaude réduit l’effet de la condition froide et retarde la solidification. 
Les faibles nombres de Biot favorise l’action de la source froide et permette au front 
d’évoluer au voisinage de la surface chaude. 
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Conclusion générale  

Dans ce travail, une étude du transfert thermique en régime variable dans un mur 
soumis à différentes conditions thermiques de surfaces est présentée. Dans un premier 
temps, sans la présence du changement de phase, ensuite avec la présence de 
changement de phase. 

Concernent le cas d’un mur monocouche sans changement de phase, la résolution 
de l’équation de conduction thermique en régime instationnaire est réalisée à l’aide 
d’une technique semi analytique, basée sur le calcul numérique de la transformée 
inverse de Laplace. Pour la recherche de la transformée inverse de Laplace, trois 
méthodes ont été testé : méthode de Stehfest, méthode de  Zakian et méthode des 
séries de Fourier. Les deux premières méthodes sont mal adaptées aux conditions aux 
limites fluctuantes. La méthode numérique des séries de Fourier est utilisée. Cette 
dernière présente une bonne précision et en bon accord avec la méthode des volumes 
finies. 

Pour l’étude du transfert instationnaire dans un mur comportant un matériau à 
changement de phase: 

La méthode de résolution des volumes finis de type explicite est utilisée. La 
stabilité des solutions numériques a été assurée par un critère de stabilité liant le pas 
d’espace dX  et le pas de temps adimensionnel dτ pour toutes les situations physiques 
considérées dans cette étude : mur monocouche, bicouches et tricouches. 

La méthode numérique a été validée par comparaison avec la solution analytique 
de Newman du problème de Stephan se rapportant à la solidification d’un milieu semi 
infini. 

Pour un mur tricouches, l’étude de l’influence de la condition convective imposée 
au deuxième solide, désignant la condition chaude et gouvernée par  Bic, θc a montré: 

1-la présence d’une couche solide en contact avec le MCP affecte le transfert de 
chaleur par un effet de stockage où déstockage par énergie sensible. Elle atténue 
l’action convective extérieure imposée au MCP. Ainsi, elle freine la solidification 
complète ou retarde l’aboutissement à l’état stationnaire comparativement à un mur 
MCP monocouche. 

2-les grandeurs Bic, θc, affectent la cinétique et  les limites de la solidification. 
L’action de la température θc sur le MCP est fortement dépendante du nombre de Biot 
Bic et croit avec ce nombre. 

-pour θc≤1, la solidification est complète, on distingue: pour θc≤θm : cette condition 

contribue à  la solidification. Pour θm≤θc≤1, elle contribue au refroidissement du MCP 
par un déstockage par chaleur sensible. Pour θc= θf=0, contribue de la même manière 
à la solidification du MCP que la source froide. La solidification se produit au niveau 
des deux interfaces du MCP et évoluent vers l’intérieur. 
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-Pour θc≥1, la solidification est incomplète. Le front  évolue vers un état 
stationnaire. La température chaude réduit l’effet de la condition froide et retarde la 
solidification. Les faibles nombres de Biot favorise l’action de la source froide et 
permette au front d’évoluer au voisinage de la surface chaude.  
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