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Résumé

Ce mémoire traite deux modéles distincts liés a la théorie des poutres de Ti-
moshenko.

Le premier concerne un systéme de nanotubes de carbone & double paroi in-
cluant les effets de la conduction thermique selon le modéle de Lord-Shulman.
L’existence et 'unicité repose sur le théoréme de Hille-Yosida. La stabilité
du systéme est démontrée a ’aide d’une méthode énergétique, fondée sur la
construction d’une fonction de Lyapunov. Il en résulte I’existence d’une so-
lution unique et une stabilité exponentielle, indépendamment des coeflicients
du systéme.

Le second modéle porte sur des poutres laminées composées de trois couches
avec glissement interfacial et effets de mémoire infinie. Ces effets interviennent
a la fois sur le déplacement transversal et sur ’angle de rotation. L’existence
et 'unicité de la solution sont établies & 1’aide de la théorie des semi-groupes.
Une analyse numérique est ensuite réalisée pour confirmer le caractére dissi-

patif du systéme et illustrer le comportement de sa solution dans le temps.

Mots clés : Systéme de Timoshenko ; Semi-groupes ; La Stabilité ; Fonctionnelle
de Lyapunov ; Structure Viscoélastique ; Glissement Interfacial Nanotubes de

carbone ; Algorithme de Newmark.



Abstract

This work addresses two distinct models related to Timoshenko beam theory.
The first model concerns a system of double-walled carbon nanotubes, incor-
porating thermal conduction effects described by the Lord—Shulman model.
The analysis is based on the Hille-Yosida theorem, which ensures the existence
and uniqueness of solutions. The stability of the system is demonstrated using
an energy method, relying on the construction of a Lyapunov function. As a
result, a unique solution with exponential stability is established, regardless
of the system’s coeflicients.

The second model focuses on laminated beams composed of three layers with
interfacial slip and infinite memory effects. These effects influence both the
transverse displacement and the rotation angle. The existence and uniqueness
of the solution are proven using semigroup theory. A numerical analysis is
then conducted to confirm the dissipative nature of the system and illustrate

the time evolution of its solution.

Keywords : Timoshenko system ; Semigroups; Stability ; Lyapunov functio-
nal ; Viscoelastic structure ; Interfacial slip ; Carbon nanotubes ; Newmark al-

gorithm.
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Introduction

Une des théories les plus utilisées généralement dans la technologie est la théorie des
poutres. Les poutres représentent 1’élément structure le plus courant dans le domaine génie
civil et mécanique en raison de leurs emniprésence, ils sont largement étudiées d’un point de
vue analytique en mécanique des materiaux.

Un modéle mathématique largement utilisé pour décrire les vibrantions transversales des
poutres est basé sur la théorie du faisceau TBT (ou théorie du faisceau épai) de Timoshenko
dans les années 1920. Dans la théorie des poutres on a deux modéles, le premier d’Euler-
Bernoulli qui néglige I'influence du cisaillement, le deuxiéme de Timoshenko qui prend en
compte la distorsion du cisaillement.

Ce mémoire traite deux modéles distincts liés & la théorie des poutres de Timoshenko.

Le premier concerne un systéme de nanotubes de carbone & double paroi incluant les effets
de la conduction thermique selon le modéle de Lord-Shulman [1].

Les auteurs de [21] ont proposé le modéle suivant de deux poutres de Timoshenko couplées

pour modéliser les nanotubes de carbone a double paroi :
pAY1uw — kGAL(Yig — ¢1) — P =0,
011901,7&1: - Elﬂﬁl,m - k?GAl(Yl,x - 991) =0,
pAYo — kGAy(Yoy — 2), + P =0,

\p[2§02,tt - E[2902,m - kGAz(Yz,x - 902) =0,

Les fonctions Y; et ¢;, avec j = 1,2, représentent respectivement la déflexion totale et

linclinaison due a la flexion du nanotube j.
Les constantes I; et A; désignent respectivement le moment d’inertie et I'aire de la section
transversale du nanotube j.

Les constantes p, F, G et k représentent respectivement la masse volumique du matériau, le
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Introduction

module de Young, le module de cisaillement et le facteur de cisaillement.
La force P représente 'interaction de Van der Waals entre les deux nanotubes et elle est
donnée par :

P =L(Y; - 1), (2)

ol L est le coefficient d’interaction de Van der Waals lié a la pression d’interaction.

Afin de simplifier I'analyse mathématique, nous effectuons les changements suivants :
i=e, ¢1—=-9% Yo—w, ¢ -2

]CGAl — /{51, El — kQ, kGAQ — k?g, ElL, —» 1{54, L — k’o.

Sans perte de généralité, nous supposons également que :

ou L représente la longueur des nanotubes.

Le second modéle porte sur des poutres laminées composées de trois couches avec glissement
interfacial et effets de mémoire infinie. Ces effets interviennent a la fois sur le déplacement
transversal et sur 'angle de rotation.

Ces structures connues sous le nom de poutre laminée sont constituées de deux couches
identiques d’épaisseur uniforme, qui est modélisée comme des poutres de Timoshenko. Un
adhésif de faible épaisseur vient coller les deux couches et crée une force de récupération
qui est proportionnelle a la quantité de glissement et produit un amortissemnt capable de
renvoyer le systéme & son état d’équilibre, tel qu’il est utilisé dans de nombreux domaines
scientifiques|12].

Nous avons trois équations de modélisation du mouvement pour ce systéme et ont été dérivées
de la théorie de Timoshenko. La troisiéme équation est couplée a la premiére et a la deuxiéme

équations et elle décrivent la dynamique du glissement, comme suit :

prgw + k(u—¢z)e =0
p2(V — )y — b(V — U)ze — k(u— ;) =0 (3)
P2V — DUy + 3k(u — ) + 40U + 4y, = 0

Ou (z,t) € (0.1) x Ry , ¢ = p(x,t) est le déplacement transversal, u = wu(z,t) réprésente
I'angle de rotation et v = v(x,t) est proportionnel & la quantité de glissement le long de

linterface, pi1, p2, k, b, 0 et v sont des constantes positives.

9



Introduction

Il a été montré que I'amortissement de frottement 4vv, dans la troisiéme équation est suf-
fisamment fort pour stabiliser asymptotiquement les structures, mais n’est pas capable de
stabiliser significativement les structures. (instabilité exponentielle), le méme résultat est
également prouvé pour z = 0 et x = 1, en supposant certaines conditions sur les paramétres
([sp )

La stabilité est discuter dans le cas d’'un amortissement viscoélastique qui agit sur ’angle de
rotation effectif sans recourir au controle aux frontiéres, elle est représentée par des termes
a mémoire finie sous forme de convolution sur [0.¢] [12][17], Et sous certaines restrictions
imposées sur les paramétres, la stabilité exponentielle a été prouvée [12]

Dans [8], certains résultats de stabilité exponentielle et polynomiale sous certaines contraintes
sur les paramétres v = 0 et avec mémoire infinie et dans ce modéle, on va étudier le systéme
(3) avec deux mémoires infinies.

Nous présentons trois chapitres. Le premier chapitre propose un rappel des définitions fon-
damentales ainsi que certaines inégalités utiles pour la suite de ce travail. Le deuxiéme
chapitre traite le premier probléme : I’étude d’un systéme de nanotubes de carbone soumis
4 la thermoélasticité de Lord-Shulman. Nous y démontrons ’existence et 'unicité de la so-
lution, ainsi que la stabilité du systéme. Enfin, le troisiéme chapitre est consacré au second
probléme : ’analyse du comportement des poutres de Timoshenko laminées en présence de
glissement interfacial et d’effets de mémoire infinie. I’existence et I'unicité de la solution y
sont également établies, et la dissipation de I’énergie est prouvée a 'aide de 'algorithme de

Newmark.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous donnons la définitions de quelques espaces de Hilbert et quelques
inégalités dans ces espaces. Aussi, nous donnons briévement, des définitions et quelques

lemmes que nous utiliserons ultérieurement.

1.1 Espace de Hilbert
Soit  un intervalle de R,
Définition 1.1. /7] On définit Iespace :
LY(Q) = {f mesurable sur Q telle que /Q | f1dQ < 400}
Définition 1.2. /5] On définit I’espace de Hilbert :
L*(Q) = {f mesurable sur Q telle que /Q | f]?dQ < 400}

Définition 1.3. [/
On définit les espaces de Hilbert :

HY(Q) ={ue L*(Q) telle que u' € L*(Q)}

HY(Q) = {ue L*(Q) telle que v € L*(Q) et u\gg =0}

H*(Q) = {ue H(Q) telle que u" € L*(Q)}

11



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.2  Quelques inégalités utiles

1.2.1 Inégalité de Poincaré

[3] Soit © un domaine borné de R, alors il existe une constante positive ¢ (dépend de
telle que :
Jtelle q

HUHHI(Q) < CHU/HLQ(Q),VU - H&(Q)

1.2.2 Inégalité de Young

1 1
[3] Soient p et ¢ deux réels vérifiant — + — = 1 alors :

p q
g
(S, 9) € (L(Q) x LI(Q)), ¥z > 0, / folde < / 7] +

Sip=qg=2ona:

1
q/lgqldx'
qger Ja

Y(f,g9) € (LP(Q))Q,V€>0,/Q|fg]dx§ g/ﬂ\fz\dx—l-zig/(z\gzldx.

1.2.3 Inégalité de Holder

1 1
[3] Soient f et g deux fonctions respectivement dans LP(Q), LI(Q), avec — + — = 1.

p g
Alors le produit fg est dans L'(Q) et

[ \rslde < ([ 17Pa0 [ lgPao):

Remarque 1.2.1

L’inégalité de Cauchys-Chwartz est un cas particulier de I'inégalité de Holder dans le cas

p=q=2.

1.3 Quelques théorémes utiles

1.3.1 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.1. [20] Soit A = [a,b] x [c,d](a < b,c < d) un rectangle fermé du plan R

et f: A — R une fonction continue , alors f est intégrable sur A et on a :

//Af(x,y)dxdy = /ab [/cdf(:v,y)dy] dx = /Cd {/abf(x,y)dx] dy.

12



1.3 Quelques théorémes utiles

1.3.2 Théoréme de Hille-Yosida

Théoréme 1.2. /3] Soit A un opérateur mazimal monotone dans un espace de Hilbert H.
Alors pour tout ug € D(A) il existe une fonctionnnelle u € C*([0, +oo[; H) N ([0, +o00[; D(A))

unique tel que :

d
d_:fb +Au=0 sur [0,+o0],

u(0) =up  (donnée initiale).
De plus on a

u()| < luol et |(e)| = Autt) < |Auo] v > 0.

1.3.3 Théoréme de Lumer-Philips

Théoréme 1.3. [19] Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire et D(A) dence
dans H. Alors , A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe de contractions si et
seulement si :

1. A est dissipatif.

2. il existe A > 0 tel que Im(AN — A) = H.

1.3.4 Théoréme de Lax-Milgram

Définition 1.4. /7] Soit a: E x E — R une forme bilinéaire, on dit que :

e a est continue sur E s’il existe une constante c, telle que
Yo,y € B, a(z,y)| < collzl|ellylle
e a est cercive s’il existe une constante a, telle que
Ve € B agllz||; < a(z, )

® a est symétrique si

Vye £ aly,x) = a(z,y)

Théoréme 1.4. /3] Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour

tout f € H', il eziste u unique tel que :

a(u,v) = (f,v) v e H.

13



Chapitre 1. Notions préliminaires

De plus, si a est symétrique, alors u minimise la fonctionnelle J : H — R définie par

J(w) = a(u,0) ~ (f0)

pour tout v de H.

14



Chapitre 2

Systeme de nanotubes de carbone sous la

thermoélasticité de Lord-Shulman

Nous considérons le systéme de type double-Timoshenko, modélisant des nanotubes de
carbone a double paroi dans le cadre de la thermoélasticité de Lord-Shulman, soumis a des
conditions initiales et & des conditions aux limites de Dirichlet comme suit :

;

prew — k(e —)a —r(u—@) + e =0, (
MU = bithee — k1(pz — ) +6(02 + 70:) =0, (
paury — ka(uy —v)y +r(u— @) +v3u =0, (
AUy — baUyy — ko(uy — v) + y4vy = 0, (

p3(0y + 704) — kOpw + Bz = 0, (

o(x,t) =(x,t) = u(x,t) =v(x,t) = 0,(z,t) =0, z=0,L, t (2.1)

En raison des conditions aux limites imposées sur 6, le systéme (2.1) peut admettre des solu-
tions non décroissantes. De plus, ces conditions empéchent I'application directe de I'inégalité
de Poincaré & . Pour y remédier, nous effectuons la transformation suivante.

A partir de la derniére équation du systéme (2.1), en intégrant sur (0, L), nous obtenos :

15



Chapitre 2. Systéme de nanotubes de carbone sous la thermoélasticité de
Lord-Shulman

d2 L d L
— — =0. 2.2
T i 9(x,t)da:+dt/0 O(x,t)de =0 (2.2)

En résolvant (2.2) avec les conditions initiales données, nous obtenons :

/OLe(x,t) dz = (1—6_7t>%/0L91(x)dx+/OLQO(I)dx‘

Ainsi, en définissant

G(x,t) = 0z, 1) — % [(1 —e ) 0@ de+ [ o) dx] |

nous obtenons :

L
/ O(x,t)dx =0, Vt>0.
0

Cette transformation permet d’appliquer I'inégalité de Poincaré a 6. De plus, une substitution
directe confirme que les variables (p, ¥, u, v, 9) satisfont le systéme (2.1) avec les conditions

initiales modifiées pour 6 données par :

Oo(z) = Op(z) — %/0 Oo(z) dx, 61(x) =01(x) — %/o 01(z) dx.

Désormais, nous travaillons donc avec (p, 1, u, v, 0~) au lieu de (¢, v, u,v,0), mais, pour plus

de simplicité, nous continuerons & noter 6 au lieu de 6.

2.1 Existence et unicité

L’objectif ici est de démontrer briévement si le systéme (2.1) est bien posé. Pour cela,
nous transformons le probléme original (2.1) en un probléme de Cauchy dans un espace de
Hilbert approprié. Nous définissons donc notre espace.

Soit :
H = [Hj(0.L) x L*(0.L)]* x [H'(0.L) x L?(0.L)] (2.3)
ou 5
LY0.L) = {¢ € L{0.1) = /O pdr = 0}
Le produits scalaires a I'espace H est donné par (2.3) est

L
(U0 = [ (g + Mo+ by + bl = )2 = 0)
0
+ prQ% + )\2222_2 + bQU;v@ + k2(ux - U)(ux - U) (24)

+r(u—p)(u—¢)+ p%f(@ +79)(0 + T9) + kTZ(S@xZ> dz,

16



2.1 Existence et unicité

ol

U= (Qpaylﬂ/f;Zlauyyza%%,@,ﬁ)T € H,

Yi =@, 21 =P, Yo = g, 2 =0, U =04

D’aprés le systéme (2.1), nous obtenons le probléme de cauchy suivant :

d
W) = AV(t), t>0,
V() (t) (2.5)
\D(O) = \IIO - (pOa P1, wOa @Z)l, Ugp, U1, Vo, V1, 907 el)Ty
ot lopérateur A : D(A) C H — H est défini par :
hn
¥ 1
— (kl(‘px:c - %) + r(u - 90) - ’Ylyl)
Y1 P1
21
' L b k 00 o
% A_l(lwx:c_F 1(%:—%[))— x — T x)
U Y2
A = 1 (2.6)
Y2 E (k2(Uze — v2) — 7(u — @) — 13Y2)
(% 29
1
<2 3N (bQUxx + kQ(Uw - U) - 74752)
Ao
Y
Y 1
- <_p319 + kemz - ﬁzlx)
TpP3

de domaine :

(e H\ (p,0,u,0) € HX0,L) N B0, L), )
(y1, 21, Y2, 22) € Hy (0, L),

0 € H2(0,L)N HX0, L),

| ¥ € H(0,L)

ol

HZ(0,L) = {¢ € H*0,L) : ¢.(0) = ¢.(L) =0},
H(0,L) = H*(0,L) N L*0, L)

Soit le résultats d’existance et d'unicité
Théoréme 2.1. Pour toute donnée initiale ¥y € H, il existe une solution faible unique
U(t) € C([0,00),H) du systeme (2.1).

17



Chapitre 2. Systéme de nanotubes de carbone sous la thermoélasticité de
Lord-Shulman

De plus, si Vg € D(A), alors le systéme (2.1) admet une solution forte unique

U (t) € C([0,00), D(A)) N C*([0,00), H).

Preuve

Nous allons prouver que A est dissipatif et que sa résolvante contient zéro, c¢’est-a-dire
0 € p(A). Par conséquent, nous pourrons conclure que les hypothéses du corollaire de Lu-
mer—Phillips sont vérifiées, et que celui-ci peut étre appliqué, conformément au théoréme de
Hille-Yosida |3].
A dissipatif : Pour établir la dissipativité de 'opérateur A, nous utilisons le produit scalaire
défini en (2.4) et le systéme (2.6). Il en résulte que, pour toute fonction ¥ € D(A), nous

avons

L
(AV, ) q :/ Y1 [k1(Yze — Vu) +7(u — @) — y1n] dx
0 ; )
+ b1/ N Wy dc +/ 21 [k1 (g — ) — 00,] dx
OL 0 .
— 75/ 210, dr + by / Yy, do
oL 0 .
+ k1 / (2 = V) (Y12 — 21) dw + bg/ Vg2 AT
oL ; B
_73/ y%dx+r/ (u—)(y2 — 1) dx (2.8)
LO ’
+/ Y2 [k2(Uze — v2) — (U — )] do
OL
+ /0 23 [D2Vae + ko(Uy — v) — Y422] dz
kro [*

L
+— 0,0, dx + kg/ (uy — V) (Y2 — 22) dx
B Jo 0

L k(s L
+ 5/ 21(0; + 79,) dx — E / (0, + 79,)0, dx
0 0

En simplifiant, nous obtenons :

L ko
MMWM=—/X%ﬁ+w£+Mﬁ+E@MwSO (2.9)
0

par conséquent, 'opérateur A est dissipatif.

0 € p(A) : En d’autres termes, nous devons prouver que pour :

F = (f1, fo, f3, [, [5: fo, f7, f5, fo, f10)' € H,

18



2.1 Existence et unicité

il existe un unique ¥ € D(A) tel que explicitement :

— AV =F.
les composantes du systéme (2.10) sont :
—h = fl € H[%(OaL)a
—2z1 = f3 - H&(O,L),
—Y2 = f5 S H(}(07L)7
—z = fr € H&(O,L),

—V = fo € Hy (0, L),
k1 (Paz — ¥a) = T(u— @) + 1151 = prfo € L¥(
—b1pe — k1(pp — ) + 60, + 700, = M\ fy € L*(
—ka (U — v3) +7(u — @) + 3y2 = pafs € L*(0,
—bovgs — ko(ty — V) + Ya22 = Ao fs € L*(
—kOpe + p3V + Bz1z = f10 € L2(0,L).

Des cinq premiéres équations du systéme (2.11), il résulte que :
Y1, 21, Y, 20,V € HY(0.L) et V € HL(0.L).

Et d’aprés la derniére équation du systéme (2.11), nous avons :

_B
k

—Tps3

0 —=
rxr l{

f3z € L3(0L>7

flO - %fQ

donc

0 € H*(0.L) N H!(0.L).

Nous constatons que I’équation (2.12) satisfait

L L
0, = kp3/0 fio(y)dy — %/ﬂ fo(y)dy — %fs

De plus, nous avons : 0,(0) = 6,(L) = 0.
Alinsi,
0 € H>(0,L)N H(0.L).

19
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Chapitre 2. Systéme de nanotubes de carbone sous la thermoélasticité de
Lord-Shulman

En substituant les cinq premiéres équations du systéme (2.11) et I’équation (2.13) dans les

cinq derniéres équations su systéme (2.11), nous obtenons

—k1(pe —)e —r(u— @) = prfa+nf1 € L*(0,L)

L L
—b1Vge — b1(pe — ) = 57;53 /0 fro(y)dy + %/0 Jo(y)dy + %fz& + 70 for + A1fs € L*(0.L)
—ka(tx — ) +7(u— ) = pafs +73f5 € L*(0, L)

k
L _blvxw - kQ(ux - U) = )‘2f8 + 74.](.7 € L2<O7 L)

(2.14)

Nous procédons a la résolution du systéme (2.14) en considérant sa formulation variationnelle,

B((¢,¥,u,v), ($,9,7,7)) = L(P,, T, 7) (2.15)

ol

B :[H;(0.L)]® — R est une forme bilinéaire donnée par :
~ L —_ ~
B((@? wa u, U)> (9/57 ¢7 iL\, i)\)) = / |:b1 %: %: + kl(@x - w) (9096 - ¢) + b2 Vg 6?}:
0

+ ky(ug — v) (@ — D) +r(u — @) (@ — @] dz. (2.16)

et L:[Hy(0.L)]* — R est la fonctionnelle linéaire continue définie par :
~ L ~
L($,$,7,7) = / (13 + bt + Ist + 47 de,

0

ou

lLi =pifo+mnfi,

5rps [ Sps [ 5 ,
ly = Tpg/ fio(y) dy+%/ fo(y) dy+£f3+75f9+)\1f4,
0 0

k
ls = pafs +3fs5,

ly = Xafs + yafr.

En utilisant l'inégalité de Young, il est évident que l'opérateur L est borné dans l'espace
[Hy (0, L)]*.
De maniére similaire, Popérateur B est également borné dans [H, (0, L)]®.

De plus, a partir de ’équation (2.16), il résulte que :

B ((@)¢7 ’LL,U), (90,1?7 U,U)) = bl ||77Z}$”2 + kl ||90$ - ¢||2 + b2 Hv$||2

+ ko [l — ol* + 7 flu — ||

(2.17)
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2.2 Stabilité exponentielle

La forme bilinéaire B est coercive dans 'espace [H (0, L)]*. Par conséquent, d’aprés le lemme

de Lax—Milgram, il en résulte qu’il existe une unique solution
(0,9, u,v) € [Hy(0, L))

satisfaisant le probléme (2.15).

De plus, en prenant les fonctionnelles
(3,0,0,0), (0,4,0,0), (0,0,@,0), (0,0,0,3) avec &, ¢, d, v e D(0,L),

I'équation (2.15) se réduit a

r
e — P T 2
Prz = ¢x kf (U @) kl 2 kl 1€ L (07 L)7
_ ks 57'/)3/ 5ﬂ3/
Vg = by (90 kb, f10 y kb, f9
A1
4 f9x_ kblf3__f4€L2 (0, L), (33)
r P2 V3 2
TT — - - - — L O,L ,
u Vg kQ(u ) k2f6 k2 5 € ( )
Vaw = 2y — ) = 24— V€ 12(0, 1),
\ TT b2 €T b2 8 b2

Ainsi, nous obtenons :

@, ¥, u, v € HY(0,L) N Hy(0, L).

Finalement, nous avons établi que
U = (0, 91,0, 21, U, Y2, 0, 20, 0,9)" € D(A) 1ésout — AV = F.

Par conséquent, nous concluons que 0 € p(A).

2.2 Stabilité exponentielle

Cette section traite la stabilité exponentielle du systéme (2.1) en utilisant la méthode
de I'énergie. Nous commencons par démontrer que ’énergie du systéme décroit au cours du
temps. Ensuite, nous construisons soigneusement une fonctionnelle de Lyapunov équivalente
a I'énergie du systéme. Enfin, nous prouvons que cette fonctionnelle de Lyapunov satisfait

une inégalité appropriée, ce qui conduit a la stabilité exponentielle du systéme (2.1).
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Chapitre 2. Systéme de nanotubes de carbone sous la thermoélasticité de
Lord-Shulman

Les lemmes essentiels suivants sont cruciaux pour établir notre résultat de stabilité. Ces
lemmes sont nécessaires pour faire apparaitre les termes négatifs requis dans I'expression de
I’énergie.

A partir de cette section, ¢ désigne une constante positive générique, incluant notamment

celles provenant de I'inégalité de Poincaré. Soit (¢, ¥, u, v, ) une solution du probléme (2.1).

2.2.1 L’energie du Systéme
Lemme 2.1
Léénergie du systéme (2.1) définie par

1 (L
E(t) =3 / [Pl@f + )\1%2 + bﬂﬁi + k1 (g — 1/1)2 + /)Quf + )\2%2
0

2
) ko

+ bov? + ko(uy —v)* +r(u— @) + %(9 +70,)° + %95] de  (2.18)

satisfait

/ g 2 2 o, kobZ
E (t) = - (’YISOt + Y3Up T Y4l + 3 )dS <0 (2-19)
0
Preuve

Les équations (2.18) et (2.19) sont obtenues par les procédures de calcul standards consis-
tant & multiplier les cinq premiéres équations du systéme (2.1) respectivement par ¢y, ¢y,
ug, Vg et (0 + 7 0p4y), puis & intégrer par rapport a x et enfin a sommer les résultats.

Les étapes détaillées sont les suivantes : en commencant par la premiére équation du systéme

(2.1), nous obtenons :

%% OL(pw?Jrkl(%—w)Q+T(u—90)2)dx+/oL[k1¢t(soz—w)—Tut(u—so)]dx =-m /OL pidx
(2.20)
des deuxiéme, toisiéme, quatriéme et cinquiéme nous obtenons :
1d (" ) L
2t ), (A + byZ] da +/0 [004(05 + T010) — k1t (r — ) dz =0 (2.21)

1d [* L L
5%/ [P2ut2+k2(ug;—v)2+r(u—¢)2]dm+/ [kave(uy —v) +1ru(u—p)|de = _73/ uldz.
0 0 ;

(2.22)

1d [~ L L
ST / [Aov? + byv?]da + / [Yavr — kove(uy — v)de = —74/ vidr. (2.23)
t Jo 0 0
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2.2 Stabilité exponentielle

et

1d /L ps6(0 +70,)>  Tk60? /L k6 [F 02da
- + 4 — 5 O + TOp)dw = ——20 "2 2.24
57 || 3 5 i Ui i) 5 (2.24)

En sommant les équations (2.20) & (2.24) , nous obtenons a la fois la forme fonctionnelle de

I'énergie (2.18) ainsi que sa dérivée (2.19).

2.2.2 Les fonctionnnelles de Lyapunov
Lemme 2.2
La dérivée de la fonctionnelle
R = [l [ 00) + r)ms .29

satisfait,pour tout 1,69 > 0

L L

Fit < ——/ z/;tda;—i—al/ (s +€2/ —w)2dw—|—c/ 9§d:c+c(1+€i+£i)/ (0+76;)dx.
0 1 €2 Jo

(2.26)

Preuve

La dérivée de F, avec la substitution appropriée en utilisant les deuxiéme et cinquiéme

équations de (2.1), donne :
——ﬁ/ V2 dx +p35 (0 + 76,)*d prl/ V(0 + 76,) dx:
k‘1P3 ¢
o Ty e ( [ mma) e e

1

Par les inégalités de Young, de Cauchy Schwarz et de Poincaré, les trois derniers termes de

(2.27) sont bornés comme suit :

L /6 L
k/ Y0, dx < 5/ Yidx +—/ 02dz, (2.28)
0 0
3b1 2 p3b1 L 2
wx (0 +70,)dr < e w dr + 55— 2 (9 + 76,)°dx (2.29)
1

bt . L z L k2 52 L
B [Tl [ Grernands < [ (eovpder S8 [Toerin 230

0

En remplagant les trois derniers termes de ’équation (2.27)) par les estimations correspon-

dantes données dans (2.28) & (2.30), nous obtenons(2.26).

23
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Lemme 2.3

La dérivée de la fonctionnelle
L
Fy(t) = —7',03/ 0(0 + 76,)dx (2.31)
0

satisfait, pour tout £3>0,

L 1 L
Fy(t) < p23 (0 + 70,)? d + &5 @/Jt dx + ¢ (1 + ) / 02 dx. (2.32)
0 €3/ Jo

Preuve

La dérivée de F5, aprés substitution appropriée en utilisant la cinquiéme équation du

systéme (2.1) puis une intégration par parties, donne

L L L L
Fy(t) = —pg,/ (0 + 70,)*dx + Tk/ 02dx + p3/ 6(0 + 70;)dx — BT/ Ui0.dr (2.33)
0 0 0 0

Par les inégalités de Young et de Poincaré, les estimations des deux derniers termes sont :

L L

p3/ 00 + 70y)dr < — Ps (9+7’9t)2dx+ @/ 02du, (2.34)
52 2

—57/ Vil du < 63/ Yide + —— / 02dz, (2.35)

respectivement. Le résultat du lemme est obtenue en substituant (2.34) et (2.35) dans (2.33).

Lemme 2.4

La dérivéee de la fonctionnelle

- A A A
F3(t) = / (P11 + M + pougus + Aovw + =% + 220 4+ 20 + 6rpb,)dr (2.36)
0

2 2 2

Satisfait

L b L
F3(t) < —/ (kl(gox—w)2+Elwfc—l—k:g(ux—v)2+bgv§+r(u—g0))dx+/ (,0190,52+p2uf+)\gvf+cwtz+c€§)d:c
0 0

(2.37)
Preuve
La dérivée de F5 donne
L
Fé(t) = / (PISOttSO + MUu + pauyt + Aovyv + )\1%2 + P1§0§ + P2u? + /\2Ut2 (2 38)
0 .

+ )\13015%0 + >\2utu —+ )\31){(] —+ (57'1/11591« + 5T¢9xt)dl’

24



2.2 Stabilité exponentielle

En remplagant les quatre premiers termes de (2.38) par les termes correspondants du systéme

(2.1) et en appliquant une intégration par parties, nous obtenons :

L
F3(t) = — /o (kl(gox — )+ b2 + ko(up — v)* + bov? + r(u — go)?>dx
(2.39)

L
+ / (plgof + pguf + )\gvf + c¢f + c@i)dm.
0

L’inégalité (2.37) est obtenue en appliquant les inégalités de Young et de Poincaré aux deux
derniers termes de (2.39).
Aprés avoir établi les lemmes techniques nécessaires, nous nous concentrons a présent sur

I’énoncé et la démonstration de la stabilité exponentielle.

Théoréme 2.2. L’énergie du systéeme (2.1) décroit exponentiellement. En d’autres termes,

il existe deuz constantes positives o1 et oo telles que U'énerqie E(t) du systéme (2.1) verifie :

E(t) < o1e77, pour tout t > 0. (2.40)

Preuve du théoréme

Etant donné les constantes positives N, Ny et Na, qui seront choisies convenablement par

la suite, nous définissons une fonctionnelle de Lyapunov,
L(t) = NE(t) + N1 Fi(t) + NoFy(t) + Fi(t) (2.41)

Le calcul de la dérivée de la fonctionnelle de Lyapunov, combiné avec les termes correspon-

by ky

——, &9 = —— et
AN, P

dants des équations (2.19), (2.26), (2.32) et (2.37), et en posant ; = 5N
1

€3 = —, donne :
Ny

L L L
L) < — uN - py) / o2 de — [N — py / 2 dz — [N — Ao / o2 du
0 0 0

L L L
—[KN—CN1—0N2(1+N2)—C]/ Qidx—/ wfdx—/ (0 4 76,)* dx
0 0

0

L L K, [*
—bg/ vidw—r/ (u—cp)de—T/ (0 — V) dz
0 0

b L ’ L
_Zl/ 1/)zd$—K2/ (uy —v)? da.
0 0
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2 2
En fixant N; = B(c + 1) puis en prenant Ny = —[cN;(1 + N;y) + 1] nous nous retrouvons
P3

avec
L L L
L) <= puN =il [ o =N =l [ e — N =l [ e
0 0 0
— [KN — ¢Ny — cNy(1 + N)—c]/ Hde—[ Nl—c}/ V? dx
0

L
[p3N2—cN11+N1 / (6 + 76,) dx—bg/ 2 dz
0

_T/OL(U_ / —%/{)Lqpﬁdx—Kg/oL(ux—v)de

(2.43)

D’autre part, en imposant les inégalités de Young et de Poincaré & la fonctionnelle de Lya-

punov définie par (2.41) et en gardant a 'esprit que Nyet Ny ont été fixés et que :

L L L
/ p?dr < c/ (0 — ¥)?dx + c/ Yidx
0 0 0
L L L
/ uwdr < c/ (U, —v)*dx + c/ v2dx
0 0 0

L
L) - NE@ < [ [ +0t+ B+ (o= 0P+ a4
0

On en déduit que

02+ (g — )%+ (0 + 76,)* + 62 |dw (2.44)
< cE(1),
d’ou
(N —c)E(t) < L(t) < (N +¢)E(t) (2.45)

Nous mettons N — ¢ = 1 et N 4+ ¢ = 9, nous obtenons
mE(t) < L(t) < peE(). (2.46)

Donc la fonctionnel de Lyapunov est équivalente a I’énergie du systéme.

Nous prenons N suffisamment grand pour que :

YN —p1 >0, BN—py>0, YN —-—X>0, N—c>0 (2.47)
Pour p9 > 0, et & partir de 'estimation (2.43), pour tout ¢ > 0.
L'(t) < —po /0 L[sofwfwiﬂ%—¢)2+u?+vf+vi+(um—v)2+<9+70t)2+9§]dx (2.48)
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2.2 Stabilité exponentielle

En utilisant la fonctionnelle d’énergie E(t) donnée par (2.18), I'estimation (2.48) fournit,

pour une certaine constante uz > 0,
L'(t) < —psE(t).
En combinant (2.49) avec (2.46), on obtient

L)< -2rw, vt>o
M2

Une simple intégration de (2.50) donne
M3
L(t) < L(0) exp( - —t>, Vit > 0.
H2
En utilisant la fonctionnelle d’énergie (2.18), il est alors facile de voir que

E(t) < o1 exp(—ost),

K3

ou oy := &E(O) et oy 1=
M1 M2

Cela conclut la démonstration de notre résultat de décroissance exponentielle.
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Chapitre 3

Modélisation numérique des poutres de

Timoshenko laminées avec glissement

interfacial et mémoires infinies

3.1 Position du probléme

Nous considérons le systéme des poutres de Timoshenko laminées avec glissement inter-

facial et mémoires infinies suivant :

1o+ k(u — 0g)e + /000 91(8)pue(t — s)ds =0
p2(V = u) — b(V — ) — k(u — ) + /0 go(s)(v(t = 8) —u(t — 8))auds =0 (3.1)

P2V — DUy + 3k(u — ,) + 40v + dyv, =0

avec les conditions aux limites
0(0,t) = p(1,t) = u(0,t) = u,(1,t) = v(0,t) = v,(1,t) =0 (3.2)

et les données initiales

{ (ol ~1). ulz, ~1), v, 1)) = (pola. 1) uo(a, ). vl 1), .

(90t<x7 0)? Ut(xv 0)7 Ut<x7 0)) = (()Ol(x>7 u1<x>> Ul(l‘)),
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3.1 Position du probléme

Nous introduisons la variable 1) = v — u, et comme dans [5], nous considérons les variables

1 et z et leur données initiales par

n(z,t,s) = p(x,t) — o, t —s), r € (0,1), s,t € Ry,
no(x, s) = po(x,0) — @o(z, s), r € (0,1), s e Ry,
2(x,t,8) = P(x,t) — Y(x,t — s), r € (0,1), s,t € Ry,
(0,1)

) —
20(x, 8) = vo(z,0) — ugp(x,0) — [vo(z, s) — ug(x,s)], =€ (0,1), s € Ry.

\

Donc le systéme(3.1) devient

p1s — k(pe + 0 — 0)z + 9 0re — / 91(8)Nga(t — s)ds =0
0 o0
p2tu — (b - 98)¢xx + k‘(gpx +v — U) - / 92(S)Zxa:d3 =0 (3'4)
0
P2y — bUgy — 3k(pg + 1 — v) +46v 4+ 4y, =0

ol
o= [ als)ds, =12
0
avec les conditions aux limites

0(0,t) = p(1,t) = (0,t) =¥ (1,t) = v(0,t) = v, (1,¢) =0, teR,. (3.5)

Les fonctionnels 7 et z satisfaisant

(

n(x,t,s) + ns(x,t,s) — oz, t) ,8,t >0,
Zt<x7t7 S) +Zs<l’,t, S) _wt( )
77(1‘707 S) = 770($7 S),Z(I,O, S) = ZO(:E7 8)7

n(x,t,0) = z(x,t,0) = z,(1,t,5) =0,

Y

0,
0,

(3.6)
, S c §R+,

)

(0,1)

z € (0,1),s,t>0,
(0,1)
(0,1)

L s ,S,t < 3%4,.
Nous considérons les hypothéses suivantes :
(Hy) On suppose que la fonction g; : ®, — R,, i = 1,2 est dérivable, non croissante et

intégrable sur R telle qu’il existe une constante positive kg satisfaisant, pour tout

(¢, v, w) € Hy(0,1) x HX(0,1) x H}(0,1)

ko (llezll® + lvall* + lwz[1*) < 3kllps + v — vl|* +3(b — g2) ¥al®

(3.7)
+ bllve[* + 48]|v[* — 3g7[la®
De plus, supposons qu’il existe deux constantes positives 5, et (35 telles que
— Bigi(s) < gi(s), seR,, i=1,2 (3.8)

29
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3.2 Existance et unicité

En utilisant la théorie des semi-groupes, nous donnons un résultats d’existence et d’unicité

pour le systéme (3.4). Soit

()Ot:@7 @Dt:r&a Ut:fjv
U= (QO, @,¢:¢7U7@7777 2)7 (39)
Uy = (9007901,1)0 — Up, V1 — U17U0,U17770720)-

Alors, le systéme peut étre réécrit comme suit :

Ut—AUZO, t>07

(3.10)
U(0) = Uy,
ot lopérateur A : D(A) C H — H est défini par :
@
91 h
' ——(pr + Y — V) = = + — 91(8)n2z(8) ds
R 1 P1 0
SD ~
(G
(G
T I P L e | R AR OO
A = | r p2 Jo (3.11)
v .
0
v
1 -
n E[bvm+3/€(90x+w—v)—45@—4711}
: —MNs T+ 95
—Zs + 7;

Considérons 'espace standard L*(0,1) muni de son produit scalaire classique {-,-) et de la

norme induite || - [|. Nous considérons également les espaces de phase de Hilbert :

Lgi:{v:R+—>ﬁi

/OO gi(s) Jvz(s)||* ds < oo} , 1=1,2,
0
équipés du produit scalaire
(w, W), = /000 9i(s) (wy(s), we(s)) ds.
Nous posons :
Hy = H)0,1), Hy=H0,1), H0,1)={he H'0,1): h(0) =0}
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3.2 Existance et unicité

L’espace d’énergie est alors donné par :
H = H;(0,1) x L*(0,1) x [H;(0,1) x L*(0,1)]* x Ly, X Lg,,
muni du produit scalaire suivant : pour tout

U, = (S01,8517?/11,121,”1751,771,21)7 Uy = (902a952>¢271/~12av27772>772a22) €EH,

nous avons :

(U1, Us)gy = 3k (012 + 1 — v1, @aog + g — v2) + 3(b — gg) (Y12, Yag) — 39(1) (P125 P2
+ b (U1, Vag) + 40 (v1, v2) + 3p1 (D1, P2) + 3p2 @1, &2) + po (U1, Ua) (3.12)

+3 (1, m2)L,, + 3 (21, 22) 1, -
Le domaine de A est donné par :
DA)={UeH | AU € H, ,(1) =0, v,(1) =0, n(z,0) =0, z(z,0) =0, z(1,s) =0}

ot D(A) est dense dans H.
Maintenant, afin d’établir notre résultat d’existence et d’unicité, nous allons tout d’abord

énoncer le théoréme, puis présenter sa démonstration.

Théoréme 3.1. Supposons que (H,) est vérifie. Alors, pour tout Uy € D(A), le systéme

(3.10) admet une unique solution U vérifiant
Si Uy € D(A), Alors U satisfait

UeC(Ry; D(A)NC (R D(A))

Preuve.

Pour obtenir le résultat ci-dessus, on va prouver que A est un opérateur monotone maxi-

mal. C’est & dire A est dissipatif et I — A est surjectif.

31



Chapitre 3. Modélisation numérique des poutres de Timoshenko laminées avec
glissement interfacial et mémoires infinies

¢ A dissipatif : En utilisant 1’équation (3.12), nous obtenons :

1 1 1

° 1 1 1 ’ 10
+ b/ Uy Uy AT + 45/ vU dx + 3k/ (e + 0 — V)0 dx — 39(1) / Prrpr dr

01 _ 0 0 X ) 0
+ 3/ O (/ 91(8)Naw ds) dz +3(b— g9) / Vpathy d — Sk/ (pr + 1 — ) da

0 0 0 0
1 oo 1 1

+ 3/ Py (/ 92(8) 2z ds) dx + b/ VyaUp AT + 3k’/ (pz + ¢ — V) de

0 0 0 0

1 1 1 1
— 45/ v dr — 47/ Ut2 dx + 3/ (—ns + @ )ndx + 3/ (—zs + )z dx
0 0 0 0

(3.13)

Grace a la formule d’intégration par partie et les conditions au bord, nous trouvons

1 1
<AU’ U>H = 3k‘/o (SOQC + 1/} - U)t(@x + ¢ - U)dl’ - 3]{;/(; (90;1: + ¢ - U)t(@x + 1/) - U)diE

1 1 1
—3(b—g9) / Veatbrdz + 3(b — g3) / Vpatbrd 4 3¢° / Puatprda
0 0 0

1 1 1 1 1
—39? / Pezrprdr — b/ Vg Updx + b/ Vg Uedx + 45/ vugdr — 45/ vudr
0 0 0 0 0

1 oo 1 0o oo 1
—47/ vidr — 3/ gl(s)/ NaNedrds + 3/ g(8)||n.|)?ds + 3/ gl(s)/ NaNedrds
0 0 0 0 0 0

') 1 e’} e’} 1
+ 3/ 92(8)/ 2w Zpdrds + 3/ gé(s)||zm||2d5 — 3/ gg(s)/ 2y 2ppdads (3.14)
0 0 0 0 0

Aprés simplification, nous obtenons

1 [ 1 [
(AU = =tllulP+5 [ mlfds+5 [ allalPas <o (3.15)

par conséquent, 'opérateur A est dissipatif.
#L’opérateur (I — A) est surjectif :
Soit

F=(fi,fos -, [5) € H.

Nous prouvons qu’il existe U € D(A) tel que

U—AU=F. (3.16)
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Ceci s’écrit en termes de composants, comme suit

(

¢—¢=fieHy01)
.k 9 L[> 2
P = —(pe+ ¥ = V) — = ug + — 91(8)Neads = fo € L7(0,1)
P1 P1 P1 Jo
—1=fse H(0,1)
~ 1 1 [
— = [(b= ¢Dpye — k(pz + 10 — v +—/ $)zgeds = f1 € L*(0,1
(2 p [(b— g2)0 (00 + 1 — )] A 92(s) fa (0,1) (3.17)
v—10=fs€H0,1)
1
0 — — [bug + 3k(pp + 9 — v) — 40v — 470] = fs € L*(0,1)
P2
n+ns—@¢=fr €Ly
L Z+ZS—?;:f8€L92.
Les premiére, troisiéme et cinquiéme équations de (3.17) sont équivalentes a :
g=p—fi , b=v—f; et D=v—f;, (3.18)

a partir de (3.18), nous voyons que les deux derniéres équations de (3.17) se réduisent a

ns+n=¢+fr—fi et z+z=9v+fs—fs, (3.19)

en intégrant par rapport a s et notant que 7 et z doivent satisfaire n(0) = z(0) = 0, nous
avons .
) = (1 = exp(=9)e = )+ [ explr =) fr(r)ar
et (3.20)

2(s) = (1 —exp(—=s)) (¢ — f3) + /0 exp(7 — 5) fs(7)dr,

en utilisant (3.18) et (3.20) nous trouvons que les deuxiéme, quatriéme et sixiéme équations

de (3.17), sont réduits a

(

p1p — k(0e + U — V)2 + G102e = p1(f1 + f2)

o0

T / T gs) (1 — exp(—8)fi + / exXp(T — 8) fy(7)dr)sudls
P2t — (b — G2)Vsy + k(s + ¢ —v) = pa(fs + fa) (3.21)

T / " ga(s) (1 — exp(—s)) i + / exp(r — 8) fs(1)dr)sads

(p2 + 47 4+ 40)v — bug, — 3k(pe + ¥ —v) = (p2 +47) f5 + p2fs

\
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P10 — k(0z + ¢ = 0)a + G1pae = 1 € Hy(0,1) (3.22)
path = (b= G2)ue + klpx + 9 —v) = hy € HL(0,1) (3.23)
(po + 4y + 40)v — buy, — 3k(p, + 1 —v) = hg € H2(0,1), (3.24)

nous posons

b= p1(fi+ o) + / " () (L — exp(—s)) i + / " exp(r — ) fo()dr)auds

ha = po(fs + f1) + / " () (1 — exp(—s)) s + / " exp(r — ) fo(T)dr)uds

hs = (p2 +47) f5 + p2 fs,

nous définissons I'espace W = H}(0,1) x H(0,1) x H(0,1)
En multipliant les équations (3.22) ,(3.23) et (3.24) par des fonctions o1 € Hy(0,1), 1, €
H(0,1), v; € H}(0,1) respectivement puis intégrant par parties sur [0, 1], nous obtenons

1

1 1 1
3p1 / prodr — 3k/ (pzr + 1 — V) pp1dx + 30 / Orpp1dr = 3/ o1hydx
0 0 0 0

1 1 1 1

1 1 1 1
(p2—|—47—|—45)/ ledx—b/ Umvldx—i%k/ ((,DQ;—I—I/)—U)UleL‘:/ hy vy dzx (3.25)
0 0 0 0

Ce qui implique

1

1 1 1
3p1 / o rdr — 3k/ (pz + 19 —v)p1de — 3G / OrP1odr = 3/ hipidx
0 0 0 0

1 1 1 1
302 /0 ndz + 3(b - Gs) /0 tbrada + 3k /0 (s + 9 — v)hrda = 3 /0 hathyde

1 1 1 1
(pa + 4 + 40) / vurdr + b/ VyU1,dT — 3k/ (e + 1 —v)vide = / havdx
0 0 0 0

additionnons les trois équations nous obtenons

1 1 1 1
3p1 / pprdr + 3k/ (pz + 9 —v) (Y12 + Y1 —v1)dx — 351 / Prp1zdx + 3P2/ Yipdx
0 0 0 0

1 1 1 1
+3(b—§72)/ wx¢1$d$+<,02+4’y+4(5)/ vvld:c—l—b/ vxled:z::/ (3h1p1+3hoth1+hsvy )d.
0 0 0 0
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Pour u = (¢,v,v) et uy = (p1,11,v1), nous définissons sur W une forme bilinéair af(.,.)

est une forme linéaire [(.) comme suit

1 1
a(u,uy) = 3/)1/ swldeer/ (2 + U —v) (1o + 11 —v1) dzx
0 1 0 1
—3§1/ goxgolxda:+3p2/ Yy dx
0 0

1 1
+3(b—§2)/ ¢z¢lxdx+(p2+47+46)/ vuydx
0 0

1
+ b/ Vg U1z AT,
0

1
l(ul) = / (3h1(,01 + 3h2¢1 + thl)dx.
0
Soit la formulation variationnnelle suivante :
a(u,uy) = l(uy), Yu; € W. (3.26)

Nous appliquons le théoréme de Lax-Milgram & I’équation (3.26) afin de démontrer I’existence
et 'unicité de la solution u = (¢, ¥, v) € W.

1- Continuité de a(u,uy)

1 1
(wun)| = |30 [ pprdet 3k [ (ot 0= 0)pn+n - v do
’ 1 0 1 1
3 / iors d + 3o / b dr + 3(b — ) / by de
0 0 0

1 1
+ (p2 + 47 + 49) / vuy do + b/ VyUls d:v.‘
0 0
En utilisant l'inégalité de Cauchy-Shwartz nous obtenons

la(u, ur)| < 3py ||ollc, o]z, + 3K [[pe + ¥ — |1, |01z + 1 — 1|1,
=301 @zl Lo | 012l o + 3p2 10| 2, |91 || 2,
+3(b = G2) |l Lol 1l 2, + (p2 + 4y + 46) ||v]| L, [|v1 |2,

+b[valL, [[vre]| .-

Alors, nous prouvons facilement prouver que :

|a((, 9, 0), (1,91, 00) < (s 8, vl lw )l [ (015, vr[[w)-
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Donc a(u,up) est continue.

2- Coercivité de a(u, u;)

1
|a(u,u)|:3p1/ gpgdx+3k/
- ’ 1
—|—3p2/ 1/12dx+3(b—§2)/ Y2dx
0 0

1

1
(S0x+¢—v)2d$—3§1/ o2 dx
0

1 1
4y + 46 dr+b 2 dx.
+ (p2 + 47 + )/Ov x—i—/ovxx
a((p, ¥, v), (9,9, 0)) = Cal| (0,9, 0)|[fy-

Cy = min {3py, 3k, 3g1, 3p2, 3(b — ga), (p2 + 47 + 49), b}

Donc a(u,u) est coercive.

3 - Continuité de I(uy)

1 1 1
|l(u1)| = |l(g01, 77/}1, Ul))| = |3/ hl(pldl’ + 3/ hg¢1dl’ + / ]’L3U1d$|
0 0 0

[1(p1, 1, v1)| < 3[|hallLyllerlle, + 3llhallra |1l L, + [1Ps]lra |1l 2,
|l((,01,77/)1,1)1>| < maX(SthHLw 3||h2||L27 ||h3||L2>(||901||L2 + ||¢1||L2 + ||U1||L2)7

donc existe C3 > 0, tel que

Cs = max(3||h1||L,, 3[|h2|| L, [| P3| 2,)

(e, o1, 01)] < Csllpal [y + [l

up + |[o]|a)

|l(9017?/f17U1)| < Cs||(<p17¢1,v1)\lw
L(ur)] < Csl|urllw

Donc I(uy) est continue.

a(.,.) est bilinéaire, continue et coercive sur W, et [(.) est linéaire et continue sur W. Alors
d’aprés le théoréme de Lax-Miligram, il existe une solution unique u = (p, 1, v) € W.

Nous constatons que, si ’équation (3.21) admet une solution vérifiant la régularité requise
dans D(A), alors 'équation (3.18) implique que @, Y et ¥ existent et satisfont également la

régularité requise dans D(A).

Maintenant nous allons démontrer que 7 et z existent et satifait n,, n € Ly, et z5, 2 € Lg,.
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D’aprés (3.19), nous remarquons qu’il suffit de prouver que n € Ly, et z € Lg,.

Nous avons

— (I—exp(=s))(¢ - fi) € L
et

— (I —exp(=9))(¥) = fs) € Ly,

car @, fi € Hy(0.1) et 1, f3 € HL(0.1).

D’autre part , En utilisant le théoréme de fubini et I'inégalité de Holder, nous obtenons :

[ [ 0O [ exptr ) sy s

< [ o290 [ expiryin) [ el P

/ooo exp(=5)(1 = exp(=5))gu(s) /0 " exp(7) | (7)| P drds
/000 exp(=$)g1(s) /0 exp() | (7)) Pdlrds
/Oooexp )| fr (7)1 / exp(—s)gn (s)dsdr

/ exp(r)g1 (1) foa ()2 / exp(—s)dsdr
0

< / ()| o) Pl

< |[frllzz, < o0

s — /8 exp(1 — s) f7(7)dr € Ly,.
0

De méme nous obtenons

s — /S exp(T — s) fs(T)dT € Lg,.
0

Donc

neLly, et z¢&l,,

Finalement, 3(¢p, @, v, 1,0, 0,m, 2)T € D(A) qui vérifie AU = F pour tout F € H
Donc l'operateur I — A est surjectif.
I — A est surjectif et A est dissipatif. Alors d’aprés le théoréme de Hille-Yosida ([3]) nous

obtenons le résultat du théoréme 3.1.

37



Chapitre 3. Modélisation numérique des poutres de Timoshenko laminées avec
glissement interfacial et mémoires infinies

3.3 Analyse numérique

Méthode des différences finies

Soit J un entier non négatif, et soit

L
h=—_
J+1

le pas de discrétisation associé & une subdivision réguliére de l'intervalle (0, L), donnée par
0:$0<l‘1<I2<"'<$J<JZJ+1:L,

avec x; = jh pour tout j =0,1,...,J + 1.
Pour tout : =1,2,...,J et t > 0, nous notons :
— »5(t),
— (),
— v;(b),
les valeurs approchées respectives de ¢(jh,t), ¥(jh,t), et v(jh,t), évaluées aux noeuds in-
ternes du maillage.

De plus, nous introduisons 'opérateur différentiel discret :

Ujir — 25 + Uj

h? ’

qui représente une approximation de la dérivée seconde spatiale de v au point z;.

2, —

L’opérateur de différence finie est défini par :

Apv; = L= 2;; T ey = Y h”j‘l (3.27)
Le #-schéma est donné par :
Ppv; = Ovjq + (1 — 20)v; + 0v;_1, avec = éll (3.28)
Nous supposons le schéma en différences finies suivant appliqué au systéme :
(3 <,01<,bj —k (Anpj + 6,05 — 6, v5) + /000 91(8)App;(t — s) ds) =0, j=1,J

3 (Pﬂ;j — (b= go)Anty + k <5E<Pj + P19 — ‘%%‘) + / 92(8) Anth;(t — s) d8> =0,j=1,J
0

\pgi}j — bAh’Uj —3]6 (5;g0] —|—Cbi¢J — @iﬂj) +4@%((5U]) —|—4’)/U] = O ]: 1,_<]
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Avec les conditions aux bords suivantes :

Yo =g =10 =10, Yy=vjp1, VJ=Vsq1.

L’équation du systéme (3.29) pour la variable ¢; s’écrit, pour j =1,...,J :

. 1 1

30185 = 3k ( 55 (051 — 205 + 9jm1) + 3 (U5 = Yy = Vj = Vi)
o 1
+ 3/0 g1(s) - ﬁ(@jﬂ —2pj+ 1)t —s)ds =0
Ainsi, pour j =1 :
. 1 1
3p1p1 — 3k ﬁ(% — 21 + o) + E(l/& — 1y = V1 = V3)

> 1
+3/ 91(5)‘F(@z—Q%—l—@o)(t—s)ds:O,
0

Pour j =2
. 1 1
3p1p2 — 3k (ﬁ(sﬂs — 20y + 1) + E(% — g — Vo — Vé))

> 1
+3/ 91(3)'ﬁ<803—2902+901)(t—3)ds:0,
0

pour j = J:
. 1 1
3p1pg — 3k (ﬁ(%pJH — 27 +@51) + E(@DJ — Yy =V = VJ+1))

* 1
+3 [T ou(s) - 3 = 200+ @ua)(t = ) ds =0
0

Le systéme (3.29) peut étre réécrit sous la forme :

©On ©On ©n ©On
M || +C || + K [wn| +G | |unl| | =0, (3.30)
Vi Vi Vi Vi

avec
on= (1 s00)s U= (Y1), Va=(,...,Vy) eR’

Les matrices de masse, d’amortissement et de rigidité M, C, K € M3;(R) sont données par :

3p:I 0 0 00 O
M=10 3pI 0|, C=100 0
0 0 pof 0 0 4nI
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ou I € M;(R) désigne la matrice identité de taille J x J, et ot 0 représente la matrice nulle
de MJ(R)

On a également :

I=(e,eq,...,6y)

avec e; les vecteurs de la base canonique de RY.

La matrice de rigidite K € M3, (R) s’écrit :

—3KD;} —3KD~ 3KD~
K= |-3KD~ —-3bD'D™ +3K® —3K®
3KD~ 3K® —bD* D™ + (3K + 40)®

ol les opérateurs discrets sont définis comme suit :

-Le laplacien discret centré :

-2 1 0 0
1 -2 1 0
P22
0= 12 0 1 -2
1
0 0O 1 =2
- La dérivée arriére :
1 0 0 0
-1 1 0 0
D™ = ! 1 1
=7 0 - 0
0
0 0 -1 1
- La dérivée avant, définie par :
Dt =—(D)"
Notons que :
1 1
2 _ - JJ _ -+ 11
Dy =D"D _ﬁ‘] =D"D _ﬁj (3.31)

ot J77 et J'! sont les matrices de projection sur les vecteurs e; et e; respectivement.

40



3.3 Analyse numérique

De plus, on définit la matrice :

2 1
1 2 1
Q=4 1 = PP,
2 1
1 2
avec :
1 0
11 0
1
Pr=c 11 o0 , Pr=(P)"
1 1
Les termes de mémoire sont donnés par :
©n G1(on)
G| || | = |Ga(vn)]|
Up, 0

ol :

Crlgn) = / " () DRenlt —s)ds,  Galun) = / " a(s) DDt — 5) ds.

Algoithm de Newmark

L’algorithme de Newmark [16] est basé sur un ensemble de deux relations exprimant le

déplacement vers 'avant

n+1 n+1 n+1
[@h ) h ’ Uh ]
et la vitesse
n+l  ind+l -ntl
[(ph » Vh ) Uh ]

La méthode consiste & mettre a jour les vecteurs déplacement, vitesse et accélération de

l'instant courant " = n §t & Uinstant "™ = (n + 1) ¢ selon les relations suivantes :
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)
Gt =g+ (1 —<) at g + <ot gptt,

1
SOZH = SOh + 0t @h <— - 5) ot SOh + 55752 n+17

it =+ (L= <) Sty + s Sty

1 (3.32)
wH =+ 0ty + (— - 5) 0t” Y + Bot” Yt
Pt =0 4+ (1 — <) 6t + g ottt
vt = )l + St o) + (5 — 5) 524 + B ot it
\
oll 8 et ¢ sont des paramétres de la méthode de Newmark.
Approximation des termes de mémoire
Les termes mémoire G (py) et Go(1y) sont approchés par :
N -
= dtgiDipl (3.33)
=0
N . .
() =D ot@ D Dy (3:34)
ot g] D2 0 0
G = 0 stgDY*D~ 0|, j=0,...,N.
0 0 0

Equations discrétes du mouvement

En remplacant les équations du systéme (3.32) dans le systéme (3.30) nous obtenons :

@t on @r

(M40t C+ 620K +Go) [ | ==C([dg | + =9t |4 |)
th+1 th th

(3.35)

n - n n ntl—i

Ph Ph Pp N gph—’— J

- (6o ([ug |+t (g | + (=0 |G| ) =306 |uqrt

v v i j=1 yricd
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telle que :

. , 1
Gt = o 4 (1 = ¢)otdp + sot@p Rt = of + Sty + (5 - Bt @ + Bsot* Gt

Gptt — oottt = @ + (1 — <)ot
1
n+1 Bg5t2 -n+1 — (pz _}_5.“)02 4 (5 . ﬂ)ét%@Z

et :

1 "

M =[optby, VI +Clopty, Vil + Klowtn  Vil'+ Glpntn  ViJ') =0
Nous introduisons les variables :
=gt — ",
Sy,
qui vérifient :
nn,j . nn,j—l — gOn—‘,—l—j o SOn—j
Zn,j - Zn,jfl — wnJrlfj - wnfj

ainsi , a partir de (3.36), nous obtenons
5t(’bn+% :nn,j_nnj 1+5t2<6 é§> (an—‘rl—(,bn),

Stapth = gmi _ gni-l 4 52 (5 - %c) (7 —m),

et
wn+1 :¢n + (Stiﬂn + (% o ﬂ)(sth —|—ﬁ5t2¢n+1
YT T =6t <§ — B)St*Y" + Bt
Z an 1 _5t¢n+ ( _ ﬁ)5t2wnﬁ5t2wn+l
5t,¢)n+% :Zn—l—l,j _ Zn,]—l + (StQ(ﬁ . §§)(g0n+1 . (pn)
ou
NI A A
2

pour tout V" | avec n € Z. Nous aurons besoin du lemme suivant
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1
Lemme 3.1. Soit 5 = 2 Alors,
S

ZXJD2 L gn 5:2(575[ (ZM) (ID7el? + (p10)°)

n+1
— ZXj (ID% 741 + (7‘7.,]-,1)2)]
Jj=1 n

N

1
T oot > (1 = x5) (ID 0l + (1ng)°)
j=1

1
+ oa N1 (||D+77n7NH2 + (77n,N,1)2) (3.45)

n+1

N N
n n+s 1 - -2
ZXJDW Y gt = o [— (ij) D79l + > il D™ 41
j=1

J=1 n
1 N 1
= 557 206 = X)ID 2 + gexwiall Dz P (3.46)
=1
Pour tout (X;)j € N
Preuve 3.1
Soit :
N N
1) = Y XIDT Dy Iy I E) = YT XIDID Y (347)

j=1

1
alors, en utilisant (3.39), (3.40) et (3.42) , avec 8 = 5% on obtient :

N
nt3) = — i D=(y"E — Zinta Y —yn
1) = = 30 Dt - o ()

= L () (v - o)

j=1

(3.48)
1 1
— Y XD z"t2, D (Z"th — zmi

+ ;Zl ( , D™( )

N
1 n n,J n,j—
+ 5 ;_1 XI(D=zin+s, g — zmi=ty,
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Tel que

N N
1 e it l i 1 e i P o
_2525;XJ<D Zints g g 1>:_25t EZIXJ<D (2™ 4 727971, D=(Z™ — Zm7h)

25tZX9<D (7™ + Zmi7Y), D™ (2™ — ZmI7h))

1
XN+1HD ZnNH2

=1
T

= XJH XJ mi||2 4
25; VD=2 + o

(") — [("+2).

+
~

(3.49)
Ainsi, en observant que le cote gauche de (3.46) est donné par I("*1) = 2I(¢”+%) —1(y¥"),
et en remplagant cette derniére expression dans (3.48), nous obtenons (3.46). En répétant
les mémes calcules pour le couple (¢, (), et en considérant (3.31), nous obtenons (3.48).
Les accélérations [p," ™, 1,1V, "] sont calculée & partir de (3.35) et les vitesses
[ b VT sont obtenues respectivement a partir des deuxiéme et quatriéme équa-
tions du systéme (3.32).
Enfin, le déplacement [} ¢t V.t T) est calculer & partir des troisiéme st cinquiéme

équations du systéme (3.32), par de simples opérations matricielles.

Ainsi, Pénergie entiérement discréte du systéme (3.32) et (3.35) est donnée par :

T T
1 ont o 1 o o
52 = 5 ¢n+1 M 77/}2 + 5 '@Z)}? K @Z}Z + G([@Za ¢Z7 th}a [(1027 w;& th])
th-‘,-l th th th

3 sn 3 n 3 —.n 1 rn 3 —1/n
= 5olleRll? + 5oalldn P + PP + 52l ViR IP + SPID VP

3 o _ 3k
+ K ||PV;t — Py — DY gp||? + 2(<P1)2

2 2h

1 N -1 N 1 n,j
5[ =Dl DRI + (F?) + gt (I gl + ()P

Jj=1 7j=1

1 Al .

+5[Gs =3 I ¢h||2+2g -z,

ou g(.,.) est la forme bilinéaire dérivée du terme de mémoire et décrite dans la ligne suivante,
1 1
=5 1 J—5 4
et 91.22 = 5(91‘22 +912)
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Il s’agit d’une approximation de I’énergie pour le cas continu . L’incrément de cette énergie
peut étre exprimé en termes de valeurs moyennes et d’incréments du déplacement et de la
vitesse.

: . 1 S : L
Ensuite , nous choisissons ¢ = 5 et § = 5 réduisant ’expression ci-dessus a :

e — ey = 4oty [
1 n (VNG
e S = ) 1+ ()
7=1
1 n ntl,l 9
— 2ot (D2 + () )
L N+ N |12 4 2
— o (IR + ()?)
1 N
+72 (@ =g D2
7j=1
1
— IDZ = LY D2 <o

Avec cela, 'energie entiérement discréte obtenue par la méthode B-Newmark diminue et nous

montrons que son comportement asymptotique est le reffet du cas continu [ ]
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