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Résumé

Ce mémoire traite deux modèles distincts liés à la théorie des poutres de Ti-

moshenko.

Le premier concerne un système de nanotubes de carbone à double paroi in-

cluant les e�ets de la conduction thermique selon le modèle de Lord-Shulman.

L'existence et l'unicité repose sur le théorème de Hille-Yosida. La stabilité

du système est démontrée à l'aide d'une méthode énergétique, fondée sur la

construction d'une fonction de Lyapunov. Il en résulte l'existence d'une so-

lution unique et une stabilité exponentielle, indépendamment des coe�cients

du système.

Le second modèle porte sur des poutres laminées composées de trois couches

avec glissement interfacial et e�ets de mémoire in�nie. Ces e�ets interviennent

à la fois sur le déplacement transversal et sur l'angle de rotation. L'existence

et l'unicité de la solution sont établies à l'aide de la théorie des semi-groupes.

Une analyse numérique est ensuite réalisée pour con�rmer le caractère dissi-

patif du système et illustrer le comportement de sa solution dans le temps.

Mots clés : Système de Timoshenko ; Semi-groupes ; La Stabilité ; Fonctionnelle

de Lyapunov ; Structure Viscoélastique ; Glissement Interfacial Nanotubes de

carbone ; Algorithme de Newmark.
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Abstract

This work addresses two distinct models related to Timoshenko beam theory.

The �rst model concerns a system of double-walled carbon nanotubes, incor-

porating thermal conduction e�ects described by the Lord�Shulman model.

The analysis is based on the Hille�Yosida theorem, which ensures the existence

and uniqueness of solutions. The stability of the system is demonstrated using

an energy method, relying on the construction of a Lyapunov function. As a

result, a unique solution with exponential stability is established, regardless

of the system's coe�cients.

The second model focuses on laminated beams composed of three layers with

interfacial slip and in�nite memory e�ects. These e�ects in�uence both the

transverse displacement and the rotation angle. The existence and uniqueness

of the solution are proven using semigroup theory. A numerical analysis is

then conducted to con�rm the dissipative nature of the system and illustrate

the time evolution of its solution.

Keywords : Timoshenko system ; Semigroups ; Stability ; Lyapunov functio-

nal ; Viscoelastic structure ; Interfacial slip ; Carbon nanotubes ; Newmark al-

gorithm.
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Introduction

Une des théories les plus utilisées généralement dans la technologie est la théorie des

poutres. Les poutres représentent l'élément structure le plus courant dans le domaine génie

civil et mécanique en raison de leurs emniprésence, ils sont largement étudiées d'un point de

vue analytique en mécanique des materiaux.

Un modèle mathématique largement utilisé pour décrire les vibrantions transversales des

poutres est basé sur la théorie du faisceau TBT (ou théorie du faisceau épai) de Timoshenko

dans les années 1920. Dans la théorie des poutres on a deux modèles, le premier d'Euler-

Bernoulli qui néglige l'in�uence du cisaillement, le deuxième de Timoshenko qui prend en

compte la distorsion du cisaillement.

Ce mémoire traite deux modèles distincts liés à la théorie des poutres de Timoshenko.

Le premier concerne un système de nanotubes de carbone à double paroi incluant les e�ets

de la conduction thermique selon le modèle de Lord-Shulman [1].

Les auteurs de [21] ont proposé le modèle suivant de deux poutres de Timoshenko couplées

pour modéliser les nanotubes de carbone à double paroi :

ρA1Y1,tt − kGA1(Y1,x − ϕ1)x − P = 0,

ρI1ϕ1,tt − EI1ϕ1,xx − kGA1(Y1,x − ϕ1) = 0,

ρA2Y2,tt − kGA2(Y2,x − ϕ2)x + P = 0,

ρI2ϕ2,tt − EI2ϕ2,xx − kGA2(Y2,x − ϕ2) = 0,

(1)

Les fonctions Yj et ϕj, avec j = 1, 2, représentent respectivement la dé�exion totale et

l'inclinaison due à la �exion du nanotube j.

Les constantes Ij et Aj désignent respectivement le moment d'inertie et l'aire de la section

transversale du nanotube j.

Les constantes ρ, E, G et k représentent respectivement la masse volumique du matériau, le

8



Introduction

module de Young, le module de cisaillement et le facteur de cisaillement.

La force P représente l'interaction de Van der Waals entre les deux nanotubes et elle est

donnée par :

P = L(Y2 − Y1), (2)

où L est le coe�cient d'interaction de Van der Waals lié à la pression d'interaction.

A�n de simpli�er l'analyse mathématique, nous e�ectuons les changements suivants :

Y1 → ϕ, ϕ1 → −ψ, Y2 → w, ϕ2 → −z,

kGA1 → k1, EI1 → k2, kGA2 → k3, EI2 → k4, L→ k0.

Sans perte de généralité, nous supposons également que :

ρAj = ρIj = L = 1,

où L représente la longueur des nanotubes.

Le second modèle porte sur des poutres laminées composées de trois couches avec glissement

interfacial et e�ets de mémoire in�nie. Ces e�ets interviennent à la fois sur le déplacement

transversal et sur l'angle de rotation.

Ces structures connues sous le nom de poutre laminée sont constituées de deux couches

identiques d'épaisseur uniforme, qui est modélisée comme des poutres de Timoshenko. Un

adhésif de faible épaisseur vient coller les deux couches et crée une force de récupération

qui est proportionnelle à la quantité de glissement et produit un amortissemnt capable de

renvoyer le système à son état d'équilibre, tel qu'il est utilisé dans de nombreux domaines

scienti�ques[12].

Nous avons trois équations de modélisation du mouvement pour ce système et ont été dérivées

de la théorie de Timoshenko. La troisième équation est couplée à la première et à la deuxième

équations et elle décrivent la dynamique du glissement, comme suit :
ρ1ϕtt + k(u− ϕx)x = 0

ρ2(υ − u)tt − b(υ − u)xx − k(u− ϕx) = 0

ρ2υtt − bυxx + 3k(u− ϕx) + 4δυ + 4γυt = 0

(3)

Où (x, t) ∈ (0.1) × <+ , ϕ = ϕ(x, t) est le déplacement transversal, u = u(x, t) réprésente

l'angle de rotation et υ = υ(x, t) est proportionnel à la quantité de glissement le long de

l'interface, ρ1, ρ2, k, b, δ et γ sont des constantes positives.

9



Introduction

Il a été montré que l'amortissement de frottement 4γυt dans la troisième équation est suf-

�samment fort pour stabiliser asymptotiquement les structures, mais n'est pas capable de

stabiliser signi�cativement les structures. (instabilité exponentielle), le même résultat est

également prouvé pour x = 0 et x = 1, en supposant certaines conditions sur les paramétres

([18] [17] )

La stabilité est discuter dans le cas d'un amortissement viscoélastique qui agit sur l'angle de

rotation e�ectif sans recourir au contrôle aux frontières, elle est représentée par des termes

à mémoire �nie sous forme de convolution sur [0.t] [12][17], Et sous certaines restrictions

imposées sur les paramètres, la stabilité exponentielle a été prouvée [12]

Dans [8], certains résultats de stabilité exponentielle et polynomiale sous certaines contraintes

sur les paramétres γ = 0 et avec mémoire in�nie et dans ce modèle, on va étudier le système

(3) avec deux mémoires in�nies.

Nous présentons trois chapitres. Le premier chapitre propose un rappel des dé�nitions fon-

damentales ainsi que certaines inégalités utiles pour la suite de ce travail. Le deuxième

chapitre traite le premier problème : l'étude d'un système de nanotubes de carbone soumis

à la thermoélasticité de Lord-Shulman. Nous y démontrons l'existence et l'unicité de la so-

lution, ainsi que la stabilité du système. En�n, le troisième chapitre est consacré au second

problème : l'analyse du comportement des poutres de Timoshenko laminées en présence de

glissement interfacial et d'e�ets de mémoire in�nie. L'existence et l'unicité de la solution y

sont également établies, et la dissipation de l'énergie est prouvée à l'aide de l'algorithme de

Newmark.
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Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous donnons la dé�nitions de quelques espaces de Hilbert et quelques

inégalités dans ces espaces. Aussi, nous donnons brièvement, des dé�nitions et quelques

lemmes que nous utiliserons ultérieurement.

1.1 Espace de Hilbert

Soit Ω un intervalle de <,

Dé�nition 1.1. [3] On dé�nit l'espace :

L1(Ω) = {f mesurable sur Ω telle que

∫
Ω

|f |dΩ < +∞}

Dé�nition 1.2. [3] On dé�nit l'espace de Hilbert :

L2(Ω) = {f mesurable sur Ω telle que

∫
Ω

|f |2dΩ < +∞}

Dé�nition 1.3. [3]

On dé�nit les espaces de Hilbert :

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) telle que u′ ∈ L2(Ω)}

H1
0 (Ω) = {u ∈ L2(Ω) telle que u′ ∈ L2(Ω) et u\∂Ω = 0}

H2(Ω) = {u ∈ H1(Ω) telle que u′′ ∈ L2(Ω)}

11



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.2 Quelques inégalités utiles

1.2.1 Inégalité de Poincaré

[3] Soit Ω un domaine borné de <, alors il existe une constante positive c (dépend de Ω

)telle que :

‖u‖H1(Ω) ≤ c‖u′‖L2(Ω),∀u ∈ H1
0 (Ω).

1.2.2 Inégalité de Young

[3] Soient p et q deux réels véri�ant
1

p
+

1

q
= 1 alors :

∀(f, g) ∈ (Lp(Ω)× Lq(Ω)),∀ε > 0,

∫
Ω

|fg|dx ≤ ε

p

∫
Ω

|fp|dx+
1

qε
q
p

∫
Ω

|gq|dx.

Si p = q = 2 on a :

∀(f, g) ∈ (Lp(Ω))2,∀ε > 0,

∫
Ω

|fg|dx ≤ ε

2

∫
Ω

|f 2|dx+
1

2ε

∫
Ω

|g2|dx.

1.2.3 Inégalité de Hölder

[3] Soient f et g deux fonctions respectivement dans Lp(Ω), Lq(Ω), avec
1

p
+

1

q
= 1.

Alors ,le produit fg est dans L1(Ω) et∫
Ω

|fg|dx ≤ (

∫
Ω

|f |2dx)
1
p (

∫
Ω

|g|2dx)
1
q

Remarque 1.2.1

L'inégalité de Cauchys-Chwartz est un cas particulier de l'inégalité de Holder dans le cas

p = q = 2.

1.3 Quelques théorèmes utiles

1.3.1 Théorème de Fubini

Théorème 1.1. [20] Soit ∆ = [a, b]× [c, d](a < b, c < d) un rectangle fermé du plan <2

et f : ∆ −→ < une fonction continue , alors f est intégrable sur ∆ et on a :

∫ ∫
∆

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

[∫ d

c

f(x, y)dy

]
dx =

∫ d

c

[∫ b

a

f(x, y)dx

]
dy.

12



1.3 Quelques théorèmes utiles

1.3.2 Théorème de Hille-Yosida

Théorème 1.2. [3] Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H.

Alors pour tout u0 ∈ D(A) il existe une fonctionnnelle u ∈ C1([0,+∞[;H)∩([0,+∞[;D(A))

unique tel que : 
du

dt
+ Au = 0 sur [0,+∞[,

u(0) = u0 (donnée initiale).

De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et
∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣ = Au(t) ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

1.3.3 Théorème de Lumer-Philips

Théorème 1.3. [19] Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur linéaire et D(A) dence

dans H. Alors , A est le générateur in�nitésimal d'un C0-semigroupe de contractions si et

seulement si :

1. A est dissipatif.

2. il existe λ > 0 tel que Im(λI − A) = H.

1.3.4 Théorème de Lax-Milgram

Dé�nition 1.4. [3] Soit a : E × E → < une forme bilinéaire, on dit que :

• a est continue sur E s'il existe une constante ca telle que

∀x, y ∈ E, |a(x, y)| ≤ ca||x||E||y||E

• a est c÷rcive s'il existe une constante αa telle que

∀x ∈ E αa||x||2E ≤ a(x, x)

• a est symétrique si

∀y ∈ E a(y, x) = a(x, y)

Théorème 1.4. [3] Soit a(u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour

tout f ∈ H ′, il existe u unique tel que :

a(u, v) = (f, v) v ∈ H.

13



Chapitre 1. Notions préliminaires

De plus, si a est symétrique, alors u minimise la fonctionnelle J : H → < dé�nie par

J(v) =
1

2
a(u, v)− (f, v)

pour tout v de H.

14



Chapitre 2
Système de nanotubes de carbone sous la

thermoélasticité de Lord-Shulman

Nous considèrons le système de type double-Timoshenko, modélisant des nanotubes de

carbone à double paroi dans le cadre de la thermoélasticité de Lord-Shulman, soumis à des

conditions initiales et à des conditions aux limites de Dirichlet comme suit :

ρ1ϕtt − k1(ϕx − ψ)x − r(u− ϕ) + γ1ϕt = 0, (0, L)× (0,∞)

λ1ψtt − b1ψxx − k1(ϕx − ψ) + δ(θx + τθtx) = 0, (0, L)× (0,∞)

ρ2utt − k2(ux − v)x + r(u− ϕ) + γ3ut = 0, (0, L)× (0,∞)

λ2vtt − b2vxx − k2(ux − v) + γ4vt = 0, (0, L)× (0,∞)

ρ3(θt + τθtt)− kθxx + βψxt = 0, (0, L)× (0,∞)

ϕ(x, t) = ψ(x, t) = u(x, t) = v(x, t) = θx(x, t) = 0, x = 0, L, t ≥ 0

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), (0, L)

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), (0, L)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), (0, L)

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), (0, L)

θ(x, 0) = θ0(x), θt(x, 0) = θ1(x), (0, L).

(2.1)

En raison des conditions aux limites imposées sur θ, le système (2.1) peut admettre des solu-

tions non décroissantes. De plus, ces conditions empêchent l'application directe de l'inégalité

de Poincaré à θ. Pour y remédier, nous e�ectuons la transformation suivante.

À partir de la dernière équation du système (2.1), en intégrant sur (0, L), nous obtenos :
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τ
d2

dt2

∫ L

0

θ(x, t) dx+
d

dt

∫ L

0

θ(x, t) dx = 0. (2.2)

En résolvant (2.2) avec les conditions initiales données, nous obtenons :∫ L

0

θ(x, t) dx =
(

1− e−τt
)1

τ

∫ L

0

θ1(x) dx+

∫ L

0

θ0(x) dx.

Ainsi, en dé�nissant

θ̃(x, t) = θ(x, t)− 1

L

[(
1− e−τt

)1

τ

∫ L

0

θ1(x) dx+

∫ L

0

θ0(x) dx

]
,

nous obtenons : ∫ L

0

θ̃(x, t) dx = 0, ∀t ≥ 0.

Cette transformation permet d'appliquer l'inégalité de Poincaré à θ̃. De plus, une substitution

directe con�rme que les variables (ϕ, ψ, u, v, θ̃) satisfont le système (2.1) avec les conditions

initiales modi�ées pour θ données par :

θ0(x) = θ0(x)− 1

L

∫ L

0

θ0(x) dx, θ1(x) = θ1(x)− 1

L

∫ L

0

θ1(x) dx.

Désormais, nous travaillons donc avec (ϕ, ψ, u, v, θ̃) au lieu de (ϕ, ψ, u, v, θ), mais, pour plus

de simplicité, nous continuerons à noter θ au lieu de θ̃.

2.1 Existence et unicité

L'objectif ici est de démontrer brièvement si le système (2.1) est bien posé. Pour cela,

nous transformons le problème original (2.1) en un problème de Cauchy dans un espace de

Hilbert approprié. Nous dé�nissons donc notre espace.

Soit :

H = [H1
0 (0.L)× L2(0.L)]4 × [H1(0.L)× L2

∗(0.L)] (2.3)

où

L2
∗(0.L) = {φ ∈ L2

( 0.1) =

∫ L

0

φdx = 0}

Le produits scalaires à l'espace H est donné par (2.3) est

(Ψ,Ψ)H =

∫ L

0

(
ρ1y1y1 + λ1z1z1 + b1ψxψx + k1(ϕx − ψ)(ϕx − ψ)

+ ρ2y2y2 + λ2z2z2 + b2vxvx + k2(ux − v)(ux − v)

+ r(u− ϕ)(u− ϕ) +
ρ3δ

β
(θ + τϑ)(θ + τϑ) +

kτδ

β
θxθx

)
dx,

(2.4)
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où

Ψ = (ϕ, y1, ψ, z1, u, y2, v, z2, θ, ϑ)T ∈ H,

y1 = ϕt, z1 = ψt, y2 = ut, z2 = vt, ϑ = θt.

D'après le système (2.1), nous obtenons le problème de cauchy suivant :


d

dt
Ψ(t) = AΨ(t), t > 0,

Ψ(0) = Ψ0 = (ρ0, ρ1, ψ0, ψ1, u0, u1, v0, v1, θ0, θ1)T ,
(2.5)

où l'opérateur A : D(A) ⊂ H −→ H est dé�ni par :

A



ϕ

y1

ψ

z1

u

y2

v

z2

θ

ϑ



=



y1

1

ρ1

(k1(ϕxx − ψx) + r(u− ϕ)− γ1y1)

z1

1

λ1

(b1ψxx + k1(ϕx − ψ)− δθx − τδϑx)

y2

1

ρ2

(k2(uxx − vx)− r(u− ϕ)− γ3y2)

z2

1

λ2

(b2vxx + k2(ux − v)− γ4z2)

ϑ
1

τρ3

(−ρ3ϑ+ kθxx − βz1x)



(2.6)

de domaine :

D(A) =



Ψ ∈ H \ (ϕ, ψ, u, v) ∈ H2(0, L) ∩H1
0 (0, L),

(y1, z1, y2, z2) ∈ H1
0 (0, L),

θ ∈ H2
∗ (0, L) ∩H1

∗ (0, L),

ϑ ∈ H1
∗ (0, L)


(2.7)

où

H2
∗ (0, L) =

{
φ ∈ H2(0, L) : φx(0) = φx(L) = 0

}
,

H1
∗ (0, L) = H1(0, L) ∩ L2

∗(0, L)

Soit le résultats d'existance et d'unicité

Théorème 2.1. Pour toute donnée initiale Ψ0 ∈ H, il existe une solution faible unique

Ψ(t) ∈ C([0,∞), H) du système (2.1).
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De plus, si Ψ0 ∈ D(A), alors le système (2.1) admet une solution forte unique

Ψ(t) ∈ C([0,∞), D(A)) ∩ C1([0,∞), H).

Preuve

Nous allons prouver que A est dissipatif et que sa résolvante contient zéro, c'est-à-dire

0 ∈ ρ(A). Par conséquent, nous pourrons conclure que les hypothèses du corollaire de Lu-

mer�Phillips sont véri�ées, et que celui-ci peut être appliqué, conformément au théorème de

Hille�Yosida [3].

A dissipatif : Pour établir la dissipativité de l'opérateur A, nous utilisons le produit scalaire

dé�ni en (2.4) et le système (2.6). Il en résulte que, pour toute fonction Ψ ∈ D(A), nous

avons

(AΨ,Ψ)H =

∫ L

0

y1 [k1(ϕxx − ψx) + r(u− ϕ)− γ1y1] dx

+ b1

∫ L

0

z1ψxx dx+

∫ L

0

z1 [k1(ϕx − ψ)− δθx] dx

− τδ
∫ L

0

z1ϑx dx+ b1

∫ L

0

ψxz1x dx

+ k1

∫ L

0

(ϕx − ψ)(y1x − z1) dx+ b2

∫ L

0

vxz2x dx

− γ3

∫ L

0

y2
2 dx+ r

∫ L

0

(u− ϕ)(y2 − y1) dx

+

∫ L

0

y2 [k2(uxx − vx)− r(u− ϕ)] dx

+

∫ L

0

z2 [b2vxx + k2(ux − v)− γ4z2] dx

+
kτδ

β

∫ L

0

θxϑx dx+ k2

∫ L

0

(ux − v)(y2x − z2) dx

+ δ

∫ L

0

z1(θx + τϑx) dx−
kδ

β

∫ L

0

(θx + τϑx)θx dx

(2.8)

En simpli�ant, nous obtenons :

(AΨ,Ψ)H = −
∫ L

0

(γ1y
2
1 + γ2y

2
2 + γ4z

2
1 +

kδ

β
θ2
x)dx ≤ 0. (2.9)

par conséquent, l'opérateur A est dissipatif.

0 ∈ ρ(A) : En d'autres termes, nous devons prouver que pour :

F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8, f9, f10)t ∈ H,

18



2.1 Existence et unicité

il existe un unique Ψ ∈ D(A) tel que explicitement :

− AΨ = F. (2.10)

les composantes du système (2.10) sont :

−y1 = f1 ∈ H1
0 (0, L),

−z1 = f3 ∈ H1
0 (0, L),

−y2 = f5 ∈ H1
0 (0, L),

−z2 = f7 ∈ H1
0 (0, L),

−V = f9 ∈ H1
0,∗(0, L),

−k1(ϕxx − ψx)− r(u− ϕ) + γ1y1 = ρ1f2 ∈ L2(0, L),

−b1ψxx − k1(ϕx − ψ) + δθx + τδϑx = λ1f4 ∈ L2(0, L),

−k2(uxx − vx) + r(u− ϕ) + γ3y2 = ρ2f6 ∈ L2(0, L),

−b2vxx − k2(ux − v) + γ4z2 = λ2f8 ∈ L2(0, L),

−kθxx + ρ3V + βz1x = f10 ∈ L2
∗(0, L).

(2.11)

Des cinq premières équations du système (2.11), il résulte que :

y1, z1, y2, z2, V ∈ H1
0 (0.L) et V ∈ H1

∗ (0.L).

Et d'après la dernière équation du système (2.11), nous avons :

θxx =
−τρ3

k
f10 −

ρ3

k
f9 −

β

k
f3x ∈ L2

∗(0.L), (2.12)

donc

θ ∈ H2(0.L) ∩H1
∗ (0.L).

Nous constatons que l'équation (2.12) satisfait

θx =
−τρ3

k

∫ L

0

f10(y)dy − ρ3

k

∫ L

0

f9(y)dy − β

k
f3 (2.13)

De plus, nous avons : θx(0) = θx(L) = 0.

Ainsi,

θ ∈ H2
∗ (0, L) ∩H1

∗ (0.L).
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En substituant les cinq premières équations du système (2.11) et l'équation (2.13) dans les

cinq dernières équations su système (2.11), nous obtenons

−k1(ϕx − ψ)x − r(u− ϕ) = ρ1f2 + γ1f1 ∈ L2(0, L)

−b1ψxx − b1(ϕx − ψ) =
δτρ3

k

∫ L

0

f10(y)dy +
δρ3

k

∫ L

0

f9(y)dy +
δβ

k
f3 + τδf9x + λ1f4 ∈ L2(0.L)

−k2(ux − v)x + r(u− ϕ) = ρ2f6 + γ3f5 ∈ L2(0, L)

−b1vxx − k2(ux − v) = λ2f8 + γ4f7 ∈ L2(0, L)

(2.14)

Nous procédons à la résolution du système (2.14) en considérant sa formulation variationnelle,

B((ϕ, ψ, u, v), (ϕ̂, ψ̂, û, v̂)) = L(ϕ̂, ψ̂, û, v̂) (2.15)

où

B : [H1
0 (0.L)]8 → R est une forme bilinéaire donnée par :

B
(
(ϕ, ψ, u, v), (ϕ̂, ψ̂, û, v̂)

)
=

∫ L

0

[
b1 ψx ψ̂x + k1(ϕx − ψ) (ϕ̂x − ψ̂) + b2 vx v̂x

+ k2(ux − v) (ûx − v̂) + r(u− ϕ) (û− ϕ̂)
]
dx. (2.16)

et L : [H1
0 (0.L)]4 → R est la fonctionnelle linéaire continue dé�nie par :

L(ϕ̂, ψ̂, û, v̂) =

∫ L

0

(
l1ϕ̂+ l2ψ̂ + l3û+ l4v̂

)
dx,

où

l1 = ρ1f2 + γ1f1,

l2 =
δτρ3

k

∫ L

0

f10(y) dy +
δρ3

k

∫ L

0

f9(y) dy +
δβ

k
f3 + τδf ′9 + λ1f4,

l3 = ρ2f6 + γ3f5,

l4 = λ2f8 + γ4f7.

En utilisant l'inégalité de Young, il est évident que l'opérateur L est borné dans l'espace

[H1
0 (0, L)]4.

De manière similaire, l'opérateur B est également borné dans [H1
0 (0, L)]8.

De plus, à partir de l'équation (2.16), il résulte que :

B ((ϕ, ψ, u, v), (ϕ, ψ, u, v)) = b1 ‖ψx‖2 + k1 ‖ϕx − ψ‖2 + b2 ‖vx‖2

+ k2 ‖ux − v‖2 + r ‖u− ϕ‖2
(2.17)
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2.2 Stabilité exponentielle

La forme bilinéaire B est coercive dans l'espace [H1
0 (0, L)]4. Par conséquent, d'après le lemme

de Lax�Milgram, il en résulte qu'il existe une unique solution

(ϕ, ψ, u, v) ∈ [H1
0 (0, L)]4

satisfaisant le problème (2.15).

De plus, en prenant les fonctionnelles

(ϕ̂, 0, 0, 0), (0, ψ̂, 0, 0), (0, 0, û, 0), (0, 0, 0, v̂) avec ϕ̂, ψ̂, û, v̂ ∈ D(0, L),

l'équation (2.15) se réduit à



ϕxx = ψx −
r

k1

(u− ϕ)− ρ1

k1

f2 −
γ1

k1

f1 ∈ L2(0, L),

ψxx = −k1

b1

(ϕx − ψ)− δτρ3

kb1

∫ L

0

f10(y)dy − δρ3

kb1

∫ L

0

f9(y)dy

−τδ
b1

f9x −
δβ

kb1

f3 −
λ1

b1

f4 ∈ L2(0, L),

uxx = vx +
r

k2

(u− ϕ)− ρ2

k2

f6 −
γ3

k2

f5 ∈ L2(0, L),

vxx = −k2

b2

(ux − v)− λ2

b2

f8 −
γ4

b2

f7 ∈ L2(0, L).

(33)

Ainsi, nous obtenons :

ϕ, ψ, u, v ∈ H2(0, L) ∩H1
0 (0, L).

Finalement, nous avons établi que

Ψ = (ϕ, y1, ψ, z1, u, y2, v, z2, θ, ϑ)T ∈ D(A) résout − AΨ = F.

Par conséquent, nous concluons que 0 ∈ ρ(A).

2.2 Stabilité exponentielle

Cette section traite la stabilité exponentielle du système (2.1) en utilisant la méthode

de l'énergie. Nous commençons par démontrer que l'énergie du système décroît au cours du

temps. Ensuite, nous construisons soigneusement une fonctionnelle de Lyapunov équivalente

à l'énergie du système. En�n, nous prouvons que cette fonctionnelle de Lyapunov satisfait

une inégalité appropriée, ce qui conduit à la stabilité exponentielle du système (2.1).
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Les lemmes essentiels suivants sont cruciaux pour établir notre résultat de stabilité. Ces

lemmes sont nécessaires pour faire apparaître les termes négatifs requis dans l'expression de

l'énergie.

À partir de cette section, c désigne une constante positive générique, incluant notamment

celles provenant de l'inégalité de Poincaré. Soit (ϕ, ψ, u, v, θ) une solution du problème (2.1).

2.2.1 L'energie du Système

Lemme 2.1

L`énergie du système (2.1) dé�nie par

E(t) =
1

2

∫ L

0

[
ρ1ϕ

2
t + λ1ψ

2
t + b1ψ

2
x + k1(ϕx − ψ)2 + ρ2u

2
t + λ2v

2
t

+ b2v
2
x + k2(ux − v)2 + r(u− ϕ)2 +

ρ3δ

β
(θ + τθt)

2 +
τkδ

β
θ2
x

]
dx (2.18)

satisfait

E ′(t) = −
∫ L

0

(γ1ϕ
2
t + γ3u

2
t + γ4v

2
t +

kδθ2
x

β
)ds ≤ 0 (2.19)

Preuve

Les équations (2.18) et (2.19) sont obtenues par les procédures de calcul standards consis-

tant à multiplier les cinq premières équations du système (2.1) respectivement par ϕt, ψt,

ut, vt et (θxx + τ θtxx), puis à intégrer par rapport à x et en�n à sommer les résultats.

Les étapes détaillées sont les suivantes : en commençant par la première équation du système

(2.1), nous obtenons :

1

2

d

dt

∫ L

0

(ρ1ϕ
2
t +k1(ϕx−ψ)2 +r(u−ϕ)2)dx+

∫ L

0

[k1ψt(ϕx−ψ)−rut(u−ϕ)]dx = −γ1

∫ L

0

ϕ2
tdx

(2.20)

des deuxième, toisième, quatrième et cinquième nous obtenons :

1

2

d

dt

∫ L

0

[
λ1ψ

2
t + b1ψ

2
x

]
dx+

∫ L

0

[δψt(θx + τθtx)− k1ψt(ϕx − ψ)] dx = 0 (2.21)

1

2

d

dt

∫ L

0

[ρ2u
2
t +k2(ux−v)2 + r(u−ϕ)2]dx+

∫ L

0

[k2vt(ux−v)+ rut(u−ϕ)]dx = −γ3

∫ L

0

u2
tdx.

(2.22)

1

2

d

dt

∫ L

0

[λ2v
2
t + b2v

2
x]dx+

∫ L

0

[γ4vt − k2vt(ux − v)dx = −γ4

∫ L

0

v2
t dx. (2.23)
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et

1

2

d

dt

∫ L

0

[
ρ3δ(θ + τθt)

2

β
+
τkδθ2

x

β
]dx− δ

∫ L

0

ψt(θx + τθtx)dx = −
kδ
∫ L

0
θ2
xdx

β
. (2.24)

En sommant les équations (2.20) à (2.24) , nous obtenons à la fois la forme fonctionnelle de

l'énergie (2.18) ainsi que sa dérivée (2.19).

2.2.2 Les fonctionnnelles de Lyapunov

Lemme 2.2

La dérivée de la fonctionnelle

F1(t) = ρ3

∫ L

0

ψt(

∫ x

0

(θ(y) + τθt(y)dy)dx (2.25)

satisfait,pour tout ε1,ε2 > 0

F ′1t ≤ −
β

2

∫ L

0

ψ2
t dx+ε1

∫ L

0

ψ2
x+ε2

∫ L

0

(ϕx−ψ)2dx+c

∫ L

0

θ2
xdx+c(1+

1

ε1

+
1

ε2

)

∫ L

0

(θ+τθt)
2dx.

(2.26)

Preuve

La dérivée de F, avec la substitution appropriée en utilisant les deuxième et cinquième

équations de (2.1), donne :

F ′1(t) =− β
∫ L

0

ψ2
t dx+

ρ3δ

λ1

∫ L

0

(θ + τθt)
2 dx− ρ3b1

λ1

∫ L

0

ψx(θ + τθt) dx

+ k

∫ L

0

ψtθx dx+
k1ρ3

λ1

∫ L

0

(ϕx − ψ)

(∫ x

0

(θ(y) + τθt(y)) dy

)
dx (2.27)

Par les inégalités de Young, de Cauchy Schwarz et de Poincaré, les trois derniers termes de

(2.27) sont bornés comme suit :

k

∫ L

0

ψtθxdx ≤
β

2

∫ L

0

ψ2
t dx+

k2

2β

∫ L

0

θ2
xdx, (2.28)

ρ3b1

λ1

∫ L

0

ψx(θ + τθt)dx ≤ ε1

∫ L

0

ψ2
xdx+

ρ2
3b

2
1

4λ2
1ε1

∫ L

0

(θ + τθt)
2dx (2.29)

k1ρ3

λ1

∫ L

0

(ϕx−ψ)(

∫ x

0

(θ(y)+τθt(y))dy)dx ≤ ε2

∫ L

0

(ϕx−ψ)2dx+
ck2

1ρ
2
3

4λ2
1ε2

∫ L

0

(θ+τθt)
2dx (2.30)

En remplaçant les trois derniers termes de l'équation (2.27)) par les estimations correspon-

dantes données dans (2.28) à (2.30), nous obtenons(2.26).
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Lemme 2.3

La dérivée de la fonctionnelle

F2(t) = −τρ3

∫ L

0

θ(θ + τθt)dx (2.31)

satisfait, pour tout ε3>0,

F ′2(t) ≤ −ρ3

2

∫ L

0

(θ + τθt)
2 dx+ ε3

∫ L

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

1

ε3

)∫ L

0

θ2
x dx. (2.32)

Preuve

La dérivée de F2, après substitution appropriée en utilisant la cinquième équation du

système (2.1) puis une intégration par parties, donne

F ′2(t) = −ρ3

∫ L

0

(θ + τθt)
2dx+ τk

∫ L

0

θ2
xdx+ ρ3

∫ L

0

θ(θ + τθt)dx− βτ
∫ L

0

ψtθxdx (2.33)

Par les inégalités de Young et de Poincaré, les estimations des deux derniers termes sont :

ρ3

∫ L

0

θ(θ + τθt)dx ≤
cρ3

2

∫ L

0

(θ + τθt)
2dx+

ρ3

2

∫ L

0

θ2
xdx, (2.34)

− βτ
∫ L

0

ψtθxdx ≤ ε3

∫ L

0

ψ2
t dx+

β2τ 2

4ε3

∫ L

0

θ2
xdx, (2.35)

respectivement. Le résultat du lemme est obtenue en substituant (2.34) et (2.35) dans (2.33).

Lemme 2.4

La dérivéee de la fonctionnelle

F3(t) =

∫ L

0

(ρ1ϕtϕ+ λ1ψtψ + ρ2utu+ λ2vtv +
λ1

2
ϕ2 +

λ2

2
u2 +

λ3

2
v2 + δτψθx)dx (2.36)

Satisfait

F ′3(t) ≤ −
∫ L

0

(k1(ϕx−ψ)2+
b1

2
ψ2
x+k2(ux−v)2+b2v

2
x+r(u−ϕ))dx+

∫ L

0

(ρ1ϕ
2
t+ρ2u

2
t+λ2v

2
t+cψ

2
t+cθ

2
x)dx

(2.37)

Preuve

La dérivée de F3 donne

F ′3(t) =

∫ L

0

( ρ1ϕttϕ+ λ1ψttψ + ρ2uttu+ λ2vttv + λ1ψ
2
t + ρ1ϕ

2
t + ρ2u

2
t + λ2v

2
t

+ λ1ϕtϕ+ λ2utu+ λ3vtv + δτψtθx + δτψθxt)dx.

(2.38)
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2.2 Stabilité exponentielle

En remplaçant les quatre premiers termes de (2.38) par les termes correspondants du système

(2.1) et en appliquant une intégration par parties, nous obtenons :

F ′3(t) = −
∫ L

0

(
k1(ϕx − ψ)2 + b1ψ

2
x + k2(ux − v)2 + b2v

2
x + r(u− ϕ)2

)
dx

+

∫ L

0

(
ρ1ϕ

2
t + ρ2u

2
t + λ2v

2
t + c ψ2

t + c θ2
x

)
dx.

(2.39)

L'inégalité (2.37) est obtenue en appliquant les inégalités de Young et de Poincaré aux deux

derniers termes de (2.39).

Après avoir établi les lemmes techniques nécessaires, nous nous concentrons à présent sur

l'énoncé et la démonstration de la stabilité exponentielle.

Théorème 2.2. L'énergie du système (2.1) décroit exponentiellement. En d'autres termes,

il existe deux constantes positives σ1 et σ2 telles que l'énerqie E(t) du système (2.1) vèri�e :

E(t) ≤ σ1e
−σ2t, pour tout t ≥ 0. (2.40)

Preuve du théorème

Étant donné les constantes positives N,N1 et N2, qui seront choisies convenablement par

la suite, nous dé�nissons une fonctionnelle de Lyapunov,

L(t) = NE(t) +N1F1(t) +N2F2(t) + F3(t) (2.41)

Le calcul de la dérivée de la fonctionnelle de Lyapunov, combiné avec les termes correspon-

dants des équations (2.19), (2.26), (2.32) et (2.37), et en posant ε1 =
b1

4N1

, ε2 =
k1

2N1

et

ε3 =
1

N2

, donne :

L′(t) ≤ − [γ1N − ρ1]

∫ L

0

ϕ2
t dx− [γ3N − ρ3]

∫ L

0

u2
t dx− [γ4N − λ2]

∫ L

0

v2
t dx

− [KN − cN1 − cN2(1 +N2)− c]
∫ L

0

θ2
x dx−

∫ L

0

ψ2
t dx−

∫ L

0

(θ + τθt)
2 dx

− b2

∫ L

0

v2
x dx− r

∫ L

0

(u− ϕ)2 dx− K1

2

∫ L

0

(ϕx − ψ)2 dx

− b1

4

∫ L

0

ψ2
x dx−K2

∫ L

0

(ux − v)2 dx.

(2.42)
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Chapitre 2. Système de nanotubes de carbone sous la thermoélasticité de
Lord-Shulman

En �xant N1 =
2

β
(c + 1) puis en prenant N2 =

2

ρ3

[cN1(1 + N1) + 1] nous nous retrouvons

avec

L′(t) ≤− [γ1N − ρ1]

∫ L

0

ϕ2
t dx− [γ3N − ρ2]

∫ L

0

u2
t dx− [γ4N − λ2]

∫ L

0

v2
t dx

− [KN − cN1 − cN2(1 +N2)− c]
∫ L

0

θ2
x dx−

[
β

2
N1 − c

] ∫ L

0

ψ2
t dx

−
[ρ3

2
N2 − cN1(1 +N1)

] ∫ L

0

(θ + τθt)
2 dx− b2

∫ L

0

v2
x dx

− r
∫ L

0

(u− ϕ)2 dx− K1

2

∫ L

0

(ϕx − ψ)2 dx− b1

4

∫ L

0

ψ2
x dx−K2

∫ L

0

(ux − v)2 dx

(2.43)

D'autre part, en imposant les inègalités de Young et de Poincaré à la fonctionnelle de Lya-

punov dé�nie par (2.41) et en gardant à l'esprit que N1et N2 ont été �xés et que :∫ L

0

ϕ2dx ≤ c

∫ L

0

(ϕx − ψ)2dx+ c

∫ L

0

ψ2
xdx∫ L

0

u2dx ≤ c

∫ L

0

(ux − v)2dx+ c

∫ L

0

v2
xdx

On en déduit que

|L(t)−NE(t)| ≤ c

∫ L

0

[
ϕ2
t + ψ2

t + ϕ2
x + (ϕx − ψ)2 + u2

t + v2
t

+ v2
x + (ux − v)2 + (θ + τθt)

2 + θ2
x

]
dx

≤ cE(t),

(2.44)

d'où

(N − c)E(t) ≤ L(t) ≤ (N + c)E(t) (2.45)

Nous mettons N − c = µ1 et N + c = µ2, nous obtenons

µ1E(t) ≤ L(t) ≤ µ2E(t). (2.46)

Donc la fonctionnel de Lyapunov est équivalente à l'énergie du système.

Nous prenons N su�samment grand pour que :

γ1N − ρ1 > 0, γ3N − ρ2 > 0, γ4N − λ2 > 0, N − c > 0 (2.47)

Pour µ0 > 0, et à partir de l'estimation (2.43), pour tout t ≥ 0.

L′(t) ≤ −µ0

∫ L

0

[ϕ2
t +ψ2

t +ϕ2
x+(ϕx−ψ)2 +u2

t +v2
t +v2

x+(ux−v)2 +(θ+τθt)
2 +θ2

x]dx (2.48)
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2.2 Stabilité exponentielle

En utilisant la fonctionnelle d'énergie E(t) donnée par (2.18), l'estimation (2.48) fournit,

pour une certaine constante µ3 > 0,

L′(t) ≤ −µ3E(t). (2.49)

En combinant (2.49) avec (2.46), on obtient

L′(t) ≤ −µ3

µ2

L(t), ∀t ≥ 0. (2.50)

Une simple intégration de (2.50) donne

L(t) ≤ L(0) exp
(
− µ3

µ2

t
)
, ∀t ≥ 0. (2.51)

En utilisant la fonctionnelle d'énergie (2.18), il est alors facile de voir que

E(t) ≤ σ1 exp(−σ2t), (2.52)

où σ1 :=
µ2

µ1

E(0) et σ2 :=
µ3

µ2

.

Cela conclut la démonstration de notre résultat de décroissance exponentielle.
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Chapitre 3
Modélisation numérique des poutres de

Timoshenko laminées avec glissement

interfacial et mémoires in�nies

3.1 Position du problème

Nous considèrons le système des poutres de Timoshenko laminées avec glissement inter-

facial et mémoires in�nies suivant :


ρ1ϕtt + k(u− ϕx)x +

∫ ∞
0

g1(s)ϕxx(t− s)ds = 0

ρ2(υ − u)tt − b(υ − u)xx − k(u− ϕx) +

∫ ∞
0

g2(s)(υ(t− s)− u(t− s))xxds = 0

ρ2υtt − bυxx + 3k(u− ϕx) + 4δυ + 4γυt = 0

(3.1)

avec les conditions aux limites

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = u(0, t) = ux(1, t) = υ(0, t) = υx(1, t) = 0 (3.2)

et les données initiales

 (ϕ(x,−t), u(x,−t), υ(x,−t)) = (ϕ0(x, t), u0(x, t), υ0(x, t)),

(ϕt(x, 0), ut(x, 0), υt(x, 0)) = (ϕ1(x), u1(x), υ1(x)),
(3.3)
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3.1 Position du problème

Nous introduisons la variable ψ = υ − u, et comme dans [5], nous considèrons les variables

η et z et leur données initiales par

η(x, t, s) = ϕ(x, t)− ϕ(x, t− s), x ∈ (0, 1), s, t ∈ R+,

η0(x, s) = ϕ0(x, 0)− ϕ0(x, s), x ∈ (0, 1), s ∈ R+,

z(x, t, s) = ψ(x, t)− ψ(x, t− s), x ∈ (0, 1), s, t ∈ R+,

z0(x, s) = υ0(x, 0)− u0(x, 0)− [υ0(x, s)− u0(x, s)] , x ∈ (0, 1), s ∈ R+.

Donc le système(3.1) devient
ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ − υ)x + g0

1ϕxx −
∫ ∞

0

g1(s)ηxx(t− s)ds = 0

ρ2ψtt − (b− g0
2)ψxx + k(ϕx + ψ − υ)−

∫ ∞
0

g2(s)zxxds = 0

ρ2υtt − bυxx − 3k(ϕx + ψ − υ) + 4δυ + 4γυt = 0

(3.4)

où

g0
i =

∫ ∞
0

gi(s)ds, i = 1, 2

avec les conditions aux limites

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψx(1, t) = υ(0, t) = υx(1, t) = 0, t ∈ <+. (3.5)

Les fonctionnels η et z satisfaisant

ηt(x, t, s) + ηs(x, t, s)− ϕt(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), s, t > 0,

zt(x, t, s) + zs(x, t, s)− ψt(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), s, t > 0,

η(x, 0, s) = η0(x, s), z(x, 0, s) = z0(x, s), x ∈ (0, 1), s ∈ <+,

η(x, t, 0) = z(x, t, 0) = zx(1, t, s) = 0, x ∈ (0, 1), s, t ∈ <+.

(3.6)

Nous considérons les hypothèses suivantes :

(H1) On suppose que la fonction gi : <+ → <+, i = 1, 2 est dérivable, non croissante et

intégrable sur R telle qu'il existe une constante positive k0 satisfaisant, pour tout

(ϕ, ψ,w) ∈ H1
0 (0, 1)×H1

∗ (0, 1)×H1
∗ (0, 1)

k0

(
‖ϕx‖2 + ‖ψx‖2 + ‖wx‖2

)
≤ 3k‖ϕx + ψ − υ‖2 + 3(b− g0

2)‖ψx‖2

+ b‖υx‖2 + 4δ‖υ‖2 − 3g0
1‖ϕx‖2

(3.7)

De plus, supposons qu'il existe deux constantes positives β1 et β2 telles que

− βigi(s) ≤ g′i(s), s ∈ <+, i = 1, 2 (3.8)
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Chapitre 3. Modélisation numérique des poutres de Timoshenko laminées avec
glissement interfacial et mémoires in�nies

3.2 Existance et unicité

En utilisant la théorie des semi-groupes, nous donnons un résultats d'existence et d'unicité

pour le système (3.4). Soit
ϕt = ϕ̃, ψt = ψ̃, υt = υ̃,

U = (ϕ, ϕ̃, ψ,̃ψ, υ, υ̃, η, z),

U0 = (ϕ0, ϕ1, υ0 − u0, υ1 − u1, υ0, υ1, η0, z0).

(3.9)

Alors, le système peut être réécrit comme suit : Ut −AU = 0, t > 0,

U(0) = U0,
(3.10)

où l'opérateur A : D(A) ⊂ H −→ H est dé�ni par :

A



ϕ

ϕ̃

ψ

ψ̃

υ

υ̃

η

z



=



ϕ̃

− k

ρ1

(ϕx + ψ − υ)− g0
1

ρ1

ϕxx +
1

ρ1

∫ ∞
0

g1(s)ηxx(s) ds

ψ̃

1

ρ2

[
(b− g0

2)ψxx − k(ϕx + ψ − υ)
]

+
1

ρ2

∫ ∞
0

g2(s)zxx(s) ds

υ̃

1

ρ2

[
b υxx + 3k(ϕx + ψ − υ)− 4δ υ − 4γ υ̃

]
−ηs + ϕ̃

−zs + ψ̃



. (3.11)

Considérons l'espace standard L2(0, 1) muni de son produit scalaire classique 〈·, ·〉 et de la

norme induite ‖ · ‖. Nous considérons également les espaces de phase de Hilbert :

Lgi =

{
v : R+ → H̃i

∣∣∣ ∫ ∞
0

gi(s) ‖vx(s)‖2 ds <∞
}
, i = 1, 2,

équipés du produit scalaire

〈w, w̃〉Lgi
=

∫ ∞
0

gi(s) 〈wx(s), w̃x(s)〉 ds.

Nous posons :

H̃1 = H1
0 (0, 1), H̃2 = H∗1 (0, 1), H∗1 (0, 1) = {h ∈ H1(0, 1) : h(0) = 0}.
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3.2 Existance et unicité

L'espace d'énergie est alors donné par :

H = H1
0 (0, 1)× L2(0, 1)× [H∗1 (0, 1)× L2(0, 1)]2 × Lg1 × Lg2 ,

muni du produit scalaire suivant : pour tout

U1 = (ϕ1, ϕ̃1, ψ1, ψ̃1, v1, ṽ1, η1, z1), U2 = (ϕ2, ϕ̃2, ψ2, ψ̃2, v2, ṽ2, η2, z2) ∈ H,

nous avons :

〈U1, U2〉H = 3k 〈ϕ1x + ψ1 − v1, ϕ2x + ψ2 − v2〉+ 3(b− g0
2) 〈ψ1x, ψ2x〉 − 3g0

1 〈ϕ1x, ϕ2x〉

+ b 〈v1x, v2x〉+ 4δ 〈v1, v2〉+ 3ρ1 〈ϕ̃1, ϕ̃2〉+ 3ρ2 〈ψ̃1, ψ̃2〉+ ρ2 〈ṽ1, ṽ2〉

+ 3 〈η1, η2〉Lg1
+ 3 〈z1, z2〉Lg2

.

(3.12)

Le domaine de A est donné par :

D(A) = {U ∈ H | AU ∈ H, ψx(1) = 0, υx(1) = 0, η(x, 0) = 0, z(x, 0) = 0, zx(1, s) = 0}

où D(A) est dense dans H.

Maintenant, a�n d'établir notre résultat d'existence et d'unicité, nous allons tout d'abord

énoncer le théorème, puis présenter sa démonstration.

Théorème 3.1. Supposons que (H1) est véri�e. Alors, pour tout U0 ∈ D(A), le système

(3.10) admet une unique solution U véri�ant

U ∈ C(R+ : H)

Si U0 ∈ D(A), Alors U satisfait

U ∈ C1 (R+;D(A)) ∩ C (R+;D(A))

Preuve.

Pour obtenir le résultat ci-dessus, on va prouver que A est un opérateur monotone maxi-

mal. C'est à dire A est dissipatif et I − A est surjectif.
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Chapitre 3. Modélisation numérique des poutres de Timoshenko laminées avec
glissement interfacial et mémoires in�nies

� A dissipatif : En utilisant l'équation (3.12), nous obtenons :

〈AU,U〉H = 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)t(ϕx + ψ − υ) dx+ 3(b− g0
2)

∫ 1

0

ψtxψx dx− 3g0
1

∫ 1

0

ϕtxϕx dx

+ b

∫ 1

0

υtxυx dx+ 4δ

∫ 1

0

υtυ dx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)xϕt dx− 3g0
1

∫ 1

0

ϕxxϕt dx

+ 3

∫ 1

0

ϕt

(∫ ∞
0

g1(s)ηxx ds

)
dx+ 3(b− g0

2)

∫ 1

0

ψxxψt dx− 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)ψt dx

+ 3

∫ 1

0

ψt

(∫ ∞
0

g2(s)zxx ds

)
dx+ b

∫ 1

0

υxxυt dx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)υt dx

− 4δ

∫ 1

0

υυt dx− 4γ

∫ 1

0

υ2
t dx+ 3

∫ 1

0

(−ηs + ϕt)η dx+ 3

∫ 1

0

(−zs + ψt)z dx

(3.13)

Grâce à la formule d'intégration par partie et les conditions au bord, nous trouvons

〈AU,U〉H = 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)t(ϕx + ψ − υ)dx− 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)t(ϕx + ψ − υ)dx

−3(b− g0
2)

∫ 1

0

ψxxψtdx+ 3(b− g0
2)

∫ 1

0

ψxxψtdx+ 3g0
1

∫ 1

0

ϕxxϕtdx

−3g0
1

∫ 1

0

ϕxxϕtdx− b
∫ 1

0

υxxυtdx+ b

∫ 1

0

υxxυtdx+ 4δ

∫ 1

0

υυtdx− 4δ

∫ 1

0

υυtdx

−4γ

∫ 1

0

υ2
t dx− 3

∫ ∞
0

g1(s)

∫ 1

0

ηtxηxdxds+ 3

∫ ∞
0

g′1(s)||ηx||2ds+ 3

∫ ∞
0

g1(s)

∫ 1

0

ηtxηxdxds

+ 3

∫ ∞
0

g2(s)

∫ 1

0

ztxzxdxds+ 3

∫ ∞
0

g′2(s)||zx||2ds− 3

∫ ∞
0

g2(s)

∫ 1

0

zxztxdxds (3.14)

Après simpli�cation, nous obtenons

〈AU,U〉H = −4γ||υt||2 +
1

2

∫ ∞
0

g′1(s)||ηx||2ds+
1

2

∫ ∞
0

g′2(s)||zx||2ds ≤ 0, (3.15)

par conséquent, l'opérateur A est dissipatif.

�L'opérateur (I −A) est surjectif :

Soit

F = (f1, f2, . . . , f8)T ∈ H.

Nous prouvons qu'il existe U ∈ D(A) tel que

U −AU = F. (3.16)
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3.2 Existance et unicité

Ceci s'écrit en termes de composants, comme suit

ϕ− ϕ̃ = f1 ∈ H1
0 (0, 1)

ϕ̃− k

ρ1

(ϕx + ψ − υ)x −
g0

1

ρ1

ϕxx +
1

ρ1

∫ ∞
0

g1(s)ηxxds = f2 ∈ L2(0, 1)

ψ − ψ̃ = f3 ∈ H1
∗ (0, 1)

ψ̃ − 1

ρ2

[
(b− g0

2)ψxx − k(ϕx + ψ − υ)
]

+
1

ρ2

∫ ∞
0

g2(s)zxxds = f4 ∈ L2(0, 1)

υ − υ̃ = f5 ∈ H1
∗ (0, 1)

υ̃ − 1

ρ2

[bυx + 3k(ϕx + ψ − υ)− 4δυ − 4γυ̃] = f6 ∈ L2(0, 1)

η + ηs − ϕ̃ = f7 ∈ Lg1
z + zs − ψ̃ = f8 ∈ Lg2 .

(3.17)

Les première, troisième et cinquième équations de (3.17) sont équivalentes à :

ϕ̃ = ϕ− f1 , ψ̃ = ψ − f3 et υ̃ = υ − f5, (3.18)

à partir de (3.18), nous voyons que les deux dernières équations de (3.17) se réduisent à

ηs + η = ϕ+ f7 − f1 et zs + z = ψ + f8 − f3, (3.19)

en intégrant par rapport à s et notant que η et z doivent satisfaire η(0) = z(0) = 0, nous

avons

η(s) = (1− exp(−s))(ϕ− f1) +

∫ s

0

exp(τ − s)f7(τ)dτ

et

z(s) = (1− exp(−s))(ψ − f3) +

∫ s

0

exp(τ − s)f8(τ)dτ,

(3.20)

en utilisant (3.18) et (3.20) nous trouvons que les deuxième, quatrième et sixième équations

de (3.17), sont réduits à

ρ1ϕ− k(ϕx + ψ − υ)x + g̃1ϕxx = ρ1(f1 + f2)

+

∫ ∞
0

g1(s)((1− exp(−s))f1 +

∫ ∞
0

exp(τ − s)f7(τ)dτ)xxds

ρ2ψ − (b− g̃2)ψxx + k(ϕx + ψ − υ) = ρ2(f3 + f4)

+

∫ ∞
0

g2(s)((1− exp(−s))f3 +

∫ ∞
0

exp(τ − s)f8(τ)dτ)xxds

(ρ2 + 4γ + 4δ)υ − bυxx − 3k(ϕx + ψ − υ) = (ρ2 + 4γ)f5 + ρ2f6

(3.21)

où

g̃i =

∫ ∞
0

exp(−s)gi(s)ds , i = 1, 2
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ρ1ϕ− k(ϕx + ψ − υ)x + g̃1ϕxx = h1 ∈ H1
0 (0, 1) (3.22)

ρ2ψ − (b− g̃2)ψxx + k(ϕx + ψ − υ) = h2 ∈ H1
∗ (0, 1) (3.23)

(ρ2 + 4γ + 4δ)υ − bυxx − 3k(ϕx + ψ − υ) = h3 ∈ H1
∗ (0, 1), (3.24)

nous posons

h1 = ρ1(f1 + f2) +

∫ ∞
0

g1(s)((1− exp(−s))f1 +

∫ ∞
0

exp(τ − s)f7(τ)dτ)xxds

h2 = ρ2(f3 + f4) +

∫ ∞
0

g2(s)((1− exp(−s))f3 +

∫ ∞
0

exp(τ − s)f8(τ)dτ)xxds

h3 = (ρ2 + 4γ)f5 + ρ2f6,

nous dé�nissons l'espace W = H1
0 (0, 1)×H1

∗ (0, 1)×H1
∗ (0, 1)

En multipliant les équations (3.22) ,(3.23) et (3.24) par des fonctions ϕ1 ∈ H1
0 (0, 1), ψ1 ∈

H1
∗ (0, 1), υ1 ∈ H1

∗ (0, 1) respectivement puis intégrant par parties sur [0, 1], nous obtenons

3ρ1

∫ 1

0

ϕ1ϕdx− 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)xϕ1dx+ 3g̃1

∫ 1

0

ϕxxϕ1dx = 3

∫ 1

0

ϕ1h1dx

3ρ2

∫ 1

0

ψψ1dx− 3(b− g̃2)

∫ 1

0

ψxxψ1dx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)ψ1dx = 3

∫ 1

0

ψ1h2dx

(ρ2 + 4γ + 4δ)

∫ 1

0

υ υ1 dx− b
∫ 1

0

υxx υ1 dx− 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ) υ1 dx =

∫ 1

0

h3 υ1 dx (3.25)

Ce qui implique

3ρ1

∫ 1

0

ϕϕ1dx− 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)ϕ1xdx− 3g̃1

∫ 1

0

ϕxϕ1xdx = 3

∫ 1

0

h1ϕ1dx

3ρ2

∫ 1

0

ψψ1dx+ 3(b− g̃2)

∫ 1

0

ψxψ1xdx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)ψ1dx = 3

∫ 1

0

h2ψ1dx

(ρ2 + 4γ + 4δ)

∫ 1

0

υυ1dx+ b

∫ 1

0

υxυ1xdx− 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)υ1dx =

∫ 1

0

h3υ1dx

additionnons les trois équations nous obtenons

3ρ1

∫ 1

0

ϕϕ1dx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)(ϕ1x + ψ1 − υ1)dx− 3g̃1

∫ 1

0

ϕxϕ1xdx+ 3ρ2

∫ 1

0

ψψ1dx

+3(b−g̃2)

∫ 1

0

ψxψ1xdx+(ρ2+4γ+4δ)

∫ 1

0

υυ1dx+b

∫ 1

0

υxυ1xdx =

∫ 1

0

(3h1ϕ1+3h2ψ1+h3υ1)dx.
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Pour u = (ϕ, ψ, υ) et u1 = (ϕ1, ψ1, υ1), nous dé�nissons sur W une forme bilinéair a(., .)

est une forme linéaire l(.) comme suit

a(u, u1) = 3ρ1

∫ 1

0

ϕϕ1 dx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ) (ϕ1x + ψ1 − υ1) dx

− 3g̃1

∫ 1

0

ϕx ϕ1x dx+ 3ρ2

∫ 1

0

ψ ψ1 dx

+ 3(b− g̃2)

∫ 1

0

ψx ψ1x dx+ (ρ2 + 4γ + 4δ)

∫ 1

0

υ υ1 dx

+ b

∫ 1

0

υx υ1x dx.

l(u1) =

∫ 1

0

(3h1ϕ1 + 3h2ψ1 + h3υ1)dx.

Soit la formulation variationnnelle suivante :

a(u, u1) = l(u1), ∀u1 ∈ W. (3.26)

Nous appliquons le théorème de Lax-Milgram à l'équation (3.26) a�n de démontrer l'existence

et l'unicité de la solution u = (ϕ, ψ, υ) ∈ W.

1- Continuité de a(u, u1)

|a(u, u1)| =
∣∣∣ 3ρ1

∫ 1

0

ϕϕ1 dx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)(ϕ1x + ψ1 − υ1) dx

− 3g̃1

∫ 1

0

ϕxϕ1x dx+ 3ρ2

∫ 1

0

ψψ1 dx+ 3(b− g̃2)

∫ 1

0

ψxψ1x dx

+ (ρ2 + 4γ + 4δ)

∫ 1

0

υυ1 dx+ b

∫ 1

0

υxυ1x dx.
∣∣∣

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Shwartz nous obtenons

|a(u, u1)| ≤ 3ρ1 ‖ϕ‖L2‖ϕ1‖L2 + 3k ‖ϕx + ψ − υ‖L2‖ϕ1x + ψ1 − υ1‖L2

− 3g̃1 ‖ϕx‖L2‖ϕ1x‖L2 + 3ρ2 ‖ψ‖L2‖ψ1‖L2

+ 3(b− g̃2) ‖ψx‖L2‖ψ1x‖L2 + (ρ2 + 4γ + 4δ) ‖υ‖L2‖υ1‖L2

+ b ‖υx‖L2‖υ1x‖L2 .

Alors, nous prouvons facilement prouver que :

|a((ϕ, ψ, υ), (ϕ1, ψ1, υ1))| ≤ C1||(ϕ, ψ, υ||W )||(ϕ1, ψ1, υ1||W ).
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Donc a(u, u1) est continue.

2- Coercivité de a(u, u1)

|a(u, u)| = 3ρ1

∫ 1

0

ϕ2 dx+ 3k

∫ 1

0

(ϕx + ψ − υ)2 dx− 3g̃1

∫ 1

0

ϕ2
x dx

+ 3ρ2

∫ 1

0

ψ2 dx+ 3(b− g̃2)

∫ 1

0

ψ2
x dx

+ (ρ2 + 4γ + 4δ)

∫ 1

0

υ2 dx+ b

∫ 1

0

υ2
x dx.

a((ϕ, ψ, υ), (ϕ, ψ, υ)) > C2||(ϕ, ψ, υ)||2W .

Où

C2 = min {3ρ1, 3k, 3g̃1, 3ρ2, 3(b− g̃2), (ρ2 + 4γ + 4δ), b}

Donc a(u,u) est coercive.

3 - Continuité de l(u1)

|l(u1)| = |l(ϕ1, ψ1, υ1))| = |3
∫ 1

0

h1ϕ1dx+ 3

∫ 1

0

h2ψ1dx+

∫ 1

0

h3υ1dx|

|l(ϕ1, ψ1, υ1)| ≤ 3||h1||L2 ||ϕ1||L2 + 3||h2||L2 ||ψ1||L2 + ||h3||L2 ||υ1||L2

|l(ϕ1, ψ1, υ1)| ≤ max(3||h1||L2 , 3||h2||L2 , ||h3||L2)(||ϕ1||L2 + ||ψ1||L2 + ||υ1||L2),

donc existe C3 > 0, tel que

C3 = max(3||h1||L2 , 3||h2||L2 , ||h3||L2)

|l(ϕ1, ψ1, υ1)| ≤ C3(||ϕ1||H1
0

+ ||ψ1||H1
∗ + ||υ1||H1

∗ )

|l(ϕ1, ψ1, υ1)| ≤ C3||(ϕ1, ψ1, υ1)||W

|l(u1)| ≤ C3||u1||W

Donc l(u1) est continue.

a(.,.) est bilinéaire, continue et coercive sur W , et l(.) est linéaire et continue sur W . Alors

d'après le théorème de Lax-Miligram, il existe une solution unique u = (ϕ, ψ, υ) ∈ W.

Nous constatons que, si l'équation (3.21) admet une solution véri�ant la régularité requise

dans D(A), alors l'équation (3.18) implique que ϕ̃, ψ̃ et ṽ existent et satisfont également la

régularité requise dans D(A).

Maintenant nous allons démontrer que η et z existent et satifait ηs, η ∈ Lg1 et zs, z ∈ Lg2 .
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D'aprés (3.19), nous remarquons qu'il su�t de prouver que η ∈ Lg1 et z ∈ Lg2 .

Nous avons

s −→ (1− exp(−s))(ϕ− f1) ∈ Lg1

et

s −→ (1− exp(−s))(ψ − f3) ∈ Lg2

car ϕ, f1 ∈ H1
0 (0.1) et ψ, f3 ∈ H1

∗ (0.1).

D'autre part , En utilisant le théorème de fubini et l'inégalité de Holder, nous obtenons :∫ 1

0

∫ ∞
0

g1(s)|(
∫ s

0

exp(τ − s)f7(τ)dτ)x|2dsdx

≤
∫ ∞

0

exp(−2s)g1(s)(

∫ s

0

exp(τ)dτ)

∫ s

0

exp(τ)||f7x(τ)||2dτds

≤
∫ ∞

0

exp(−s)(1− exp(−s))g1(s)

∫ s

0

exp(τ)||f7x(τ)||2dτds

≤
∫ ∞

0

exp(−s)g1(s)

∫ s

0

exp(τ)||f7x(τ)||2dτds

≤
∫ ∞

0

exp(τ)||f7x(τ)||2
∫ ∞
τ

exp(−s)g1(s)dsdτ

≤
∫ ∞

0

exp(τ)g1(τ)||f7x(τ)||2
∫ ∞
τ

exp(−s)dsdτ

≤
∫ ∞

0

g1(τ)||f7x(τ)||2dτ

≤ ‖f7‖L2
g1
<∞

s −→
∫ s

0

exp(τ − s)f7(τ)dτ ∈ Lg1 .

De même nous obtenons

s −→
∫ s

0

exp(τ − s)f8(τ)dτ ∈ Lg2 .

Donc

η ∈ Lg1 et z ∈ Lg2

Finalement, ∃(ϕ, ϕ̃, ψ, ψ̃, υ, υ̃, η, z)T ∈ D(A) qui véri�e AU = F pour tout F ∈ H

Donc l'operateur I − A est surjectif.

I − A est surjectif et A est dissipatif. Alors d'après le théoréme de Hille-Yosida ([3]) nous

obtenons le résultat du théorème 3.1.
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3.3 Analyse numérique

Méthode des di�érences �nies

Soit J un entier non négatif, et soit

h =
L

J + 1

le pas de discrétisation associé à une subdivision régulière de l'intervalle (0, L), donnée par

0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xJ < xJ+1 = L,

avec xj = jh pour tout j = 0, 1, . . . , J + 1.

Pour tout i = 1, 2, . . . , J et t > 0, nous notons :

� ϕj(t),

� ψj(t),

� vj(t),

les valeurs approchées respectives de ϕ(jh, t), ψ(jh, t), et v(jh, t), évaluées aux n÷uds in-

ternes du maillage.

De plus, nous introduisons l'opérateur di�érentiel discret :

δ2
huj =

uj+1 − 2uj + uj−1

h2
,

qui représente une approximation de la dérivée seconde spatiale de u au point xj.

L'opérateur de di�érence �nie est dé�ni par :

∆hvj =
vj+1 − 2vj + vj−1

h2
, δ−h vj =

vj − vj−1

h
(3.27)

Le θ-schéma est donné par :

Φθvj = θvj+1 + (1− 2θ)vj + θvj−1, avec θ =
1

4
(3.28)

Nous supposons le schéma en di�érences �nies suivant appliqué au système :

3

(
ρ1ϕ̈j − k

(
∆hϕj + δ−h ψj − δ

−
h vj
)

+

∫ ∞
0

g1(s)∆hϕj(t− s) ds
)

= 0, j = ¯1, J

3

(
ρ2ψ̈j − (b− g0

2)∆hψj + k
(
δ−h ϕj + Φ 1

4
ψj − Φ 1

4
vj

)
+

∫ ∞
0

g2(s)∆hψj(t− s) ds
)

= 0, j = ¯1, J

ρ2v̈j − b∆hvj − 3k
(
δ−h ϕj + Φ 1

4
ψj − Φ 1

4
vj

)
+ 4Φ 1

4
(δvj) + 4γv̇j = 0 j = ¯1, J

(3.29)
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Avec les conditions aux bords suivantes :

ϕ0 = ϕJ = ψ0 = v0, ψJ = ψJ+1, vJ = vJ+1.

L'équation du système (3.29) pour la variable ϕj s'écrit, pour j = 1, . . . , J :

3ρ1ϕ̈j − 3k

(
1

h2
(ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) +

1

h
(ψj − ψj+1 − Vj − Vj+1)

)
+ 3

∫ ∞
0

g1(s) · 1

h2
(ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1)(t− s) ds = 0

Ainsi, pour j = 1 :

3ρ1ϕ̈1 − 3k

(
1

h2
(ϕ2 − 2ϕ1 + ϕ0) +

1

h
(ψ1 − ψ2 − V1 − V2)

)
+ 3

∫ ∞
0

g1(s) · 1

h2
(ϕ2 − 2ϕ1 + ϕ0)(t− s) ds = 0,

Pour j = 2 :

3ρ1ϕ̈2 − 3k

(
1

h2
(ϕ3 − 2ϕ2 + ϕ1) +

1

h
(ψ2 − ψ3 − V2 − V3)

)
+ 3

∫ ∞
0

g1(s) · 1

h2
(ϕ3 − 2ϕ2 + ϕ1)(t− s) ds = 0,

...

pour j = J :

3ρ1ϕ̈J − 3k

(
1

h2
(ϕJ+1 − 2ϕJ + ϕJ−1) +

1

h
(ψJ − ψJ+1 − VJ − VJ+1)

)
+ 3

∫ ∞
0

g1(s) · 1

h2
(ϕJ+1 − 2ϕJ + ϕJ−1)(t− s) ds = 0

Le système (3.29) peut être réécrit sous la forme :

M


ϕ̈h

ψ̈h

V̈h

+ C


ϕ̇h

ψ̇h

V̇h

+K


ϕh

ψh

Vh

+G



ϕh

ψh

Vh


 = 0, (3.30)

avec :

ϕh = (ϕ1, . . . , ϕJ), ψh = (ψ1, . . . , ψJ), Vh = (V1, . . . , VJ) ∈ RJ

Les matrices de masse, d'amortissement et de rigiditéM,C,K ∈M3J(R) sont données par :

M =


3ρ1I 0 0

0 3ρ2I 0

0 0 ρ2I

 , C =


0 0 0

0 0 0

0 0 4γI


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où I ∈MJ(R) désigne la matrice identité de taille J ×J , et où 0 représente la matrice nulle

deMJ(R).

On a également :

I = (e1, e2, . . . , eJ)

avec ej les vecteurs de la base canonique de RJ .

La matrice de rigidité K ∈M3J(R) s'écrit :

K =


−3KD2

0 −3KD− 3KD−

−3KD− −3bD+D− + 3KΦ −3KΦ

3KD− 3KΦ −bD+D− + (3K + 4δ)Φ


où les opérateurs discrets sont dé�nis comme suit :

-Le laplacien discret centré :

D2
0 =

1

h2



−2 1 0 · · · 0

1 −2 1 · · · 0

0 1 −2
. . .

...
...

. . . . . . . . . 1

0 · · · 0 1 −2


- La dérivée arrière :

D− =
1

h



1 0 0 · · · 0

−1 1 0 · · · 0

0 −1 1 · · · 0
...

. . . . . . . . . 0

0 · · · 0 −1 1


- La dérivée avant, dé�nie par :

D+ = −(D−)T

Notons que :

D2
0 = D+D− − 1

h2
JJJ = D−D+ − 1

h2
J11 (3.31)

où JJJ et J11 sont les matrices de projection sur les vecteurs eJ et e1 respectivement.
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De plus, on dé�nit la matrice :

Q = 4



2 1

1 2 1

1
. . . . . .
. . . 2 1

1 2


= P+P−,

avec :

P− =
1

2



1 0

1 1 0

1 1 0
. . . . . . . . .

1 1


, P+ = (P−)T .

Les termes de mémoire sont donnés par :

G



ϕh

ψh

vh


 =


G1(ϕh)

G2(ψh)

0

 ,
où :

G1(ϕh) =

∫ ∞
0

g1(s)D2
0ϕh(t− s) ds, G2(ψh) =

∫ ∞
0

g2(s)D+D−ψh(t− s) ds.

Algoithm de Newmark

L'algorithme de Newmark [16] est basé sur un ensemble de deux relations exprimant le

déplacement vers l'avant

[ϕn+1
h , ψn+1

h , vn+1
h ]

et la vitesse

[ϕ̇n+1
h , ψ̇n+1

h , v̇n+1
h ].

La méthode consiste à mettre à jour les vecteurs déplacement, vitesse et accélération de

l'instant courant tn = n δt à l'instant tn+1 = (n+ 1) δt selon les relations suivantes :
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

ϕ̇n+1
h = ϕ̇nh + (1− ς) δt ϕ̈nh + ς δt ϕ̈n+1

h ,

ϕn+1
h = ϕnh + δt ϕ̇nh +

(
1

2
− β

)
δt2 ϕ̈nh + β δt2 ϕ̈n+1

h ,

ψ̇n+1
h = ψ̇nh + (1− ς) δt ψ̈nh + ς δt ψ̈n+1

h ,

ψn+1
h = ψnh + δt ψ̇nh +

(
1

2
− β

)
δt2 ψ̈nh + β δt2 ψ̈n+1

h ,

v̇n+1
h = v̇nh + (1− ς) δt v̈nh + ς δt v̈n+1

h ,

vn+1
h = vnh + δt v̇nh +

(
1

2
− β

)
δt2 v̈nh + β δt2 v̈n+1

h .

(3.32)

où β et ς sont des paramètres de la méthode de Newmark.

Approximation des termes de mémoire

Les termes mémoire G1(ϕh) et G2(ψh) sont approchés par :

G̃1(ϕnh) =
N∑
j=0

δt gj1D
2
0ϕ

n−j
h (3.33)

G̃2(ψnh) =
N∑
j=0

δt gj1D
+D−ψn−jh (3.34)

G =


δt gj1D

2
0 0 0

0 δt gj2D
+D− 0

0 0 0

 , j = 0, . . . , N.

Équations discrètes du mouvement

En remplaçant les équations du système (3.32) dans le système (3.30) nous obtenons :

(
M + ς δt C + β δt2(K +G0)

)

ϕ̈n+1
h

ψ̈n+1
h

V̈ n+1
h

 = −C
(

ϕ̇nh

ψ̇nh

V̇ n
h

+ (1− ς) δt


ϕ̈nh

ψ̈nh

V̈ n
h

)

− (K +G0)
(

ϕnh

ψnh

V n
h

+ δt


ϕ̇nh

ψ̇nh

V̇ n
h

+
(

1
2
− β

)
δt2


ϕ̈nh

ψ̈nh

V̈ n
h

)−
N∑
j=1

Gj


ϕn+1−j
h

ψn+1−j
h

V n+1−j
h

 .
(3.35)

42



3.3 Analyse numérique

telle que :

ϕ̇n+1
h = ϕ̇nh + (1− ς)δtϕ̈nh + ςδtϕ̈n+1

h ϕn+1
h = ϕnh + δtϕ̇nh + (

1

2
− β)δt2ϕ̈nh + βςδt2ϕ̈n+1

h (3.36)

ϕ̇n+1
h − ςδtϕ̈n+1

h = ϕ̇nh + (1− ς)δtϕ̈nh

ϕn+1
h − βςδt2ϕ̈n+1

h = ϕnh + δtϕ̇nh + (
1

2
− β)δt2ϕ̈nh

(3.37)

et :

M = [ϕ
′′

hψ
′′

h V
′′

h ]t + C[ϕ
′

hψ
′

h V
′

h]t +K[ϕhψh Vh]
t +G([ϕhψh Vh]

t) = 0 (3.38)

Nous introduisons les variables :

ηn,j = ϕn − ϕn−j,

Zn,j = ψn − ψn−j.
(3.39)

qui véri�ent :

ηn,j − ηn,j−1 = ϕn+1−j − ϕn−j (3.40)

Zn,j − Zn,j−1 = ψn+1−j − ψn−j (3.41)

ainsi , à partir de (3.36), nous obtenons

δt ϕ̇n+ 1
2 = ηn,j − ηn,j−1 + δt2

(
β − 1

2
ς
)(
ϕ̈n+1 − ϕ̈n

)
,

δt ψ̇ n+ 1
2 = Zn,j − Zn,j−1 + δt2

(
β − 1

2
ς
)(
ψ̈ n+1 − ψ̈ n

)
,

(3.42)

et

ψn+1 =ψn + δtψ̇n + (
1

2
− β)δt2ψ̈ + βδt2ψ̈n+1

ψn+1−j − ψn−j =δtψ̇n+ 1
2 + (

1

2
− β)δt2ψ̇n + βδt2ψ̈n+1

Zn,j − Zn,j−1 =δtψ̇n+ 1
2 (

1

2
− β)δt2ψ̇nβδt2ψ̈n+1

δtψ̇n+ 1
2 =Zn+1,j − Zn,j−1 + δt2(β − 1

2
ς)(ϕn+1 − ϕn)

(3.43)

ou

V n+ 1
2 =

V n + V n+1

2
(3.44)

pour tout V n , avec n ∈ Z. Nous aurons besoin du lemme suivant
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Lemme 3.1. Soit β =
1

2ς
. Alors,

N∑
j=1

χjD
2
0ϕ

n+1−j · ϕ̇n+ 1
2 =

1

2δt

[
−

(
N∑
j=1

χj

)(
‖D+ϕ‖2 + (ϕ1,h)

2)
+

N∑
j=1

χj
(
‖D+η̇·,j‖2 + (η̇·,j,1)2)]n+1

n

− 1

2δt

N∑
j=1

(χj+1 − χj)
(
‖D+ηn,j‖2 + (ηn,j,1)2)

+
1

2δt
χN+1

(
‖D+ηn,N‖2 + (ηn,N,1)2) (3.45)

N∑
j=1

χjD
+D−ψn+1−j · ψ̇n+ 1

2 =
1

2δt

[
−

(
N∑
j=1

χj

)
‖D−ψ‖2 +

N∑
j=1

χj‖D−ż·,j‖2

]n+1

n

− 1

2δt

N∑
j=1

(χj+1 − χj)‖D−zn,j‖2 +
1

2δt
χN+1‖D−zn,N‖2 (3.46)

Pour tout (Xj)j ∈ N

Preuve 3.1

Soit :

I(ψn) =
N∑
j=1

XjD+D−ψn−j.ψn+ 1
2 I(ψn+ 1

2 ) =
N∑
j=1

XjD+D−ψn++ 1
2
−j.ψn+ 1

2 (3.47)

alors, en utilisant (3.39), (3.40) et (3.42) , avec β =
1

2
ς, on obtient :

I(ψn+ 1
2 ) = −

N∑
j=1

Xj D−
(
ψn+ 1

2 − Zj,n+ 1
2

)
D−
(ψn+1 − ψn

δt

)

= − 1

2 δt

( N∑
j=1

Xj
)(
‖D−ψn+1‖2 − ‖D−ψn‖2

)

+
1

δt

N∑
j=1

Xj
〈
D−Zn+ 1

2 , D−(Zn+1,j − Zn,j)
〉

+
1

2 δt

N∑
j=1

Xj
〈
D−Zj,n+ 1

2 , Zn,j − Zn,j−1
〉
.

(3.48)
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Tel que

1

2 δt

N∑
j=1

Xj
〈
D−Zj,n+ 1

2 , Zn,j − Zn,j−1
〉

=
1

2 δt

N∑
j=1

Xj
〈
D−(Zn,j + Zn,j−1), D−(Zn,j − Zn,j−1)

〉

+
1

2 δt

N∑
j=1

Xj
〈
D−(Zn,j + Zn,j−1), D−(Zn,j − Zn,j−1)

〉

= − 1

2 δt

N∑
j=1

(Xj+1 −Xj) ‖D−Zn,j‖2 +
1

2 δt
XN+1‖D−Zn,N‖2

+ I(ψn)− I
(
ψn+

1
2
)
.

(3.49)

Ainsi, en observant que le cote gauche de (3.46) est donné par I(ψn+1) = 2I(ψn+ 1
2 )− I(ψn),

et en remplaçant cette dernière expression dans (3.48), nous obtenons (3.46). En rèpétant

les mêmes calcules pour le couple (ϕ, ζ), et en considérant (3.31), nous obtenons (3.48).

Les accélérations [ϕ”n+1
h , ψ”n+1

h , V ”n+1
h ]T sont calculée à partir de (3.35) et les vitesses

[ϕ
′n+1
h , ψ

′n+1
h , V

′n+1
h ]T sont obtenues respectivement à partir des deuxième et quatrième équa-

tions du système (3.32).

En�n, le déplacement [ϕn+1
h , ψn+1

h , V n+1
h ]T ] est calculer à partir des troisième st cinquième

équations du système (3.32), par de simples opérations matricielles.

Ainsi, l'énergie entièrement discrète du système (3.32) et (3.35) est donnèe par :

εnh =
1

2


ϕ̇n+1
h

ψ̇ n+1
h

V̇ n+1
h


T

M


ϕnh

ψnh

V n
h

+
1

2


ϕnh

ψnh

V n
h


T

K


ϕnh

ψnh

V n
h

+G
(
[ϕnh, ψ

n
h , V

n
h ], [ϕnh, ψ

n
h , V

n
h ]
)

=
3

2
ρ1‖ϕ̇n

h ‖2 +
3

2
ρ2‖ψ̇ n

h ‖2 +
3

2
b‖D−ϕ̇n

h ‖2 +
1

2
ρ2‖V̇ n

h ‖2 +
3

2
b‖D−V n

h ‖2

+
3

2
K ‖P−V n

h − P−ψnh −D+ϕnh‖2 +
3k

2h2
(ϕ1)2

+
1

2

[(
1
2
g0

1 −
N∑
j=1

g
j− 1

2
1

)(
‖D+ϕnh‖2 + (

ϕn
h,1

h2
)2
)

+
N∑
j=1

g
j− 1

2
1

(
‖D+ηn,jh,1‖

2 + (
ηn,j
h,1

h2
)2
)]

+
1

2

[(
1
2
g0

2 −
N∑
j=1

g
j− 1

2
2

)
‖D−ψnh‖2 +

N∑
j=1

g
j+ 1

2
2 ‖D−Zn,j

h ‖
2
]
.

où g(., .) est la forme bilinéaire dérivée du terme de mémoire et décrite dans la ligne suivante,

et g
j−

1

2
1.2 =

1

2
(g
j−

1

2
1.2 + gj1.2)
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Il s'agit d'une approximation de l'énergie pour le cas continu . L'incrèment de cette énergie

peut être exprimé en termes de valeurs moyennes et d'incréments du déplacement et de la

vitesse.

Ensuite , nous choisissons ς =
1

2
et β =

ς

2
réduisant l'expression ci-dessus à :

εn+1
δ − εnδ = −4 δt γ ‖v′n+ 1

2
h ‖2

+
1

4

N∑
j=1

(gj+1
1 − gj−1

1 )
(
‖D+ηn,j‖2 +

(ηn,j
1

h2

)2
)

− 1

4
g0

1

(
‖D+ηn+1,1‖2 +

(ηn+1,1
1

h2

)2
)

− 1

2
g
N+ 1

2
1

(
‖D+ηn,N‖2 +

(ηn,N
1

h2

)2
)

+
1

4

N∑
j=1

(gj+1
2 − gj−1

2 ) ‖D−Zn,j‖2

− 1

4
g0

2‖D−Zn+1,1‖2 − 1

2
g
N+ 1

2
2 ‖D−Zn,N‖2 ≤ 0.

Avec cela, l'energie entièrement discrète obtenue par la méthode B-Newmark diminue et nous

montrons que son comportement asymptotique est le re�et du cas continu [9].
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