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Abstract : 
 

The idea developed in this thesis consists in re-studying the nonlinear problem of 

the Jeffery-Hamel flow (JHF), but by taking into account the effect of a viscoelastic fluid 

and the presence of an external and transverse magnetic field. . The basic partial 

differential equations are transformed into a third order nonlinear ordinary differential 

equation using similarity transformations, this equation characterizes the dynamic 

distribution of the studied flow. The latter was processed numerically by the Runge-

Kutta-Fehlberg method (RKF-45) combined with shooting method and analytically by a 

MATHEMATICA computer code with modified adomian decomposition method of 

Duan-Rach (DRMA). Finally, the effect of various physical parameters such as the 

Reynolds number Re, the opening angle α, the Hartmann number Ha, the Weissenberg 

number Wi on the velocity distribution and the coefficient of friction C𝑓 of the envisaged 

flow is presented graphically. The results obtained in particular cases are also compared 

with some of the solutions existing in the literature. 

 

Keywords : 
JHF, viscoelastic,external and transverse magnetic field, Runge-Kutta-Fehlberg methods, 

Shooting technique, DRMA. 
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Résumé : 
 

L’idée développée dans cette thèse consiste à réétudier le problème non linéaire 

de l'écoulement de Jeffery-Hamel (JHF), mais en prenant en compte l'effet d’un fluide 

viscoélastique et la présence d’un champ magnétique externe et transversal. Les 

équations aux dérivées partielles de base sont transformées en équation différentielle 

ordinaire non linéaire du troisième ordre en utilisant des transformations de similarité, 

cette équation caractérise la distribution dynamique de l’écoulement étudié. Cette 

dernière a été traitée numériquement par  la méthode Runge-Kutta-Fehlberg (RKF-45) 

associée à la méthode de Tir et analytiquement par un code de calcul MATHEMATICA  

basé sur la méthode de décomposition adomienne modifiée de Duan-Rach 

(DRMA).Finalement, L’effet de divers paramètres physiques tels que le nombre de 

Reynolds Re , l’angle d’ouverture α , le nombre de Hartmann Ha, le nombre de 

Weissenberg𝑊i sur la distribution des vitesses et le coefficient de frottement Cf de 

l’écoulement envisagé est présenté graphiquement. Les résultats obtenus dans des cas 

particuliers sont également comparés à certaines des solutions déjà existantes dans la 

littérature. 

Mots Clés : 
JHF, fluide viscoélastique, champ magnétique externe et transversal, méthode de 

Runge-Kutta-Fehlberg , méthode de Tir, DRMA. 
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 :ملخص

كرمشلللل ي ف  لللل ففتتمثللللفكرة لللل تفكرتللللافتللللهفتلأطر حلللل فعللللافحللل  فك     لللل فعللللاف  لللل  تف  ك لللل 

(ف،ف ر لللعف لللاف  ك للل تفتلللال  فكرمللل وافكريللل  فكرمللل  ف  هلللط فJHFكرخلأ للل فرتلللفعيفه ةللل  فح  للللف 

كرمعللل  لالفكرتة ةلللي  فكرج و للل فك    للل  ففكلانتقللل غف لللعرلللتهف . ملللط   جللل غف طي   خلللافوللل  هاف 

،ففكرمتط للل كلفكرمتشللل     رلللعف ع  رللل فتة ةلللي  ف   رللل ف  للل فولأ للل ف لللعفكرف هللل فكرث رثللل ف   لللتخفك ف

 لللف ر  ففتك و للل حللل  فف.فتملللعف ع رجللل فكرملللف   رتلللفعيفكرلللفري    اف حللل  فكرمع  رللل فتم للل فكرتط رلللاف

فTir(فكرم تبلألللللل ف لأ رقلللللل ف(Runge-Kutta-Fehlberg (RKF) 45 طك لللللللأ ف  رقلللللل ف

كفDuan-Rach (DRMA)كرمعفرلللل فرلللل ففAdomian تحي ي  لللل ف   للللتخفك ف  رقلللل فكرتحيلللللف .فأو لللل  

  زلللهففα  ك رللل فكرةلللت ففReكرة  ر و للل فكرمختيةللل ف ثللللف زلللهف ريطرلللف فكرعطك للللف،فرلللتهف للل رفتلللال  ف

 مللل ففكرملللف   ففريتلللفعيكرفري     للل فكرخصللل و ف  يلللع(Wi)  رخلللمبط  ف  زلللهففHaح  تمللل  ف

للل فعلللافتط رلللافكرخللل   ف  ع  للللفكلا ت للل  .فرلللتهففع  للل   ق  نللل فكريتللل و فكرتلللافتلللهفكرف ك للل ففحللل  أرض 

 كرحصطغف ي   ف اف عضفكرحيطغفكرمطهط تفعافك     ل.

ف

كرمةت    :فكر يم ل  

 

 فJHF   ن فكطت ،  رق فت  ف،ف مط   فو  هاف طي   خاف ج غف،فر  ف لأ  اف  ولف،

.DRMA 
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Symbole Signification 

𝑨𝒏 

𝐁 

Le polynôme d’adomiane 

Champs magnétique 

𝜶 Demi-angle d’ouverture de la conduite  

𝝆 Masse volumique 

𝛁 Nabla (un opérateur mathématique  caractérisant le gradient) 

𝝂 Viscosité cinématique 

𝒇𝑩 La force de Lorentz  

𝑬 Champ électrique 

𝑽 La vitesse du fluide 

𝝈 La conductivité électrique 

𝝁 Viscosité dynamique 

(𝒓, 𝜽, 𝒛) Coordonnée cylindriques 

𝝉 Le tenseur de contraintes 

𝑫 La partie déviatrice du tenseur du gradient de vitesse 

𝝁𝟎 

 𝝍𝟏,𝟎 et 𝝍𝟐,𝟎 

Le coefficient de la viscosité du fluide  

Le premier et le second coeff de la contrainte normale 

𝜶𝟏, 𝜶𝟐 et 𝜶𝟑 Les propriétés du liquide 

∞ l'infini 

𝜼 Angle non-dimensionnel 

𝒇(𝜽) Vitesse  dirigée vers le sommet de l’angle 

𝒇𝒎𝒂𝒙 Vitesse maximale  au centre du canale 

𝑭(𝜼) La fonction vitesse 

𝒇𝟎 La vitesse 

𝐕𝐫 , Vθ, Vz Vecteur vitesse  de composantes cylindriques 

𝑭′(𝜼) Dérivée première de la fonction vitesse 

𝒇′′′(𝜼) Dérivée seconde de la fonction vitesse 

𝑭′′′(𝜼) Le troisième dérivé de la fonction vitesse 

𝒇(𝟎) La vitesse  sur l’axe du canal  

𝒇(±𝟏) La vitesse   au niveau des parois 

𝒇 ′(𝟎) Dérivée première de la fonction vitesse 

𝝉𝒘 Effort de cisaillement au niveau des parois 

𝑹𝒆 Le nombre de Reynolds. 

𝑾𝒊 Le nombre de Weissenberger 

𝑯𝒂 Le nombre de Hartmann 

𝑸 Le débit 

𝒆 Erreur 

𝑪𝒇 

L 

N 

g 

R 
           

Le coefficient de frottement 

Opérateur linéaire 

Opérateur non linéaire 

Une fonction connue 

Résidu linéaire 
paramètre réel. 
 

 



 

 

 Glossaire : Sigles et Notations  
 

7 

 
 

  

 
 

 

Sigles 
 

 

  

Abréviation Signification 

𝐃𝐓𝐌 La Méthode de transformation différentielle 

𝐇𝐏𝐌 La Méthode homotopy perturbation 

DRMA La Méthode de l'approche Duan – Rach modifier 

Tir La Méthode de Tir 

MHD Magnétohydrodynamique 

𝑹𝑲 − 𝟒𝟓 La Méthode de Runge-Kutta-Fehlberg 

EDO Les équations différentielles ordinaires 

EDP Les équations aux dérivées partielles 

RK4 La méthode de Runge Kutta d’ordre quatre 

DRA La méthode Duan-Rach Approach 

VIM La méthode d'itération variationnelle 

HPM La méthode d’Homotopy perturbée 

HAM La méthode d'analyse d’homotopie 

HPM La méthode d’homotopie perturbée 

DTM La méthode de transformation différentielle 

OHAM La méthode asymptotique à homotopie optimale 

ADM La méthode de décomposition d’Adomian 

RVIM La méthode de Reconstruction des variations d’itérations 

RKHSM Le production Kernel Hilbert Space Method 

CM La méthode de collocation 

GDM La méthode de décomposition généralisée 

PHAM  La méthode d'analyse par homotopie des prédicteurs 
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'étude de l’écoulement d’un fluide incompressible et viscoélastique 

entre deux parois planes formant un angle entre elles, connu sous le 

nom de Jeffery-Hamel (écoulement dans un convergent-divergent), a 

reçu un grand intérêt et une grande importance en raison de ses diverses 

applications naturelles ou industrielles dans les domaines des 

mathématiques appliquées, de la physique, de la mécanique et du génie 

civil.  

 L'objectif principal de cette thèse est dédié dans un premier temps à la 

modélisation de l’écoulement d’un fluide incompressible et viscoélastique entre deux 

parois non parallèles en présence d’un champ magnétique externe. Dans un second 

temps, l’étude est consacrée à la résolution de l’équation différentielle obtenue 

numériquement et analytiquement à la fois. 

 Ce travail de thèse s’articule autour de quatre chapitres : 

Dans le premier chapitre nous présentons brièvement une revue bibliographique 

des travaux réalisés sur la thématique envisagée. 

Le deuxième chapitre  introduit une formulation mathématique de l’écoulement 

magnétohydrodynamique d’un fluide viscoélastique de Jeffery-Hamel. L’équation 

obtenue a été traité numériquement et analytiquement. 

Nous présentons dans le troisième chapitre les principaux outils mathématiques 

utilisés pour résoudre l’équation différentielle non linéaire qui caractérise le champ 

dynamique de l’écoulement envisagé. Par la suite, l’équation obtenue a été résolue à la 

fois numériquement et analytiquement par les techniques de Runge-Kutta-Fehlberg (RKF-

45) associée à la méthode de Tir et la méthode de décomposition Adomienne modifiée de 

Duan-Rach (DRMA) respectivement. 

Le dernier chapitre de ce manuscrit est consacré aux effets de la variation des 

grandeurs physiques telles que le nombre de ReynoldsRe , l’angle d’ouvertureα, le 

nombre de Hartmann Ha et le nombre de Weissenberg𝑊i  sur la distribution des vitesses 

L 
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et le coefficient de frottementCf de l’écoulement envisagé. Les résultats sont validés par la 

suite avec ceux de la littérature scientifique.   

Enfin, ce travail de thèse se termine par une conclusion générale, synthétisant les 

principaux résultats, suivi de perspectives. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

Chapitre I 

Revue 

Bibliographique 
 



 

 

 Chapitre I : Revue Bibliographique          

18 

I.1. Introduction: 

Durant ces dernières années, l'étude de l’écoulement d’un fluide incompressible et 

visqueux entre deux parois planes formant un angle entre elles, connu sous le nom de 

Jeffery-Hamel (écoulement dans un convergent-divergent), a fait l’objet d’un très grand 

nombre de travaux théoriques et/ou numériques. Dans la section suivante, on va présenter  

une brève synthèse bibliographique des principaux travaux réalisés sur la thématique 

envisagée, suivie de la problématique ainsi que de la méthodologie de recherche adoptée.  

I.2. Revue Bibliographique : 

Les premiers travaux portant sur l’écoulement d’un fluide entre deux parois planes 

non parallèles (écoulement dans un convergent-divergent) ont été entrepris, dans les 

années 1915 et 1916, par JEFFERY [1] et HAMEL [2]. Cette longue période de 

découverte et l’importance technologique de ce type d'écoulement, ont fait que beaucoup 

de travaux ont été consacrés à l’écoulement dit de Jeffery-Hamel. Parmi ces travaux, 

l’étude menée par ROSENHEAD [3] a consisté à trouver une solution sous forme de 

fonctions jacobiennes elliptiques. HOLSTEIN [4] a étudié l’effet des grandes valeurs du 

nombre de Reynolds (Re ∞) sur l’écoulement de Jeffery-Hamel. MILLSAPS et 

POHLHAUSEN [5] ont proposé une solution exacte de l’équation d’énergie qui 

gouverne la distribution des températures dans l’écoulement de Jeffery-Hamel. La 

recherche menée par Al FARKH et HAMADICHE [6] a été consacrée à l’étude de la 

stabilité linéaire et temporelle de l’écoulement tridimensionnel dans un canal divergent en 

rotation. MAKINDE et MHONE [7] ont utilisé l’approximation de type Hermite-Padé 

pour étudier la stabilité du problème hydromagnétique de l’écoulement de Jeffery-Hamel. 

CORLESS et al. [8] furent parmi les premiers à étudier la solution analytique du 

problème classique d’un fluide bidimensionnel de l’écoulement de Jeffery – Hamel. En 

effet, ces auteurs ont exprimé la solution de ce problème sous forme de fonctions 

elliptiques. SADEGHY et al. [9] ont proposé une solution de similitude pour 

l’écoulement MHD d’un fluide viscoélastique à travers des canaux convergents-

divergents. Ils ont utilisé la méthode de collocation de Chebyshev pour résoudre le 

problème MHD numériquement. L’étude faite par GORJI-BANDPAY et al. [10] utilise 

la méthode des différences finies pour étudier l’écoulement laminaire incompressible dans 

un canal convergent-divergent. PETERSON et al. [11] ont étudié numériquement 
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l’écoulement d’un fluide incompressible bidimensionnel dans un canal convergent-

divergent par la méthode des éléments finis. ESMAILI et al. [12] ont étudié l’écoulement 

de Jeffery-Hamel par la méthode de décomposition adomienne. La comparaison des 

résultats de cette investigation avec certains travaux antérieurs a montré une excellente 

précision de la technique ADM utilisée. GANJI et al. [13] ont employé deux méthodes 

pour résoudre le problème de l’écoulement de Jeffery-Hamel, à savoir  la méthode 

d’itération variationnelle (VIM) et la méthode d’Homotopy perturbée (HPM). Les 

résultats obtenus par cette étude révèlent que les méthodes adoptées sont très efficaces,  

simples de mise en œuvre et peuvent être appliquées à d’autres problèmes non linéaires. 

Le travail effectué par JONEIDI et al. [14] résout le problème non linéaire de 

l’écoulement classique de Jeffery-Hamel (champ dynamique) par une collection de 

méthodes analytiques telles que la méthode d’analyse d’homotopie (MAH), la méthode 

d’homotopie perturbée (MHP) et la méthode de transformation différentielle (MTD). Les 

avantages de la méthode MAH par rapport aux autres méthodes ont été clairement 

visualisés. Par la suite, une nouvelle modification de la méthode d’analyse d’homotopie 

appelée méthode asymptotique d’homotopie optimale (OHAM) a été utilisée par 

ESMAEILPOUR et GANJI [15] pour résoudre le problème non linéaire de l’écoulement 

de Jeffery-Hamel. Une nouvelle technique spectrale hybride d’homotopie a été proposée 

et appliquée avec succès par MOTSA et al. [16] dans la résolution du problème non 

linéaire de l’écoulement magnétohydrodynamique de Jeffery-Hamel. Les résultats 

obtenus montrent que la technique d’analyse spectrale-homotopique converge au moins 

deux fois plus vite que la méthode standard d’analyse d’homotopie. Dans un autre travail 

[17], MOTSA a présenté la solution de l’équation non linéaire qui régit l’écoulement 

d’un fluide visqueux et incompressible entre deux parois rigides convergentes-divergentes 

en utilisant une méthode d’analyse d’homotopie améliorée. Les résultats obtenus par cette 

nouvelle technique montrent que la solution proposée converge plus rapidement que la 

méthode d’analyse d’homotopie et la méthode asymptotique d’homotopie optimale. La 

méthode standard d’analyse d’homotopie a été utilisée pour étudier le transfert de chaleur 

de l’écoulement d’un fluide de second grade dans un canal divergent-convergent par 

HAYAT et al. [18]. ALAM et al. [19] ont examiné le comportement critique de la 

solution de l’écoulement MHD d’un fluide visqueux incompressible entre des plaques non 

parallèles. La solution de ce problème a été obtenue par des approximations de type Padé-

Hermite. 
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La solution analytique de l’écoulement magnétohydrodynamique d’un fluide 

viscoélastique dans les canaux convergents-divergents a été également explorée par 

SHADLOO et al. [20]. Les résultats analytiques basés sur la méthode HPM montrent un 

excellent accord avec ceux du traitement numérique. Les études réalisées par [21,22] sont 

des approches analytiques effectuées respectivement par la méthode de décomposition 

d’Adomian (ADM) et la méthode de transformation différentielle (DTM) afin de résoudre 

le problème non linéaire de l’écoulement de Jeffery-Hamel en présence d’un champ 

magnétique externe. La comparaison faite dans cette étude montre clairement l’efficacité 

des méthodes utilisées par rapport à la méthode numérique de Runge-Kutta. 

SHEIKHOLESLAMI et al. [23] ont réétudié l’écoulement de Jeffery-Hamel en présence 

d’un champ magnétique externe tenant en compte la présence de nanoparticules dans un 

fluide de base. En effet, les équations issues de la modélisation mathématique sont 

résolues par la méthode de décomposition d’Adomian (ADM). Dans l’étude menée par 

IMANI et al. [24], la méthode de Reconstruction des variations d’itérations (RVIM), qui 

est un couplage entre la méthode de variation des itérations standard (VIM) et la 

transformation de Laplace, a été proposée et appliquée avec succès dans la résolution du 

problème non linéaire de l’écoulement magnétohydrodynamique de Jeffery-Hamel pour 

les nano-fluides. Les résultats obtenus montrent la robustesse de la méthode RVIM 

proposée. MORADI et al [25] ont présenté une étude qui montre l’influence de la 

présence des nanoparticules dans un fluide de base (l’eau par exemple) sur le phénomène 

de transfert de chaleur dans l’écoulement de Jeffery-Hamel. Cette étude est effectuée en 

utilisant trois types de nano-fluides, à savoir  le Cuivre-eau, l’Alumine-eau et l’Oxyde de 

Titane-eau, avec la prise en compte de l’eau comme fluide de base. Le problème abordé a 

été traité analytiquement par la méthode de transformation différentielle (DTM) et 

numériquement par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK 4). INC et al. [26] ont 

appliqué avec succès une nouvelle méthode spatiale de Hilbert du noyau de reproduction 

(Kernel Hilbert Space Method) dans l’analyse de l’écoulement de Jeffery-Hamel. La 

comparaison faite dans cette étude montre clairement l’efficacité et la précision très 

élevée de la méthode utilisée (RKHSM) par rapport aux méthodes HAM, DTM et HPM. 

BOJDI et al. [27] ont exploré la solution approximative du problème de l’écoulement 

magnétohydrodynamique (MHD) de Jeffery-Hamel par une méthode de collocation basée 

sur les polynômes de Jacobi. 
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Dans le même contexte, PETROUDI et al. [28] ont analysé les effets dela présence 

des nanoparticules dans un fluide de base (Cu-Eau) sur le problème de l’écoulement 

magnétohydrodynamique (MHD) de Jeffery-Hamel. Dans cette étude, la solution a été 

déterminée en utilisant la méthode de collocation (CM). SARI et al. [29] ont réussi à 

comparer la solution analytique du champ dynamique de l’écoulement d’un fluide dans un 

convergent-divergent, en appliquant la méthode de décomposition d’Adomian (ADM) 

standard et sa modification à savoir la méthode de décomposition généralisée (GDM). 

Cette dernière est fortement recommandée pour résoudre des problèmes physiques et/ou 

mathématiques de type non linéaire. La recherche menée par FREIDOONIMEHR et al. 

[30] est consacrée à l’étude de l’existence de multiples solutions du problème non-linéaire 

de l’écoulement magnétohydrodynamique (MHD) de Jeffery-Hamel pour différents types 

de nanoparticules tels que : oxyde de cuivre (𝐶𝑢𝑂), cuivre (𝐶𝑢) et argent (𝐴𝑔) insérées 

dans un fluide de base. Ce problème a été traité numériquement à l’aide d’une nouvelle 

technique analytique, la méthode d’analyse d’homotopie prédictrices (PHAM : predictor 

homotopy analysis method). Les auteurs ont constaté que des solutions multiples (duales) 

existent pour certaines valeurs des paramètres physiques gouvernants et en particulier 

pour les cas de canaux convergents (𝛼 =  −1). RAJA et al. [31] ont réétudié 

l’écoulement d’un nano fluide de Jeffery-Hamel mais en utilisant une méthode 

d’intelligence artificielle (les réseaux de neurones artificiels ANN). Cette étude a été faite 

pour trois types de nanomaparticules tels que le cuivre (𝐶𝑢), l’alumine (𝐴𝑙2𝑂3) et l’oxyde 

de titane (𝑇𝑖𝑂2). La précision et la convergence du schéma conçu sont validées par 

comparaison avec des résultats numériques standards en utilisant la méthode d’Adams. 

KHAN et al. [32] ont traité le problème de l’écoulement Jeffery-Hamel pour un fluide de 

second grade entre deux parois non parallèles sous les effets Soret et Dufour. La solution 

du problème est ensuite obtenue analytiquement par utilisation de la méthode d’analyse 

d’homotopie (HAM) et numériquement en utilisant le schéma numérique de Runge-Kutta 

Fehlberg. SARI et al. [33] ont également appliqué la méthode d’Adomian pour trouver la 

solution analytique de l’équation différentielle non linéaire du troisième ordre qui 

caractérise l’écoulement de Jeffery-Hamel pour un nanofluide de type (Cu − eau) de 

Jeffery-Hamel ; les résultats obtenus montrent un excellent accord avec ceux du 

traitement numérique par la méthode de Runge-Kutta associée à la méthode de Tir. Le 

travail effectué par KHAN [34] donne la solution numérique et analytique de 

l’écoulement de Jeffery Hamel d’un fluide non newtonien en utilisant la méthode de 
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Runge-Kutta d’ordre 4 et la méthode de variation des itérations respectivement. L’étude 

réalisée par KEZZAR et SARI [35] est une approche semi-analytique du problème non 

linéaire de l’écoulement de Jeffery-Hamel pour un nano fluide (Al2O3 − eau) sous l’effet 

du mouvement des parois (Extensible/Rétractable). En effet, la méthode de 

décomposition ADM est employée avec succès pour établir la solution du problème 

étudié. L’effet combiné de divers paramètres tels que la fraction volumique des 

nanoparticules de cuivre, la dissipation visqueuse et l’effet de Joule sur la génération 

d’entropie de l’écoulement magnétohydrodynamique incompressible de Jeffery-Hamel a 

été examiné par ALAM et al. [36]. MOHYUD-DIN et al. [37] ont étudié le transfert de 

chaleur et de masse de l’écoulement d’un nano fluide dans les canaux convergents-

divergents sous l’influence d’un champ magnétique externe ainsi que le mouvement des 

parois (Extensible/Rétractable). L’ensemble d’équations différentielles ordinaires non 

linéaires obtenu dans cette étude a été résolu numériquement à l’aide de la technique de 

Runge – Kutta – Fehlberg. AHMED et al. [38] ont pris en considération le mouvement 

des parois et le rayonnement thermique sur le transfert de chaleur de l’écoulement 

classique de Jeffery-Hamel. Le système d’équations a été traité numériquement par la 

méthode de Runge Kutta d’ordre 4 associée à la méthode de Tir et analytiquement par 

l’approche de décomposition d’Adomian (ADM). 

L’idée développée dans le travail de RANA et al. [39] est de réutiliser la méthode 

d’analyse d’homotopie prédictrices (PHAM) pour traiter le problème de l’écoulement 

magnétohydrodynamique d’un nano-fluide (𝐴𝑙2𝑂3-eau) dans un convergent-divergent. La 

conductivité thermique et la viscosité du nano-fluide dans cette étude ont été calculées par 

la corrélation KKL (Koo-Kleinstreuer-Li). KANT et al. [40] ont étudié le contrôle actif de 

la croissance optimale des instabilités de l’écoulement de Jeffery-Hamel  grâce à la 

technique standard de contrôle de la transpiration des parois (voir figure I.1). 
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Figure I.1 : Géométrie de l’écoulement [39] 

RANA et al. [41] ont traité de multiples solutions du transfert de chaleur de 

l’écoulement de Jeffery-Hamel sous l’influence d’un champ magnétique en utilisant une 

la technique analytique d’homotopie HAM. Ils ont remarqué que des solutions doubles 

n’existent que pour le cas des canaux convergents et seulement pour des valeurs critiques 

de l’angle du canal. En outre, l’analyse de stabilité dans cette étude est également 

effectuée en construisant un problème de valeur propre pour prédire la solution 

physiquement stable. 

Récemment, les nano-fluides de type hybride (d’oxyde de cuivre et de graphène) 

sont considérés comme des fluides monophasés et leurs performances dans l’amélioration 

du transport thermique de l’écoulement MHD de Jeffery-Hamel ont été abordés par 

HAFEEZ et al [42]. La résolution des équations du problème considéré a été réalisée à 

l’aide de la fonction intégrée dans MATLAB 𝑏𝑣𝑝4𝑐. SHUKLA et al [43] ont mené une 

étude théorique détaillée de l’écoulement MHD d’un nano-fluide de type hybride (𝐴𝑙2𝑂3 

/𝐶𝑢 – eau) entre des parois non parallèles. Dans cette étude, la solution du problème a été 

donnée par la méthode d’analyse d’homotopie prédictrice (predictor homotopy analysis 

method : PHAM). Les auteurs ont également abordés la question de stabilité de 

l’écoulement envisagé.   

D’autre part, SAIFI et al. [44] ont proposé une nouvelle méthode mathématique 

pour développer un nouveau modèle d’évaluation des distributions thermiques à travers 

l’écoulement de Jeffery-Hamel dans des canaux convergents-divergents. Dans cette étude, 

les effets des nombres de Reynolds et de Prandtl sur le transfert de chaleur et le champ 
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dynamique ont été explorés. Le problème abordé a été donc traité analytiquement par la 

méthode de décomposition d’Adomian (ADM) et numériquement par la méthode de 

Runge – Kutta-Fehlberg (RK 45) associée à la méthode de Tir.  

Dans l’étude menée par BERREHAL et al. [45] deux types de nanoparticules 

différentes, à savoir le cuivre, Cu, et l’argent, Ag, avec de l'eau comme fluide de base sont 

considérées pour explorer le transfert de chaleur d'un écoulement de nano-fluide dans un 

canal à parois non parallèles. Dans cette contribution, la méthode asymptotique 

d'homotopie optimale (OHAM) a été utilisée pour résoudre le problème afin d'assurer une 

convergence rapide de la solution recherchée. AL-TURKI et al [47] ont proposé une 

simulation numérique 3D du comportement énergétique d'échangeurs de chaleur. Cette 

étude a été faite pour deux types de configurations : une configuration non parallèle et 

l’autre parallèle. Les auteurs ont remarqué que les plaques non parallèles fournissent un 

nombre de Nusselt 𝑁𝑢 et un facteur de performance thermique plus élevés comparés à 

ceux obtenus pour des plaques parallèles. 

L’étude menée par MUHAMMAD, N et al [48] est consacrée à une analyse des 

performances thermiques et hydrauliques des nano-fluides à travers un micro canal à 

paroi non parallèle dans les dispositifs électroniques compacts. Cette analyse est réalisée 

par le logiciel FLUENT en utilisant un modèle de mélange à deux phases sous un flux de 

chaleur uniforme pour deux types de nano-fluides à base d'eau. Les résultats obtenus 

montrent que les taux de transfert de chaleur augmentent avec l'augmentation de la 

concentration volumique du nano-fluide. De plus, Le nombre de Reynolds a influencé de 

manière significative le transfert de chaleur dans le fluide de base et les nano-fluides. 

L'interaction entre les jets de départ et un écoulement transversal régulier avec une couche 

limite turbulente à gradient de pression nulle a été étudiée expérimentalement selon un 

dispositif généralement utilisé dans les applications de contrôle par STEINFURTH et al. 

[49]. Le travail effectué par MANH et al. [46] est essentiellement porté sur l’écoulement 

hydrodynamique de Jeffery-Hamel de nano-fuides avec existence d'un champ 

magnétique. La méthode de perturbation d'homotopie (HPM) est appliquée comme 

l’approche la plus fiable pour résoudre le terme non linéaire de l’équation différentielle de 

l’écoulement objet d’étude.   

Le travail réalisé par CHENG et al. [50] est une simulation numérique 

tridimensionnelle consistant à visualiser les effets de la variation des angles entre les deux 

canaux entrants et le canal aval ainsi que le rapport de vitesse. 
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BISWAL et al. [51] ont appliqué avec succès la méthode d’homotopie perturbée (HPM) 

pour résoudre les deux problèmes directs et inverses liés à l'écoulement de fluide entre 

deux plans inclinés. Une nouvelle méthode analytique (NAM) a été utilisée par JASIM 

[52] pour résoudre le problème de l’écoulement magnétohydrodynamique (MHD) de 

Jeffery-Hamel. Les équations gouvernantes de ce problème sont réduites à une équation 

différentielle ordinaire et résolue à l'aide de transformations appropriées de similitude. 

Cette étude montre que la méthode adoptée ne nécessite aucune perturbation et  

linéarisation. AHMED, S et al. [53] ont réétudié le problème de l’'écoulement 

magnétohydrodynamique (MHD) de Jeffery-Hamel sous l’effet du mouvement des parois 

(Extensible/Rétractable). La solution du problème est ensuite calculée analytiquement par 

une nouvelle méthode d'homotopie en ondelettes de Coiflet. 

ADEL et al. [54] ont analysé le problème non linéaire de l’écoulement incompressible 

magnétohydrodynamique de Jeffery-Hamel. L’ensemble d’équations différentielles 

ordinaires non linéaires obtenu dans cette étude a été résolu analytiquement à l’aide de la 

technique de collocation de Bernoulli. La solution approximative obtenue par cette 

nouvelle technique montre que cette technique est plus précise par rapport aux autres 

méthodes fournies dans la littérature tells que : les méthodes OHAM, DTM et RK4. 

HAFEEZ et al. [55] ont présenté une analyse théorique de l’effet de nanoparticules 

de type hybride (MoS2 − Al2O3) insérée dans un fluide de base (l’eau par exemple) sur le 

phénomène de transfert de chaleur dans l’écoulement de Jeffery-Hamel MHD.  De plus, 

les caractéristiques de transfert thermique sont explorées sous l’effet du rayonnement 

thermique, de la dissipation visqueuse et en considérant trois formes différentes de 

nanoparticules : plaquette, brique et sphérique. La solution est trouvée numériquement à 

l'aide du solveur MATLAB « bvp4c ». L’étude menée par RASHID, U et al. [56] est 

dédiée aux effets de la dissipation de Joule et de la présence des nanoparticules d'oxyde de 

zinc dans un fluide de base (eau par exemple) sur le phénomène de transfert de chaleur 

dans l’écoulement de Jeffery-Hamel MHD. Cette étude a été effectuée pour trois formes 

de nanoparticules, à savoir: sphérique, colonne et lame. Les équations gouvernantes du 

problème abordé sont traitées analytiquement par la méthode de perturbation d’homotopie 

(HPM) et numériquement à l’aide de la fonction intégrée NDsolve. Les résultats obtenus 

montrent que les nanoparticules en forme de lame ont des performances plus élevées en 

termes de taux de transfert de chaleur par rapport aux autres formes de nanoparticules.  
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Dans le même contexte, les travaux réalisés par DAS et al. [57] sont consacrés à 

l’étude de l’influence de la géométrie des nanoparticules telles que les plaquettes, les 

cylindres et les briques pour deux types de nano-fluides 𝐴𝑙2𝑂3 − 𝑒𝑎𝑢 et 𝑇𝑖𝑂2 − 𝑒𝑎𝑢 - sur 

l’écoulement de Jeffery-Hamel MHD. La solution du problème est calculée par la 

méthode approximative d'Hermite-Padé. Les auteurs ont constaté que les nanoparticules 

en forme de briques présentent des distributions de température plus élevées par rapport 

aux autres formes de nanoparticules.  

D’autre part l’idée développée dans le travail de KHENTOUT et al. [58] consiste à 

réétudier le problème non linéaire de l'écoulement de Jeffery-Hamel MHD, mais en tenant 

compte de l'effet de la présence d’un champ électrique «𝐸» externe et l'addition des 

nanoparticules de type hybride (𝐺𝑂 𝑒𝑡 𝑀𝑜𝑆2) dans un mélange de deux fluides de base 

(𝑪𝟐𝑯𝟔𝑶𝟐 (50%) (50%)). Dans cette étude, l’effet de la géométrie des nanoparticules a 

été également considéré. Par ailleurs, la solution de ce problème est exprimée 

analytiquement par la méthode d’analyse d’homotopie (HAM). Cette dernière a été 

comparée à la méthode de Runge Kutta d'ordre 4 associée à la méthode de Tir. 

MOGHIMI et al. [59] ont étudié l'impact du champ magnétique non uniforme sur 

la séparation de la couche limite de l'écoulement d'un fluide incompressible newtonien 

dans un canal divergent. Cette étude est réalisée par le logiciel OpenFOAM en utilisant un 

code de calcul basé sur la méthode des volumes finis. Les résultats obtenus montrent que 

les phénomènes de séparation disparaissent entièrement pour une valeur du nombre 

d’Hartmann Ha supérieure à 3. 

Dans le travail mené par VERMA et al. [60], le problème de la couche limite de  

l'écoulement bidimensionnel d'un nano-fluide (Cu − H2O et Ag − H2O ) visqueux et 

incompressible dans un canal divergent formé de deux parois non parallèles dans un 

milieu poreux sous l’effet du phénomène d'injection/aspiration a été étudié. L’ensemble 

des équations différentielles ordinaires non linéaires obtenu a été donc résolu 

numériquement à l’aide du solveur MATLAB « 𝑏𝑣𝑝4𝑐 ». HAMID, M et al. [61] ont 

réussi à obtenir une solution analytique de l’écoulement magnétohydrodynamique dans un 

convergent-divergent en appliquant l'approche de Galerkin. Dans cette étude, les auteurs 

ont pris en considération l’effet du mouvement des parois (stretching/shrinking). Les 

résultats obtenus montrent un excellent accord avec ceux du traitement numérique par la 

méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre (𝑅𝐾 − 4). L’objectif du travail réalisé par 

IYYAPPAN et al. [62] est d'analyser les effets de divers paramètres physiques tels que 
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l'aspiration/l'injection, la dissipation visqueuse, le champ magnétique et la source/puits de 

chaleur sur l'écoulement d'un fluide dans un canal divergent. 

I.3. Problématique 

Selon la littérature, la plupart des chercheurs éprouvent un regain d’intérêt à la 

réétude de l’écoulement de Jeffery-Hamel pour les fluides/nano-fluides classiques et 

avec/sans présence d’un champ magnétique externe et transversal. Par contre, le sujet de 

thèse abordé traite l’écoulement d’un fluide non-Newtonien de type viscoélastique 

passant entre deux plaques non parallèles (voir figure I.2) en présence d’un champ 

magnétique externe. La formulation mathématique de la problématique étudié fournit une 

équation différentielle non linéaire du troisième ordre qui régit la distribution des vitesses 

de l’écoulement envisagé. Cette équation gouvernant le problème a été ensuite résolue 

numériquement par la méthode de Runge-Kutta-Fehlberg associée à la méthode de Tir et 

analytiquement par un code de calcul MATHEMATICA basé sur une nouvelle 

modification de la méthode décompositionnelle d’Adomian dite de Duan-Rach (DRMA). 

 

Figure. I.2 : Géométrie de l’écoulement envisagé. 

Cette thèse se concentre alors sur deux contributions essentielles:  

 La première contribution est les traitements analytique et numérique  de 

l’équation différentielle non linéaire du troisième ordre qui régit la distribution 

des vitesses de l’écoulement envisagé. Analytiquement, la méthode de 

décomposition ADM classique est utilisée, tandis que le problème est résolu 

numériquement par la méthode de Runge-Kutta. 

 La deuxième contribution est l’implémentation d’une nouvelle technique de 

décomposition (DRMA) pour résoudre le problème étudié. 
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I.4. Méthodologie de recherche 

L’organisation de ce travail est illustrée dans l’organigramme suivant : 

 

Organigramme. I.1 : Organisation du travail 

Les équations de continuité et de 

Navier-stokes 

𝐹′′′(𝜂) + 4𝛼2𝐹′(𝜂) + 2 𝛼 𝐹(𝜂)𝐹′(𝜂) + 𝑊𝑖(8 𝛼 𝐹(𝜂)𝑓′′′(𝜂) + 32 𝛼 3𝐹(𝜂)𝐹′(𝜂))

− 𝐻𝑎 𝑅𝑒[𝐹′(𝜂) 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜂) − 𝛼𝐹′(𝜂) 𝑠𝑖𝑛(2𝛼𝜂)] 

𝑹𝒆 𝑾𝒊 

La méthode adoptée est  

une nouvelle 

modification dite de 

Duan-Rach (DRMA). 
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I. 5 Conclusion : 

Dans ce chapitre, il a été présenté une brève synthèse bibliographique sur 

l’écoulement d’un fluide incompressible et visqueux entre deux parois planes non 

parallèles du fait de leur importance dans les applications industrielles. Dans ce qui suit, 

on passera à la formulation mathématique de l’écoulement MHD d’un fluide non-

newtonien de type viscoélastique s’écoulant entre deux parois inclinées formant un angle 

entre elles.  
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II.1. Introduction: 

A travers ce chapitre, on propose un modèle mathématique qui caractérise le 

mouvement d'un fluide viscoélastique entre deux parois planes non parallèles (écoulement 

dans un convergent/divergent) sous l'effet d'un champ magnétique externe. 

II.2. Configuration géométrique et problématique  

La géométrie du problème étudié est représentée sur la figure II.1. Il s’agit d’un 

espace, entre deux plaques non parallèles (un convergent/divergent) formant un angle 

entre elles, parcouru par un fluide viscoélastique. Dans cette étude, l’effet d’un champ 

magnétique externe appliqué transversalement est pris en considération. 

 

Figure II.1 : Géométrie de l’écoulement étudié. 

II .3. Formulation Mathématique : 

Les équations fondamentales de continuité et de Navier-stokes sont : 

 L’équation de continuité : 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇(ρV⃗⃗ ) = 0 

(II. 1) 

  

 L’équation de Navier-Stokes : 

+𝛼 

 

−𝛼 
 

𝜋 − 𝛼 
 

𝜋 + 𝛼 
 

𝑜 

 

𝑥 
 

𝑦 
 

𝜃 
 

𝑟 
 

𝑉𝑟(𝑟, 𝜃) 

 

𝑩 
 

𝑩 
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𝜌
𝜕V⃗⃗ 

𝜕𝑡
+ 𝜌[(V⃗⃗ ∇⃗⃗ )V⃗⃗ ] = −∇𝑃 + 𝜈∆V⃗⃗ + 𝑓𝐵  

(II. 2) 

Ces équations peuvent être utilisées pour évaluer les caractéristiques dynamiques du 

problème étudié. 

Une particule fluide qui se déplace avec une vitesse 𝑽 dans un champ électrique 

caractérisé par le vecteur 𝑬 et dans un champ magnétique caractérisé par le vecteur 𝑩, subit 

une force magnétique appelée force de Lorentz 𝑓𝐵  donnée par [63] : 

𝑓𝐵 =  𝜎(𝐸 + 𝑉 × 𝐵) × 𝐵 (II. 3) 

II.4. Hypothèses Simplificatrices : 

Afin de simplifier l’étude, on propose les hypothèses suivantes : 

1. Les deux plaques sont non parallèles faisant un angle 2α entre elles (Figure II. 1) 

2. l’écoulement est stationnaire : on néglige les effets d'instationnarité du fluide dans 

la conduite, 

3. Écoulement supposé purement radial et  bidimensionnel. 

4. Le fluide utilisé est non-Newtonien de type viscoélastique. 

5. Le champ magnétique externe imposé est appliqué transversalement à la direction 

de l’écoulement. 

6. Les propriétés thermo-physiques du fluide (ρ, , 𝜇 et 𝜎) sont supposées 

constantes. 

7. L'effet du champ électrique E est négligeable. 

II. 5. Mise en équation du problème : 

Si on considère les hypothèses simplificatrices proposées dans la section II.4, les 

équations de continuité et de Navier-stokes pour un écoulement MHD bidimensionnel 

d'un fluide visqueux en coordonnées cylindriques (𝑟, 𝜃, 𝑧) sont données par [9,20] : 
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 L’équation de continuité : 

1

𝑟

∂

∂𝑟
(𝑟𝑉𝑟) = 0 

(II. 4) 

 L’équation de Navier-Stokes : 

𝜌 (𝑉𝑟
𝜕𝑉𝑟
𝜕𝑟

) = −
𝜕𝑝

𝜕𝑟
+ [

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝜏𝑟𝑟

𝜕𝑟
) +

1

𝑟

𝜕𝜏𝜃𝑟

𝜕𝑟
−

𝜏𝜃𝜃

𝑟
] − 𝜎𝑉𝑟𝐵

2(𝑐𝑜𝑠2𝜃),   (II. 5) 

0 = −
𝜕𝑝

𝜕𝜃
+ [

1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
(
𝜕𝑟2𝜏𝑟𝜃

𝜕𝑟
) +

1

𝑟

𝜕𝜏𝜃𝜃

𝜕𝜃
−

𝜏𝜃𝑟 − 𝜏𝑟𝜃

𝑟
] − 𝜎𝑉𝑟𝐵

2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃.        
(II. 6) 

D’autre part, la force de Lorentz 𝑓𝐵  en coordonnées cylindriques (𝑟, 𝜃, 𝑧), est donnée 

par [9,63] : 

𝑓𝐵 = −𝜎[(𝑣𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑐𝑜𝑠𝜃𝐵2𝑒̂𝑟 + (𝑣𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑠𝑖𝑛𝜃𝐵2𝑒̂𝜃] (II. 7) 

Où ; 

𝜌, 𝜎 et 𝜏 sont la masse volumique, la conductivité électrique et le tenseur des 

contraintes respectivement. 

Le tenseur des contraintes (τ) lié à la modélisation du 2ème ordre du fluide non 

newtonien  peuvent être s’exprimé par [64] :  

𝜏 = 𝛼1𝐷 + 𝛼2𝐷
∇ + 𝛼3𝐷. 𝐷 (II. 8) 

Tenant compte de l'hypothèse mentionné plus haut, le tenseur des contraintes peut 

être exprimé par : 
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𝜏 = 𝛼1. [
2

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝑟

1

𝑟

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

1

𝑟

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

2
𝜕𝑉𝑟
𝜕𝑟

]

+ 𝛼2.

(

 

[
 
 
 2𝑉𝑟

𝜕2𝑉𝑟
𝜕𝑟2

−
𝑉𝑟
𝑟2

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

+
𝑉𝑟
𝑟

𝜕2𝑉𝑟
𝜕𝑟𝜕𝜃

−
𝑉𝑟
𝑟2

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

+
𝑉𝑟
𝑟

𝜕2𝑉𝑟
𝜕𝑟𝜕𝜃

−2
𝑉𝑟

2

𝑟2
+ 2

𝑉𝑟
𝑟

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝑟 ]

 
 
 

− [
4(

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝑟

)2 +
2

𝑟2
(
𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

)2
1

𝑟

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝑟

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

+ 3
𝑉𝑟
𝑟2

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

1

𝑟

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝑟

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

+ 3
𝑉𝑟
𝑟2

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

4(
𝑉𝑟
𝑟
)2

]

)

 

+ 𝛼3.

(

 
 

[
 
 
 
 4 (

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝑟

)
2

+
1

𝑟2
(
𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

)
2 2

𝑟

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝑟

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

+ 2
𝑉𝑟
𝑟2

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

2

𝑟

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝑟

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

+ 2
𝑉𝑟
𝑟2

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

1

𝑟2
(
𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

)
2

+ 4(
𝑉𝑟
𝑟
)

2

]
 
 
 
 

)

 
 

 

 

 

 

 

 

 

(II. 9) 

Avec les propriétés du liquide (𝛼1, 𝛼2 et 𝛼3) peuvent être s’exprimés par [64] : 

{

𝛼1 = 2𝜇0,
𝛼2 = −𝜓1,0

𝛼3 = 4𝜓2,0

 

(II. 10) 

Où : 

𝜇0, 𝜓1,0 et 𝜓2,0 indiquant les coefficients de viscosité du fluide. Ainsi, 𝑫 est la 

partie déviatorique du champ de vitesse. 

𝐷 =
1

2
[∇𝑉 + (∇𝑉)𝑇] 

(II. 11) 

Et la dérivée (∇) est donnée sous la forme suivante :  

𝐷∇ = (𝑉. ∇)𝐷 − (∇𝑉)𝑇 . 𝐷 − 𝐷. ∇𝑉.   

II.6. Conditions aux limites :  

Enfin, le système d’équations doit être complété par un ensemble de conditions aux 

limites  dépendantes du problème considéré. 

Les conditions aux limites pour le problème objet d’étude sont: 
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{
Si      𝜃 → 0 ∶     𝒖𝒓 = 𝑈, et   

𝜕𝒖𝒓

𝜕𝜃
= 0

Si     𝜃 → ±𝛼 ∶  𝒖𝒓 = 0
 

 

(II. 13) 

 

II.7. Variable de similitude : 

La suite de ce travail nécessite de mettre les équations dimensionnelles de 

l’écoulement étudié sous forme adimensionnelle. Pour ce faire, nous considérons les 

variables sans dimensions suivantes : 

𝜂 =
𝜃

𝛼
 ∶  −1 ≥ 𝜂 ≥ 1 

(II. 14) 

𝑓𝑚𝑎𝑥 = 𝑓(𝜃) 𝑟⁄              𝑓𝑚𝑎𝑥 = 𝑟 𝑉𝑚𝑎𝑥      ∶ Représente la vitesse 

maximale sur l’axe du canale 

(II. 15) 

𝐹(𝜃) =
𝑓(𝜃)

𝑓𝑚𝑎𝑥
        𝐹(𝜃) =

 𝑉𝑟
 𝑉𝑚𝑎𝑥

=
𝑓(𝜃)

𝑓(0)
         

(II. 16) 

 

II.8. Formulation adimensionnelle des équations 

Par l’intermédiaire des variables sans dimensions (Eqs. II. 14 − 16) et l’élimination 

du terme de pression, la combinaison des équations (II. 5 − 6) donnent finalement : 

𝐹 ′′′(𝜂) + 4𝛼2𝐹 ′(𝜂) + 2 𝛼 𝐹(𝜂)𝐹 ′(𝜂)

+ 𝑊𝑖(8 𝛼 𝐹(𝜂)𝐹 ′′′(𝜂) + 32 𝛼3 𝐹(𝜂)𝐹 ′(𝜂))

− 𝐻𝑎 𝑅𝑒[𝐹 ′(𝜂) 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜂) − 𝛼𝐹 ′(𝜂) 𝑠𝑖𝑛(2𝛼𝜂)] = 0. 

 

(II. 17) 

Avec les conditions aux limites du problème considéré sous forme adimensionnelle 

sont comme suites: 

{
Si      𝜂 = 0 ∶             𝐹(0) = 1  et  𝐹 ′(0) = 0

Si     𝜂 = ±1 ∶              𝐹(±1) = 0 
 

(II. 18) 

II.9. Les nombres adimensionnels  

Dans l'équation (II. 17), les grandeurs adimensionnellesRe, Wi et Ha sont exprimés 

par : 

 Le nombre de Reynolds. 𝑅𝑒 : 
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𝑅𝑒 =
𝜌𝑓0𝛼

𝜇0
 

(II. 19) 

 Le nombre de Weissenberg 𝑊𝑖 . : 

𝑊𝑖 =
𝜓1,0𝑓0
𝑟2𝜇0𝛼

 
(II. 20) 

 Le nombre de Hartmann Ha : 

𝐻𝑎 =
𝜎𝐵2𝑟2𝛼

𝜌𝑓0
 

(II. 21) 

 

II.10. Le coefficient de frottement  

Le coefficient de frottement𝐶𝑓, est défini alors par : 

𝐶𝑓 =
𝜏𝑤

𝜌𝑓𝑣𝑚𝑎𝑥
2

 (II. 22) 

La contrainte de cisaillement de paroi 𝜏𝑤 est donnée par 

𝜏𝑤 = 𝜇𝑓 (
1

𝑟

𝜕𝑉𝑟
𝜕𝜃

)
𝜃=𝛼

 

 

 

(II. 23) 

En utilisant les paramètres sans dimensions (II.16-19), le coefficient de frottement 

devient: 

𝐶𝑓
∴ = 𝑅𝑒 𝐶𝑓 = 𝐹 ′(1) 

(II. 24) 

  

II.11. Conclusion 

Nous avons réussi à obtenir une équation différentielle du troisième ordre qui 

caractérise le mouvement magnétohydrodynamique d’un fluide viscoélastique entre deux 

parois non parallèles (la distribution des vitesses). La résolution de cette équation fera 

l’objet du chapitre suivant. 
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III.1. Introduction : 

Cette section est consacrée à la présentation des méthodes les plus utilisées pour 

résoudre les équations différentielles ordinaires (EDO) et les équations aux dérivées 

partielles (EDP) avec conditions aux limites, soit analytiquement par une nouvelle 

modification de  la méthode de Duan-Rach (DRMA), soit numériquement par la méthode 

de Runge-Kutta-Fehlberg (𝐑𝐊− 𝟒𝟓) associée à la méthode de Tir.  

III. 2. Méthode de traitement numérique  

Donc l’objectif principal de section est de présenter les techniques numériques les 

plus utilisées dans la résolution des équations différentielles ordinaires (EDO). Il s’agit : de 

la méthode de Runge-Kutta-Fehlberg (𝐑𝐊 − 𝟒𝟓) associée à la méthode de Tir. Cette 

méthode a été utilisée pour résoudre le problème envisagé. 

III. 2.1. Principes de la méthode de Runge-Kutta-Fehlberg (RK45) 

Les méthodes de Runge Kutta sont des techniques à multi-pas linéaires utilisés pour 

résoudre des équations ordinaires du premier ordre, qui sont très populaires. La forme 

générale des méthodes de Runge Kutta est : 

      𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑓(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖) (III.1) 

Où : 

La fonction 𝑓 est appelée fonction d'incrément, qui peut être interprétée comme une 

pente représentative sur l'intervalle. Dans la méthode de Runge Kutta d’ordre quatre 

(RK4), cette fonction prend la forme suivante : 

𝑓(𝑡𝑖 , 𝑦𝑖) =
1

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 

(III.2) 

 Les paramètres de la méthode de Runge Kutta d’ordre quatre sont donnés par le 

système suivant : 
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{
 
 

 
 

𝑘1 = ℎ𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑘2 = ℎ𝑓 (𝑥 +
ℎ
2
, 𝑦 +

𝑘1
2
)

𝑘3 = ℎ𝑓 (𝑥 +
ℎ
2 , 𝑦 +

𝑘2
2 )

𝑘4 = ℎ𝑓(𝑥 + ℎ, 𝑦 + 𝑘3)

 

 

(III.3) 

 Par contre les six coefficients de la Méthode de Runge Kutta Fehlberg RKF45 [65] 

présent   sous la  forme  d’un tableau de bitcher : 

 

 

 

Sont donnés dont  le tableau  suivant : 

Tableau III.1 : les coefficients de RK45  𝑜(ℎ4) 

0        

1/4  1/4      

3/8  3/32 9/32     

12/13  1932/2197 -7200/2197 7296/2197    

1  439/216 -8 3680/513 -845/4104   

1/2  -8/27 2 -3544/2565 1859/4104 -11/40  

𝒚𝟏  25/216 0 1408/2565 2197/1404 -1/5 0 
 

 

Où  

Les coefficients k1, k2, k3, k4, k5 et k6 sont exprimés par : 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

k1 =  ℎ 𝑓 (𝑥, 𝑦)

k2 =  ℎ 𝑓(𝑥 +
1

4
ℎ, 𝑦 +

1

4
 k1)

k3 =  ℎ 𝑓(𝑥 +
3

8
ℎ, 𝑦 +

3

32
 k1 +

9

32
 k2 )

k4 =  ℎ 𝑓(𝑥 +
12

13
ℎ, 𝑦 + 

1932

2197
 k1 + 

7200

2197
 k2    +  

7296

2197
 k3 )

k5 =  ℎ 𝑓(𝑥 + ℎ, 𝑦 + 
439

216
 k1 – 8 k2  +  

3680

513
 k3    +  

845

4104
 k4 )

k6 =  ℎ 𝑓(𝑥 +
1

2
ℎ, 𝑦 − 

8

27
 k1  + 2k2   −    

3544

2565
 k3    +  

1859

4104
 k4 −

11

40
 k5 )

  (III.4) 

Alors la formule de Runge Kutta d’ordre quatre peut également être exprimée par : 

𝒄𝟏  𝒂𝟏𝟏 . . . 𝒂𝟏𝒔  

.  . .   .  

.  .  .  .  

.  .   . .  

𝒄𝒔  𝒂𝒔𝟏 . . . 𝒂𝒔𝒔  

  𝒃𝟏 . . . 𝒃𝟏  



 

 

      Chapitre III : Outils Mathématique      

40 

𝑦̂𝑛+1 = 𝑦̂𝑛 +
25

216
𝑘1 +

1408

2565
𝑘3 +

2197

4104
𝑘4 −

1

5
𝑘5 (III.5) 

 La procédure de calcul dans la méthode de Runge Kutta d’ordre quatre estime les 

valeurs de la solution pour 𝑛 points à partir des conditions initiales, en commençant par la 

valeur y1. 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 +
25

216
𝑘1
𝑛 +

1408

2565
𝑘3
𝑛 +

2197

4101
𝑘4
𝑛 −

1

5
𝑘5
𝑛  

 

(III.6) 

 Donc, la valeur  y1devient connue, nous passerons à y2. 

𝑦2 = 𝑦1 +
25

216
𝑘1
1 +

1408

2565
𝑘3
1 +

2197

4101
𝑘4
1 −

1

5
𝑘5
1 

 

(III.7) 

 De la même manière on trouvera   𝑦3, 𝑦4 ……………𝑒𝑡 𝑦𝑛. 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑦1 = 𝑦0 + 𝑎0𝑘1
0 + 𝑎1𝑘3

0 + 𝑎2𝑘4
0 − 𝑎3𝑘5

0

𝑦2 = 𝑦1 + 𝑎0𝑘1
1 + 𝑎1𝑘3

1 + 𝑎2𝑘4
1 − 𝑎3𝑘5

1

𝑦3 = 𝑦2 + 𝑎0𝑘1
2 + 𝑎1𝑘3

2 + 𝑎2𝑘4
2 − 𝑎3𝑘5

2

⋮
⋮
⋮
⋮
⋮
⋮

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + 𝑎0𝑘1
𝑛−1 + 𝑎1𝑘3

𝑛−1 + 𝑎2𝑘4
𝑛−1 − 𝑎3𝑘5

𝑛−1

 

 

(III.8) 

Ensuite la méthode RKF45 applique une autre stratégie qui réutilise tous les k dans 

une combinaison linéaire dans le tableau Butcher suivant : 
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Tableau III.2 : Les coefficients de RK45 𝑜(ℎ5) 

        Il s'agit essentiellement de deux tableaux combinés en un seul. Le premier est comme 

ci-dessus. Le second est comme celui ci-dessus mais avec une rangée inférieure 

différente. La ligne du bas donne les coefficients pour une méthode Runge-Kutta 

correspondant à la partie «5» de RKF45. Le 4 représente le 4ème ordre, c'est-à-dire que 

l'erreur locale pour une taille de pas h est O (ℎ4). Le 5 représente le 5ème ordre, c'est-à-

dire l'erreur locale O (ℎ5). RKF45 est deux méthodes différentes, mais elles partagent 

tellement de calculs que la seconde est presque gratuite; il ne nécessite aucune nouvelle 

évaluation de fonction, ne prenant qu'une combinaison linéaire de six nombres. 

L’erreur dans la solution peut être estimée et contrôlée en utilisant l'ordre supérieur 

méthode intégrée qui permet de déterminer automatiquement une taille de pas adaptative. 

Donc la meilleure expression  pour déterminer la solution  est : 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ( 
 16𝑘1

135
 +  

 6656 𝑘3 

12825
 +  

68561𝑘4

56430
 −  

9𝑘5

50
 +  

2𝑘6

55
),                              (III.9) 

 

 

 

0 

      

1/4 
1/4      

3/8 
3/32 9/32     

12/13 
1932/2197 -7200/2197 7296/2197    

1 
439/216 -8 3680/513 -845/4104   

1/2 
-8/27 2 -3544/2565 1859/4104 -11/40  

𝒚𝟏 
25/216 0 1408/2565 2197/1404 -1/5 0 

𝐲̂ 

 

16/135 0 6656/12825 28561/56430 -9/50 2/55 
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La taille d'étape optimale 𝑠𝑛+1 · ℎ peut être déterminée en multipliant la taille de pas 

ℎ par le coefficient de correction 

                         {
𝑠𝑛+1  =  (

𝑡𝑜𝑙 ℎ

2|𝑧(𝑥+ℎ)−𝑦(𝑥+ℎ)|
)1/4

≈ 0.84(
𝑡𝑜𝑙 ℎ

|𝑧(𝑥+ℎ)−𝑦(𝑥+ℎ)|
)1/4

  

(III.10) 

Où  

Tol : est la tolérance spécifique de commande d'erreur. 

Pour justifier le choix de la méthode de Runge Kutta Fehlberg RKF45 par rapport la 

méthode classique de Runge Kutta (par exemple Runge Kutta d'ordre quatre), Ainsi que 

l’applicabilité de cette méthode. 

III. 2.2. Les exemples d’applications : 

III. 2.2.1. Exemple  

Soit le problème suivant : 

{
𝑦(0) = −1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −2𝑥 − 𝑦

 avec un pas de 0.1 (III.11) 

Les coefficients de la Méthode de Runge Kutta Fehlberg sont : 

 Donc : 

𝑘1 = ℎ𝑓(𝑥, 𝑦),  

 

 

 

(III.12.1) 

𝑘2 = ℎ𝑓 (𝑥 +
1

4
ℎ, 𝑦 +

1

4
𝑘1), 

𝑘3 = ℎ𝑓 (𝑥 +
1

8
ℎ, 𝑦 +

3

32
𝑘1 +

9

32
𝑘2), 

𝑘4 = ℎ𝑓 (𝑥 +
12

13
ℎ, 𝑦 +

1932

2197
𝑘1 −

7200

2197
𝑘2 +

7296

2197
𝑘3), 

𝑘5 = ℎ𝑓 (𝑥 + ℎ, 𝑦 +
439

216
𝑘1 − 8𝑘2 +

3680

513
𝑘3 −

845

4104
𝑘4), 

𝑘6 = ℎ𝑓 (𝑥 +
1

2
ℎ, 𝑦 −

8

27
𝑘1 − 2𝑘2 −

3544

2565
𝑘3 +

1859

4104
𝑘4 −

11

40
𝑘5), 
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{
 
 

 
 

𝑘1 = 0.1,
𝑘2 = 0.0925000,
𝑘3 = 0.0889609,
𝑘4 = 0.0735157,
𝑘5 = 0.0713736,
𝑘6 = 0.0853872,

 

 

 

(III.12.2) 

 À partir de de l’équation (III.9), la solution est déterminée par la formule suivante: 

{
𝑦̂1 = 𝑦̂0 +

25

216
𝑘1 +

1408

2565
𝑘3 +

2197

4104
𝑘4 −

1

5
𝑘5 = −0.914512266

𝑦1 = −0.914512251
 

 

(III.12.3) 

 Avec un’erreur locale de  𝑒 = 0.000000015 

III. 2.2.2 Exemple  

Soit l’équation différentielle suivante : 

{
𝑦(0) = 0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 + 𝑦2

       avec 𝑡𝜖[0 1.4]  
(III.13) 

Les tableaux ci-dessous regroupent les résultats obtenus par les méthodes 

numérique telle que : RK4 et RK45, Ainsi que la solution exacte de cette équation. 

Tableau III.3 : Comparaison entre la solution exacte et numérique par RKF4 [66] 

𝑖 

 

 

𝑡𝑖 Approximation 

de RK4 

𝑦𝑖 

Solution exacte 

𝑦(𝑡𝑖) = tan(𝑡𝑖) 

 

Erreur 

| 𝑦(𝑡𝑖) = 𝑦𝑖| 

0 0.0 0.0000000 0.0000000 0.0000000 

1 0.1 0.1003346 0.1003346 0.0000001 

2 0.2 0.2027099 0.2027100 0.0000002 

3 0.3 0.3093360 0.3093362 0.0000002 

4 0.4 0.4227930 0.4227932 0.0000002 

5 0.5 0.5463023 0.5463025 0.0000000 

6 0.6 0.6841368 0.6841368 0.0000002 

7 0.7 0.8422886 0.8422884 0.0000005 

8 0.8 1.0296391 1.0296386 0.0000006 

9 0.9 1.2601588 1.2601582 0.0000013 
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10 1.0 1.5574064 1.5574077 0.0000131 

11 1.1 1.9647566 1.9647597 0.0000798 

12 1.2 2.5720518 2.5720516 0.0000798 

13 1.3 3.6015634 3.6021024 0.0005390 

14 1.4 5.7919748 5.7978837 0.0059089 

Tableau III.4 : Comparaison entre la solution exacte et numérique par RKF45 [66] 

𝒊 𝒕𝒊 Approximation de 

RKF45 

𝒚𝒊 

Solution 

exacte 

𝒚(𝒕𝒊) =

𝐭𝐚𝐧 (𝒕𝒊) 

Erreur 

| 𝒚(𝒕𝒊) = 𝒚𝒊| 

0 0.0 0.0000000 0.0000000 0.0000000 

1 0.2 0.2027100 0.2027100 0.0000000 

2 0.4 0.4227933 0.4227931 0.0000002 

3 0.6 0.6841376 0.6841368 0.0000008 

4 0.8 1.0296434 1.0296386 0.0000048 

5 1.0 1.5574398 1.5574077 0.0000321 

6 1.1 1.9648085 1.9647597 0.0000488 

7 1.2 2.5722408 2.5721516 0.0000892 

8 1.3 3.6023295 3.6021024 0.0002271 

9 1.35 4.4555714 4.4552218 0.0003496 

10 1.4 5.7985045 5.7978837 0.0006208 

D’un point de vue comparatif ces résultats montrent clairement les avantages de la 

technique (RK45) en termes de précision, vitesse de convergence et nombre 

d’approximations. 

 

Tableau III.5 : Comparaison entre la méthode RKF45 et RK4 [66] 

 𝑅𝐾45 → 10approximations 𝑅𝐾4 → 14approximations 

Solution 𝒚 =  𝟓. 𝟕𝟗𝟖𝟓𝟎𝟒𝟓 𝒚 =  𝟓. 𝟕𝟗𝟏𝟗𝟕𝟒𝟖 

erreur 𝒆 =  𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟔𝟐𝟎𝟖 𝒆 =  𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟗𝟎𝟖𝟗 
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III. 2.3. Algorithme de la méthode RKF45 

Etape 1  → Initialisation du pas h, de la durée T 

Etape 2  → Initialisation des conditions initiales  

Etape 3  → Définition de la fonction 𝑓(𝑡, 𝑦). 

Etape 4  → Tant que 𝑡 ≤ 𝑇𝑡 ≤ 𝑇 faire   

Etape 5  → Calcul les coefficients 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4, 𝑘5 𝑒𝑡 𝑘6  

Etape 6  → Calcul 𝑦𝑛+1 

Etape 7  → Enregistrement des données. 

III. 2.4. Préparation des équations obtenues au traitement numérique  

D’une manière générale, les méthodes de Runge Kutta peut être aussi adaptée pour 

résoudre des équations différentielles ordinaires d’ordre 𝑛 ( 𝑛 supérieur à 1), ces équations 

d’ordre 𝑛 peuvent être réduites en un système d’équations du premier ordre facilement 

résolu par la méthode de Runge Kutta Fehlberg RKF45. 

 

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑡𝑛
= 𝑓(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, ……… . , 𝑦𝑛) 

 

Une équation différentielle ordinaire d’ordre 𝑛 

 

 

 

  

{
 
 
 
 

 
 
 
 
dy1
dt

= f1(t, y1, y2, ……… . , yn)

dy2
dt

= f1(t, y1, y2, ……… . , yn)
.
..
.

dyn
dt

= f1(t, y1, y2, ……… . , yn)

 

Un système des équations différentielles ordinaires du premier ordre 

Changement  de variable  Intégration 

Et /Ou 
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III. 2.5. Méthode de Tir 

Nous considérons l’équation différentielle linéaire de second ordre avec les 

conditions aux limites de la forme : 

{
𝑦 ′′(𝑥) = 𝑎2(𝑥)𝑦

′(𝑥) + 𝑎1(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑎0(𝑥) 

𝑦(𝑎) = 𝑦𝑎
𝑦(𝑏) = 𝑦𝑏

 

(III.14) 

On suppose les fonctions( 𝒂𝒊(𝒙)) suffisamment régulières pour assurer l’existence 

et l’unicité des équations différentielles que nous rencontrons. 

La différence entre les équations différentielles avec conditions initiales et celles 

avec conditions aux limites est que dans le premier cas, à 𝑡 = 𝑡0, la fonction 𝑦(𝑡0) ainsi 

que sa pente 𝑦 ′(𝑡0) sont connues. Par contre dans le cas des équations différentielles avec 

conditions aux limites, les valeurs de la fonction 𝑦(𝑡) aux deux extrémités de l’intervalle  

𝑦(𝑎) et 𝑦(𝑏) ne sont pas connues. 

III. 2.5.1. Théorème : 

 La solution de l’équation différentielles avec conditions aux limites (III.14) est donnée 

par : 

𝑦(𝑥) = 𝑦1(𝑥) + (
𝑦𝑏 − 𝑦1(𝑏)

𝑦2(𝑏)
) 𝑦2(𝑥) 

(III.15) 

Où  𝑦1(𝑥) et 𝑦2(𝑥) sont les solutions des équations différentielles avec conditions 

initiales suivantes : 

𝑦1
′′(𝑥) = 𝑎2(𝑥)𝑦1

′ (𝑥) + 𝑎1(𝑥)𝑦1(𝑥) + 𝑎0(𝑥) 

𝑦1(𝑎) = 𝑦𝑎
𝑦1

′ (𝑏) = 0

 

(III.16) 

𝑦2
′′(𝑥) = 𝑎2(𝑥)𝑦2

′ (𝑥) + 𝑎1(𝑥)𝑦2(𝑥) 

𝑦2(𝑎) = 0

𝑦2
′ (𝑎) = 1

 

(III.17) 
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III. 2.5.2. Preuve.  

On doit vérifier en premier lieu les conditions aux limites. Si les fonctions 𝑦1(𝑥) 

et 𝑦2(𝑥) satisfont respectivement aux équations (III.16) et (III.17) en 𝑥 = 𝑎 

𝑦(𝑎) = 𝑦1(𝑎) + (
𝑦𝑏 − 𝑦1(𝑏)

𝑦2(𝑏)
)𝑦2(𝑎) = 𝑦𝑎 + (

𝑦𝑏 − 𝑦1(𝑏)

𝑦2(𝑏)
) 0 = 𝑦𝑎 

(III.18) 

Par ailleurs : 

𝑦(𝑏) = 𝑦1(𝑏) + (
𝑦𝑏 − 𝑦1(𝑏)

𝑦2(𝑏)
)𝑦2(𝑏) = 𝑦1(𝑏) + (𝑦𝑏 − 𝑦1(𝑏)) = 𝑦𝑏 

(III.19) 

Par la suite on pose : 

𝑐 = (
𝑦𝑏 − 𝑦1(𝑏)

𝑦2(𝑏)
) 

(III.20) 

La dérivée seconde de 𝑦(𝑋) peut alors s’écrire : 

𝑦 ′′(𝑥) = (𝑦1(𝑥) + 𝑐𝑦2(𝑥))
′′ = 𝑦1

′′(𝑥) + 𝑐𝑦2
′′(𝑥) (III.21) 

Les fonctions 𝑦1(𝑥) et 𝑦2(𝑥) sont respectivement les solutions des équations 

(III.16) et (III.17). Nous avons alors : 

𝑦 ′′(𝑥) = (𝑎2(𝑥)𝑦1
′ (𝑥) + 𝑎1(𝑥)𝑦1(𝑥) + 𝑎0(𝑥)) + 𝑐(𝑎2(𝑥)𝑦2

′ (𝑥)

+ 𝑎1(𝑥)𝑦2(𝑥)) 

= 𝑎2(𝑥)(𝑦1
′ (𝑥) + 𝑐𝑦2

′ (𝑥)) + 𝑎1(𝑥)(𝑦1(𝑥) + 𝑐𝑦2(𝑥)) + 𝑎0(𝑥) 

= 𝑎2(𝑥)𝑦
′(𝑥)+𝑎1(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑎0(𝑥) 

 

(III.22) 

III. 2.5.3. Exemple 

Soit l’équation différentielle suivante : 

{
𝑦 ′′(𝑥) = −

2

𝑥
𝑦 ′(𝑥) +

1

𝑥2

𝑦(1) = 0

𝑦(2) = 0.693147

 

 

(III.23) 

Dans ce cas : 𝑎2(𝑥) =
−2

𝑥
 , 𝑎1(𝑥) = 0, et 𝑎0(𝑥) =

1

𝑥2
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La solution exacte de cette équation est y(𝑡)  =  𝑙𝑛 (𝑥). Le tableau suivant présente 

la solution de cette équation différentielle. Ainsi que l’évaluation de l’erreur absolue. 

Tableau III.6 : Comparaison entre la solution exacte et la solution numérique. 

𝒙 𝑦1(𝑥) = 𝑢1(𝑥) 𝑦2(𝑥) = 𝑣1(𝑥) 𝑦(𝑥) Erreur 

1.0 

1.1 

1.2 

1.3 

1.4 

1.5 

1.6 

1.7 

1.8 

1.9 

2.0 

0.000 000 00 

0.004 402 51 

0.015 656 98 

0.031 597 42 

0.050 760 44 

0.072 134 27 

0.095 006 09 

0.118 865 94 

0.143 344 54 

0.168 171 91 

0.193 149 33 

0.000 000 00 

0.097 907 02 

0.166 663 59 

0.230 765 68 

0.285 710 54 

0.333 329 55 

0.374 996 26 

0.411 761 06 

0.444 440 91 

0.473 680 79 

0.499 996 70 

0.000 000 00 

0.095 309 75 

0.182 320 96 

0.262 363 63 

0.336 471 64 

0.405 464 59 

0.470 003 21 

0.530 627 94 

0.587 786 46 

0.641 853 79 

0.693 147 18 

0.0000 x 10-0 

0.4299 x 10-6 

0.5997 x 10-6 

0.6325 x 10-6 

0.5924 x 10-6 

0.5143 x 10-6 

0.4173 x 10-6 

0.3123 x 10-6 

0.2057 x 10-6 

0.1008 x10-6 

0.4400 x 10-9 

Le calcul des valeurs de 𝑦1(𝑥) et de 𝑦2(𝑥) selon la méthode de Rung-Kutta d’ordre 

4 . On obtient : 

{
𝑦1(𝑏) = 𝑦1(2.0) = 0.19314933

𝑦2(𝑏) = 𝑦2(2.0) = 0.49999670
 

(III.24) 

Soit 𝑦1(𝑥) et de 𝑦2(𝑥) sont les solutions des systèmes 𝑆1 et 𝑆2 respectivement. 

𝑆1 → {
𝑦1

′′(𝑥) = −
2

𝑥
𝑦1

′ (𝑥) +
1

𝑥2

𝑦1(1) = 0       𝑦1
′ (1) = 0

 

 

(III.25.1) 

𝑆2 → {
𝑦2

′′(𝑥) = −
2

𝑥
𝑦2

′ (𝑥)

𝑦2(1) = 0       𝑦2
′ (1) = 1

 

 

(III.25.2) 

 Donc les solutions des systèmes 𝑆1 et 𝑆2 (III.25) sont données par : 

𝑦1(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔(𝑥) +
1

𝑥
− 1 

(III.26.1) 

𝑦2(𝑥) =
𝑥2

2
−
1

2
 

(III.26.2) 

Alors d’après l’équation différentielle (III.23) on trouve : 
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𝑦(𝑥) = 𝑦1(𝑥) + (
𝑦𝑏 − 𝑦1(𝑏)

𝑦2(𝑏)
) 𝑦2(𝑥) 

= log(𝑥) +
1

𝑥
− 1 + (

0.693147 − 0.19314933

0.49999670
)(
𝑥2

2
−
1

2
) 

= log(𝑥) +
1

𝑥
− 1 + (

0.499999767

0.49999670
)(
𝑥2

2
−
1

2
) 

= log(𝑥) +
1

𝑥
− 1 + 1(

𝑥2

2
−
1

2
) 

= log(𝑥) +
1

𝑥
− 1 +

𝑥2

2
−
2

3
 

 

 

 

(III.27) 

III. 2.5.4. Exemple  

Soit l’équation différentielle suivante : 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑓(𝑥, 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 ) 

 

(III.28.1) 

Avec les conditions aux limites suivantes : 

{
𝑦(𝑎) = 𝑌𝑎 
𝑦(𝑏) = 𝑌𝑏

𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 
(III.28.1) 

Etape 1: 

{

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑤 𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑒: 𝑦(𝑎) = 𝑌𝑎 

𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑤) 𝑝𝑎𝑠 𝑑𝑒  𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑒

 

 

(III.28.2) 

Etape 2: Première estimation de la valeur initiale  

𝑤(𝑎) =  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑥=𝑎  =𝑤1 

(III.28.3) 

Etape 3: Deuxième estimation de la valeur initiale  

𝑤(𝑎) =  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑥=𝑎 = 𝑤2 

(III.28.4) 

Etape 4: Nouvelle estimation 
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𝑤(𝑎) =  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑥=𝑎 = 𝑤3 

(III.28.5) 

En utilisant les résultats des deux solutions précédentes 

Etape 4.1 : Vitrification  𝑦𝑏1 ≤  𝑦𝑏  ≤   𝑦𝑏2 

Etape 4.2 : Interpolation  entre  𝑤1 et  𝑤2 

Etape 5: Répéter 

 

Figure.III.1 : La méthode de Tir  

 

Interpolation des résultats par l’une des méthodes : à savoir : Interpolation, la 

méthode dichotomie, méthode sécante et méthode de newton. 

La méthode de Tir utilisée  dans le but de transformer le problème de valeur aux 

limites a un problème de valeur initiale. D’autre part cette méthode a été utilisée pour 

établir l’expression du coefficient de frottement 𝐶𝑓  et tester la convergence du problème 

étudié.   

III. 3. Méthode de traitement analytique : 

On va présenter une brève la description d’une nouvelle modification de la méthode 

de Duan-Rach (DRMA) utilisée dans la résolution du problème envisagé.  

III.3.1. Historique de l'approche Duan – Rach (DRA) : 

Récemment, Duan et Rach [70] ont proposé une nouvelle modification de la 

méthode de décomposition adomienne (ADM) pour traiter les problèmes de valeurs aux 

limites notamment EDO et EDP. Ils sont venus avec l'idée qu'ils pouvaient utiliser toutes 

les conditions aux limites pour construire une suite qui converge vers la solution. Ensuite, 
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un schéma récursif peut être utilisé pour évaluer la solution à différentes étapes. La 

méthode de Duan et Rach est capable d'obtenir une solution efficace et pleinement 

explicite, qui est libre de tous coefficients indéterminés. 

III.3.2. Principe de la méthode DRA (Duan-Rach Approach) :  

On considère l'équation différentielle non linéaire du 3ème ordre de la forme 

suivante: 

𝐿𝑢 = 𝑁𝑢 + 𝑔 (III.28) 

Où  

𝐿 =
𝑑3

𝑑𝑥3
 : Représente l’opérateur linéaire facilement inversible. 

𝑁 : Représente l’opérateur non-linéaire. 

𝑔  : Représente la source (une fonction connue). 

Avec les conditions aux limites de Dirichlet et Neumann : 

𝑢(𝑥0) = 𝛼0, 𝑢 ′(𝑥1) = 𝛼1,   𝑢(𝑥2) = 𝛼2,  𝑥1 ≠ 𝑥2 (III.29) 

Comme il a été déjà mentionné,  𝐿 est un opérateur linéaire inversible, donc l'opérateur linéaire 

inverse 𝐿−1 est donné par : 

𝐿−1(∎) = ∫ ∫∫(∎) 𝑑𝑥𝑑𝑥𝑑𝑥,

𝑥

ζ

𝑥

𝑥1

𝑥

𝑥0

 

(III.30) 

Où ζ est une valeur décrite dans l'intervalle sélectionné [𝑥0, 𝑥2]. Ensuite nous avons : 

𝐿−1𝐿𝑢 = 𝑢(𝑥) − 𝑢(𝑥0) − 𝑢
′(𝑥1). (𝑥 − 𝑥0) −

1

2
. 𝑢′′(ζ). 

[(𝑥 − 𝑥1)
2 − (𝑥0 − 𝑥1)

2] 

(III.31) 

Par application de l'opérateur linéaire inverse L−1 sur l’équation. (III.31), on obtient : 

𝐿−1[𝑁𝑢 + 𝑔] = 𝑢(𝑥) − 𝑢(𝑥0) − 𝑢
′(𝑥1). (𝑥 − 𝑥0) −

1

2
. 𝑢′′(ζ). [(𝑥 − 𝑥1)

2

− (𝑥0 − 𝑥1)
2] 

(III.32) 
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Nous considérerons que 𝑥 = 𝑥2 dans l’équation. (III.32). Ensuite, nous déterminons la 

valeur 𝑢"(𝜉) par la résolution de l’équation suivante : 

𝑢′′(ζ) =
𝑢′(𝑥2) − 𝑢

′(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
−

1

𝑥2 − 𝑥1
∫ ∫ [𝑁𝑢 + 𝑔]

𝑥

ζ

𝑥2

𝑥1

𝑑𝑥𝑑𝑥 
(III.33) 

D’autre part, tenant compte de (III.33), l’équation (III.32)  devient : 

 

𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥0) − 𝑢
′(𝑥1). (𝑥 − 𝑥0)

+
1

2
[(𝑥 − 𝑥1)

2 − (𝑥0 − 𝑥1)
2]
𝑢′(𝑥2) − 𝑢

′(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
+ 𝐿−1𝑔

−
1

2

[(𝑥 − 𝑥1)
2 − (𝑥0 − 𝑥1)

2]

𝑥2 − 𝑥1
∫ ∫ 𝑔

𝑥

ζ

𝑥2

𝑥1

𝑑𝑥𝑑𝑥

−
1

2

[(𝑥 − 𝑥1)
2 − (𝑥0 − 𝑥1)

2]

𝑥2 − 𝑥1
∫ ∫ 𝑁𝑢

𝑥

ζ

𝑥2

𝑥1

𝑑𝑥𝑑𝑥 + 𝐿−1𝑁𝑢 

 

 

 

(III.34) 

 

Les constantes  𝑢′(𝑥0) , 𝑢
′(𝑥1) et 𝑢′(𝑥2)sont détermines à partir des conditions aux 

limites.  

Donc le principe de l'approche Duan – Rach (DRA) consiste à trouver une solution 

générale sous la forme suivante :  

𝑢 = ∑ 𝑢𝑛
+∞
𝑛=0   (III.35) 

D’autre part, le terme non-linéaire 𝑁𝑢 de l’équation (III.28) peut prendre la forme 

suivante : 

𝑁𝑢 = ∑𝐴𝑛(𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, ………… , 𝑢𝑛)

+∞

𝑛=0

 

 

(III.36) 

Où le terme 𝐴𝑛 représente les polynômes d’Adomian, qui peuvent être calculés par la 

formule suivante : 

𝐴𝑛 =
1

𝑛!
[
𝑑𝑛

𝑑𝜆𝑛
[𝑁 (∑𝜆𝑖

∞

𝑛=0

 𝑢𝑖)]]

𝜆=0

 , 𝑛 = 0,1,2,… . . , 𝑛 

 

(III.37) 

Où   est un paramètre réel.  
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 À partir de de l’équation (III.34), les composants de la solution sont déterminés par 

la formule de récurrence suivantes: 

𝑢𝑚+1 =  𝑢(𝑥0) − 𝑢
′(𝑥1). (𝑥 − 𝑥0)

+
1

2
[(𝑥 − 𝑥1)

2 − (𝑥0 − 𝑥1)
2]
𝑢′(𝑥2) − 𝑢

′(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
+ 𝐿−1𝐴𝑚

−
1

2

[(𝑥 − 𝑥1)
2 − (𝑥0 − 𝑥1)

2]

𝑥2 − 𝑥1
∫ ∫ 𝐴𝑚

𝑥

𝛽

𝑥2

𝑥1

𝑑𝑥𝑑𝑥 + 𝐿−1𝑔

−
1

2

[(𝑥 − 𝑥1)
2 − (𝑥0 − 𝑥1)

2]

𝑥2 − 𝑥1
∫ ∫ 𝑔

𝑥

𝛽

𝑥2

𝑥1

𝑑𝑥𝑑𝑥         

 

 

(III.38) 

 Une fois les polynômes d’Adomian et la composant 𝑢0 déterminés, la solution de 

l’équation (III.28) s’exprime par : 

𝑢𝑛+1 = ∑𝑢𝑛

+∞

𝑛=0

 

 

(III.39) 

III.3.3. La méthode de Duan-Rach modifiée (DRMA) : 

Premièrement, La méthode de Duan-Rach modifiée (DRMA) garde la forme 

générale de la méthode de décomposition adomienne classique combinée à la méthode des 

coefficients indéterminés (DRA). La différence de réécrire l'équation différentielle non 

linéaire du 3ème ordre sous la forme suivante: 

𝐿𝑢 = 𝑁𝑢 + 𝑅𝑢 + 𝑔 (III.40) 

Deuxièmement, dans la méthode de décomposition modifiée de Duan-Rach, les 

constantes inconnues d'intégration sont déterminées par une formule avant que le schéma 

de récursivité ne soit conçu, il n'y a donc pas besoin de déterminer plusieurs racines pour 

chaque constante,  d’autre part d'éliminer toutes les racines parasites. 

III.3.4. Convergence de la méthode Duan-Rach modifiée :  

Dans la méthode de décomposition classique (ADM), les conditions aux limites 

〈𝑢(0), 𝑢’(0),𝑢’’(0),…… 〉 sont à déterminer  après avoir calculé les composantes de la 

solution 𝑓𝑛 (η), mais par contre, le principe de l'approche Duan – Rach (c.-à-d. la méthode 

de décomposition modifiée (DRA)) consiste à trouver les conditions aux limites 
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〈𝑢(0), 𝑢’(0),𝑢’’(0),…… 〉  avant de calculer les composantes de la solution 𝑓𝑛 (𝜂), et 

d’augmenter par conséquent l’efficacité de la méthode en terme de précision et taux de 

calcule. 

III. 3.5. Implémentation de la méthode Duan-Rach modifiée :   

Maintenant, on passe à l'application de la méthode de Duan-Rach modifiée 

(DRMA) à l’équation (équation II.17) qui décrive le problème non linéaire étudié.  

L’équation (II.17) qui caractérise le champ dynamique (la distribution des vitesses) 

de l’écoulement envisagé, dans le traitement analytique s’écrit sous la forme : 

𝐿𝐹(η) + 𝑅𝐹(η) + 𝑁𝐹(η) = 0 (III.41) 

Tout d'abord, nous définissons l'opérateur linéaire 𝐿, l'opérateur du résidu linéaire 

𝑅, l'opérateur non linéaire 𝑁 et l'opérateur linéaire inverse 𝐿−1 comme suites : 

𝐿𝑓 =
𝑑3𝐹

𝑑η3
 (III.42) 

𝑅𝑓 = +4𝛼
2𝐹 ′(𝜂) − 𝐻𝑎 𝑅𝑒[𝐹 ′(𝜂) 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜂) − 𝛼𝐹(𝜂) 𝑠𝑖𝑛(2𝛼𝜂)] (III.43) 

𝑁𝑓 = +2 𝛼 𝐹(𝜂)𝐹 ′(𝜂) +𝑊𝑖(8 𝛼 𝐹(𝜂)𝐹
′′′(𝜂) + 32 𝛼3 𝐹(𝜂)𝐹 ′(𝜂)) (III.44) 

Et  

𝐿𝑓
−1(∎) = ∫∫∫(∎)

𝜂

0

𝜂

0

𝜂

0

𝑑𝜂𝑑𝜂𝑑𝜂 

(III.45) 

D’autre part, l’équation (III.41) peut s’écrire également sous la forme suivante : 

𝐿𝐹(η) = 0 − {𝑅𝐹(η) + 𝑁𝐹(η)} (III.46) 

Ensuite, nous intégrons l’équation (III.46), on obtient  

𝐿−1𝐿𝐹(η) = −𝐿−1𝑅𝐹(η)−𝐿−1𝑁𝐹(η) (III.47) 

Où nous calculons 
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𝐿−1𝐿𝐹(η) = ∫∫∫(
𝑑3𝐹(η)

𝑑𝜂3
)

𝜂

0

𝜂

0

𝜂

0

𝑑𝜂𝑑𝜂𝑑𝜂 = 𝐹(0) + 𝜂𝐹′(0) +
𝜂2

2
𝐹"(0) 

(III.48) 

Lors de la substitution, nous avons 

𝐹(η) − 𝐹(0) − 𝜂𝐹′(0) −
𝜂2

2
𝐹′′(0) = −𝐿−1𝑅𝐹(η)−𝐿−1𝑁𝐹(η) 

(III.49) 

Ensuite, nous obtenons 

𝐹(η) = 𝐹(0) + 𝜂𝐹′(0) +
𝜂2

2
𝐹"(0)−𝐿−1𝑅𝐹(η)−𝐿−1𝑁𝐹(η) 

(III.50) 

Par application des conditions (II.18), l’équation (II.17) prend la forme : 

𝐹(η) = 1 +
𝜂2

2
𝐹"(0)−𝐿−1𝑅𝐹(η)−𝐿−1𝑁𝐹(η) 

(III.51) 

Nous évaluons la solution à η = 1 et utilisons la condition aux limites pour obtenir 

1 +
𝜂2

2
𝐹"(0)−𝐿1

−1𝑅𝐹(η)−𝐿1
−1𝑁𝐹(η) = 0 

(III.52) 

Avec  

𝐿1
−1(∎) = ∫∫∫(∎)

𝜂

0

𝜂

0

1

0

𝑑𝜂𝑑𝜂𝑑𝜂 

(III.53) 

En résolvant l’équation (III.52), nous avons déterminé que: 

𝐹"(0) = −2 + 2𝐿1
−1𝑅𝐹(η)+2𝐿1

−1𝑁𝐹(η) (III.54) 

En remplaçant 𝐹"(0) dans l’équation (III.51)), cela donne : 

 

∑𝐹𝑛(η)

∞

𝑛=0

= 1− 𝜂2+𝜂2𝐿1
−1
𝑅𝐹𝑛(η)+𝜂

2𝐿1
−1
𝑁𝐹𝑛(η) − 𝐿

−1𝑅𝐹𝑛(η)−𝐿
−1𝑁𝐹𝑛(η) 

(III.55) 
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𝐹(η) = 1 − 𝜂2+𝜂2𝐿1
−1
𝑅𝐹(η)+𝜂2𝐿1

−1
𝑁𝐹(η) − 𝐿−1𝑅𝐹(η)−𝐿−1𝑁𝐹(η) (III.56) 

Ensuite, pour simplifier la complexité du problème considéré, je recommande de 

remplacer les fonctions trigonométriques par leur développement de la série de Taylor. 

𝑐𝑜𝑠(𝛼 η) = 1 −
α2𝜂2

2
+ 
α4𝜂4

24
 - 
α6𝜂6 

720
 + 

α8𝜂8 

40320
 + 

α10𝜂10  

3628800
 + 

α12𝜂12

479001600
…..        (III.57) 

𝑠𝑖𝑛(2𝛼 η) = 2𝛼 η −
4α3𝜂3

3
+

4α5𝜂5

15
−

8α7𝜂7

315
+

4α9𝜂9

2835
−

8α11𝜂11

155925
+
8α13𝜂13

6081075
….. 

Où : 

 𝐹0 est exprimé comme suit 

𝐹0 = 1 − 𝜂
2 (III.58) 

 Les termes de la solution (𝐹1, 𝐹2, ……… . . 𝐹𝑛) de l’équation (II.17) par la méthode 

de Duan-Rach modifiée (DRMA) se présentent de la manière suivante : 

R𝐹1=-2𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂+ 𝜂(8 + 𝐻𝑎𝑅𝑒(-2+3𝜂2)) 𝛼2+
1

12
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

3 (16-17𝜂2) 𝛼4 

+
1

360
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

5 (-96+97𝜂2) 𝛼6+
1

20160
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

7 𝛼8(512-513𝜂2) 

+
1

1814400
𝐻𝑎𝑅𝑒

9𝜂𝛼10(-2560+2561𝜂2)+ 
1

239500800
𝐻𝑎𝑅𝑒

11𝜂(12288-12289𝜂2) 𝛼12                  

(III.59)                        

+
1

43589145600
𝐻𝑎𝑅𝑒

13𝜂𝛼14(-57344+57345𝜂2)+ 
1

10461394944000
𝐻𝑎𝑅𝑒

15𝜂𝛼16(262144 −

262145𝜂2 ) 

+
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

17𝛼18

3201186852864000
(-1179648+1179649𝜂2 )                                   

+
1

1216451004088320000
𝐻𝑎𝑅𝑒

19𝜂𝛼20(5242880-5242881𝜂2),                                           

𝑁𝐹1=4𝑅𝑒𝜂(1 − 𝜂
2)α+64𝑤𝑖𝜂(1-𝜂2) 𝛼3,                                                                     ( III.60) 

𝐹1=−
1

12
𝐻𝑎𝑅𝑒

4𝜂+ 
1

6
𝑅𝑒
4 𝜂α - 

1

30
𝑅𝑒
4𝜂6α +

1

3
𝜂4𝛼2 −

1

12
𝐻𝑎𝑅𝑒

4𝜂𝛼2+
1

40
𝐻𝑎𝑅𝑒

6𝜂𝛼2+ 
8

3
𝑤𝑖𝜂

4𝛼3, 

- 
8

15
𝑤𝑖𝜂

6𝛼3+
1

90
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

6𝛼4  - 
17

4032
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

8𝛼4-
1

1260
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

8 𝛼6+
97

259200
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

10𝛼6 

+
1

28350
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

10𝛼8-
19

985600
𝐻𝑎𝑅𝑒

12𝜂𝛼8 - 
1

935550
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

12𝛼10                                                     

( III.61) 

+
197

304819200
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

14𝛼10+
1

42567525
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

14𝛼12- 
12289

 804722688000
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

16𝛼12 

-
1

2554051500
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

16𝛼14+
3823

14227497123840
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

18𝛼14 



 

 

      Chapitre III : Outils Mathématique      

57 

+
1

195384939750
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

18𝛼16- 
4033

1100860637184000 
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

20𝛼16 

+
1

18561569276250
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

20𝛼18+
1179649

29578966520463360000
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

22𝛼18 

+
1

2143861251406875
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

22𝛼20 −
249661

703456237792788480000
𝐻𝑎𝑅𝑒𝜂

24𝛼20 

-𝜂2(
2

15
𝑅𝑒𝛼+

32

15
𝑤𝑖𝛼

3) 

-𝜂2(−
1

12
𝐻𝑎𝑅𝑒 +

1

3
𝛼2 −

7

120
𝐻𝑎𝑅𝑒 𝛼

2+
139

20160
𝐻𝑎𝑅𝑒 𝛼

4- 
761

1814400
𝐻𝑎𝑅𝑒 𝛼

6 

1277

79833600
𝐻𝑎𝑅𝑒 𝛼

8- 
1417

3353011200
𝐻𝑎𝑅𝑒 𝛼

10 +
86003

10461394944000
𝐻𝑎𝑅𝑒 𝛼

12  

-
14563

118562476032000
𝐻𝑎𝑅𝑒 𝛼

14 +
353891

243290200817664000
𝐻𝑎𝑅𝑒 𝛼

16 

- 
7864301

5620003638888038440000
𝐻𝑎𝑅𝑒 𝛼

18  

+ 
11534329

103408066955539906560000
𝐻𝑎𝑅𝑒 𝛼

20 ).                                                                 

III. 4. Conclusion 

Les résultats obtenus à l’aide de la résolution de l’équation différentielle ordinaire 

de type non linéaires de 3ème ordre qui caractérise l’écoulement envisagé, seront exposées 

dans le chapitre suivant.           
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IV 1. Introduction :  

Ce chapitre est essentiellement composé de deux parties. La première consiste à la 

visualisation de l’effet de divers paramètres physiques tels que : le nombre de 

Reynolds Re , l’angle d’ouverture α, le nombre de Hartmann Ha et le nombre de 

Weissenberg 𝑊𝑖 sur la distribution des vitesses et le coefficient de frottement 𝐶𝑓 de 

l’écoulement d’un fluide viscoélastique entre deux parois non parallèles. Par ailleurs, la 

seconde partie concerne la validation des résultats analytiques obtenus par une 

comparaison soit avec les résultats existants en littérature, soit avec les résultats obtenus 

numériquement. 

Les résultats obtenus révèlent que les profils de vitesse sont symétriques, ils 

prennent des valeurs maximales à l’axe du canal pour les deux configurations adoptées: 

Convergent  et Divergent.  

Le retour d’écoulement (point de séparation) est entièrement exclu pour 

l’écoulement convergent. 

IV 2. Champ dynamique 

IV 2.1. Effet du nombre de Reynolds 𝐑𝐞  : 

Les Figures (IV.1 et IV.2) visualisent l’effet du nombre de Reynolds 𝑅𝑒 sur le profil 

de vitesse de l’écoulement d’un fluide incompressible et viscoélastique dans un canal 

convergent-divergent pour un écoulement classique sans présence d’un champ 

magnétique (Figures IV.1.a et IV.2.a) et un autre magnétohydrodynamique avec effet 

d’un champ magnétique externe (Figures IV.1.b et IV.2.b) lorsque 𝛼 = −5° et 𝑊𝑖 =

0.25. 

Pour l’écoulement convergent (débit 𝑄  0), tel que visualisé dans la Fig. IV.1.a, on 

constate que la fonction 𝑓() est partout négative (vitesse  dirigée vers le sommet de 

l’angle) et variant d’une manière monotone de la valeur 0 sur les parois fixes solides (𝜃 =

±𝛼) à la valeur –  𝑓 (0) (𝑓(0)  <  0) sur l’axe du canal ( =  0). Pour l’écoulement 

convergent, le mouvement est d’une part symétrique par rapport à   =  0  , et d’autre 

part, possible pour toute ouverture   𝜋 et pour tout nombre de Reynolds. D’autre part, 

tel que démontré par la Figure IV.1.b, il est bien clair que la présence d’un champ 

magnétique externe (Ha=1) fait notablement croitre la vitesse de l’écoulement objet 
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d’étude avec l’accroissement du nombre de Reynolds. Dans ces conditions, l’épaisseur de 

la couche limite se verra considérablement réduite et par conséquent l’écoulement devient 

très stable. 

Par contre, comme le montre la Figure IV.2.a, pour un écoulement divergent 

classique (débit 𝑄 > 0), on constate que la fonction 𝑓 () étant partout positive (la 

vitesse est dirigée dans le sens opposé au sommet de l’angle) et variant d’une manière 

monotone de la valeur 0 sur les parois fixes solides (𝜃 = ±𝛼) à la valeur 

+𝑓 (0) (𝑓 (0)  0) sur l’axe du canal ( = 0). Pour ce cas, l’écoulement divergent 

symétrique par rapport à  =  0 n’est possible, pour un angle  donné, que pour des 

nombres de Reynolds critiques correspondants à une limite déterminée qu’on appelle 

point de retour ou point de séparation. D’autre part, il est constaté qu’au fur et à mesure 

que le nombre de Reynolds 𝑅𝑒, devient grand, la solution de l’écoulement symétrique 

partout divergent n’est plus légitime. Par conséquent, il apparaît une solution symétrique 

avec des maximas et des minimas de la vitesse.  

La Figure. IV.1.a  montre que la vitesse de fluide viscoélastique dans un canal 

convergent augmente avec l'augmentation du nombre de Reynolds. En fait, il est 

clairement noté que l'épaisseur de la couche limite devient plus petite avec l'augmentation 

du nombre de Reynolds. Également, l’accroissement du nombre de Reynolds conduit à un 

profil de vitesse plat au centre du canal avec un gradient de vitesse élevé proche des 

parois. Pour un écoulement hydromagnétique dans un convergent (Ha=1, Figure IV.1.b), 

la vitesse croit considérablement et le profil de vitesse devient plus plat au centre du 

canal. 

Par contre, dans le cas d'un canal divergent, comme le montre la Figure IV.2.a, il 

apparaît que la vitesse de l’écoulement classique (Ha=0) d’un fluide 

viscoélastique  diminue lorsque la magnitude du nombre de Reynolds augmente. La 

Figure IV.2.a montre également que le débit du fluide est concentré au centre du canal 

divergent avec un gradient plus faible observé près des parois. Par conséquent, l'épaisseur 

de la couche limite augmente considérablement. La Figure IV.2.b, pour un canal 

divergent, il est clairement constaté que l’accroissement du nombre de Reynolds dans un 

écoulement hydromagnétique (Ha=1) fait croitre la vitesse du fluide viscoélastique, ce qui 

conduit à un profil de vitesse plat au centre du canal. 
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Figure IV. 1. a  Sans champ magnétique externe 𝐻𝑎 =  0 

 
Figure IV. 1. b. Avec champ magnétique externe 𝐻𝑎 = 1 

Figure IV.1 : Effets du nombre de Reynolds sur le profil de vitesse dans un convergent lorsque 

𝛼 = −5° et 𝑊𝑖 = 0.25 
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Figure IV. 2. a. Sans champ magnétique externe 𝐻𝑎 =  0 

 
Figure IV. 2. b Avec champ magnétique externe 𝐻𝑎 = 1 

 

Figure IV.2 : Effet du nombre de Reynolds sur le profil de vitesse dans un canal divergent 

lorsque 𝛼 = 5° et 𝑊𝑖 = 0.25. 
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IV 2.2. Effet de l’angle d’ouverture 𝛂 : 

Les Figures. IV.3 et IV.4 montrent l'influence de l’angle d’ouverture α sur la 

distribution de la vitesse d’un fluide incompressible et viscoélastique lorsque : Re =

82 et 𝑊𝑖 = 0.6  dans un canal convergent-divergent. D’après les résultats obtenus, l’effet 

de l’angle α sur la distribution des vitesses est tout à fait similaire à celui du nombre de 

Reynolds Re. En effet, dans la Figure IV.3 (cas d’un écoulement convergent), il est 

clairement noté que l'épaisseur de la couche limite devient plus petite avec 

l’accroissement de l’angle α pour les deux écoulements considérés (classique (Ha=0) et 

hydromagnétique (Ha=1). Par contre, dans le cas d'un écoulement divergent, comme le 

montre la Figure. IV.4, il apparait clairement que la vitesse de fluide viscoélastique  

diminue avec l’accroissement de l’angle α. Par conséquent, l'épaisseur de la couche limite 

augmente considérablement.  

 
a. )  Sans champ magnétique externe Ha =  0 
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𝑏. ) Avec champ magnétique externe 𝐻𝑎 = 1 

Figure IV.3 : Effets de l’angle d’ouverture α sur le profil de vitesse dans un canal 

convergent  lorsque 𝑅𝑒 = 82 et 𝑊𝑖 = 0.6 

 

a. )  Sans champ magnétique externe Ha =  0 
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𝑏. ) Avec champ magnétique externe 𝐻𝑎 = 1 

Figure IV.4 : Effet de l’angle d’ouverture α sur le profil de vitesse dans un canal 

divergent lorsque 𝑅𝑒 = 82 et 𝑊𝑖 = 0.6. 

IV 2.3. Effet du nombre de Hartmann 𝐇𝐚 : 

Le comportement physique de l'écoulement d’un fluide viscoélastique sous l’effet 

d’un champ magnétique externe Ha lorsque 𝑅𝑒 = 30, 𝑊𝑖 = 0.7 et 𝛼 = ±5°, est illustré 

par les Figures IV.5 et IV.6.  

On peut clairement voir que la vitesse du fluide viscoélastique  est directement liée 

au nombre de Hartmann. En effet, avec l’augmentation du nombre de Hartmann, une 

diminution de l'épaisseur de la couche limite est observée à la fois pour les deux canaux 

convergents et divergents. De ces figures, on peut conclure que le champ magnétique a un 

effet stabilisateur sur la structure de l’écoulement (c.à.d. force de Lorentz agit en opposée 

a la direction de l’écoulement) et par conséquent le phénomène de retour d’écoulement est 

entièrement exclu avec l'accroissement du nombre de Hartmann.  
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𝛼 = −3° 

 

𝛼 = −5° 

Figure IV.5 : Effet du nombre de Hartmann Ha sur le profil de vitesse dans un canal convergent 

pour différentes valeurs de l’angle d’ouverture (= - 3° et = - 5°) lorsque : 𝑅𝑒 = 30 et 𝑊𝑖 =
0.7 
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𝛼 = +3° 

 

𝛼 = +5° 

Figure IV.6 : Effet du nombre de Hartmann Ha sur le profil de vitesse dans un canal divergent 

pour différentes valeurs de l’angle d’ouverture (= + 3° et = + 5°) lorsque : 𝑅𝑒 = 30 et  𝑊𝑖 =
0.7 
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IV 2.4. Effet du nombre de Weissenberg  𝐖𝐢  : 

Pour l’écoulement d’un fluide viscoélastique dans un canal convergent (Figure 

IV.7) lorsque : 𝑅𝑒 = 30 et 𝛼 =  − 𝟓 °, on voit clairement qu’il existe une relation 

proportionnelle entre la distribution des vitesses et le nombre de Weissenberg 𝑊𝑖. En 

effet, l’accroissement du nombre  de Weissenberg fait considérablement augmenter le 

gradient de pression favorable. Dans cette situation, la vitesse de l’écoulement croit et par 

conséquent l’épaisseur de la couche limite se verra diminuée pour les deux cas 

d’écoulements considérés : classique (sans présence d’un champ magnétique externe, 

𝐻𝑎 = 0) et magnétohydrodynamique (𝐻𝑎 = 1). Pour l’écoulement d’un fluide 

viscoélastique classique (partout divergent (Figure IV.8-a) lorsque : 𝑅𝑒 = 30, 𝐻𝑎 = 0  et 

𝛼 =  + 𝟓 °, il est clairement noté que l'épaisseur de la couche limite diminue avec 

l’accroissement du nombre  de Weissenberg. Dans ces conditions, le nombre de 

Weissenberg (Wi) a un effet stabilisateur sur la structure de l’écoulement. Par ailleurs, 

dans le cas d’un écoulement MHD à de faibles magnitudes (Ha=1), la vitesse de 

l’écoulement apparait comme une fonction décroissante du nombre de Weissenberg et par 

conséquent l’épaisseur  de la couche limite se verra augmentée, favorisant ainsi le 

phénomène de séparation (retour de l’écoulement). 
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a. )  Sans champ magnétique externe Ha =  0 

 
b.) Avec champ magnétique externe Ha =1 

Figure IV.7 : Effet du nombre de Weissenberg Wi   sur le profil de vitesse dans un canal 

convergent lorsque : Re =30 et α= - 5 ° 
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a. )  Sans champ magnétique externe Ha =  0 

 

 
b.) Avec champ magnétique externe Ha =1 

Figure IV.8 : Effet du nombre de Weissenberg Wi sur le profil de vitesse dans un canal 

divergent lorsque : Re=30 et α= + 5 ° 

IV 3. Coefficient de frottement   𝑪𝒇 : 

L’effet combiné du nombre de Hartmann𝐻𝑎, de l’angle d’ouverture 𝛂 et du nombre 

de Reynolds 𝑅𝑒 sur le phénomène de retour d’écoulement lorsque : 𝐖𝐢 = 𝟎. 𝟐𝟓, est 

visualisé sur la Figure IV.9. Cette dernière visualise que l’augmentation du produit 

‘’𝑅𝑒 𝛂’’ fait diminuer le coefficient de frottement ‘’Cf’’, ce qui favorise le phénomène de 

retour d’écoulement (séparation de l’écoulement). Par exemple, pour le cas d’un 

écoulement classique (Ha=0), la séparation est notée par des valeurs négatives du 

coefficient de frottement ‘’𝐶𝑓’’. Par contre, pour un écoulement hydromagnétique 

(Ha=0.1), il est clairement observé que le phénomène de retour d’écoulement est retardé, 

ce qui se traduit par des valeurs positives du coefficient de frottement. En effet, il est à 

mentionner qu’un changement du signe du coefficient de frottement est un indicateur sur 

le retour d’écoulement. 
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Figure IV.9 : Variation du Coefficient de frottement en fonction du produit de 𝑹𝒆 × 𝜶  pour 

différentes valeurs du nombre de Hartmann lorsque : 𝐖𝐢 = 𝟎. 𝟐𝟓 

L’effet combiné du nombre de Hartmann 𝐻𝑎 et de l’angle d’ouverture 𝛂 (c.à.d. effet 

du produit Ha.) pour différentes valeurs du nombre de Reynolds 𝑅𝑒 sur le phénomène de 

retour d’écoulement lorsque𝐖𝐢 = 𝟎. 𝟓, est visualisé sur la Figure (IV.10). Les résultats 

visualisés montrent clairement que le phénomène de retour d’écoulement est exclu avec 

l’application d’un champ magnétique externe sur l’écoulement objet d’étude. En effet, 

l’accroissement de l’intensité du champ magnétique a un effet stabilisateur dominant, sur 

l’écoulement du fluide viscoélastique, comparé à l’accroissement du nombre de Reynolds 

‘’Re’’ et l’angle d’ouverture ‘’’’. 
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Figure IV.10 : Variation du Coefficient de frottement en fonction du produit 𝑯𝒂 × 𝜶  

pour différentes valeurs du nombre de Reynolds lorsque : 𝐖𝐢 = 𝟎. 𝟓 

La Figure IV.11 montre l’effet combiné du nombre de Weissenberg Wi et de l’angle 

d’ouverture 𝛂 (produit Wi.)  sur le phénomène de retour d’écoulement lorsque 𝐑𝐞 = 𝟑𝟓 

pour différentes valeurs du nombre de Hartmann 𝐻𝑎. Les résultats obtenus montrent 

clairement que le coefficient de frottement a un comportement similaire à celui observé 

dans la Figure IV.9. D’autre part, le retour d’écoulement (point de séparation) est 

fortement lié au produit ‘’𝑾𝒊 × 𝜶’’. En effet, on constate qu’il est largement favorisé pour 

l’écoulement divergent quand le gradient de pression adverse est élevé. Ce phénomène 

disparait complètement pour l’écoulement convergent. 
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Figure IV.11 : Variation du Coefficient de frottement en fonction du produit 𝑾𝒊 × 𝜶  

pour différentes valeurs du nombre de Hartmann lorsque : 𝐑𝐞 = 𝟑𝟓 

IV 4. Convergence de la méthode DRMA : 

D'après les résultats obtenus et visualisés dans les Figures IV.12 et IV.13, on 

constate que la précision des résultats est directement proportionnelle aux nombres des 

itérations c.-à-d. le nombre de termes de la solution (𝑁). En fait, les meilleures solutions 

de la vitesse sont obtenues à une approximation de 19ème ordre  (c.-à-d. N = 19) lorsque : 

Ha =  0, Re = 55 , Wi = 0.5 et α =  ±5°. Par ailleurs, les résultats de l’évaluation de la 

constante 𝑭′′(𝟎), visualisés dans les Tableaux IV.1 et IV.2, montrent que la solution 

analytique converge vers la solution numérique utilisée comme guide au bout de 33 

itérations pour les canaux convergents-divergents. 
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Figure IV.12 : Effet du nombre d'itérations sur l’évaluation de l’erreur dans un 

convergent lorsque :𝐻𝑎 =  0, 𝑹𝒆 = 55 , 𝑊𝑖 = 0.5 et 𝛼 =  −5°. 

 

Figure IV.13 : Effet du nombre d'itérations sur l’évaluation de l’erreur dans un divergent 

lorsque :𝐻𝑎 =  0, 𝑹𝒆 = 55 , 𝑊𝑖 = 0.5 et 𝛼 =  5° 
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Tableau IV.1 : La procédure de convergence des résultats analytiques pour le profil de 

vitesse dans un canal divergent lorsque 𝛼 = +3°, 𝐻𝑎 = 1, 𝑅𝑒 = 50 𝑒𝑡 𝑊𝑖 = 0.5 

Ordre d’approximation 𝑭′′(𝟎) 

𝟓è𝒎𝒆𝒐𝒓𝒅𝒓𝒆 −𝟎. 𝟏𝟗𝟖𝟕𝟎𝟓𝟔𝟒𝟑 

𝟕è𝒎𝒆𝒐𝒓𝒅𝒓𝒆 −𝟎. 𝟏𝟔𝟒𝟓𝟑𝟕𝟕𝟖𝟔 

𝟗è𝒎𝒆𝒐𝒓𝒅𝒓𝒆 −𝟎. 𝟏𝟓𝟔𝟗𝟓𝟕𝟓𝟒𝟓 

𝟏𝟕è𝒎𝒆𝒐𝒓𝒅𝒓𝒆 −𝟎. 𝟏𝟓𝟔𝟔𝟗𝟒𝟓𝟑𝟐 

𝟐𝟑è𝒎𝒆𝒐𝒓𝒅𝒓𝒆 −𝟎. 𝟏𝟓𝟔𝟔𝟓𝟖𝟖𝟕𝟒𝟐 

𝟑𝟑è𝒎𝒆𝒐𝒓𝒅𝒓𝒆 −𝟎. 𝟏𝟓𝟔𝟔𝟓𝟖𝟎𝟑𝟓𝟕 

Numérique −𝟎. 𝟏𝟓𝟔𝟔𝟓𝟖𝟎𝟑𝟓𝟗 

 

Tableau IV.2 : La procédure de convergence des résultats analytiques pour le profil de 

vitesse dans un canal convergent lorsque 𝛼 = −3°, 𝐻𝑎 = 1, 𝑅𝑒 = 50 𝑒𝑡 𝑊𝑖 = 0.5 

Ordre d’approximation 𝑭′′(𝟎) 

𝟓è𝒎𝒆𝒐𝒓𝒅𝒓𝒆 −𝟎. 𝟎𝟑𝟔𝟖𝟖𝟐𝟗𝟗𝟑𝟎𝟑 

𝟕è𝒎𝒆𝒐𝒓𝒅𝒓𝒆 −𝟎. 𝟎𝟑𝟐𝟗𝟗𝟑𝟐𝟎𝟗𝟒𝟐 

𝟗è𝒎𝒆𝒐𝒓𝒅𝒓𝒆 −𝟎. 𝟎𝟐𝟗𝟔𝟔𝟓𝟕𝟔𝟑𝟏𝟐 

𝟏𝟕è𝒎𝒆𝒐𝒓𝒅𝒓𝒆 −𝟎. 𝟎𝟐𝟗𝟗𝟑𝟖𝟐𝟗𝟒𝟖𝟓 

𝟐𝟑è𝒎𝒆𝒐𝒓𝒅𝒓𝒆 −𝟎. 𝟎𝟐𝟗𝟗𝟎𝟒𝟏𝟎𝟗𝟑𝟒𝟕 

𝟑𝟑è𝒎𝒆𝒐𝒓𝒅𝒓𝒆 −𝟎. 𝟎𝟐𝟗𝟗𝟎𝟒𝟏𝟗𝟒𝟎𝟓 

Numérique −𝟎. 𝟎𝟐𝟗𝟗𝟎𝟒𝟏𝟗𝟒𝟎𝟕 

IV 5. Comparaison des résultats et validation : 

A titre de comparaison, nous avons utilisé la méthode numérique de Runge-Kutta-

Fehlberg (RKF-45) associée à la méthode de Tir comme guide pour confirmer la 

convergence des résultats obtenus par le traitement analytique via la méthode de Duan-

Rach (DRMA). En effet, nous avons comparés les résultats du coefficient de frottement 

𝐶𝑓 en fonction du nombre  de Hartmann  𝐻𝑎 dans le Tableau IV.3. 
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Tableau IV.3 : Comparaison des  résultats analytiques DRMA avec les résultats 

numériques RK45 pour la distribution des vitesses dans un canal convergent lorsque: 

𝑅𝑒 =  110, Ha = Wi = 0 𝑒𝑡 𝛼 = − 3 ° 

𝑹𝒆 = 𝟏𝟎𝟐 𝑾𝒊 = 𝟎. 𝟏 𝜶 = −𝟑° 

𝑯𝒂 𝑪𝒇
𝒏𝒖𝒎𝒆𝒓𝒊𝒄𝒂𝒍  𝑪𝒇

𝑫𝑹𝑴𝑨 

0.0 0.9447135 0.9447137 

0.1 2.5645849 2.5645846 

0.3 4.8815339 4.8815337 

0.5 6.5659311 6.5659313 

1.0 9.6245839 9.6245838 

2.0 13.8673552 13.8673551 

3.0 17.0941127 17.0941125 

Tableau IV.4 : Comparaison des  résultats analytiques DRMA avec les résultats 

numériques RKF-45 pour la distribution des vitesses dans un canal divergent lorsque : 

𝑅𝑒 =  110, Ha = Wi = 0 𝑒𝑡 𝛼 =  3 ° 

𝜼 𝑫𝑻𝑴[𝟐𝟕] 𝑯𝑷𝑴[𝟐𝟕] 𝑹𝑲𝑯𝑺𝑴[𝟐𝟖] 𝑯𝑨𝑻𝑴[𝟐𝟗] 𝑹𝑲 − 𝟒𝟓 𝑫𝑹𝑴𝑨 

0 1.0000000

000 

1.00000000

00 

1.00000000

00 

1.0000000

000 

1.0000000000 1.0000000000 

0 .1 0.9789771

156 

0.97917617

78 

0.97923571

71 

0.9791902

126 

0.979235674 0.979235672 

0 .2 0.9182598

446 

0.91904249

83 

0.91926585 0.9190898

233 

0.919265886 0.919265885 

0.3 0.8243664

466 

0.82609397

20 

0.82653635 0.8261576

279 

0.826533612 0.826533617 

0.4 0.7065763

476 

0.70960369

28 

0.71023153

93 

0.7095963

308 

0.710221189 0.710221181 

0.5 0.5751498

602 

0.57983577

41 

0.58048172

01 

0.5795957

302 

0.580499458 0.580499453 

0.6 0.4397114

086 

0.44639003

33 

0.44687969

13 

0.4457343

518 

0.446935068 0.446935067 

0.7 0.3081560 0.31708779 0317401372 0.3158980 0.3174084274 0.31740842701 
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927 38 7 834 

0.8 0.1862239

095 

0.19753664

51 

0.1976321 0.1958612

214 

0.197641093 0.197641099 

0.9 0.0784362

201 

0.09124214

54 

0.09120300

82 

0.0895834

689 

0.0912304210 0.0912304214 

1 0.0000000

015 

0.00000000

07 

8.052549 9 

10-8 

4.679 9 

10-9 

0.00000000000 0.00000000000 

Les résultats présentés dans la Figure (IV.14) et le Tableau (IV.4) montrent de la plus 

belle manière la validité des résultats obtenus dans cette thèse. En effet, nos résultats 

concordent parfaitement avec les résultats de la littérature. 

 

Figure IV.14. Comparaison entre les résultats DRMA et les résultats obtenus par 

Shadloo [20] pour la dérivée de profil des vitesses  𝑓′(𝜂) lorsque : 𝐻𝑎 = 0, 𝑊𝑖 = 0.1 et  

𝛼 = 
𝜋 

8
. 

Les Figures IV.15 et IV.16 montrent la variation de la distribution des vitesses pour 

l’écoulement étudié lorsque :  𝐻𝑎 =  0, 𝑅𝑒 = 250, 𝑊𝑖 = 0.5,  et 𝛼 =  ±3°. En effet, on 
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constate que les résultats obtenus par la méthode DRMA sont en parfaite concordance 

avec les résultats numériques et ceux obtenus avec la fonction intégrée dans le logiciel 

MATHMATICA (HAM-based Mathematica package BVPh 2). Par ailleurs, les résultats 

illustrés dans le Tableau (IV.5) montrent clairement que les solutions de la technique 

analytiques adoptée (DRMA) coïncident parfaitement avec les résultats exacts obtenus par 

ABBASBANDY [77]. 

 

Figure IV.15 : Comparaison des résultats analytiques (DRMA) avec les résultats obtenus 

par la fonction intégrée dans MATHMATICA (HAM-based Mathematica package BVPh 

2) pour le profil de vitesse dans un canal convergent-divergent lorsque : 𝐻𝑎 =  0, 𝑅𝑒 =

250, 𝑊𝑖 = 0.5,  et 𝛼 =  ±3°. 
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Figure IV.16 : Comparaison des résultats  analytiques (DRMA) avec les résultats obtenus 

par la fonction intégrée dans MATHMATICA (HAM-based Mathematica package BVPh 

2) pour le profil de vitesse dans un canal convergent-divergent lorsque : 𝐻𝑎 =  1, 𝑅𝑒 =

250, 𝑊𝑖 = 0.5,  et 𝛼 =  ±3°. 

Tableau IV.5 : Comparaison entre la technique analytique DRMA avec la solution exacte 

pour le coefficient de frottement 𝐶𝑓 dans un canal divergent-convergent lorsque : 

 𝐻𝑎 = 0  𝑒𝑡 𝑊𝑖 = 0. 

𝜶 =  − 𝟓 ° 𝜶 =  + 𝟓 ° 

𝑹𝒆 𝓕𝐄𝐱𝐚𝐜𝐭𝐞
′′ [77] 𝓕𝐃𝐑𝐌𝐀

′′  (63
ème

 ordre 

d’approximation) 

𝓕𝐄𝐱𝐚𝐜𝐭𝐞
′′ [77] 𝓕𝐃𝐑𝐌𝐀

′′  (63
ème

 ordre 

d’approximation) 

10 −1.784546840578866 −1.784546840572308 −2.251948602981818 −2.251948602984319 

20 −1.588153536993253 −1.588153536990872 −2.527192232687426 −2.527192232685490 

30 −1.413692023436293 −1.413692023433451 −2.832629302137010 −2.832629302134361 

40 −1.258993935085547 −1.258993935081205 −3.169712187544089 −3.169712187549832 

50 −1.121989043572515 −1.121989043574502 −3.539415645558434 −3.539415645554318 

60 −1.000742927541422 −1.000742927544519 −3.942140271189139 −3.942140271183426 

70 −0.893474274815973 −0.893474274819042 −4.377652476579882 −4.377652476577862 

80 −0.798567273772039 −0.798567273776832 −4.845071824815794 −4.845071824812176 

90 −0.714567787224302 −0.714567787226752 −5.342911258048444 −5.342911258045438 

100 −0.640177852876257 −0.640177852873219 −5.869165116815401 −5.869165116818943 
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En utilisant la solution de la méthode Runge-Kutta-Fehlberg (RKF-45) associée à la 

méthode de Tir comme guide, les valeurs tolérables de l’erreur absolue sont calculées par 

la formule suivante : 

𝐸𝑟𝑟𝑒𝑢𝑟 =  |𝐹(𝜂)RKF−45 − 𝐹(𝜂)DRMA| (𝐈𝐕. 𝟏) 

Les Tableaux d’erreurs (IV.6 et IV.7) montrent clairement que les solutions DRMA 

et numérique coïncident parfaitement (La solution analytique est obtenue au 23ème ordre 

d’approximation). 

Tableau IV.6 : Comparaison entre les résultats numériques et analytiques dans un canal 

divergent lorsque: 𝑅𝑒 = 1, 𝐻𝑎 = 0, 𝑊𝑖 = 0.1 𝑒𝑡 𝛼 =  +5 °.  

𝑯𝒂 = 𝟎, 𝑹𝒆 = 𝟏, 𝑾𝒊 = 𝟎. 𝟏 𝒆𝒕 𝜶 = 𝟓° 

𝜼 𝑭𝑹𝑲𝑭−𝟒𝟓(𝜼) 𝑭𝑫𝑹𝑴𝑨(𝜼) | 𝑭𝑵𝒖𝒎𝒆𝒓𝒊𝒄𝒂𝒍 − 𝑭𝑫𝑹𝑴𝑨| 

0.00 1.0 1.0 0.0 

0.20 0.96243468953199 0.96243469871125 9.179× 10−9 

0.40 0.84859939646895 0.84859940893374 1.246× 10−8 

0.60 0.65497006754810 0.65497007943270 0.188× 10−8 

0.80 0.37530168951656 0.37530170509693 1.558× 10−8 

1.00 0.0 0.0 0.0 

 

Tableau IV.7 : Comparaison entre les résultats numériques et analytiques dans un canal 

convergent lorsque: 𝑅𝑒 = 1, 𝐻𝑎 = 0, 𝑊𝑖 = 0.1 𝑒𝑡 𝛼 =  −5 °. 

𝑯𝒂 = 𝟎, 𝑹𝒆 = 𝟏, 𝑾𝒊 = 𝟎. 𝟏 𝒆𝒕 𝜶 = −𝟓° 

𝜼 𝑭𝑹𝑲𝑭−𝟒𝟓(𝜼) 𝑭𝑫𝑹𝑴𝑨(𝜼) | 𝑭𝑵𝒖𝒎𝒆𝒓𝒊𝒄𝒂𝒍 − 𝑭𝑫𝑹𝑴𝑨| 

0.00 1.0 1.0 0.0 

0.20 0.9635793553089504 0.9635793633760749 8.067× 10−9 

0.40 0.8525176481960482 0.8525176563105906 8.114× 10−9 

0.60 0.6614248414704379 0.6614248436232772 2.152× 10−9 

0.80 0.3813665624550303 0.3813665573282205 5.126× 10−9 

1.00 0.0 0.0 0.0 
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IV 6. Conclusion : 

Une fois la distribution des vitesses de l’écoulement d’un fluide viscoélastique a été 

établie, donc on peut passer à la détermination du champ des températures de 

l’écoulement envisagé. La distribution des températures pour l’écoulement du fluide 

viscoélastique considéré fera l’objet d’une contribution postérieure. 
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Le sujet de thèse proposé met l’accent sur l’écoulement d’un fluide viscoélastique 

entre deux parois planes non parallèles (écoulement dit de Jeffery-Hamel : JHF) sous 

l’effet d’un champ magnétique externe. 

Cette contribution a permis, dans une première étape, de modéliser 

mathématiquement le problème dynamique de l’écoulement objet d’étude. En effet, les 

équations aux dérivées partielles de base sont transformées en une équation différentielle 

ordinaire non linéaire du troisième ordre par  utilisation des transformations de similitude 

appropriées. Cette équation caractérise la distribution des vitesses de l’écoulement 

hydromagnétique dans un convergent/divergent.  

Dans une seconde étape, l’équation différentielle ordinaire obtenue a été traitée 

numériquement par la méthode de Runge-Kutta-Fehlberg (RKF-45) associée à la méthode 

de Tir et analytiquement par un code de calcul MATHEMATICA  basé essentiellement 

sur une nouvelle modification de la méthode décompositionnelle d’Adomian. Il s’agit 

d’une puissante approche dite de Duan-Rach (DRMA). 

Les principales conclusions que l’on peut tirer de cette investigation sont : 

 Les profils de vitesse sont partout symétriques et la vitesse prend une valeur 

maximale à l’axe du canal. 

 Dans le canal convergent, l’accroissement du nombre de Reynolds conduit à 

un profil de vitesse plat au centre du canal. 

 La vitesse du fluide dans le canal convergent est augmentée par 

l’accroissement du nombre de Reynolds, ainsi que l’angle d’ouvertureα. Par 

contre, un comportement tout à fait inverse peut se produire dans le canal 

divergent. 

 L’effet de la variation du nombre de Hartmann fait disparaître le phénomène 

de retour d’écoulement dans les deux canaux convergent et divergent. 

 L'épaisseur de la couche limite se réduit avec l’accroissement du nombre  de 

Weissenberg. 
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 Les résultats obtenus par le traitement analytique montrent une excellente 

cohérence avec les méthodes numériques, justifiant ainsi l’efficacité et la 

fiabilité de la méthode DRMA. 

 D’un point de vue comparatif,  les résultats du traitement semi-analytique sont 

également comparés à certaines solutions existantes dans la littérature, ainsi 

qu’aux résultats numériques. Ces résultats montrent les avantages de la 

technique (DRMA) en termes de précision et vitesse de convergence. 

  La méthode DRMA fait notablement réduire les difficultés rencontrées dans 

le traitement, par la méthode ADM classique, des équations différentielles 

ordinaires. En effet, donne une précision élevée du fait qu’elle donne une 

forme récursive simple facilement résolvable. 
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 Perspectives 
 

 

 

Les perspectives de recherches à envisager dans cette thèse seront essentiellement 

basées sur les travaux déjà effectués ou en cours. Par ailleurs les résultats obtenus dans le 

cadre de ce travail de thèse nécessitent des améliorations. Pour ce faire, on propose 

d’étudier: 

 .La présence d'une source de radiation thermique. 

 L'addition des nanoparticules  de type hybride  dans un mélange de deux 

fluides de base. 

 Introduire les bio-fluides comme un fluide de base. 

 Introduire l’effet de la rotation. 

 Introduire mouvement des parois (Stretchable/Shrinkable). 

D’autre part, il sera également intéressant d’étudier le même problème mais avec la 

prise en compte du phénomène de transfert de chaleur dans un écoulement de nano-

fluides. 
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