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Résumé

Ce memoire est composé de deux parties :
» On s’intéresse dans la premiere partie a la solvabilité de deux problemes :

> Le premier lié a une classe d’EDP elliptiques linéaires et non linéaires, pour lequel on
établit un résultat d’existence et d’unicité via le théoreme de point fixe de Schauder
basé sur la méthode de compacité.

> Le second nous étudions quelque résultat d’existence et d’unicité de solution faible
pour une classe d’équation parabolique linéaire et non linéaire par la méthode de
Faedo Galerkin.

» Dans la deuxieme partie, nous allons présenter notre application au traitement d’image,
on utilisant plusieurs modeles parmi ces modeles : modele isotrope (équation de la cha-
leur), modele anisotrope (équation de perona et malik), et le modele de catté et all. Cet
partie nous a permis d’approfondir et d’enrichir nos connaissances théorique sur 'utili-
sation des EDPs dans le domaine de traitement d’image nous avons donc présenté des
méthodes de restauration d’image par EDPs dans le but de réduire les effets du bruits
et améliorer la qualité de I'image.

Mots clés :

Probleme elliptique, Théoreme de point fixe de Schauder, probléeme parabolique, la méthode
de Faedo-Galerkin, méthode de compacité, traitement d’images, Restauration d’images.



Abstract

This memory is composed of two parts :
» In the first part, we are interested in the solvency of two problems :

> The first linked to a class of elliptic linear and non-linear PDE, for which a result of
existence and uniqueness is established via the Schauder fixed point theorem besed
with the compactness method.

> The second we study some result of existence and single weak solution for a linear
and non-linear parabolic equation class by the Faedo-Galerkin method.

» In the second part, we will present our application to image processing, using several
models among these models : isotropic model (heat equation), anisotropic model (perona
and malik equation), and catté all model. This part allowed us to deepen and enrich
our theoretical knowledge on the use of EDPs in the field of image processing so we
presented methods of image restoration by EDPs in order to reduce the effects of noise
and improve the quality of the image.

Key words :

Elliptic problem, Schauder fixed-point theorem, Parabolic problem, Faedo-Galerkin method,
Compactness method, Image processing, Image restoration.
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. Notation .

A.vant de procéder, a notre étude on introduit toutes les principales notations qui seront
utilises au fur et a mesure dans ce travail.

>

>

>

N : L’ensemble des nombres entiers.

C : L’ensemble des nombres complexe.
R : L’ensemble des nombres réels.

2 : Ouvert bornée de RY .

0f2 : Frontiere topologique de (2 .

71 : Le vecteur unitaire normale sortant.
g—z : La dérivée normale de u .

Vu : Le gradient de u .

Au : Le laplacien de u .

9.

5. - La dérivée partielle .

D% : La dérivée d’ordre « .
C™(£2) : Espace des fonctions m fois continument différentiables dans (2.
D(£2) : Espace des fonctions différentiables et a support compact dans (2 .

LP(£2) : Espace des fonctions de puissance p - éme intégrables sur 2 pour la mesure de

Lebesgue.

>

>

>

>

L>(£2) : L’espace des fonctions (classes) essentiellement bornées.
WhP(£2) : L’espace de Sobolev d’ordre m muni de la norme || . ||, -
Wy P (2) : L’adhérence de D(£2) dans WhP(£2).

W1 (£2) : Espace dual de W, ?(£2) .

Si X est un espace de Banach :



LP((0,7),X) ={u:[0,7] — X mesurable; fOT || w(t) ||? dt < oo} .

L>((0,7),X) = {u:[0,T] — Xmesurable; sup ess || u(t) ||.< oo} .
te(0,T)

— : Injection continue.

> Injection compact.

— : La convergence faible .

— % : La convergence faible* .

— : La convergence fort .

(.,.) : Le produit scalaire .

x : Produit vectoriel .

EDPs : Equation aux dérivée partielle.

p.p : Presque partout.

(i.e) : Identiquement équivalent.

w(i, 7) : Image originale.

u(i, 7) : Image restaurée.

o : Variance.

G : Fonction de la restauration.

G () : Fonction gaussienne.
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: Introduction

De nombreux phénomeénes naturels et des problemes modernes de physique, mécanique,
biologie et la technologie peuvent étre modélisées a 'aide des équations aux dérivées partielles
avec des conditions aux limites. En effet, grace a la modélisation de ces phénomenes au travers
des équations aux dérivées partielles que ’on a pu comprendre le role de tel ou tel parametre,
et surtout obtenir des prévisions parfois extrémement précises.

Les équations aux dérivées partielles ont probablement été formulées pour la premiere fois pen-
dant la naissance de la mécanique rationnelle durant le 17¢me siecle (Newton, Leibniz...). Le
catalogue des EDPs s’est ensuite enrichi au fur et a mesure du développement des sciences et
notamment de la physique. S’il ne faut retenir que quelques noms, on se doit de citer celui d’FEu-
ler, Navier et Stokes, pour les équations de la mécanique des fluides et Fourier pour I’équation
de la chaleur.

De la ces EDPs ont non seulement une résonance dans les sciences appliquées, mais ils jouent
également un role tres important dans le développement actuel des mathématiques.

La recherche des solutions pour un EDP est donnée par des méthodes analytiques et d’autres
méthodes numériques pour arriver a des solutions approximatives. Ces méthodes ont été déve-
loppées en particulier depuis les années 1960, comme la méthode de semi-groupe, la méthode
itérative monotone, la méthode de point fixe de Schauder, la méthode de Faedo Galerkin et la
méthode de compacité qui est 'objectif principale de notre travail (Pour plus de détaille sur
ces méthodes consulter [10] [11]).

Dans ce cas, revenir a la dimension finie, ou en ajoutant un petit terme, I’équation qui en
modifie la nature ou la régularisation de ses coefficients. Utilisant un résultat d’existence dans
ce cas plus simple, ou juste connu, on obtient une solution dépendant d’un paramétré destiné
a tendre vers 0 pour récupérer I’équation qui nous intéresse vraiment.

L’étude des propriétés de convergence de cette suite de solutions de problemes simplifiés est
cruciale. Il est assez facile en général d’obtenir sa convergence. Malheureusement, ces conver-
gences faibles se comportent mal vis a vis des termes non linéaires des équations. C’est a dire
qu’une suite u,, peut converger vers u sans qu’'une expression de la forme f(u,) converge vers
f(u). On cherche donc & montrer que la suite est relativement compacte pour une topologie
plus forte de maniére a permettre ce passage a la limite.

Le but de méthode de compacité pour la résolution des EDPs non linéaires est de comprendre
quels outils sont a dispositions pour réussir a obtenir cette compacité, et comment on les ap-
pliques dans le cas des équations de la mécanique des fluides.

La premiere questions a se poser dans I’étude théorique est de savoir pour une EDP non linéaire
avec des conditions initiales et des conditions aux limites, s’il existe une solution unique.

On s’intéresse a établir I'existence et 'unicité de la solution de certains problemes, stationnaire
et d’évolution en utilisant la méthode de compacité.

Notre Etude comporte principalement quatre chapitres :

» Un premier est consacré a rappeler quelques concepts, outils et résultats de base d’ana-
lyse fonctionnelle, Parmi les outils de bases, on peut citer entre autres les espaces sépa-
rables, I’espace de Hilbert, I’espace de Sobolev, etc.
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En particulier, en présente quelque théoreme utiles et inégalités importantes, qui sera
largement utilisé dans notre travail.

» S’ensuite un second, dédie a I'utilisation de la méthode de compacité pour deux probleme
elliptique linéaire et non linéaire.
Nous prouvons 'existence et 'unicité d’un solution faible et la régularité du :

(a) probleme elliptique linéaire avec des conditions Neumann suivant :

du _ () sur 012.

an =

{—Au +u=f dans 0.

Ot f est une fonction donnée (f € C(£2)), et 2 un ouvert bornée de RY.
Dans ce cas en utilise le théoreme de ’ax-Miligram et la relation entre les espace.

(b) probleme elliptique non linéaire avec des conditions Neumann suivant :

—div(a(r,u)Vu)+u=f  dans !2

Ou =0 sur o012.
on
Ou f € L>®(£2) et £2 un ouvert bornée de RY et a est une fonction de Carathéodory.

Dans ce cas en utilise le théoréeme de point fixe de Schauder et la relation entre les
espace.

» Le troisieme chapitre est voué a étudier 'existence et I'unicité d’une solution faible d’un
probleme de Dirichlet pour une classe d’équations paraboliques linéaire et non-linéaire
par la méthode de Faedo-Galerkin :

(a) Probleme paraboliques linéaire modélisée par I'équation de la chaleur (diffusion)
suivant :

u—Au=f dans 02x]0, 7T
u=20 sur 002x]0, T
u(.,0) = ug sur 0.

(b) Probleme paraboliques non-linéaire suivant :

up — div(a(m,t)?) +ud —u= f(zt) V(z,t) € Q

x
u=0 sur  02x]0,T]
Up—p = Ug sur f2.

Pour étudier en utilisant les techniques de Faedo-Galerkin, cette méthode est basée sur
les étapes suivants :

O On conclut des solutions approchées par réduction a la dimension finie.
O On établi une estimation a priori pour la solution approchée.

O En fin, on passe a la limite grace au lemme de compacité.
Ainsi qu’un résultat de compacité pour démontrer 'existence d’une solution faible
du probleme considéré, et en passant a la limite pour trouver la solution. Un résultat
est donné en démontrant 'unicité de la solution en basant sur les hypotheses assez
faibles pour un probléme similaire.
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» Le quatrieme chapitre, est réservé pour I'application aux traitement d’images :
Les images sont les principales sources d’informations dans de nombreuses applications.
Parmi les premiers modeles mathématiques utilisés en traitement d’image, c¢’est le modele
de la Chaleur qui constitue un modele de filtrage linéaire :

% = cAu.
Cependant, ce modele a un défaut il ne permet pas de détecter les contours d’image,
donc pour améliorer la détection des contours en modifiant I’équation de la chaleur.
Dans les années 90 Perona et Malik ont introduit une importante amélioration de la
théorie de la détection des contours. Ils proposent de remplacer 1’équation de la chaleur
par une équation non linéaire :

ou

o = @vlg(Vu))Vu), u(0) = uo.

O g est une fonction décroissante de R, dans R, . Cependant, le modele Perona Malik
a de sérieuses difficultés pratique et théorique. En traitement d’images, pour filtrer les
images bruités, ce modele ne permet pas de supprimer les bruits puisqu’il ne distingue
pas entre les bords et les bruits. Théoriquement le probléme est mal posé (n’admettent
pas une solution faible).

Une fagon de traiter le probleme mal posé est d’introduire une régularisation qui rend
le probleme bien posé. Catté, Lions et Morel, ont donc proposé une régularisation du
modele de Perona et Malik, qui leur permet alors de démontrer I'existence et 1'unicité
de la solution, et éviter les difficultés du modele de Perona Malik :

ou _

5 div(g(|[(VG, * u)|)Vu), u(0) = uy.

Nous terminons ce travail par une conclusion générale et des références bibliographiques.




CHAPITRE 1
PRELIMINAIRE

Rappels et notations

D ans ce chapitre, nous allons présenter un certain nombre de définitions, notations et énoncer
des théorémes qui seront utilisés a un moment ou un autre dans ce travail.

1.1 Quelques définitions de base

Définition 1.1 (Espace normé) 2] : Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni
d’une norme.

Définition 1.2 (Espace de Banach) 2] : L’espace de Banach est un espace vectoriel normé
complet .

Définition 1.3 (Espace préhilbertient) [2] : On appelle espace préhilbertient tout espace
vectoriel muni d’un produit scalaire.

Définition 1.4 (Espace de Hilbert) [2] : Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien
qui est complet pour la norme associée au produit scalaire.

Définition 1.5 (Fonction mesurable) [2] : Une fonction f : (X, A) — (Y, B) entre deux
espaces mesurables est dite mesurable si, pour tout B € B, f~}(B) € A.

Définition 1.6 (Fonction de Carathéodory) [2] : On dit que a : 2 x R — R est une
fonction de Carathéodory si :

» a(.,s) est borélienne pour tout s € R.

» a(x,.) est continue pour presque tout x € (2.

Définition 1.7 (Base Hilbertienne) [2] : Soit H un espace de Hilbert et (e,)nen une suite
d’éléments de H. On dit que (e,)nen est une base Hilbertienne de H si :

» La suite est orthonormale : pour tout n # m, on a (ey,en) =0 et || e, ||= 1.

» La suite est totale : [’espace vectoriel engendré par les e, est dense dans H .
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Définition 1.8 (Probléme Bien-posé ) : Lorsqu’un probléme de minimisation ou un EDP
admet une solution unique qui dépend en permanence des données, on dit que le probleme de
minimaisation ou " EDP sont bien posés au sens de Hadamard.

Si l'une des conditions suivantes : existence, unicité ou continuité échoue, on dit que le probléme
de minimisation ou I’EDP sont mal posés.

Définition 1.9 (Image numérique )8 : Une image numérique est composée d’unités €élé-
mentaires (appelées pizels) qui représentent chacun une portion de limage. Une image est
définit par :
» le nombre de pizels qui la compose en largeur et en hauteur (qui peut varier presque d
Uinfini).
» [’étendue des teintes de gris ou des couleurs que peut prendre chaque pizel (on parle de
dynamique de l'image).

Définition 1.10 (Le pixzel )[8] : Le pizel est l'abréviation de picture élément, élément d’image.
C’est la primitive de bas niveau la plus pauvre en information car ses seuls attributs sont la
position dans la matrice image(n de ligne, m de colonne ) et la valeur numérique indiquant sa
couleur, ou son niveau de gris . Il peut étre représenté en mémoire sur :

» Un bit (0 ou 1) pour les images monochromes : 0 pour le noir et 1 pour le blanc.

» Un octet, soit 256 niveaux de gris pour une image a niveaux de gris : 0 noir et 255 blanc.

Définition 1.11 (Le bruit ) [8] : Le bruit est une information parasite s’ajoutant de fagon
aléatoire a la scene, particulierement visible dans :

» Les zones ot le rapport signal/bruit est faible (ex zones peu éclairées).

» les zones uniformes.

Définition 1.12 (Les contour ) [§] : Les contours sont les lieux de variations significatives
de l’information niveau de gris.

Définition 1.13 (Le filtre linéaire ) [8] : Filtrer une image consiste @ convoluer sa fonction
d’intensité I(x;y) avec une fonction h(x;y) appelée réponse impulsionnelle du filtre .
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1.2 Espaces réflexifs, Espaces séparables

Soit E' un espace de Banach et J : E — E” I'injection canonique de F dans E”, définie
par : J,(f) = f(x) pour tout x € E, f € E'.

1.2.1 Espaces réflexifs
Définition 1.14 [2] : L'espace E est dit réflexif, ssi J(E) = E".

Définition 1.15 [2] : Soit E un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée dans E
admet au moins une sous-suite faiblement convergente.

1.2.2 Espaces séparables

Définition 1.16 [2] : Un espace mélrique séparable est un espace métrique qui contient un
sous ensemble D dense et dénombrable.

Définition 1.17 [2] : Soit E un espace de Banach séparable, alors toute suite bornée (fn)n
dans E' admet au moins une sous-suite faiblement™ convergente.

1.3 Les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels dont les dérives-au sens faible sont
intégrables, ces espaces sont complets ce qui est un avantage considérable pour 1’étude des
solutions des équations aux dérivées partielles.

1.3.1 Dérivées faibles

La notion de dérivée faible apparait déja dans un article célébré de Jean Leray paru en
1934, sur les équations de Navier -Stokes, dans cet article, elle apparait sous le nom de quasi-
dérivée. Cette notion est fondamentale pour I'étude de 'existence de solution pour beaucoup
d’équations aux dérivées partielles.

Dans toute la suite, 2 désigne un ouvert de RY, N > 1, et on note C°(§2) I'ensemble des
fonctions de classe C'°° et a support compact sur {2 c¢’est-a-dire :

CX(82) ={u € c¢>(£2),3k C 2,k compact ,u = 0 sur k°}.

De plus, 'ouvert {2 sera toujours muni de la tribu de Borel (ou tribu borélienne), notée B({2),
et de la mesure de Lebesgue, notée A si N =1 et Ay si N > 1. Les intégrales seront toujours
par rapport a cette mesure de Lebesgue, sauf indication contraire.

Le lemme suivant est absolument fondamental, car il permet de confondre f € L}, (£2) avec
I’application linéaire :

Tf:CX(2) — R définie par ¢ € CF(2) = Tf(p) = /Qf(:v)go(x)dx.

On rappelle que f € L}, .(£2) si, pour tout sous ensemble compact K de (2, la restriction f i,

de f & K est un élément de L'(K).
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1.3 Les espaces de Sobolev Préliminaire

Convergence faible

Définition 1.18 [/1] : Soit E un espace de Banach sur K = R ou C. On dit qu’une suite
(Tn)nen d’éléments de E converge faiblement vers x € E si :

Vhe E" lim < h,z, >=<h,z>.

n—-aoQ

On note alors x,, — x faible .

Notation :

FEtant donnée une suite (x,)nen de E, on d’esigne par x, — x la convergence faible de x,,
vers x, On a alors :

» 1, — 1 = (T,)nen est bornée et || x ||< liminf || z, || .

» x, — z(ie. || x, —x [|[— 0) alors x,, = x .

» 1, = x et si h, — h dans E alors x,(h,) — z(h).

Convergence faible*

Définition 1.19 [71] : Soit E un espace de Banach sur K =R ou C et E” son dual topologique.
On dit qu’une suite (f,)nen d’éléments de E" converge faiblement * vers f € E" si :

Vo € B, (x, fo)prxe — (2, [)prxe-
On note alors f, — [ faible *.

Notation :

FEtant donnée une suite (f,), de E", on désigne par f, — f la convergence faible* de
fn vers f. On a alors :

» fo—= = (fu)nen est bornée, et || f||< liminf|| f,]|.
» fn— flie. || fu—f1|—0), alors f, — f.
» f,— f et six, — x dans E alors f,(x,) — f(x).

Convergence dominée
Théoréme 1.1 [Z : Soit 1 < p < 400 et (fu)n = 1 des fonctions p -mesurables X — E. Si
la suite (fn)n > 1 vérifie :

» [, — fu— presque partout sur X.

» Il existe g € LP(X) telle que, pour tout n > 1, || f ||< gu — preque partout, alors

fo — f dans LP(X, E).
» FEn particulier, dans le cas p =1,
[ i [ san.
Réciproque de la convergence dominée
Théoréme 1.2 [2] : Soit 1 < p < 400 . Si f, — f dans LP(X, E) alors il existe (fn)r > 1
une suite extraite de (fn)n > 1 et g € LP(X) telles que :
» fn. — f— presque partout.

» Pour tout k > 1, | fo, [[< g p— presque partout .
» Ve >0, il existe A, C X tel que u(A.) < oo et f, cy f sur XN\ A-.

11



1.4 Rappels d’analyse fonctionnelle Préliminaire

1.4 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.4.1 Les espace L?

Dans tout ce qui suit, (X, A, 1) est un espace mesuré et E est un espace de Banach (surR)
dont nous noterons la norme ||.|.

Définition 1.20 [2] : Pour 1 < p < oo, on définis :
LP(2) ={u: 2 — R fonctions mesurable [, |ulPdu < oo}.
Et on le munit de la norme ( parfois notée ||.||,) :
1
lull o= (Jq [ulPdp)?.
Et pour p = oo, on note :

L>(82) ={u: 2 — R fonctions mesurable sup |u| < oo}.
7

De norme :

l|u|| Lo = sup |ul.
Q

1.4.2 Les espaces de Sobolev W™? et H™

Définition 1.21 [7] : Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < oo, on définit par
récurrence l’espace :

W™P(I) = {u e W™ 2(I), ' € W™ 2(I)}.
On pose :
H™(I) = W™2(1I).

On vérifie aisément que w € W™P(I) si et seulement s’ils existe m fonctions gy, .., gm € LP(I)
telles que :

Jure=(-17 [ge Veecrw.  vi=12..m

ou DIy désigne la dérivée a lordre j de o, lorsque u € W™P(I), on peut donc considérer
s e s . I\’ . \

les dérivées successives u' = gy, (u ) = ga, ... jusqu’a l'ordre m, on les note Du, D*u, ..., D™u.

l’espace W™P est muni de la norme :

m
Il llwms=Il w llze + D Il D 10

a=1

et l'espace H™ est muni du produit scalaire :

(u,v)gm = (u,v)p2 + Z(Do‘u, D%v).

a=1

12



1.4 Rappels d’analyse fonctionnelle Préliminaire

1.4.3 L’espace de Sobolev W!? et H!

Soit I =|a, b un intervalle borné ou non borné et soit p € R avec 1 < p < 400 .

Définition 1.22 [2] : L’espace de Sobolev WP est défini par :

Wir — {u e LP(I),3g € LP(I) /uw' = —/gso, Vo € C?(f)}-
I

I

On pose : HY (1) = Wh3(I).
Pour uw € WYP(I) on note u' = g.

Notation :

L’espace W1P(£2) est muni de la norme :
Il lwro@=Il v o) + I @' o) -
(ot parfois, si 1 < p < oo, de la norme équivalente (|| u |7, ) + [| v/ ||1£p(9))%.
L’espace H! est muni du produit scalaire :

(’LL, U)Hl(()) = (u, ’U)Lz(g) + (u’, Ul)LQ(.Q)-
La norme associée : )
Il = (1w 720 + 11w [720)2
est équivalente & la norme de W'2(2).
Proposition 1.1 [2] :
» L’espace Wo(
» L’espace WP(
» L’espace HY(£2) est un espace de Hilbert séparable.

2) est un espace de Banach pour 1 < p < 0o.
Q) est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oc.

1.4.4 L’espace de Sobolev W,”(12) et H} (1)

Définition 1.23 [2] :
Etant donné 1 < p < oo, on désigne par Wy'* (I) la fermeture de C>°(I) dans WY (I). On
note HY(I) = W *(I).
» Lespace Wy (2) est muni de la norme induite par WP(£2), Uespace H}(£2) est muni
du produit scalaire induit par H*(£2).

» L’epace Wol’p(Q) est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour
1 <p<oo.

» Lespace HL(02) est un espace de Hilbert séparable.

1.4.5 L’espace de Bochner

Soit (X, || . ||x) un espace de Banach, 1 < p < oo et T'> 0. On définit I'espace LP(0,T; X)
comme suit :

LP(0,T; X) = {u :J0,T[— X fonctions mesurable fOT | w % dt < oo}

13



1.5 Quelques théorémes utiles Préliminaire

Cet espace est munit de la norme :

T 1
ol o= O 1w I de)s.

Et pour p = oo, on pose :

U = sup ess || u dt.
I = s s

Propriété 1.1 [10] :

» Pour1 <p<oo, LP(0,T; X) est un espace de Banach et en particulier, L*(0,T; X) est
un espace de Hilbert, lorsque X est un espace de Hilbert.

» Pourl < p< oo etsi X réflexif, alors LP(0,T; X) est un espace réflexif.
» Pour 1l <p<oo etsiX estséparable, alors LP(0,T; X) et aussi séparable.

1.5 Quelques théorémes utiles

Théoréme 1.3 (Densité) [11] : Soit u € W'P(82) avec 1 < p < co. Alors il existe une suite
(tun)n dans CX(R) telle que o — u dans WHP(£2).
Point Fixe de Schauder :

Définition 1.24 [71] : Soit E un espace de Banach, B une partie de E et f une application
de B dans E, on dit E est compact, si f vérifie les deux propriété suivantes :

» [ continue.

» {f(z),z € C}, est relativement compact dans E pour tout partie C' bornée de B.

Théoréme 1.4 [11] : Soit E un espace de Banach, R > 0,Br ={z € E,| z ||[< R} et f une
application compact de Br dans Bg alors f admet un point fixe c’est-a-dire qu’il existe x € Bg
telle que : f(z) = x.

Lemme 1.1 (Lemme de Gronwall ) [10] : Soient f € L>(0,T), g € L'(0,T) sont des
fonctions non négatives, si :

f®§C+Af®ﬂWw
Alors : .
f@SCwmAQ@M)

Théoréme 1.5 (d’Ascoli :) On se donne un compacte K de R", et ou se place dans [’espace
de bannach C°(K) des fonctions continues sur k d valeurs scalaires, espace muni de sa norme
uniforme : pour [ € C°(K)

| f lloo= sup|f(Z)]-
reK
On considere un sous-ensemble F' C C°(K) qui est borne,i.e,tel que :

Je>0,F C feC'K):| fllo<c

14



1.6 Théoréemes de compacité Préliminaire

Théoréme 1.6 (Théoréme Lax Milgram) [3] : Soit 2 un ouvert bornée, soit a(u,v) une
forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout ¢ € H' il existe uw € H' unique tel que :

a(u,v) = (¢,v) Vv e H'.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u€ H' et %a(u,u) — (p,u) = Mz'n{%a(v,v) - (cp,v)}.

veEH!

Théoréme 1.7 ( Théoréme de Fubini ) [5] : On suppose que F € L*(Q; x Q).
Alors, pour presque tout x € €1y,

F(z,y) € L;(QQ) et / F(z,y)dy € LL().
Qo
De méme, pour presque tout y € o,
F(z,y) € LL(Qy) et / F(z,y)dzr € L;(QQ).
Q1

De plus on a :

/ d:r;/ F(x,y)dy:/ dy/ F(x,y)dx:// F(z,y) dz dy.
Q1 Q2 Qz Q1 QlXQQ

Théoréme 1.8 (La trace)[?2] : Soit 2 un domaine borné réqulier (de classe au moins C*).
L’application : B
Yo :u € CH2) — w1 012 € Cy(012),

vérifie, pour un C' > 0 ne dépendant que de (2, l’inégalité :
I Y0u 202 < C [l w [, — Yu€ Ci(£).
Ainsi vo se prolonge de facon unique en un opérateur linéaire continu,
Yo 1 HY(2) — L*(092),
appelé opérateur de traces associé a 'espace H'(12).

Lemme 1.2 [10] : Soit E un espace de Banach et F un espace de Hilbert t.q. E C F, avec
injection continue, et E dense dans F : On identifie F avec F' (de sorte que E C F = F' c E’).
Soit u € L(]0,T[) on suppose que u, € L2,(]0,T[). Alors u € C([0,T],F) et, pour tout
t1,t2 € [0,T] on a :

to
[ u(t) [[7 = | ulte) [I7= 2/ (ue, u) g pdt.

t1

1.6 Théoremes de compacité

Théoréme 1.9 (Rellich) [2] : Soit 2 un ouvert borné de RN (N > 1) et 1 < p < +o0. Toute
partie bornée de W, 7 (2) est relativement compacte dans LP(£2). Ceci revient & dire que de
toute suite bornée de Wol’p(ﬂ), on peut extraire une sous-suite qui converge dans LP((2).

Théoréme 1.10 (Rellich-Kondrachov) [2] : On suppose 2 borné de classe C*. On a :
» Sip<n alors — WP(0) — Li1($2), Yq € (1,p*) ou 1% = % -1
» Sip=n alors Wh(£2) = LI(£2), Vg € (1, 00),
» Sip>n alors — WP(02) — C(02),

avec injections compactes .
En particulier W'P() — LP()avec injection compacte pour tout p.
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1.6 Théoréemes de compacité Préliminaire

1.6.1 Injection Compactes
Définition 1.25 [10] : Soit By, By deux espace de Banach. On dit que By s’injecte d’une fagons
compacte dans By et on note :

1. By — Bs.

2. By < By, d’une fagcon continue et tout borné de By est relativement compacte dans Bs.

1.6.2 Injections de Sobolev

Le théoreme suivant donne les injections de Sobolev, ces injections établissent le fait qu'une
fonction dont une certaine puissance d’elle-méme et de sa dérivée est intégrable (c’est-a-dire
u € WHP(£2)) est en fait dans un meilleur espace (en terme d’intégration ou de régularité).
On distingue trois cas différents, selon que la puissance est inférieure strictement, égale, ou
supérieure strictement a la dimension de ’espace N.

Théoréme 1.11 [10] : Soit 2 un ouvert de RN, N > 1 qui est soit borné d frontiére lipschit-
zienne, soit égal a RN .

» Sil < p < N, alors W'P(2) C L¥, avec p* = (]\],V—_"m, et linjection est continue,

cest-a-dire qu’il existe C' € Ry ( ne dépendant que de p, N et 2 ) tel que :
Vu € WH2(0), || u || < ¢ || w |wie, ce qu'on note W'P(02) — LF"(£2).
On a en particulier :

W) < Lv-1(0).

Pour N =1, le cas p = N est autorisé. On a donc aussi :

W) s Lo(0) si N = 1.

» sip> N, alors :
N
WP (0) c ¢ e (92).

Ou, pour a > 0, C%*(02) est l'ensemble des fonctions héldériennes d’exposant o défini
par :

C" () ={ueC(R,R) 3IKeR|ul@)—u) <K [z-y|*  V(zy) e}

» Dans le cas ou §2 est borné a fronticre lipschitzienne, WHN (£2) < L(£2) pour tout q tel
que 1 < g < +oo( et le cas g = oo est autorisé si N = 1) ce résultat est fauxr dans le cas
ou 2 =RV,

Si §2 est un ouvert borné sans hypothése de régularité sur la frontiére, les trois assertions
précédentes restent vraies si I'on remplace 'espace WYP(82) par 'espace Wol’p(Q) )
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1.7 Quelques inégalités importantes Préliminaire

1.7 Quelques inégalités importantes
1.7.1 Inégalité de Holder
Soient f € LP(£2) et g € LI(2) avec 1 <p <1et %—i— é = 1 alors :

fge L)
et
19l <[ fllr@)llgll La(e)-

1.7.2 Inégalité de Minkowski

Soit 1 < p < oo, Pour f,g € LP(m)
([17 -+ gidm < (11 + (1)

1.7.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace de Hilbert, rappelons qu'un produit scalaire vérifie I'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

N
[NIES

[(u, v)] < (u,u)2(v,v)2, Yu,v € H,
( / Fadm < ()% + ()

1.7.4 Inégalité de Young

Soient p et ¢ deux réels vérifiant % + % =1 alors :

1
W(J.9) € (L) x L@ > 0. [ gglde<s [ p1dos = [g]ar
Q P Ja qger Ja
Sip=q¢g=2ona:

W(fo) € W@PYe>0, [ gl [P a5 [ 16 ]dn

1.7.5 Inégalité de Poincaré
On suppose que [ est borné, alors il existe une constante C' (dépendant de |I]) telle que :
lullwie < Clle|leos  Yu € WyP(D).

Autrement dit, sur W, ?(I) la quantité ||u/||} est une norme équivalente a la norme de W([).

1.7.6 Formule de Green

Soit 2 un ouvert borné régulier de classe C1, alors pour tout u,v € H'(f2), on a la formule
de Green :

02y dr + [udide = [y uvndT

ou (n;)1<i<n les composantes de 7 la normale unitaire extérieur a 952.
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CHAPITRE 2
PROBLEMES ELLIPTIQUES

Introduction :

Dans ce chapitre nous intéressons a l’analyse mathématique des équations aux dérivées
partielles de type elliptique qui correspondent a des modeles physiques stationnaires, c’est-a-
dire indépendants du temps. Nous allons montrer que les problemes aux limites sont bien posés
pour ces E.D.P elliptiques, c’est-a-dire qu’elles admettent une solution unique et dépendant
continiment des données.

2.1 Etude du probléme elliptiques linéaire
Soit 2 un ouvert bornée de RV (N > 1) de frontiére 942 = 2\ (2, on considére le probléme
de Neumann :

{—Au +u=f dans 0. (2.1)

% =0 sur o12.
"

Ou f est une fonction donnée (f € O __)) Une solution classique - solution forte - du
probléme (2.1) est une fonction de classe C?({2) vérifiant (2.1) .

Physiquement, la condition de Neumann est une condition de flux. Par exemple, dans
I'interprétation de 1’équilibre thermique, la condition correspond a un flux de chaleur imposé
a travers la frontiere, par opposition a la condition de Dirichlet qui impose une température
donnée a la frontiere.

Le cas 2—7“7 = 0 correspond a une isolation thermique parfaite : aucune chaleur ne peut entrer ou
sortir de 2.

2.1.1 Formulation variationnelle

Un intérét immédiat de la formulation variationnelle (2.2) est qu’elle a un sens si la solu-
tion u est seulement une fonction de C''({2), contrairement a la formulation classique (2.1) qui
requiert que u appartienne a C2(£2). On pressent donc déja qu’il est plus simple de résoudre
(2.2) que (2.1) puisqu’on est moins exigeant sur la régularité de la solution.

Dans la formulation variationnelle (2.2), la fonction v est appelée fonction test. La formulation

18



2.1 Etude du probléme elliptiques linéaire Problémes elliptiques

variationnelle est aussi parfois appelée formulation faible du probléme aux limites (2.1).

En mécanique, la formulation variationnelle est connue sous le nom de principe des travaux
virtuels.

En physique, on parle aussi d’équation de bilan ou de formule de réciprocité.

Lorsqu’on prend v = u dans (2.1), on obtient ce qu'il est convenu d’appeler une égalité d’éner-
gie, qui exprime généralement ’égalité entre une énergie stockée dans le domaine (2 (le terme
de gauche de (2.2)) et une énergie potentielle associée a f (le terme de droite de(2.2)).

Soit u une solution classique (u € C?(£2)) et soit ¢ € C*(£2), multipliant par ¢ et intégrant
sur {2, on trouve :

—/Augoda:+/ug0dx:/fgodx, Vo € CH(12).
0 17 7

D’apres la formule de Green, on obtient :

/Vqupdx—/ @@dT—i-/ucpdx:/ fedz, Yo € C1(12).
0 a0 On 0 0

Mais, on a g—j; = 0, ceci donne :

/Vquod:z:+/u<,pd:c:/fgodw, Yo € C1(12).
5 ) 5

Comme u € C?(f2) on a Vu C CY(2) C C(2) C L*(12), de plus u € C(£2) C L*(£2), donc
u € HY (D).

Comme C'(£2) dense H'(£2), alors :

/Vqudx—i—/uvdx:/fvdx, Vv e HY(0).
Q o Q

Alors la formulation variationnelle du probléme (2.1) est :

{trouver ue HY (D) tq (2.2)

[ VuVvdz + [, uvdx = [, fvdz, Vv € HY(2).

Elle est de la forme a(u,v) = l(v) tq :

a(u,v)z/Vqudx—i—/uvdx.
o o

Et :

I(v) = /Q fodz.

Equivalence entre le probléme variationnelle et le probléme classique :

Soit u € H'(2), solution de (2.2).

Comme D({2) C H'(£2), on obtient :
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2.1 Etude du probléme elliptiques linéaire Problémes elliptiques

/Vquoda:+/uapdx:/fgpdx, Yo € D(£2).
o) 2 o)

Ensuite :

Ou

/Vquodx— gpdT+/ wpdr = / fpdz, Vo € D(£2).
o) 7} 7

a0 On

On a l'intégrale sur le bord est nulle, car ¢ est a support compact, donc :
/(—Au +u— f)pdr = 0.
Q
Alors :

—Au+u— f= pp.

Donc :

—Aut+u=f p.

Vérifications des conditions aux limites :

On applique une intégration par partie, on obtient :

—/ Augpz/ Vqupd:v—/ @godT.
Q [0 a0 On

Alors :
ou
VuVpder = — | Aup + —pdT. (2.3)
Q [0 a0 On
Comme a(u,v) = I(v), ceci donne :
/ VuVedr = / fodxr — / uvdz. (2.4)
0 7} 2

D’aprés (2.3) et (2.4), on obtient :

—/ Avdx+/ uvdm—/ fvdz + @vdT:Q
Q [0 2 a0 On

Mais par suit :

/ (—Au+u — f)vdxr + %vdT = 0.
2 a0 On

Et :

—Au+u—f=0.
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2.1 Etude du probléme elliptiques linéaire Problémes elliptiques

Ce qui donne :

/ (—Au+u — flvdx = 0.
17

Alors : 5
e dT = 0.
80 on

Donc :

2.1.2 L’existence et 'unicité

Le probléme variationnelle sous forme abstraite donc pour montrer qu’il admet une solution
unique, on applique le théoreme de Lax-Milgram.

% a(.,.) est continue :

la(u,v ]—|/ Vquda:+/ uvdz|

/qu|2dx /|Vv|2dx /|u|2dx§/|v|2dxé (C.9)
SHV“HL?(Q)||(VU)||L2(Q) + ||uHL2(Q)”U||L2(Q)7 (def de la norme)

<Nl vl o) + 1l @10l o)

<2full )1Vl 1)

Donc af(.,.) est continue.

% a(.,.) est coercive :

la(u,v)| :/(Vv)2dx+/(v)2dx
Q 12
=[| Vv ||2L2(.Q) + || Vv ||2L2(Q)

2
=l 1% a1 ().

Alors 3o = 1 tq a(v,v) < af v ||*,1, donc af.,.) est coercive.

% [(.) est continue :

ol =1 [ fods]
<[ 1rEani(f Jop i ©s)

2 2
<[ £l L2(Q)|| v || L2(2) (def de la norme)
<C|v ||2H1(_(2)(C = f ||L2(Q))-

Donc [(.) est continue.

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, le probleme (2.1) admet une solution unique
u € H'(£2) du probéme variationnelle (2.2) est appellé solution faible de probléme (2.1) .
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2.1.3 Résultat de régularité

Comme u € H(£2), alors u € L*(2) et Vu € L*(2) et on a f € C(2) et on ’a f € L*(12),
d’autre part Au=u — f € L*(2) car u € L*(2) et f € L*(£2) donc u € H*(02).

Comme Au € L%(§2), alors Au € LY(2) et u € HY(N2) — C(£2) et Au est continue (car

ue€ C(2)et feC(2)),doncue C*N).
Ainsi :

gu _ () sur o12.

=

{—Au +u=f dans 0.
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2.2 Etude du probléme elliptiques non linéaire
Soit 'hypothéses suivantes :

2 un ouvert borné de RY(N > 1) de frontiére 92 = 2\ £2.
a: {2 x R — R fonction de Carathéodory .
il existe a>0et 8>0tq :a<al(.,s) <[ p.petpour tout s € R.

On considére le probléme :

—div(a(z,u)Vu) +u = f dans 2

% =0 sur o12. (2:5)
on

2.2.1 Formulation variationnelle

En multipliant 1’équation :
—div(a(z,u)Vu) +u = f,

par un élément v € V) en l'intégrant, on obtient :

—/div(a(x,u)Vuvdx—i—/uvdx:/fvdx.
19 19 19

Gréace aux conditions aux limites et en utilisant la formule de Green, (2.5) devient :

/a(x,u)Vqudx—i—/uvdx:/fvdx.
Q Q o

La formulation faible du probleme (2.5) :

trowver  uwe€ HY () g
[ a(z, w)VuVvds + [,uvdr = [, fvdz, Yo € HY(02).

2.2.2 L’existence et ’unicité

Pour montrer I'existence et 'unicité de la solution v du probléme (2.6). On a pour u € L*(2)
le probléme (2.6) revient aux probléme linéaire :

trouver ue HY(N) tq 2.7)
[ a(z, w)VuVvds + [,uvdr = [, fvdz, Yo € HY(0). '
Donc :
a(u,v) = / a(z, u)VuVudz +/ uvdz,
0 0
et :

/ fudz.

On applique le théoréeme de Lax-Milgram (I’existence et 'unicité de probleme (2.7)) :
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% af(.,.) est continue :

la(u, v |—|/ a(x uVqud:c—l—/uvd:c\

<6/|Vu|2dx /|vv|2dxé /|u|2dxé/yv|2dxé (C.9)

<B | Vu |2l Vo 2y + | w 2@l v |22y, ((def de la norme))
<B Il ullar@ll v llave + v lla@ll v llaw

<max(1,5) || u || m )H v |l

Donc af.,.) est continue.

% a(.,.) est coercive :

a(v,v) :/Qa(x,u)(Vv)devL/dex

0

&/(VU)Qd.I-i-/ v?dx
o 7

>a || Vo llZa) + v 22

>min(1,a) || v ||§11(n) :

D’ou la coercivité .

% [(v) est continue :

(v)

I
S
~
S
oW
=

g(/g\f\z d:c)%</9 [v[? de)z, (C.S)
< fllee@ll v llz2 o)

D’ou la continuité de [(v).

Donc d’apres le théoreme de Lax-Milgram, ce probléme admet une solution unique.

On pose T'(u) =u tq T : L*(2) — L*(02) .
Un point fixe de T" est une solution de probleéme (2.7), pour démontrer I'existence d’un tel point
fixe, on va appliquer le théoreme de point fixe de Schauder.

® {T(u),u € Br} est relativement compact dans L?({2) puisque :
Br ={u € L*(2), | ullz2) < R},
on a i, — u dans L*({2) et

Br = {u, € L*(2), || tn ||12(2) < R} alors :

/a(x,@)Vuandaz—F/unvdx:/fvdx.
o 0 0
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On prendre T'(u,) = u, = v ceci donne :
u)VT(u,)VT(uy,)d T(u,)T (U, )dx| = T (uy,)d
| [ e )T @)V a)do + [ T T @i =] [ Tl
]/ a(z,w)VT(uy,) dac+/ T (t,)*dz| —|/ [T (ty,)dx|

/|VT ) |da;+/|T i) |dx</|f |dz%/| T(u,)|*dz)?

o || VT(@n) 72y + I T(n) 22y < | f e @)ll T(@n) llz2e)
min(L, ) | T(wn) i< || f ||Loo ) T (@) [0

I 7)< s | e

Donc T est bornée dans H'((2).

D’apres le théoréme de Rellich, {T'(#),u € Bgr} est relativement compact dans L*(£2) .

¢ T continue :
Soit (uy,), est une suite bornée de H'(f2), on peut extraire une sous suite notée aussi
(Un)n tq U, — u dans H'(£2) faiblement, donc u,, — u dans L*(§2) . D’aprés réci-
proque partielle de convergence dominée : On a u € L?(2) et u, — u dans L*({2),
alors on peut extraire une sous suite notée aussi (uy,), tq : (u,), —> w p.p et :

I vn | =Il T(tn) |51 mm(l ) | f Iz

D’autre part on a : @, € L*(2) tq: (u4,), — @ dans L*(§2), d’apres réciproque partielle
de convergence dominée : on peut extraire une sous suite notée aussi (), tq :
Comme a bornée alors : a(z,u,) — a(z,u) p.p et a(z,u,) < § pp. Donc d’apres le
théoréme de convergence dominée on trouve : a(x,u,) — a(z, @) dans L?(2).

En effet, soit v € H'(2), on a :

/a(az,un)Vuand:v+/unvd:E:/ fudx.
Q Q Q

En passant a la limite, on obtient :

/a(w,u)Vqud:p—l—/uvdx:/fvdx.
Q 0 o

Donc T continue dans L?({2).
D’apres le théoreme de point fixe de Schauder T" admet un point fixe tq 7'(z) = u, alors
il existe une solution unique.
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CHAPITRE 3
PROBLEMES PARABOLIQUE

Introduction :

La méthode de Faedo Galerkin est une méthode approximative, trés générale et tres robuste.
Le principe de cette méthode est basé sur 'idée de remplacer I'espace séparable infini V' par
autreV,, finie .

Dans ce chapitre, on considere un probleme aux limites linéaire et autre non linéaire. En utilisant
la méthode de Faedo-Galerkin ainsi qu’un résultat de compacité, on démontre l'existence et
I'unicité d’une solution faible du probleme .

3.1 Problemes parabolique linéaires

Résolution d’un probleme modele par la méthode de Faedo Galerkin :

On va considérer ici le probleme modele qu’est I’équation de la chaleur. On se donne une
fonction uy définie sur (2 et une fonction f(t,z) (source de chaleur) définie sur [0,7] x {2 et il
s’agit de trouver une fonction u(t, z) solution de :

up—Au=f dans 02x]0, T
u=0 sur 002x]0, T (3.1)
u(.,0) = ug sur (.

Physiquement, la fonction u (¢, x), solution du probleme (3.1) représente la température au
temps t et en un point x d’un corps (2 initialement porté a la température ugy, dont le bord est
maintenu a une température de 0 et soumis a la source de chaleur f. On va donner pour ce
probleme linéaire un résultat d’existence et d'unicité de solution faible.

3.1.1 Existence de la solution du probleme
Formulation variationnelle :

En se servant de fonctions et de cadres particuliers, nous pouvons transformer le probleme
(3.1) en un, probléme moins exigeant en régularité et plus facile & manipuler pour la suite. Le
principe est le suivant :

Nous faisons jouer a la variable de temps ¢ et la variable d’espace x des roles différents.
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On considere ainsi la fonction u(z,t) comme une fonction du temps, a valeur dans un espace
fonctionnel en x, et on prend comme fonctions tests, des fonctions qui dépendent seulement de

la variable x.

En premier, multiplions 1’équation de la chaleur (3.1) par une fonction test v € V = L2(]0, T'[, H}(£2))
qui s’annule sur le bord 92 et intégrons sur (2.

On obtient alors :

/utvdaz—/ Auvdr = / fudx, Vo € L*(]0, T[, Hy (£2)).
Q Q Q

En intégrant par partie, selon la formule de Green, le deuxieme terme de gauche, on obtient :

/ wvdx +/ VuVuvdx — —vdF / fodzx, Vv € L*(]0,T[, Hy(£2)).
2 2 o0 9N

Sachant que v = 0 sur 942, on a :
/ uvde +/ VuVudr = / fvdz, Vv € L*(]0,T[, Hy(£2)). (3.2)
2 Q Q

Notation :

Dans cette partie, nous déterminerons le cadre idéal a I’étude de notre probleme modele.

Les équations de la chaleur étant des E.D.P d’évolutions.

On montre facilement pour tout ¢ € [0, 7. Il serait convenable de prendre u = u(z,t) comme
une fonction en ¢ a valeur dans un espace de Hilbert V :

uw:[0,T] —V

Les conditions de Dirichlet homogenes (u(t) = 0 sur 9§2) nous impose a prendre V = H},
comme espace de u(t).

En regardant la premicre intégrale de (3.2), ou serait tenté de prendre w; dans L?(2). ce
qui ne serait pas judicieux compte tenu du choix de u(t) dans V' = H{(£2). De plus, on a
Au(t) € H71(£2). On peut donc en déduire que, H'(£2) est I'espace le mieux approprié pour
Uy

Par conséquent, on peut interpréter la premieére intégrale de (3.2) comme : (us,v). Ou (.,.)
désigne le crochet de dualité entre H1(2) et H}(£2).

L’hypothése raisonnable sur f est f € L*(]0, T, L*(£2)), on peut conclure que : u € C([0,T], L*(£2)),
et, u(0) aurait un meilleur sens dans L*((2).

Théoréme 3.1 (Faedo-Galerkin) :
Soit 2 un ouvert borné de RN, T > 0 et uy € L*(§2), on identifie L*(£2) avec son dual et on
suppose que f € L*(]0,T[, H1(02)). Alors, il existe un et un seul u tel que :

u € L2(]0,T[, H (£2)),u, € L*()0,T[, H'(£2)), (on a identifié L*(£2) avec (L*(£2))").
fOT<ut,v)H_17H&ds - fOT [, VuVuds = fUT<f, V) -1, mads, Vo € L*(]0,T[, Hi(£2)).
Vo € L2(]0,T[, Hi($2)).
u(0) = ug p.D-
(3.3)
Construction du probleme en dimension finie :

L’idée, pour ce démontrer ce théoreme, est de résoudre d’abord le probleme dans des es-
paces de dimension finie, on pourrait le faire par exemple avec des espaces d’élément finis, mais
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3.1 Probléemes parabolique linéaires Problémes parabolique

c’est plus simple en utilisant une base hilbertienne formée de fonction propres du Laplacien,
c’est-a-dire une base hilbertienne de L?({2), notée {e,,n € N*} t.q. e, est (pour tout n ) une
solution faible de :

—Ae, = Mén dans (2,
e, =0 sur 02,

avec A\, € R .
La famille (e,), € N est une base hilbertienne de L?({2) et vérifie :

en € HY(92)
Jo Ve, Vodr =X, [,eqvde, pour tout v € Hg(£2).
Avec A\, > 0 pour tout n € N* et lim \, = +o0.

n—oo

Comme (e, )nen+ est base hilbertienne de L?*(£2), on a pour tout w € L*(2), w = Z (wlen)aen

neN*
n

au sens de la convergence L?*(f2) (cest -4- dire que Z(W‘€i>2€i — w dans L*(£2) quant
i=1

n — 00).

On va montrer maintenant que la famille (e,/vAn)nen+ est une base hilbertienne de Hg(£2).

On remarque tout d’abord que pour tout n,m > 1, on a :

/ Ve, Ve, dr = )\n/ enCmdT = AOp .
Q Q

On en déduit que (e, | €m) i) =0sin#met:

en Ve, Ve,,
| 7 = /Q)\—ndw =L

Puis en remarque que l'espace vectoriel engendré par la famille (e,)nen+, noté ev{e,,n € N*},
est dense dans Hy(£2). En effet soit v € Hy(£2) tq (v | en)pi() = 0 pour tout n € N*, On a
donc :

0= (v| en)H&(Q) = /QVenVde = )\n/genvdx.

Comme (€,)nen+ est une base hilbertienne de L?(§2) et (A, # 0 pour tout n € N* ), on en
déduit que v =0 p.p. Ceci montre que orthogonal dans H}(£2) de ev{e,,n € N*} est réduit
a {0} et donc que ev{e,,n € N*} est dense dans H{(f2). Finalement, on obtient ainsi que la
famille (€,/v/An)nen- est une base hilbertienne de HL(£2).

La démonstration est basée sur la méthode de Faedo-Galerkin qui consiste a réalise les trois
étapes suivantes :

» Recherche de solutions approchées, (construction d’une suite de solutions du probléme
dans un sens fini).

» On établit, sur ces solutions approchées, des estimations a priori.

» On passe a la limite, grace a des propriétés de compacité.
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Etape 1 : Construction de la solutions approchées :

Soit n € N*. On pose E,, = ev{e,,p = 1,..n}. On cherche une solution approchée u,, sous

la forme u,(t) = Z a;(t)e;, avec a; € C([0,T],R). En suppose que les «; sont dérivable pour
i=1
tout ¢ (ce qui n’est pas vrai, en général), on a donc :

=S dlte
=1

de sorte que, pour tout ¢ € Hy(£2) et tout ¢ €]0,T[, on a (compte tenu de l'injection L?({2)
dans HJ(£2),

(tn(£), ©) 1.3 = Za / expde.

D’autre part, pour tout ¢ € [0;7] on a :

—Auy,(t) Z a;(t)Ae; = Z i (t)e; dans D*(£2) et dans H_l(Q),
i=1

c’est-a-dire, pour tout ¢ € Hl(Q)

(—Aun(t), ©) g “L(2),HL(Q) = /Vun V@dm—Z)\az /Qeigod:p.

=1
Enﬁna comme f € (]07 T[? H_1<“Q))7 on a pour tout ¢ € H6<Q)7 <f()7 90>H—1(Q),H6(9) € LI%{(]Oa TD
La quantité (f(t), ¢)g-1(0), Hi(02), est donc définie pour presque tout ¢ et on obtient finalement,
pour presque tout ¢ et pour tout ¢ € H} ().

n

(u, (t) — Ay (t) — f(2), ) H-1(2),HI(Q) = Z(@;(t) + )\iai(t))/ eipdr — (f(t), 0)m-1,11(0)-

i=1 £
Pour obtenir u,,, une idée naturelle est de choisir les fonctions «;, pour que :

(u, (1) — Auy(t) — f(1), ) a-1(2),832) =0,
pour tout ¢ € E,. En posant f;(t) = (f(t), ei>H71(Q),H3(Q), ceci est équivalent a demander pour
tout i € {1,...,n}, /
o, (t) + Niai(t) = fit).
Résolution de I’équation :
> Partie homogene :

on pose :
y = o4(t),
alors :
Yy + /\iy 0
y/ =—\y
dy
Z— N\
dt Y
d
Y\t
Yy
In(y) =— Nt +c¢
—)\it—l-c
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donc :

Yn = e it

> Solution particulier : on pose :

Yp = a(O)e—/\t

alors :
Yp = (e = Ny (t)e ™,
yl + Aiyp = fill),
g (t)e ™ = Nag(H)e ™+ Nag(t)e ™ = fi(1),
a;(t)e ™" = fit),
a(t) = = fi(t)e ™,
= / fils)eN®
0

on obtient :

alors la solution générale : y = y, + v,

donc :
y:ai(t it 0 /fz

En tenant compte de la condition initiale et en posant a§°)

prendre :

= (uple;)2, ceci suggere donc de

t
a;(t) = aoe“—l—/ e MU £1(s)ds. (3.4)
0

Les fonction «; ainsi définies appartiennent a C'([0,7],R) et on a donc :

u, € C([0,T), E,) C C([0,T), Hy(12)) avec u,(t) = > _ a;(t)e;.

=1

Précision sur la dérivée en temps :

n
Soit n € N* et u, la solution approchée qui donnée par w,(t) = Z a;(t)e;. Les fonction «;
i=1
ne sont pas nécessairement dérivables. On va préciser ici ce que vaut la dérivée par transposition
de u,. On va noter cette dérivée (u,);. Par définition de la dérivation par transposition, (u, )
est un élément de D}, avec E = Hj(02).
Soit ¢ € C(]0,T[,R) on a :

(s @) = — / un ()¢ (Dt € B, € HL(12).
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n
Comme u,(t) = Z a;(t)e;, on a donc :
i=1

n

(e @) oyp = — S aultess (Dt = — 3 / ai()g (t)d)e.

=1 =1

On utilise maintenant (3.4),

T
/ ai(t)g (Dt = T, + S,
0
avec .

T T
T, = / alVe ity () dt = / ol Ne No(t)dt
0 0

S; = /0 T( /0 t e =) £ (s)ds) @ (t)dL.

Pour transformer S; on utilise le théoréme de Fubini :

S; :/o (/0 1[0,t](5)6_/\i(t_s)fi(3)d$)90,(t)dt:/0 (/0 Lo,y (£)e N (1) dt) fils)ds

- /OT< / TN (1)) fu(5)ds = /OT< / Ne D) o(t)dt) fi(s)ds — / () fls)ds

T t T
= [ ([ xe g - / ot) filt)dt
On en déduit que T; + S; = fOT o (t)p(t)dt — fo fi(t)p(t)dt, et donc :
no a7 n T
(e o0 = =3 / Nau(t)esp(t)dt + Z< / fit)esolt)t

pour tout ¢ € C°(]0,T[,R), on a :

— Z )\iaiei + Z fiei € LQ(]O, T[, En)
i=1 =1

Ce qui peut aussi s’écrire, avec (") = E fiei,

(un): = Au, + f* € L*(]0,T[, E,) C L*(J0,T[, Hy(£2)) € L*(]0, T[, H *(£2)).

Soit maintenant v € L2(]0, T[, H}(£2). Comme (u,); € L*(]0, T[, H~(£2)),
on a <(un)t7U>H*1(Q),H§(Q) e L'(]0,TY) et

T T n T
/ ((un)e; V) -1(2), 1L () = —/ / Vu, Vodzdt + Z/ / fiesudadt.
0 0o Jao — Jo Jo

Ceci donne, en revenant a la définition de f;,

T
/ ((un)e, ) r-1(02), 52 dt—i—/ /Vuandxdt Z/ 1(0),H (2 )(/ e;vdx)dt
0 7

n

_ / (£, S (0ler)aes) 2oyt

0 i=1
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On note P, 'opérateur de projection orthogonale dans L*(f2) sur le s.e.v E,,.

L’opérateur P, peut donc étre vu comme un opérateur de L?(£2) dans H}(02) (car E, C H}($2).
On note alors P! I'opérateur transposé qui est donc un opérateur de H—(§2) dans (L?(§2))" qui
est lui méme identifié & L?({2) et est aussi un s.e.v. de H~'(£2) . On obtient alors (pour tout
ve L2(0,T[, HY(2))

T T T
/0 <(un)t7U>H1(Q),Hé(Q)dt+/o /QVuandxdt :/ f PU H 1 ),Hé(Q)dt

. (3.5)
:/ Ptf U H-1( ),Hé(ﬂ)dt

On a aussi u, € C(]0,T[, H(£2)) et u,(0) = P,uq.

Etape 2 :Estimations a priori :

Pour n € N*, on a u,, € C(]0, T[, H}(2)) C L*(J0,T[, H(2)) et
(un): = Au, + f ) ¢ 12(]0,T[, H~'(£2)) . D’aprés le lemme 1.2, on a donc :

i
3 1)) B =51 (o) 1= [ (et syt

En prenant v = u,, dans (3.5), on en déduit :

1 1 T T
3 1)@ =5 N+ [ [ 1V P dode = [0 Po) oot
0 0

donc :

T
| wn ||L2 (10, T[HL(£2) / / | Vu, |2 drdt < - || Uo ||2 / (f, Pnun>H*1(Q),H3(Q)dt‘

On en déduit, en remarquant que P,u,, = u,,

1
| un “%2(]0,T[,H3(Q))§§ | uo |5 + / (fsun) - L), HL (@)t

<5 luo s + I £ lezgo sl wn llz2gormye)
1
§§ | uo I3 +§ | f H%mo,:r[,Hfl(n)) +§ | wn Hi?(}o,T[,Hé(.Q)) :
On a donc :
| un ||%2(}0,T[,H3(Q))§H uo I3 + |1 f ||%2(]0,T[,H*1((2)) :

Ce qui donne aussi :
| un HL2(]0,T[,H5(Q))§H ug fla + || f HLQ(]O,TLH—I(Q)) :
Comme (u,); = Au, + Py f (égalité (3.5) ) et que || Pyw || gao)<I| w || g1(e) pour tout
w € H}(£2), on obtient aussi une borne sur (u,); :
| (un)e (20 rpm-1(2) < Un lL2go, 32 + || T lL2qorm-1(2)) -

et donc :
| (un)e lzzqorp -1 @) <l wo lla +2 1| f [lz2q0.715-1(02)) -

La suite (u,)nen+ est donc bornée dans L?(]0, T'[, Hi(§2)) et la suite ((u,)¢)nen+ est bornée dans
L*(]0, T[, H~'(12)).
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Etape 3 :Passage a la limite :

Grace aux estimations obtenues a 'étape 2, on peut supposer, apres extraction éventuelle
) ’
d’une sous Suite, quand n — +00,

u,, — u faiblement dansL?(]0, T'[, Hy(£2)),

(un); —> w faiblement dansLQ(]O,T[, H’l(Q)),

et les estimations sur u, et (u,); donnent aussi les estimations suivantes sur u et wu; :
| wn HL?(]O,T[,H&(Q))SH uo flo + || f HL2(]O,T[,H—1(Q))7

| (e lezqorpa-12) <l wo l2 +2 || f [lz2q0.1,5-1(2)),

Nous allons montrer tout d’abord que w = wu; (puis nous montrerons que wu est solution de
= Au + f au sens demandé par (3.3)).
Par définition de wu;, on a, pour tout ¢ € C°(]0,T[,R),

/0 ur(t)p(t)dt = — / u(t)g (£)dt.

Pour démontrer que u; = w, il suffit donc de montrer que 1'on a, pour tout ¢ € C°(]0,T[,R),

/0 w(t)gp(t)dt:—/o u(t)g (t)dt. (3.6)

On rappelle que le terme de gauche de 1'égalité (3.6) est dans H~1(£2) alors que le terme de
droite est dans H{(£2). Cette égalité utilise donc le fait que Hj(£2) € H~(£2), cette inclusion
étant due au fait que nous avons identifié (L?(£2))" avec L*(£2).

Soit donc ¢ € C°(]0, T'[,R). Nous allons montrer (3.6), pour ) € H}(2), on considére I’appli-
cation S de L?(]0, T[, H}(£2)) dans R définie par :

T
S = [ (= [ vl @atypards pour v € L0, T} HY(2).
2 Jo
L’application S est linéaire continue de L*(]0, T[, H}(£2)) dans R . Comme u,, — u faiblement

L*(]0, T, H}(£2)), on a donc S(u,) — S(u) quand n — +o0. Pour v = u,, et pour v = u, on
a:

S(w) = (- / o(t)g (D)dt) | )y = — / o(6)6 (Ot ) sy e

On a donc, quand n — +o00,

T ’ T !
_</ un(t)p (t)dtuw>H*1(Q),Hé(Q) — _</ u(t)y (t>dt71/)>H*1(Q),Hé(Q)'
0 0

On utilise maintenant le fait que — fOT (¢ fo Up )t t)dt (par définition de (u,)¢).
On a donc :

( / (e (D)t )1y ) —> / w(t) ()it ) -y iy

On considére maintenant application S de L2(]0, T[, H~1(£2)) dans R définie par :

S(v) = </O v(t)p(t), V) -1(0),H1 (2) POUT U € L*(]0,T[, H(£2)).

33



3.1 Probléemes parabolique linéaires Problémes parabolique

L’application S est linéaire continue de L2(]0, T'[, H~1(£2)) dans R. Comme (u,,); — w faible-
ment L2(]0, T[, H~1(£2)), on a donc S((uy,);) — S(w) quand n — +o00, c’est-a-dire :

</0 (un)e(t)p(t)dt, V) (), 11 (2) — (/0 w(t)p(t)dt, ¥) g-1(0), 0 (2)-

On en déduit que pour tout ) € H}({2), on a :

~ / Wt (O, ) sy 3 (2) = </0 W(t)p(£)dt, 6 -1 )

On a donc bien montré que —fOTu t)dt = fo @(t)dt pour tout p € C=(]0,T[,R),
cest-a-dire que u; = w. Nous savons donc que uy, —> u falblement dans L%(]0,T[, Hy(£2)),
et que (u,); — u faiblement dans L*(]0,T[, H '(2)). Pour montrer que u est solution de

= Au + f au sens demandé par (3.3), il suffit maintenant de passer a la limite dans (3.5).
Soit v € L*(]0, T[, Hi(£2)), on a pour tout n € N*, selon (3.5),

T T T
/ ((wn)e, v) g-1(2), 11 () At +/ (un | V) g1yt = / ([ PnV) H-1(0), 13 ()AL
0 0 0

Les deux termes de gauche de cette égalité passent a limite quand n — 400 grace aux
convergences de u, et (u,):. Pour le terme de droite. On remarque que P,v(t) — v(t) dans
Hy(£2) pour presque tout ¢ et || P (t) || g1y <Il v(t) || m3(2) pour presque tout ¢. Cela permet
de passer a la limite dans le terme de droite, par le theoreme de convergence dominée. On
obtient ainsi :

T T T
/0 <(u)tav>H—1(Q),Hé(Q)dt+/(; (U\U)Hg(n)dt:/o (fs0)a-1(0), 13 (2)dt-

Ce qui est bien le sens souhaité dans la formulation (3.3). Il reste donc seulement a montrer
que u(0) = ug D.p.

Corollaire 3.1 Soit u € L*(J0,T[, H}(2)) et uy € L*(]0,T[, H'(£2)), alors u(0) = uy dans
[2(90).

Démonstration : Comme u € L*(]0,T[, H}(2)) et u; € L*(]0, T[, H~(£2)), on sait que
u € C([0,T], L*(£2)) (voir le lemme (1.2)).

On a u(t) — u(0) dans L?(£2) quand t — 0. On a aussi que u,(0) = Zago)ei — ug dans

i=1
L?(2) quand n — +oo. Pour en déduire que u(0) = uy, il suffit de montrer que la suite (t, )pen-
est relativement compacte dans C'([0,T], H~!(£2)). En effet, si la suite (u, )nen+ est relativement
compacte dans C([0, T, H(£2)), il existe w € C([0,T], H~(£2)) et une sous suite, encore notée
(tn)nent, t.q. u,(t) — w(t) dans H~*(£2) uniformément par rapport a ¢t € [0, 7] (et donc aussi
dans L*(]0,T[, H*(£2)). En particulier, on a donc w(0) = uy. Mais, on sait déja que u,, — u
faiblement dans L*(]0, T, H}(£2)) et donc aussi faiblement dans L(]0,T[, H'(£2)). Par unicité
de la limite, on a donc w = w p.p. sur |0, 7] et donc u(t) = w(t) pour tout ¢t € [0,7T] car u et w
sont continues sur [0,7]. On obtient ainsi, finalement, u(0) = w(0) = ug. Il reste montrer que
la suite (u,)nen+ et relativement compacte dans C'(]0, T[, H~'(2)). Par le théoréme d’Ascoli, il
suffit de montrer que :

(1) Pour tout t € [0

[
(2) || un(t) = un(s) ||z-1(2— 0, quand s — ¢, uniformément par rapport a n € N* ( et
pour tout ¢ € [0, 7).

T, (un(t))nen= est relativement compacte dans H*(£2).
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Par démontrer (2), on utilise la fait que (u,); € L*([0,T], H '(£2). Le lemme (1.2) nous donne
que pour tout ty,ty € [0,T],t; > to, et tout n € N*, on a (dans H~1(£2)),

Un(t1) — up(tz) = / 1(un)t(s)ds,

to

et donc :
T

[un(tr) = un(ts) 1)< / I (un)i(s) 1) ds S(/ | (un)e(s) 720 Vi — B3

to 0
< (un)e z2qorpa—1(2)) Vi — ta.

Comme la suite ((y,)¢)nen+ est bornée dans L]0, T[, H~'(£2)), on en déduit bien que

| wn(t) = un(s) ||g-1(2)— 0, quand s — ¢, uniformément par rapport a n € N* (et pour tout
t € [0,T] ). Pour démontrer (1), on utilise encore le lemme (1.2). Comme u € L]0, T[, H}(£2))
et u; € L*(J0,T[, H*(£2)), on a pour tout ¢,s € [0, 7],

Fun(t) 2= un(s) II2 +2/ [{(un)e (&), un(€)) 1), 113 () 16,

donc :

[l (£) 15 [ un(s) I12 +2/ [((un)e(€), un(€)) ir-1(2), 13 (2) 1€,

< N un(s) 113 +2 1 (un)e z2gorra-1pll wn 2o ryag ) -
En intégrant cette inégalité par rapport a s sur [0,7], on en déduit :
T || un(t) 1551 n (I72qo 220y 2T I ()i 2ot copll wn | r2gormice)) -

Ceci montre que la suite (u,(t))nen+ est bornée dans L?(£2) pour tout ¢ € [0,7] (et méme
uniformément par rapport a t). On en déduit que la suite (u,(t))nen+ est relativement compacte
dans H~1(§2)) pour tout ¢ € [0,T]. On peut donc appliquer le théoréme d’Ascoli et conclure,
que u(0) = ug p.p. Ceci termine la démonstration du fait que u est solution de (3.3) et donc la
démonstration de la partie existence du théoreme 2.1.

3.1.2 Etude ’unicité de la solution

On montre maintenant la partie unicité du théoreme 2.1.

Lemme 3.1 Le probléme (3.3) admet une solution unique.

Démonstration
Soit uy, us deux solution de (3.3). On pose u = u; — uy. En faisant la différence des équations
satisfaites par u; et us et on prenant, pour ¢t € [0,7],v = Uy0,¢] COMIMeE fonction test, on obtient :

/Ot<Ut(S),U(S)>H1(9),H3(Q)ds + /Ot/QVU(S)VU(s)dde o

Comme u € L*(]0,T[, Hi(£2)) et u, € L*(]0, T[, H~(£2)), on a d’apres le lemme (1.2),
1 t
5l u(@) 115 =1 u(0) 115) :/0 (ue(s), u(s)) p-1(0),my(2)ds-

On en déduit, pour tout ¢ € [0, 7],

| w(t) |7 — || w(0) |3 +2/0 /QVU(S)VU(S)dZL‘dS =0. (3.7)

Enfin, comme u(0) = 0, on obtient bien, finalement, u(t) = 0 p.p . dans {2, pour tout ¢ € [0, T].
Ce qui montre la partie unicité du théoreme 2.1.
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3.2 Problemes parabolique Non linéaires

Pour une équation parabolique non linéaire on considéré le probléeme au limites de valeur
initiale suivant :
Soit {2 un ouvert borné de R et @ = 2 x (0,7"). On considere le probleme suivant :

up — div(a(x,t)?) +ud —u= f(z,t) V(z,t) € Q

x
u=0 sur 062x0, T (3.8)
Ug—g = Ug sur {2,

ou

4 u représente le vecteur du deplacement.
4 f représente la densité des forces extérieures.

4 o une fonction donnée.

Le but de ce chapitre est d’étudier une fonction v = u(z,t), z € 2, t € [0,T] a valeurs réelles,
solution du probleme (3.8) sous certaines hypotheses (H) définit par la suite. Afin de bien poser
le probleme, et pour avoir les outils pour le résoudre, on a besoin d’introduire quelques notions
et quelques espaces fonctionnels qu’on utilisera ultérieurement.

On définit I'espace V par :

V = HNQ) N L)

O l'espace V' muni de la norme || v [lv=|| v |g1(2) + || v [[1(2) est un espace de Hilbert.
Rappelons que :

H}(2) = D(2) dans H'(2) =v € H' (1), v=>0 sur 7.

Ou 7 est la frontiere de {2, on suppose qu’elle est assez réguliere.
Notation :
pour simplifier I’écriture, on pose :

u(z,t) =u , f(z,t) = f.

On est maintenant en mesure de formuler de fagon précise le probleme (3.8) pour 'étudier, on
aurra besoin des hypotheses suivantes :

f e L*0,T, L*(1)), (H.1)
(H): {up € H{(2)NLY2), (HZ2)
a€ C(2x(0,T)). (H.3)

Définition 3.1 La solution faible du probléme (3.8) est une fonction qui vérifie :

1. we L0, T; HY(2)) N L=(0, T; HY (1))
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2. u admet une dérivée forte gt € L*(0,T; L*(92)).

3. u(0) = up.
4. L’identité, (a(u,v) =1(v)) .

3.2.1 Existence de la solution du probleme
Formulation variationnelle :

En multipliant I’équation

- div(a(x,t)%) +u? —u = f(z,1),

par un élément v € V' | en l'intégrant, on obtient :

4 Ou 3_ _
/Qutvdaz /de(a(x,t)ax)vdm—k/n(u u)vdx /Qf(a:,t)vdx,

Gréace aux conditions aux limites et en utilisant la formule de Green, (3.10) devient :

(10,0) + au,0) + (6, 0) — (u,0) = (fi0) Vo eV.
Ou (.,.) désigne le produit scalaire en L*(2) et :

a(u,v):/ﬂa(:p,t)%%dzx,

I’application a : V' x V — R est une forme bilinéaire continue et coercive. En effet :

v  Bilinéarité : bilinéaire immeédiate.

v Continuité : Vu,v on a :

uv]</\a Guav‘d

<ar [ [5G0 1de

d’apres I'inégalité de Cauchy Schwartz on trouve :

ou ov

la(u, v) <ar || 2 lrxo)ll 5 o) do

<a || u HHl @llv HHl

<ay [ ullviivllyv-

v Coércivité : 3a>0,Yue V ona:
ofu, )] = [ ale. )5 Pds

>a0/ ]—] dx,

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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ol ap = min a(x,t), d’apres I'inégalité de Poincaré il existe une constante ag > 0 telle

(z,t)eQ
que :
)
a(u,w)] 222w o= L iy
ou o = 4,
Qo

La démonstration de I'existence de la solution du probleme (3.8) est basée sur la méthode
de Faedo-Galerkin qui consiste a réaliser les trois étapes suivantes :

» Recherche de solutions approchées.
» On établit sur ces solutions approchées des estimations a priori.

» On passe a la limite, grace a des propriétés de compacité.

Etape 1 : Construction de la solutions approchées :

L’espace V est séparable, alors il existe une suite wy,ws, ..., w,,, ayant les propriétés sui-
vantes :

Vm, wy, Wa, ..., Wy, sont linéairement indépendants. (3.12)
Vin = (w1, wa, ...y Wiy est dense dans V.
En particulier :
Vo € V= F(agm)m € N, @, = Zakmwk — o, lorsque m — +o0. (3.13)

k=1

L’approximation de Faedo-Galerkin consiste a chercher pour tout entier m > 1, une fonction :

vérifiant :

[
=
=
&
=
<C
oyl
I
\.l—‘
s

{um(t) eV, Vte[0,T]
(i ())es wi) + altm (t), wr) + (uf, (t), wi) — (wn (), wi)

On a:
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et :

on a aussi :

:Zaim,wi(x).

i=1
On obtient un systeme d’équations différentielles non-linéaires du premier ordre :

Z(wi, wk)agitm (t) + Za(wi,wk)gim(t) + (B, (1), wr) — (um(t), wy) = (f(2), wp)
;z_m(()) = Qim Vi :li L.

(3.15)

On considere les fonctions :

g = (G1m()s oy Gmm (1)); frn = ((Frw1), ooy (fwm)), O = (i, (), w5) — (i (), wi1<j<m,
et les matrices :

B = ((wi, wj) r<ijm, Am = (a(wi, wj))1<i j<m-
On écrit le probleme (3.15) sous forme matricielle, on trouve :

m(0) = (Qim)1<i<m.

Comme les entrées de la matrice B,, sont linéairements indépendantes alors detB,, # 0 donc
elle est inversible, alors g,, est la solution de :

Yim (4) + Byt A + B Croy = Bl fin

9m(0) = (im)1<i<m-

Grace a la méthode des itérations usuelles de Picard utilisée pour les équations différentielles
ordinaires, on peut conclure qu’il existe un t,, dépend de m tel que dans l'intervalle [0,%,,] le
probléeme (3.16) admet une solution locale unique, 1’estimation & priori qui suivent montrons
que t,, =T.
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Etape 2 : Estimation a priori :
On multiplie 1’équation de (3.12) par g, (t) et on somme sur k, on trouve :

Z((Um( )t Wi) Grern (t +Za ), Wk ) Grem (T +Z ), W) G (1) —
k=1 k=1

k=1

NE

(Um (1), wi) gem (t)

b
Il
—

(f(8), W) grm (1),

I
NE

i

1

comme a(u,v) fg z,t) g—%dx alors on obtient :

k=1 9

—kz:;/gumwkgkm(t)dw = ;/Qf(t>wk9km(t)dx

Alors :
Ou,, 8um 3
| (o (8))etim (t) + a(w, £) === = &t ()t (£) =t (1 (8) =] fum () |,
donc :
Ou,, 8um

| (o (0)etim () | + @, ) === | 4 | (um () [+ [ () (0) =] Srum(2)

on’a (um(t)); et s’éerit : (un(t)); = 2 (um(t)) ceci donne :

10 Oy,
> 2l gy a0 1| 52 Wy + i [y + 1t P -
On trouve que :
10 8um
> 55 M [1z2g0) a0 | = gy + | um 2oy + 1| tm 22y < (s um),

2
on l'intégre de 0 a t et en applique I'inégalité de Young, on obtient :
t
3 ” Um HL2 +aop fo | aum HL2 dr + fo | tm |]‘i4(m dr

= 3 fo | f(r L2 Q) — 3 fo |t (7 ||L2(Q) +2 | uo || Q)
ce qui joint a (H 1), (H. 2) on déduit I'existence d’une constante C' indépendante de m telle
que :

t t t
ou
it Wy 200 |1 G2 Wy dr +2 [ Wy d+2 [ 11 [y

T.
<Ct [ lun(r) [

On déduit dong, en particulier que :

T
|t (200 < C + / | o (7) 2
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d’apres le lemme de Gronwall, on obtient :
| H%Q(Q)S Cel constante independante de m,

on obtient, donc :
| H%OO(O,T,LQ(Q) + || ||%2(0,T,H3(Q)§ Ch. (3.17)

Ou C constante indépendante de m.

Ensuite, on multiplie ’équation de (3.14) encore une fois par g,, (t) et on somme sur k, on
obtient :

D (W)t i) G (1) + D @t (8), 08) G (8) + Y (15 (), 0) G () = D (W (1), 1) G (1)

k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
e 8 m OWg - /
§j/“%”wwW‘dx+§j/' - i%mmaMm+§j/%&wwmuwx
k=171 k=11
3 [ tngitde = Y [ 100 wigl 1)
k=14 k=179

Donc, il vient :
- /Qf (tm el (3.18)

En plus, on a :

0
571 (0. 1 (0)] =

)
ot
/Q d(z,1) < > da:+2/9 alz,t) (a;;) (a;—;)tdx.

awamwmm»=§awwﬁmW@ﬂ—§Ld@ﬁ(%g)dm (3.19)

Moyennant (3.18) , (3.19) , on trouve :

D’ou :

10 10 10
I ) gy +5 g [0im®), um(®)) + 357 11 im Wacy =557 |t e

= (f(t),<um)t>+%/9a’(x,t) (%)2@.
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En intégrant sur (0,¢), et en utilisant 'inégalité de Young et la coercivité de af(.,.), il vient :

10
/ | o) s+ [ a5t + 15 1 ) o

2
—= ||um( 17200 dT—//f (tum)¢(T)dxdr + = // (z,1) <8um> dxdr,

ceci donne :

2
2| (um)e (72007 0202y +0 | tm(t) ||§13(9) T |t (t) 7402 + 1| wm (t) 1720

T ) T T ) O\
< [0 By [ w0 Ny ar o+ [ [ o) (2 aoar (3:20)

1
(U (0), um(0)) + 5 [ tm(0) 70 + | #m(0) 720
Comme a(x,t) € C1(£2 x (0,T)), donc :

/ / z,1) (a“;) dxdr <a2/ /<aum) dwdr o

<a, / It (8) [

ol ay = (m?XQ a (x,t), en remplagant (3.20) dans (3.21), on obtient :
z,t)e

1
I Cm)e 20,1202+ 1 tm(®) Ny +5 11 m(®) Naaay + [ um(®) 1720

T 1
S/ I £(7) 1220 dT + a(tm(0),um(0)) + = || tm(0) [|Zai0) + || tm(0) (720

0 2
T
+a2/0 | wm (t) ||§{01(Q) dr,

et donc d’aprés (H.1) et (H.2), on déduit I'existence d’une constante C’ indépendante de m
telle que :

1
I () 220202009 0 L m(®) g3 00) +5 1 tm(®) [zac) + 1 um(®) 2200

T
<C +a2/ |t (t) H?{g(n) dr,
0

alors, en particulier :

T
o L (0) Py = € a2 [ 110 gy
On utilise le lemme de Gronwall, on obtient :
|| wm(t) qué(mg CeaT constante indépendante de m.
Ainssi on obtient :
| (wm)e H%Z(O,T,LQ(Q)) + [ um (1) H%oo(o,T,Hg(Q))S Ch. (3.22)

Ou (5 constante indépendante de m. On en déduit que t,, = T. D’ou, lorsque m — +oo dans
(3.17), (3.22), on constate :

U, uniformément borné dans L>(0, T, H}(£2)),
U, uniformément borné dans L?(0, T, H}(£2)), (3.23)
(um):  uniformément borné dans L*(0, T, L*(£2)).
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Etape 3 : Convergence et résultat d’existence :

Théoreme 3.2 5
11 existe une fonction u € L*(0,T; Hy(2)) N L*>(0,T; H)(£2)) avec gy L*(0,T; L*(02)) et

ot
une sous suite (Um, )k C (Um)m, telle que :
Uy — U dans  L*(0,T; H}(2))
O, 04 s L2(0,T: L2(02)) (3.24)

o ot
(U )P = uP  dans  L*(0,T; Hy(02))

lorsque m — +o0.

Démonstration : On déduit du définition (1.15) :

Ou,
qu’on peut extraire des sous suite convergentes (uy,, ), ( gt £) de (un,) et (un,); respectivement
et telles que :
Uy, — U dans L*(0,T; Hy(£2)), (3.25)
u,
gt E—~aw  dans L*(0,T; L*(£2)), (3.26)

alors d’apres le théoréme de Rellich-Kondrachov que l'injection de H}(§2) dans L*(§2) est com-
pacte. Et comme des résultats du théoreme de Rellich, toute suite faiblement convergente dans
L*(0,T; Hy(£2)) posseéde une sous suite qui converge fortement dans L?(Q).

Donc :

— dans L*(Q). (3.27)

Uy,

D’aute part, il existe une sous suite de (uy,, ), reste notée (um,, )i telle que :

Uy, — U presque partout dans @, (3.28)

cela donne :

3

(U, )* — presque partout dans @, (3.29)

d’autre part, (3.23) implique que (u;,, )P, est bornée dans L%(Q) alors on applique le lemme
(3.2) il vient que :

(U, ) — u? dans L%(Q) (3.30)
0
Il reste de démontrer que w = 8_2;’ pour cela on va démontrer que :

u(t) = ug +/0 w(T)dr, (3.31)

comme :

Uy, — U dans L2(0,T; L2(Q)),

alors, la démonstration de (3.31), est équivalente & démontrer que :
U, — U + P dans L*(0,T; L*(02)),
cela veut dire :

L (tm,, — o — ¥, v) 12(0.1,02(02)) Vv € L*(0,T; L*(£2)),
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ottt = [ w(r)dr

En utilisant 1’égalité :

O,
Uy, — Uomy, = /0 (%’“dr vVt € [0,T].

ce qui resulte de u,,, € H'(0,T;v,,), que :

(thm, = o = fo w(T)dT,v) 120 7:22(2)

t
= (umk — Uomy, — / w(T)dr, U)L2(U:T§L2(Q)) + (uOmk — Uo, U>L2(07T;L2(Q))
0

t ou,,
= (/ ( 8tk —w(T))dT,v)r20,7;02(2)) + (Uom, — U0, V) L2(0,1;02(02)), VE € [0, T,
0

en vertue de (2) du lemme (3.4), il vient :

’U,mk Ug — fO dT (% LQ(OTLQ(Q))

t ou,
= / ( ot b — w(T)av)LZ(O,T;LQ(Q))dT + (U’Omk — Uy, U)LQ(O,T;LQ(Q))a\V/t c [O, T]
0

D’une part, on a :

t
Oy
kiﬂjm i ( gtk —w(T),v) 20,1 02(02)d7 = 0,Vt € [0,T]. (3.32)
D’autre part d’apres (3.13), on a :
lim (UOmk — Uy, 'U)LQ(O,T;LQ(Q)) =0. (333)

k—> 400
Ainsi, de (3.32) et (3.33), il vient :

Hm  (wm, — o — ¥, 0)r20,122(02)) = 0, Vv € L*(0,T; L*(£2)),

k— 400
et c’est le résultat.

Théoréme 3.3 : La fonction u du théoréme (3.2) est la solution faible du probléme (3.8) dans
le sens de la définition (3.1).

Démonstration : A partitr du théoréeme (3.2), on a démontrer que la fonction limite u
satisfait les deux premieres conditions de la définition (3.1). Maintenant on va démontrer (3).
D’apres le théoreme (3.2) on a :

U, — u(0) dans L*(0).

D’autre part, d’apres (3.13), (3.27), on a :
U, (0) — g dans L*(02),

alors :
Upm,, (0) = ug dans L*(02).
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De 'unicité de la limite, on obtient :
u(0) = o,

donc il reste a démontrer 'identité :
(ug,v) 4+ a(u,v) + (v, v) — (u,v) = (f,v); YoeV et vVt € [0,T].
En intégrant (3.14) sur (0,T) on obtient :

/Ot(um(t))t,wk)dT N /Ot a1t (t), wy)dT + /Ot(ufn(t), wy)dT — /Ot(um(t)a wy,)dT 3.3

= /t(f(t),wk)dT, Vk=1,.m.
0

En utilisant (3.23) et que V},, dense dans V' et en passant a la limite dans (3.34), on trouve :

/Ot(ut,wk)dr—l— /Ot&(U,wk)d7+ /Ot(ug(t),wk)dT - /Ot(u,wk)dT = /Ot(f, wy,)dT, vt € [0,T7.

Alors 'identité est vérifiée.

3.2.2 Etude I'unicité de la solution
Le probleme (3.8) peut étre écrit sous la forme opérationnelle suivante :
Lu=F, (3.35)

Ou L = (L£,1), avec un domaine de définition D(L) constitué de fonctions u € L(Q), telles

que %?7 g—;‘, % € L?(Q) et u satisfait les conditions aux limites dans (3.8), 'opérateur L est

considéré de E dans F, ou E est 'espace de Banach des fonctions u € L?(Q) et dont la norme :
| u ”2E:H u ”%2(0,T;L2(Q)) + || u “%OO(O,T;L?(_Q)) + | u ”%4(0,T;L4(Q))
est finie, et F est 'espace de Hilbert constitué de tous les éléments F = (f, ug) dont la norme :
I F =1 f 22 + Il wo IZ2(q).
est finie.
Lemme 3.2 : Si Pour toute fonction uw € D(L), on a l’estimation
lulle< C |l F lr, (3.36)

alors la solution du probléme (3.8) si elle existe, elle est unique.

Démonstration : Soient u; et us deux solutions du probléme (3.8)

Lul =F
— Luy — Luy = 0, (337)
LUQ =F
et comme L est linéaire, on obtient alors :
L(Ul — UQ) == 0,

d’aprés (3.36) :
[ ur —ug [[e< C [ O [[p=0,

car F = (f,up) = (0,0) = 0. Ce qui donne :

U1 = Usp.

45



CHAPITRE 4

APPLICATION AU TRAITEMENT
D'IMAGES

4.1 Introduction :

L’imagerie médicale regroupe ’ensemble des informations visuelles d'un organe du corps hu-
main acquises a partir de différents moyens dont les principes de fonctionnement sont basés
sur des phénomeénes physiques tels que 'absorption des rayons X, la résonance magnétique
nucléaire, la réflexion d’ondes ultra sonores ou la radioactivité auxquels ont associées parfois
les techniques d’imagerie optique comme l’endoscopie. Avec les progres de la technologie en
matiere de graphisme ainsi que de ceux de l'informatique, 'imagerie médicale est devenue un
moyen courant et inévitable pour les médecins qui cherchent a mettre en valeur une pathologie
ou a étudier le fonctionnement d’un organe.

En effet, les images medical (IRM ) sont entachées de plusieurs types d’artefacts parfois difficiles
a supprimer sans altérer I'information utile contenue dans ces images. Par ailleurs Les filtres
classiques se sont avérés impuissants pour supprimer sélectivement tout type de bruit tout en
préservant les objets significatifs dans I'image originale. En effet, si le filtrage gaussien est lar-
gement employé en traitement du signal, en traitement d’images, il comporte des inconvénients
comme le brouillage des contours et leurs délocalisations. De son coté, la diffusion non linéaire
est un procédé de filtrage visant a éliminer le bruit d’une image, tout en préservant les informa-
tions importantes, comme les contours. Ainsi, dans ce chapitre, pour les besoins d’amélioration
des images, d’élimination du bruit, nous allons retracer les principaux travaux effectués dans
ce domaine et, plus particulierement, celles basées sur I’équation de diffusion décrite par les
équations aux dérivées partielles.

4.2 Pourquoi le traitement d’image ?

Le but du traitement d’image est de :
4 Eliminer ou réduire les bruits et parasites introduits lors de son acquisition.

<> Interpréter de fagcon meilleur I'image et son contenu et ceci en détectant la présence de
certaines formes.
Les domaines d’application du traitement d’images sont divers, entre autre,
la physique, la biologie, etc..., on peut citer :
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4.3 Méthodes de résolution des EDPs Application au traitement d’images

4+ La médecine ( radiologie, échographie, scanner ).
4+ La télécommunication ( téléphone mobile, vidéo, tv ).

4 L’industrie ( la robotique, sécurité ).

4.3 Meéthodes de résolution des EDPs

Il existe plusieures méthodes numerique pour la resolutin des equation aux dérivees par-
tielles comme les éléments finis, volume finie, difference finis, etc.
La discretisation d'une EDPs consiste a remplacer le probléme continue par un probléme ap-
prochée.
Dans ce travail en s’interesse & la resolution des EDPs pour la méthode de la difference finis.

4.3.1 Les différences finis

La méthode consiste a remplacer les dérivées partielles par des différences divisées ou, com-
binaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points discrets ou nuds du
maillage.

» Avantage : Grande simplicité d’écriture et faible cofit de calcul.

» Inconvénients :Limitation a des géométries simples, difficultés de prise en compte des
conditions aux limites de type Neumann.

4.4  Filtres linéaire

La diffusion linéaire joue un réle important dans certains détecteurs de contours, la diffusion
linéaire est parmi les méthodes les plus simples pour lisser les images en utilisant les EDP.

4.4.1 Equation de la chaleur

L’une des premieres idées a été d’établir une analogie entre la restauration d’une image et
un phénomene physique qui est celui de la diffusion de chaleur. De méme facon que, dans un
matériau, la chaleur se diffuse d'un point a un autre, de proche en proche, et tend ainsi a se
répartir uniformément au fur et & mesure que le temps s’écoule. On peut imaginer diffuser de
proche en proche les niveaux de gris dans une image. Ainsi, les irrégularités des niveaux de gris
diminueront et ’on retrouve un niveau de gris uniforme.

Soit I'image définie par f : R? — R, et soit 1’équation de la Chaleur donnée par :

8_u =
{ 50 = Au(r,y,t), t>0. (4.1)

u(z,y,0) = up.

Pour f continue et bornée, la solution est donnée par :

u(z,y,t) = uo x G sg(x,y),

avec .
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4.4 Filtres linéaire Application au traitement d’images

On peut remarquer que la solution de ’équation de la Chaleur représente un filtrage linéaire
d’une image initial f par le filtre Gaussien & I'échelle v/2t .

o : représente ’échelle de filtrage.

Ce filtrage ne permet pas de détecter des contours d’images on a recours au filtrage non linéaire.

4.4.2 Discrétisation de I’équation de la chaleur

Nous intéressons ici a la discrétisation explicite, pour cela nous utilisons un schéma avant
d’ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et un schéma centré d’ordre 2 pour la dérivée
seconde en espace.

On note :

> 4t : est le pas temporel.

> t, =nh,x; =1h,y; = jh. i1
N
> u(ty, Ti, yj) = uj;.
> Ax = Ay = h = 1 : le pas de dis-
L. . i— 1,75 i, i+ 1,5
cretisation.
52 52 w E

— 0%u 4 0%u ;

>A“_ax2+ay2‘ ii—1 Y
Ay 5 x
FANG

On a I’évaluation de la dérivée temporelle :

N
ot 5t

i7j
Evaluation de la dérivée seconde en espace suivant x et y :

2, M n n n
Ouiy uiy gyt udyy; — 2u;

0x? Ax? ’
2..n n n n
O7ufly _ uiyoy + Ui — 2up;
Oy? Ay?

Détermination du Laplacien :

n _ .n n n n n
Au'y =iy =+ Uiy W+ U — A

Donc : .
oot g T Mg T o T Ui T Rl
n+1 n __ n n n n n
wil =gy =0ty bty g g — dud].

4.4.3 Les avantages

» Tres efficace pour dé-bruiter les zones homogenes.
» S’opere ainsi de maniere identique dans toutes les directions.

» Réduire effectivement 'effet de bruit dans des région d’intensités homogenes.
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4.4 Filtres linéaire Application au traitement d’images

4.4.4 Les inconvénients

» Les bords sont érodés.
» Ne possede aucune direction privilégiée.

» Une baisse du contraste visuel et un effet de flou.

FIGURE 4.1 — L’image filtrée par 'EDP de la Chaleur.

Pour la figure (4.1) L’image originale bruitée filtrée par le filtre de la chaleur avec §t =
1/7, num — iter = 30.

Image original Image filtré

FIGURE 4.2 —

Pour la figure (4.2) L’image originale bruitée filtrée par le filtre de la chaleur avec §t =
1/7, num — iter = 30.

FIGURE 4.3 —
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4.5 Filtres non-linéaire Application au traitement d’images

Pour la figure (4.3) L’image originale bruitée filtrée par le filtre de la chaleur avec §t =
1/7, num — iter = 30.

FIGURE 4.4 —

Pour la figure (4.4) L’image originale bruitée filtrée par le filtre de la chaleur avec §t =
1/7, num — iter = 30.

4.5 Filtres non-linéaire

La diffusion non linéaire a été introduite par Perona and Malik (Perona and Malik,1988)
et ils ont également tout de suite proposé son modele par 'EDP. En méme temps ils ont
établi de maniere explicite le principe de maximum ayant la méme importance que le principe
de comparaison en morphologie mathématique en tant que propriété des érosions, dilatations,
ouvertures et fermetures.

4.5.1 Equation de Perona Malik

Pour résoudre les problemes issus d’une diffusion isotrope et pour obtenir des images sim-
plifiées en éliminant efficacement le bruit tout en préservant les contours, la premiere idée de
diffusion anisotrope a été proposée par Malik et Perona [Perona-Malik 1990]. La motivation
essentielle de I'utilisation de modeles basés sur la diffusion est la construction d’'un opérateur
de diffusion dépendant des propriétés locales de 'image.

Perona et Malik ont proposé de modifier I’équation de diffusion pour obtenir la diffusion aniso-
trope en remplacant la diffusion linéaire par une diffusion non linéaire en vue, d’abord, d'une
homogénéisation maximale d'une image en réduisant le bruit puis d’une diffusion minimale au
niveau des contours et de la suppression du flou introduite par la diffusion linéaire. Le coefficient
de diffusion, constant de 1’équation de la chaleur, est remplace par une fonction de diffusion
qui est en fonction du gradient.

Le défaut du filtre de la chaleur est qu’il ne permet pas de détection de contour. et pour amélio-
rer les résultats obtenus par ’'EDP de la chaleur, Perona et Malik ont proposé une modification
dans le modele précédent comme suite :

% — div(g(|Vu|)Vu), dans 2 x (0,7),

ot
) dans 902 x (0,T), (4.2)
u(z,0) = ug dans (2.

Ou g est une fonction décroissante de R, dans R, .
L’idée est que le processus de lissage obtenu par 1’équation (4.2) est conditionnel :
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4.5 Filtres non-linéaire Application au traitement d’images

> Si Vu(x) — oo, alors la diffusion sera faible (puisque g(s) — 0 pour
s —» o0 ) et donc la localisation exacte des bords sera gardée, (nous entendons par le
bord un point ou |Vu(z,t)|— oo ).

> Si Vu(z) — 0, alors la diffusion aura tendance a se lisser encore plus au voisinage de
x.

On a la fonction g de type :

ou bien :

ou le parametre A est appelé seuil de diffusion .

4.5.2 Discrétisation de 1’équation de Perona- Malik :

) — div(g(|Vu(e,y, ) Vule,y, 1), dans 2 x (0,7), @3
u(z,y,0) =u(z,y)o dans (2. '
1. Schéma explicite :
wy Uy n n
A = div(y(| vui,j )vui,j)>
2. Schéma implicite :
u?jl B qu . n n+1
N div(g(| Vui; [)VuiT").

Le schéma explicite aux différences finies pour approcher la solution de ’équation de Pérona-
Malik peut s’écrire :

un'.H —ur.
—L 5 —div(g(| Vui; [)"Vug;).
At
0 |ou o |0
— 5 | 5o 9, D] 5 [ et v )
e Vi
a @Z:,l’] - w?,l’j
%@Zj = : A == g?—i—%,j(u?-&-l,j —ui;) — 9?-;,;-(“% — Ui 5)-
0 Vit ~ Vig-y
oy = h == G (Wi — ) — 07 (i — ).
up = Wi AU 1 (W = uiy) Ty (=i ) g7 (U —uiy) gl o (u)—ui ),

(4.4)
pour simplifier la formule (4.4) on note :
DFEU = (ufﬁrl,j - uzj),
DWU = (uiy — ui'y ),

2]
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4.5 Filtres non-linéaire Application au traitement d’images

2

5J

W =ul At gty DEU + g, DWU + g7, ,DSU + g@j_lDNU] . (45)
B =3, 2 2 b 2

i i+ 5.
et on prend :
g?—i—%,j = g(‘ DEU |)7
g?—%,j = g(l DWU |)7

g9;;_1=9(| DNU ).

7'}.]_5
Maintenant, nous pouvons écrire la formulation d’Euler, implicite, dans un format vectoriel,

matriciel comme suit :
un-l—l —ut

At
D’ott u := u;; aveci,j € {1...N}, N € N. La matrice du systeme A(u") est définie comme suit :

= A(u") (™).

A(u") = lai ),

(—Atgr, 7€ N,
L+ Atgie (5 =),
lai ] == 47 € N~(i),

Jj e N*),

0 autrement,

ou gr.,; fait référence au poids de diffusion entre les pixels j et ¢ a 'instant n. Dans la suite, on
reprisent la résultat du calcule sur Matlab.

4.5.3 Les avantages

» Lisser les régions homogenes et préserver les zones non homogenes (les contours).

» La difusion anisotrope peut également rehausser les contours.

4.5.4 Les inconvénients

» Phénomene des escalier.

» N’élimine pas le bruit sur les contours.
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4.5 Filtres non-linéaire Application au traitement d’images

FIGURE 4.5 —

Pour la figure (4.5) L’image originale bruitée filtrée par le filtre de Perona et Malik avec
ot = 1/7,num — iter = 10, 30, 80.
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4.6 Le modéle de Catté et al Application au traitement d’images

Image Orginale Diffusion isotrope Diffusion de Perona-Malik

F

FIGURE 4.6 —

Pour la figure (4.6) L’image originale bruitée filtrée par le filtre de Perona et Malik avec
ot = 1/7, num — iter = 30.

FIGURE 4.7 —

Pour la figure (4.7) L’image originale bruitée filtrée par le filtre de Perona et Malik avec
ot = 1/7, num — iter = 30.

4.6 Le modele de Catté et al

Comme nous 'avons vu précédemment le modele de Perona Malik est mal posé. Une facon
de traiter un probléeme mal posé est d’introduire une régularisation qui rend le probleme bien
posé. Puis, en réduisant la régularisation et en observant le comportement de la solution du
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4.6 Le modéle de Catté et al Application au traitement d’images

probleme régularisé, on peut obtenir des informations précieuses pour le premier. Cette mé-

thode a été représenté par Catté et al.

L’idée est de substituer dans le coefficient g(|Vul) le gradient de I'image par une version lisse
2

VG, xu, ou G, = ﬁexp‘(%). On voit que G(z;t) = G¢(x) la solution fondamentale de

I'équation de la Chaleur et le terme (VG, xu) est le gradient de la solution a temp o de 1’équa-

tion de la chaleur avec u(z;t) en tant que référence initiale.

4.6.1 Modele Catté et al

Catt, Lions et Morel ont proposé le modele régularisé suivant :

{%:dw@mV@wumvw’ (4.6)

u(z,0) = ug.

Ou g vérifiée les conditions de perona et malik tell que ¢g(0) =1, lim g¢(¢) = 0.

5§—00

4.6.2 Un schéma itératif qui converge vers la solution du probleme
Catté et al

Théoréme 4.1 Soit ug € L*(£2). La suite (u™),en défini par E,,

W () — div(g(|V Gy * u(£)) Va1 (1) =0 sur]0, T,
E, : d“;;l t)=0 sur 052, (4.7)

converge dans C([0;T]; L*(£2)) vers la solution de (4.6) .

Démonstration : On note par o = g(|VG, * u”(t)]), le probléme (4.7) a une solution unique
u™. 1l est clair que

o > g(IVGy # u’(t) || () sur]0, T[x £2.
Maintenant, nous prouvons que la suite un converge vers u dans C'([0; T; L*(£2)) la solution de
(4.6).
D’apres 'estimation on a :

d 402

Z (T ) —uD)z) < — (" = )DL V)2 )-

De plus, on a :
t
o () = u®)l)< Co [ als)is
telle que :
4C
afs) = = [Vu(s) 3y

On déduit : p .
%(W(t) — u(t)[|72(0) < 6'004(75)/0 a(s)ds.
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4.6 Le modele de Catté et al Application au traitement d’images

Et ainsi : )

() = w0y = o ([ ats)as)

Enfin, nous obtenons par itération :

J6740) = Ol Cormrg ta(s)ds) o (13)

(n+

De (4.8) nous concluons (u"),en converge vers u la solution de (4.6) dans C([0,T]; L*(§2)).

Discrétisation :

On note af; 'approximation de g(|VG, * ul)(ih, jh, nAt), ensuite nous discrétisons :

ou ou, ... .
ax( 9(IVGy *ul))(z,y,1) par a—x(ai,j)(m,]h,nﬁﬂ,
et : 5 9
w [ Ou
%( (IVG, *u|)>
par :

;t o ) - (204?,]‘ + 0‘?—1,;‘ + a?ﬂ,j)unﬂ + (0‘ + oy ])U?jllg]

2h2 [( U 15 "
De méme pour 3 (g—;(gWGU * u|)> par
1
ﬁ[( i,j—1 + ) ?;Hl (205 + Oé” 1o ]+1)un+1 + (Oz + al]+1)un+‘i1]'

Les avantages du modele de Catté et al :

» Si les données initiales sont tres bruitées (introduisant de grandes oscilation dans le gra-
dient de u), et on a le gradient de u est grand dans les bords, alors le modele de Perona
et Malik ne peuvent pas distinguer les vrais bords et faux bords crées par le bruit.

En fait le modele rend le filtre insensible au bruit a l'instant ¢ , puisque (|(VG, *u)(z;t)
est le gradient de la solution de 1'équation de la chaleur avec la donnée intiale u(0; ).

» Comme nous le prouvons ensuite, I’équation (4.6) est maintenant bien posée.

Image original Image filtré

FI1GURE 4.8 — L’image originale filtrée par le filtre Catté et al
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4.6 Le modele de Catté et al Application au traitement d’images

Pour la figure (4.8) L’'image originale bruitée filtrée par le filtre de catte et al avec 6t =
1/7, num — iter = 30.

FIGURE 4.9 —

Pour la figure (4.9) L’image originale bruitée filtrée par le filtre de catte et al avec 6t =
1/7, num — iter = 30.

FIGURE 4.10 —

Pour la figure (4.10) L’image originale bruitée filtrée par le filtre de catte et al avec 6t =
1/7, num — iter = 30.

Conclusion comparative :

Nous avons étudié le modele du Catté et al qui régularise le modele connu de Perona Malik
qui est mal posé et souffre numériquement dinstabilité au niveau des contours.

On a donc détaille une analyse du modele de Perona Malik et sa défaut en donnant les modifi-
cation pour introduire le modele de Catté et al.

Dans la deuxieme partie de notre chapitre nous avons établi une résolution numérique du mo-
dele de Catté et al avec une illustration d’exemples, en établissement & La fin une comparaison
numérique entre les modeles.
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Conclusion

Ce mémoire est consacré a la résolution de quelques problemes d’évolutions non-linéaires
avec des conditions aux limites différentes par la méthode de compacité.
La méthode dite de compacité est utilisée de facon aussi directe que possible :

1. On construit des solutions approchées par réductions a la dimension finie, par exemple
par la méthode de Galerkin dans le cas stationnaire, ou de Faedo- Galerkin dans le cas
d’evolution, on obtient alors 'existence des solutions approchées par utilisation :

(a) Dans le cas stationnaire, d'un théoreme du point fixe.

(b) Dans le cas d’évolution, d’un théoreme d’existence de solution d’un systéme d’équa-
tions différentielles ordinaires.

2. On passe ensuite a la limite sur la dimension, en ayant ici a surmonter une difficulté
essentielle : Les opérateurs non linéaires rencontrés ne sont pas en général faiblement
continus et il faut donc démontrer que la famille des solutions approchées grace aux
estimations a priori est compacte dans une topologie forte convenable pour laquelle
I'opérateur est continu. Les outils sont donc ici les théorémes de compacité, et I'injection
d’un espace de Sobolev.

la deuxiéme partie de ce mémoire s’articule autours de la restauration d’images basée sur
la régularisation de la fonction de catte et al. L’objectif est d’obtenir des images de bonne
qualité.
Nous espérons que ce travail sera d’un apport considérable pour les promotions a venir, ce qui
enrichira la documentation universitaire.
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Annexe

Dans ce mémoire on a utilise des modeéles numériques pour résoudre les problemes : Catté
et All | Perona et Malik et I’équation de la chaleur et on a utilise la programmation [13] de
ces modeles avec Matlab :

Programme 1 : Résolution du modele de Catté et al 2-D

NWANISODIF F2DConventionalanisotropicdi f fusion
%DIFFIM = ANISODIFF2D(IM,NUM;TER, DELT Ay, KAPPA,OPTION)
WNHARGUMENTDESCRIPTION
%IM — grayscaleimage(MxzN).

%NUM;TER — numberofiterations.

%DELT Ar — integrationconstant(0 <= delta; <= 1/7).

%U sually, duetonumerical stabilitythis
Yoparameterissettoitsmaximumualue.

WK APPA — gradientmodulusthresholdthatcontrolstheconduction.
%1 — g(z,y,t) = exp(—(nablal /kappa).?),

Yoprivilegeshigh — contrastedgesoverlow — contrastones.

%2 — g(x,y,t) = 1./(1 + (nablal / kappa).?),
Yoprivilegeswideregionsoversmallerones.
%NOUTPUTDESCRIPTION

NDIFFM — (dif fused)imagewiththelargestscale — spaceparameter.
%% Example

% — — — — — — — — — — — —

%s = phantom(512) 4+ randn(512);

num;ter = 15;

delta; = 1/7;
kappa = 30;
option = 2;

%ad = anisodif f2D (s, num;ter, delta;, kappa, option);
%osubplot(1,2,1),imshow(s, []), subplot(1,2,2),imshow(ad, [])

%% Seealsoanisodif f1D, anisodif f3D.

%References :

%P.PeronaandJ. Malik.

%Scale — Spaceand Edge DetectionU sing AnisotropicDi f fusion.
%I EEETransactionsonPatternAnalysisandMachinelntelligence,
%12(7) : 629 — 639, July1990.

%%G.Grieg, O.Kubler, R.Kikinis,andF.A.Jolesz.

%N onlinear AnisotropicFilteringof M RI Data.

%I EEETransactionsonM edicalImaging,

%11(2) : 221 — 232, Junel1992.

%%M AT LABimplementationbasedon Peter K ovesisanisodif f(.) :
%P.D.Kovesi.M AT LABandOctave Functions forComputer
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%VisionandImageProcessing.
%TheUniversityo fWesternAustralia. Available from :
% < http : | Jwww.csse.uwa.edu.au/ pk/research/matlabfns/ > .
%Convertinputimagetodouble.

im = imread("immm.ti f')

%im = imnoise(id,’ gaussian’,0.05)

%im = im filter(ih,t, conv');

e = fspecial('gaussian’, [1111],0.5);

Y%im = rgb2gray(id)%im = double(im);

%P DE(partialdif ferentialequation)initialcondition.
dif fim = im,;

%Centerpizeldistances.

dr =1;

dy = 1;

dd = sqrt(2);

%2 Dconvolutionmasks — finitedif ferences.
hN = [010;0 — 10; 000];

hS = [000;0 — 10; 010];

hE = [000;0 — 11;000];

KW = [000; 1 — 10;000];

hNE = [001;0 — 10; 000];

hSE = [000;0 — 10; 001];

hSW = [000;0 — 10; 100];

RNW = [100;0 — 10;000];

% Anisotropicdi f fusion.

fort =1:1:num;ter

% Finitedif ferences.[imfilter(., ., conv')
%canbereplacedbyconv2(.,.,’ same’)]

nablaN1 = imfilter(dif fim, e, conv’);

nablaN = imfilter(nablaN1, hN, conv');
nablaS1 = imfilter(dif fym, e, conv');

nablaS = im filter(nablaS1, hS, conv’);
nablaW1 = imfilter(dif fym, e, conv');
nablaW = im filter(nablaW 1, hWW, conv');
nablaE1 = imfilter(dif fym,e,’ conv');

nablaE = imfilter(nablaE1, hE. conv');
nablaN E1 = im filter(dif fim,e,’ conv');
nablaN E = im filter(nablaN E1, hANE conv’);
nablaSE1 = imfilter(dif fym,e,’ conv');
nablaSE = imfilter(nablaSE1, hSE conv');
nablaSW1 = imfilter(dif fym,e,’ conv');
nablaSW = imfilter(dif fym, hSW) conv');
nablaNW1 = im filter(dif fim, e, conv');
nablaNW = im filter(nablaNW 1, ANW, conv’);
%Dif fusionfunction.

1foption ==1

cN = exp(—(nablaN/kappa).?);

¢S = exp(—(nablaS/kappa).?);

W = exp(—(nablaW/kappa).?);

cE = exp(—(nablaE /kappa).?);
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c¢NE = exp(—(nablaN E/kappa).?);

cSE = exp(—(nablaSE /kappa).?);

cSW = exp(—(nablaSW/kappa).?);

elseifoption ==

c¢N = 1./(1 + (nablaN/kappa).?);

¢S =1./(1 + (nablaS/kappa).?);

W = 1./(1 + (nablaW/kappa).?);

cE =1./(1+ (nablaE /kappa).?);

¢cNE =1./(1+ (nablaN E /kappa).?);

c¢SE =1./(1+ (nablaSE/kappa).?);

cSW = 1./(1 + (nablaSW /kappa).?);

cNW =1./(1 + (nablaNW/kappa).?);

end

diffim = dif frm + ...

deltag * (...

(1/(dy?)) * ¢N. x nablaN + (1/(dy?)) * cS. * nablaS + ...
(1/(dz?)) * cW. x nablaW + (1/(dz?)) * cE. * nablaE + ...
(1/(dd?)) * cNE. x nablaN E + (1/(dd?)) x ¢SE. x nablaSFE + ...
(1/(dd?)) * c¢SW. x nablaSW + (1/(dd?)) x cNW. x nablaNW);
% Discrete P D Esolution.

% lterationwarning.

end

subplot(1,2,1),imshow(im); title(' Imageoriginal’)
subplot(1,2,2),imshow(dif fym); title('Image filtr")

Programme 2 :Résolution du modele de Perona-Malik en 2-D

NWANISODIF F2DConventionalanisotropicdi f fusion
%DIFFIM = ANISODIFF2D(IM,NUM;TER, DELT Ay, KAPPA,OPTION)
Y%ouponagrayscaleimage. A2 Dnetworkstructure
%o f8neighboringnodesisconsideredfor
%di f fusionconduction.

NWARGUMENTDESCRIPTION

DIM — grayscaleimage(MxzN).

%NUM;TER — numberofiterations.

%DELT Ar — integrationconstant(0 <= delta; <= 1/7).

%U sually, duetonumerical stabilitythis
Yoparameterissettoitsmaximumualue.

WK APPA — gradientmodulusthresholdthatcontrolstheconduction.
%1 — g(z,y,t) = exp(—(nablal /kappa).?),

Yoprivilegeshigh — contrastedgesoverlow — contrastones.

%2 — g(z,y,t) = 1./(1 + (nablal /kappa).?),
Yoprivilegeswideregionsoversmallerones.
%NOUTPUTDESCRIPTION

NDIFFM — (dif fused)imagewiththelargestscale — spaceparameter.
%% Example

% — — — — — — — — — — — —

%s = phantom(512) 4+ randn(512);

num;ter = 15;
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delta, = 1/2;

kappa = 30;

option = 2;

%ad = anisodif f2D(s, numgter, deltay, kappa, option);
Yosubplot(1,2,1),imshow(s, []), subplot(1,2,2),imshow(ad, [])

%% Seealsoanisodi f f1D, anisodi f f3D.

%References :

%P.PeronaandJ.Malik.

%Scale — SpaceandEdge DetectionU sing AnisotropicDi f fusion.
%I EEETransactionsonPatternAnalysisandM achinelntelligence,
%12(7) : 629 — 639, July1990.

%%G.Grieg, O.Kubler, R.Kikinis,andF.A.Jolesz.

%N onlinear AnisotropicFilteringof M RI Data.

%I EEETransactionsonM edical Imaging,

%11(2) : 221 — 232, Junel992.

%% M AT LABimplementationbasedon Peter K ovesisanisodif f(.) :
%P.D.Kovesi.M AT LABandOctave Functions forComputer
%VisionandImageProcessing.
%TheUniversityofWesternAustralia. Available from :

% < hitp : | Jwww.csse.uwa.edu.au/ pk/research/matlabfns/ > .
%Convertinputimagetodouble.

id = imread("iaaa.tif’)

im = imnoise(id,’ gaussian’,0.05)

%e = fspecial('gaussian’, [1111],0.7);

%im = imfilter(id, e, conv');

Yoim = rgb2gray(id)%im = double(im);

%P DE(partialdif ferentialequation)initialcondition.

dif fim = im,;

%Centerpizeldistances.

dr =1,
dy =1,
dd = sqrt(2);

%2Dconvolutionmasks — finitedif ferences.
AN = [010; 0 — 10;000];

hS = [000;0 — 10;010];

hE = [000;0 — 11;000];

KW = [000; 1 — 10; 000];

hNE = [001;0 — 10; 000];

hSE = [000;0 — 10;001];

hSW = [000;0 — 10; 100];

KN = [100;0 — 10; 000];

% Anisotropicdi f fusion.

fort =1:1:num;ter

% Finitedif ferences.[imfilter(., ., conv')
%canbereplacedbyconv2(., ..’ same’)]
nablaN = imfilter(dif fym, hN, conv');
nablaS = imfilter(dif fym, hS, conv’);
nablaW = imfilter(dif fym, hW.,' conv’);
nablaE = imfilter(dif fim, hE. conv');
nablaN E = imfilter(dif fm, hNE conv');
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nablaSE = imfilter(dif fym, hSE conv');
nablaSW = im filter(dif fym, hSW, conv');

nablaNW = imfilter(dif fym, RNW conv');

%Dif fusionfunction.

1foption ==1

cN = exp(— (nablaN/kappa) SR

¢S = exp(—(nablaS/kappa). ),

W = exp(—(nablaW/kappa).?);

cE = exp(—(nablaE /kappa).?);
c¢NE = exp(—(nablaN E [ kappa).?);
cSE = exp(—(nablaSE /kappa).?);
cSW = exp(—(nablaSW/kappa).?);
elsei foption == 2

cN=1./1+ (nablaN/k:appa) 2);
cS =1./(1 + (nablaS/kappa). ),
cW=1/(1+ (nablaW/k:appa) 2);
cE =1./(1+ (nablaE /kappa).?);
¢cNE =1./(1+ (nablaNE/kappa) 2);
¢SE =1./(1 + (nablaSE /kappa).?);
cSW = 1./(1 + (nablaSW/kappa).?);
cNW =1./(1 + (nablaNW/kappa).?);
end

dif fm=dif fim+ ...

deltag * (...

(1/(dy?
(1/(dd?

%DiscreteP D Esolution.
% Iterationwarning.
end

subplot(1,2,1),imshow(im); title('Imageoriginal’)
subplot(1,2,2),imshow(dif fim); title('Image filtr")

)) * cN. * nablaN + (1/(dy?)) * ¢S. * nablaS + ...
(1/(dz?)) * cW. x nablaW + (1/(dz?)) * cE. * nablaE + ...

)) * cNE. xnablaNE + (1/(dd?*)) * cSE. x nablaSE + ...
(1/(dd?)) % cSW. x nablaSW + (1/(dd?)) * cNW. x nablaNW);
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Programme 3 :Résolution du modele de la Chaleur 2-D

I =imread("ia.tif');
%id = imread("ia.tif")
%I = imnoise(id, gaussian’,0.05)
%Creation filter, fspecial.
h = fspecial('gaussian’, [1111],2.5);
12 = imfilter(I, h,' conv’);
NAf fichageoriginalimageet filteredimage.
Yimshow(I)
%title('Original Image’)
Yimshow(I12)
%title(' FilteredImage');
subplot(1,2,1),imshow(I); title('Imageoriginal’)
subplot(1,2,2),imshow(12); title('Image filtr")
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