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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudier quelques problèmes de calcul des variations d’ordre

un, d’ordre deux et à deux variables. Suite à cette étude, nous avons déterminé l’équation

d’Euler-Lagrange correspondante à ces problème. La méthode de différences finies est utilisée

pour l’approximation numérique de ces équations différentielles. La consistance, la stabilité

et la convergence ont été établies. Des tests numériques de ces problémes ont été effectués.

Mots clés: Calcul des variations, equation d’Euler-Lagrange, méthode des différences

finies, consistance, stabilité, convergence, tests numériques.

ABSTRACT

In this memory, we have studied some problems of calculus of variations of order one,

order two and with two variables. Following this study, we determined the corresponding

Euler-Lagrange equation. The finite difference method is used for the numerical approx-

imation of these differential equations. Consistency, stability and convergence have been

established. Numerical tests of these problems have been carried out.

key words: Calculus of variations, Euler-Lagrange equation, the finite difference method,

Taylor devolepment, consistancy, stability, convergence, numirical tests.
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INTRODUCTION

Le calcul des variations est une branche importante des mathématiques. Il a été développé

dés le 17ième ciecle par plusieurs mathématiciens notamment les fréres Bernoulli, Euler,

Gauss, ect. . .

Le calcul des variations dans le sens le plus large concerne l’étude des problèmes d’extremum

impliquant des fonctionelles. Il est analogue à la théorie des minimas et maximas de l’analyse

réelle. La seule difficulté suplémentaire est que les inconnues ne sont pas des nombres mais

des fonctions. Cependant, le calcul des variations conduit à une condition nécessaire repré-

sentée par l’équation d’Euleur-Lagrange [7] qui est une équation différentielle ordinaire et

aux dérivées partielles linéaire ou non.

Ainssi, le probléme fondamental du calcul des variations consiste à comparer les différentes

valeurs que peut prendre une intégrale pour plusieurs choix de la fonction x(t). Plus pré-

cisément, on cherche les valeurs maximales et minimales de fonctionelles représentées par

l’intégrale définie.

Dans ce travail, nous nous intéressons à quelques types de problèmes de calcul de variations

d’ordre un, d’ordre deux et en termine par un problème de calcul des variations à deux

variables. Nous avons déterminé l’équation d’Euler-Lagrange correspondante pour chaque

problème ; une équation différentielle ordinaire, équation d’ordre supérieure et un système

d’équations différentielles. La méthode de différences finies est utilisée pour l’approximation

numérique de ces équations différentielles. La consistance, la stabilité et la convergence ont
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été établies respectivement pour chaque problème. Des tests numériques de ces problèmes

ont été effectués.

Le mémoire comporte trois chapitres :

Le chapitre 1 est un rappel mathématique nécessaire à la suite du travail.

Le chapitre 2 est consacré à l’étude de quelques problèmes de calcul des variations d’ordre

1, d’ordre 2 et à deux variables.

Le chapitre 3, contient la discrétisation des équations différentielles (équation d’Euler-Lagrange)

issues du calcul des variations par la méthode des différences finies dont l’étude de la consis-

tance, la stabilité et la convergence des schémas numérique sont établie. Des tests numériques

de ces problèmes ont été effectués.
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CHAPITRE

1

RAPPELS MATHÉMATIQUES

Dans ce chapitre, on présente quelques résultats d’analyse et également quelques notions

et concepts qui seront nécéssaires pour résoudre numériquement les problèmes ci-dessus.

Définition 1.1 Une équation differentioelle aux dérivées partielles noté par (EDP ) est

une équation faisant intervenir une fonction inconue de plusieurs variables ainsi que certains

de ses dérivées partielles.

Définition 1.2 Fonction admissible

On appelle une fonction admissible toute fonction suffisament régulière x(t) et vérifiant les

conditions aux limites.

Définition 1.3 Clasisication des EDP

Soit l’EDP suivant d’ordre deux, linéaire à coeficients constants :

a
∂2u

∂x2
+ b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y2
+ d

∂u

∂x
+ e

∂u

∂y
+ fu = g (1.1)

tel que a, b, c, d, e et f sont des constantes.

-L’équation (1.1) est dite elliptique si b2 − 4ac < 0.
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-L’équation (1.1) est dite parabolique si b2 − 4ac = 0.

-L’équation (1.1) est dite hyperbolique si b2 − 4ac > 0

Définition 1.4 Accroissement d’une fonctionelle

L’accroissement d’une fonctionelle notée par ∆J est définie par :

∆J = J(x(t) + δx(t))− J(x(t))

oú : δx(t) est la variation de la fonction x(t).

Ainsi l’accroissement ∆J(x(t), δx(t)) de la fonctionelle dépond de la fonction x(t) et de

sa variation δx(t).

Théorème 1.1 Théorème de Taylor à deux variables

On suppose que f(x, y) et toutes ses dérivées d’ordre inférieur à n+ 1 sont continues dans

D = {(x, y) a 6 x 6 b, c 6 y 6 d} (c’est à dire f(x, y) ∈ cn+1)

soit (x0, y0) ∈ D, il esxiste ξ compris entre x et x0 et η compris entre y, y0 avec

f(x, y) = Pn(x, y) +Rn(x, y)

où

pn(x, y) = f(x0, y0) + (x− x0)
∂f

∂x
(x0, y0) + (y − y0)

∂f

∂y
(x0, y0) + ....

+.....+
1
n

Σn
j=0C

j
n+1(x− x0)n+1−j(y − y0)j

∂nf

∂xn−j∂yj
(x0, y0)

ou

Rn(x, y) =
1

n+ 1
Σn+1
j=0C

j
n+1(x− x0)n+1−j(y − y0)j

∂n+1f

∂xn+1∂yj
(ξ, η)

Lemme 1.1 Lemme fondamantal [7]

Si l’intégrale
∫ b
a f(y)η(y)dy où f(y) est une fonction continue par morceaux dans l’inter-

valle [a, b], s’anunulant pour toute fonction η ∈ C1 [a, b] tel que η(a) = η(b) = 0, alors,

f(y) est identiquement nul dans [a, b].

Théorème 1.2 Théorème fondamental [7]

Soit x∗(t) un extremum, la première variation de J doit être nulle en x∗ .i.e ;

δJ (x∗(t), x(t)) = 0
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pour toute variation admissible δx(t)

Théorème 1.3 Théorème de Green [5]

On considére une forme différentielle continue définie par

∀(x, y) ∈ R2 : (w, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy

et un compact D ⊂ R2 dans la frontiére (∂D) soit de classe C1 par morceaux et orientée,

alors ∫∫
D

(
∂Q

∂x
−
∂P

∂y

)
dxdy =

∫
∂D

(Pdx+Qdy)

Méthode des différences finies

La méthode des différences finies consiste à remplacer les dérivées partièlles par des diffé-

rences divisées en combinasion de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini des

points discrétes aux noeuds du maillage.

Ainsi, la méthode des différences finies sert à approximer les opérateurs des équations au

moyen de développement de Taylor.

Définition 1.5 Maillage

On appelle maillage un ensemble de points du domaine de définition sur lequel on va ap-

pliquer D.F. Pour une application définie sur un segment de R, on ajoutera en général les

deux extrémités du segment ; pour un maillage en dimension supérieure, on sera amené à

choisir éventuellement des points du contours du domaine de définition. On appelle le pas

du maillage la distance entre deux points successifs du maillage voisins.

Définition 1.6 Schéma numérique

Ecrire un schéma numérique de la résolution d’une équation aux dérivées partielles signifie :

-Substituer les formulations des dérivées par approximations sur tous les point de maillage.

-Réorganiser les équation pour faire apparaitre un schéma explicite ou bien implicite.

-Résoudre un schéma numérique signifie simplement trouver les valeurs discrétes de la fonc-

tion en chaque noeud.

Définition 1.7 -La méthode ou le schéma explicite calcule un+1 en fonction de un c-à-

d :

un+1 = f(un)
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-La méthode ou le schéma implicite calcule un+1 en fonction de (un, un+1) c-à-d :

un+1 = f(un, un+1)

Définition 1.8 La consistance

C’est la propriété qui assure que la solution exacte des équations discrétisées tend vers la

solution exacte des équations continue lorsque les pas de discrétisation k et h tendent vers

zéro.

Définition 1.9 Erreur de trancature

On appelle erreur de troncature la quantité obtenue en remplaçant les dérivées par les dif-

férences divisées. Le calcul des erreurs de troncature est usuellement basé sur les développe-

ments de Taylor. L’erreur de troncature est une erreur qui indique comment l’équation est

approchée par le schéma. Ce n’est pas une erreur entre la solution exacte et la solution ap-

prochée (erreur de convergence), mais c’est une erreur qui quantifie à quel ordre la solution

exacte vérifie le schéma.

Définition 1.10 Consistance de schéma

Le schéma est consistant d’ordre un en temps et d’ordre deux en espace, si il existe c ⊂ R+

ne dépende que U telque : ‖ E(n)
u ≤ c(k + h2) ‖.

Définition 1.11 La stabilité

Par définition, un schéma numérique est stable si les erreurs (d’arrondi, de troncature,...)

ne peuvent pas croêtre pendant la procédure numérique d’un pas de temps au suivant :

Un schéma peut être :

– Inconditionnellement instable : Quels que soient k et h les erreurs s’amplifient au fil

des itérations. Ceci cause des résultats complètement faux.

-Inconditionnellement stable : Quels que soient k;h les erreurs causées par le schéma

numérique n’explose pas au fil des itérations.

– Conditionnellement stable : On doit poser une condition sur k et h pour que la solution

n’explose pas.
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Définition 1.12 Théorème de Lax

Si la solution u de l’EDP est suffisamment régulière, un schéma stable et consistant est

convergent.
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CHAPITRE

2

PROBLÈMES DE CALCUL DES

VARIATIONS SANS CONTRAINTE

2.1 Problème de calcul des variations sans contrainte

d’ordre 1

Soit [t0, tf ] un intervalle de R et soit E = C1([t0, tf ]),R) l’ensemble des applications de

classe C1 définie sur [t0, tf ] à valeur dans R .

Considérons le probléme suivant :

J(x(t)) =
∫ tf

t0
F (x(t), ẋ(t), t)dt (2.1)

et F ∈ C2 et x(t) est une fonction admissible de classe C1.

avec

x(t0) = A et (tf) = B (2.2)
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Notre objectif consiste à déterminer l’extrémum de la fonctionelle J qui est solution de

l’équation d’Euleur-Lagrange.

Nous allons, donné ci-dessus le développement de l’équation d’Euler-Lagrange à travers les

étapes suivantes.

Premiére étape : Hypothèse d’extremum

On suppose que x∗(t) est la courbe qui vériffie le problème (2.1)- (2.2) et soit x(t) une autre

courbe qui s’écrit sous la forme suivante :

x(t) = x∗(t) + δx(t) (2.3)

où δx(t) est une variation de x∗(t) et vérifie

δx(t0) = δx(tf) = 0 (2.4)

telle que : J(x∗ + δx) est continuement différentiable sur E.

Deuxième étape : Accroissement

Considérons l’accroissement de la fonctionnelle J :

∆J = J(x∗(t) + δx(t))− J(x∗(t)) (2.5)

alors,

∆J =
∫ tf

t0
[F (x∗ + δx(t), ẋ∗(t) + δẋ(t), t)− F (x∗(t), ẋ∗(t), t)]dt (2.6)

Troisième étape : Première variation

Pour déterminer la première variation de J en utilise le développement de Taylor autour de

x∗+δx et ẋ∗+δẋ pour le premier terme de l’intégrale (2.6) et en gardant tout simplement

les termes linéaires en δx(t) et δẋ(t).

Alors, on a

F (x∗(t) + δx(t), ẋ∗(t) + δẋ(t), t) = F (x∗(t), ẋ∗(t), t) + (
∂F

∂x
)∗δx+ (

∂F

∂ẋ
)∗δẋ+ . . .

(2.7)
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prenant les termes linéaires de la relation (2.7) et substituant la relation (2.7) dans (2.6) on

obtient :

∆J =
∫ tf

t0
(F (x∗, ẋ∗, t) +

(
∂F

∂x

)
∗
δx+

(
∂F

∂ẋ

)
∗
δẋ− F (x∗, ẋ∗, t))dt. (2.8)

On trouve donc,

∆J =
∫ tf

t0
((
∂F

∂x
)∗δx+ (

∂F

∂ẋ
)∗δẋ)dt. (2.9)

En faisant une intègration par partie dans le deuxième terme de la relation (2.9)

∫ tf

t0
(
∂F

∂ẋ
)∗δẋdt (2.10)

On prenant

U =
(
∂F

∂ẋ

)
∗
, U ′ =

d

dt

(
∂F

∂ẋ

)
∗

(2.11)

et

V ′ = δẋ, V = δx

Alors, on obtient

∫ tf

t0

(
∂F

∂ẋ

)
∗
δẋdt =

[(
∂f

∂ẋ

)
∗
δx

]tf
t0

−
∫ tf

t0

d

dt

(
∂F

∂ẋ

)
∗
δxdt, (2.12)

comme

δx(t0) = δx(tf) = 0 (2.13)

aussi, on a ∫ tf

t0

(
∂F

∂ẋ

)
∗
δẋdt = −

∫ tf

t0

d

dt

(
∂F

∂ẋ

)
δxdt (2.14)

Substituant le relation (2.14) dans (2.10) on a

δJ =
∫ tf

t0

[
∂F

∂x∗
(x∗, ẋ∗, t)δx(t)−

d

dt

∂F

∂ẋ

∗

(x∗, ẋ∗, t) δx∗
]
dt (2.15)

qui est valable pour tout δx de classe C1.

D’aprés le théorème fondamental[7], on déduit que la variation de J est nulle en extremum,i.e.

δJ(x∗ + δx) = 0 (2.16)
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C’est -á-dire

δJ =
∫ tf

t0

[
∂F

∂x∗
(x∗, t)−

d

dt

∂F

∂ẋ∗
(x∗, ẋ∗, t)

]
δx∗dt = 0 (2.17)

d’aprés le lemme fondamental [7], on a le résultat suivant :

∂F

∂x∗
(x∗, ẋ∗, t)−

d

dt

(
∂F

∂ẋ∗

)
(x∗, ẋ∗, t) = 0 Pour tout t ∈ [t0, tf ] . (2.18)

L’équation (2.18) est appelée l’équation d’Euler-Lagrange qui est une condition nécessaire.

Condition suffisante

Pour établir le nature de l’extremum, c’est-á-dire, s’il s’agit d’un minimum ou d’un maximum,

nous devons prendre en considération la deuxiéme variation et examiner son signe.

Donc, nous trouvons une condition suffisante de l’extremum .

δ2J =
∫ tf

t0

[(
∂2F

∂x2

)
∗
(δx(t))2 +

(
∂2F

∂ẋ2

)
∗
(δẋ(t))2 + 2

(
∂2F

∂x∂ẋ

)
∗
(δx(t)δẋ(t))

]
(2.19)

δ2J =
∫ tf

t0
[δx(t), δẋ(t)]


∂2F

∂x2

∂2F

∂x∂ẋ
∂2F

∂ẋ∂x

∂2F

∂ẋ2


︸ ︷︷ ︸

I

δx(t)

δẋ(t)

 (2.20)

Si la deuxième variation δ2J est positive (négative) cela veut dire que la matrice (I) dans

(2.20) doit être définie positive (négative). Ceci prouve la nature de l’extremum.

Dans beaucoup de cas δx(t) est arbitraire, le coefficient de (δẋ)2.i.e.,
∂2F

∂x2
détermine le

signe de δ2J .


(
∂2F
∂ẋ2

)
> 0 pour le minimum (∗)(

∂2F
∂ẋ2

)
< 0 pour le maximum (∗∗)

Exemple

Le problème de la trajectoire la plus rapide entre deux points(le problème de brachistochrone)

fut soumis par Jean Bernoulli à ses contempotains en 1696. Libniz, Newton, de l’Hôpital ainsi

que son frère Jacques Bernoulli trouvérent la solution : il s’agit d’une arche de cycloïde. La

méthode classique pour résoudre le problème est le calcul des variations.
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On cherche à minimiser

s =
∫ B

A

ds

v
(2.21)

on peut exprimer l’équation comme :

ds =
√
dt2 + dx2 = dt

√√√√1 +
(
dx

dt

)2

= dt
√

1 + ẋ2 (2.22)

comme

s =
∫ t2

t1

√√√√ 1 + ẋ2

2g(x− x1)
dt (2.23)

(on va volontairement inclu une dépondance en x1) dans (2.23) afin de pouvoir tenir compte

par la suite d’un point de départ variableé, le cas d’un point de départ fixe pouvant se

remener par changement de repère à x1 = 0).

On prand la fonctionnelle définie par

I =
∫ t2

t1
F (t, x, ẋ)dx (2.24)

où les bornes t1 et t2 sont fixes. La variation de cette fonctionnelle est nulle si F vérifie

l’équation d’Euler-Lagrange (2.18) :

∂F

∂x
−
d

dt

(
∂F

∂ẋ

)
= 0

Si de plus F ne dépend pas explicitement de t, on peut alorsutiliser l’identité de Beltrami :

F − ẋ
∂F

∂ẋ
= c (2.25)

où c est une constante à déterminer à partir des conditions initiales.

Dans le cas qui nous intéresse,

F (t, x, ẋ) =

√√√√ 1 + ẋ2

2g(x− x1)
(2.26)

on peut donc utiliser (2.25), ce qui mène à

(x− x1)(1 + ẋ2) =
1

2gc2
(2.27)
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2.2 Problème de calcul des variations sans contrainte

d’ordre 2

Le problème consiste à déterminer l’extermum de la fonctionnelle définie sur E = C2(D,R)

avec D ⊂ R2 par

J(u(x, y)) =
∫∫
D
f(u, ux, uy, x, y)dxdy (2.28)

avec :

u(x, y) = g(x, y) sur ∂D (2.29)

Le problème de calcul des variations est le suivant :

minJ(u(x, y)), telle que u ∈ D (2.30)

qui vérifie les conditions aux bord (2.29).

Nous allons developpée la solution du probléme (2.28)-(2.29) à traver les étapes suivantes :

Première étape : Hypothèse d’extremum

On suppose que u∗(x, y) est un extremum et que u(x, y) est suffisamment proche de

u∗(x, y) on a :

u(x, y) = u∗(x, y) + δu(x, y) (2.31)

où δu(x, y) est la variation de u∗(x, y) avec :

δu(x, y) = 0 sur ∂D (2.32)

Deuxième étape : Accroissement

Nous avons :

∆J = J(u∗(x, y) + δu)− J(u∗(x, y)) (2.33)
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Ainsi, nous obtenons :

∆J =
∫∫
D

[
F (u∗ + δu, u∗x + δux, u

∗
y + δuy, x, y)− F (u∗, u∗x, y

∗
y, x, y)

]
dxdy

(2.34)

Troisième étape : Première variation

On utilise le dèveloppement de Taylor à F autour de u∗(x, y)+δu(x, y) et u̇∗+δu̇(x, y)

et en gardant simplement les termes linéaires, on a

F (u∗(x, y) + δu, u∗x + δux, u
∗
y + δuy, x, y) = F (u∗(x, y), u∗x, u

∗
y, x, y)

+
∂F

∂u∗
(u∗(x, y), u∗x, u

∗
y, x, y)δu

+
∂F

∂ux
(u∗(x, y), u∗x, u

∗
y, x, y)δux

+
∂F

∂uy
(u∗(x, y), u∗x, u

∗
y, x, y)δuy + ...

(2.35)

Substituant la relation (2.35) dans (2.34) on obtient :

∆J =
∫∫

[
∂F

∂u

(
u∗(x, y), u∗x, u

∗
y, x, y

)
δu+

∂F

∂ux

(
u∗(x, y), u∗x, u

∗
y, x, y

)
δux

+
∂F

∂uy

(
u∗(x, y), u∗x, u

∗
y, x, y

)
δuy]dxdy

(2.36)

On remarque que

δux
∂F

∂ux
=

∂

∂x

(
δu
∂F

∂ux

)
− δu

∂

∂x

(
∂F

∂ux

)
, (2.37)

et

δuy
∂F

∂uy
=

∂

∂y

(
δu
∂F

∂uy

)
− δu

∂

∂y

(
∂F

∂uy

)
. (2.38)

en substituant (2.37) et (2.38) dans (2.36) on obtient :

∆J =
∫∫
D

[(
∂F

∂u
−

∂

∂x

(
∂F

∂ux

)
−

∂

∂y

(
∂F

∂uy

))
δu+

∂

∂y

(
∂F

∂uy
δu

)
−

∂

∂y

(
∂F

∂uy

)
δu

]
dxdy

(2.39)
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D’aprés le Théoréme de Green [5] on a

∫∫
D

(
∂Q

∂x
−
∂P

∂y

)
dxdy =

∫
∂D

(Pdx+Qdy) (2.40)

En appliquant le résultat (2.40) sur le deuxiéme terme de l’intégrale (2.39) on obtient :

∫∫
D

[
∂

∂x

(
δu
∂F

∂ux

)
− δu

∂

∂x

(
∂F

∂ux

)]
dxdy =

∫
∂D

[
δu
∂F

∂ux
dy − δu

∂F

∂uy
dx

]
(2.41)

La condition au bord donné par la relation (2.32) permis d’ecrire :

∫
∂D

[
δu
∂F

∂ux
dy − δu

∂F

∂uy
dx

]
(2.42)

Donc, on obtient :

δJ =
∫∫
D

[
δu
∂F

∂u
−

∂

∂x

(
∂F

∂ux

)
−

∂

∂y

(
∂F

∂uy

)]
dxdy (2.43)

Quatrième étape : Condition d’extremum

D’aprés le Théorème fondamental [7] ; une condition nécessaire pour que J est un extremum

est que δJ = 0 ceci implique que :

∫∫
D

[
∂F

∂u
−

∂

∂x

(
∂F

∂ux

)
−

∂

∂y

(
∂F

∂uy

)
δu

]
dxdy = 0, (2.44)

Comme δu(x, y) = 0 sur ∂D ; donc d’aprés le lemme fondamental [7] on a :

∂F

∂u
−

∂

∂x

(
∂F

∂ux

)
−

∂

∂y

(
∂F

∂uy

)
= 0 (2.45)

L’ équation (2.45) est appellée l’équation d’Euler-Lagrange .

Application 1

La variable de temps comme une constante, Soit le problème variationnelle [4] suivant :

J =
∫ 1

O

∫ 1

0

1
2
K(x, y)

(
∂u

∂x

)2

+
1
2
K(x, y)

(
∂u

∂y

)2

+
∂u

∂t
u

 dxdy (2.46)
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sous la condition aux bord

u(x, y) = g(x, y) sur ∂D (2.47)

telle que la dérivée du temps
∂u

∂t
est traitée comme une constatnte [4].

En appliquant le résultat obtenu (2.45) ci-dessus c’est-á-dire l’équation d’Euler-Lagrange,

avec

F (u, ux, uy, x, y) =
1
2
K(x, y)

(
∂u

∂x

)2

+
1
2
K(x, y)

(
∂u

∂y

)2

+
∂u

∂t
u(x, y)

∂F

∂u
=
∂u

∂t
(x, y) (2.48)

∂F

∂ux
= K(x, y)

(
∂u

∂x

)
=⇒

∂

∂x

(
∂F

∂ux

)
=

∂

∂x

(
K(x, y)

(
∂u

∂x

))
(2.49)

∂F

∂uy
= K(x, y)

(
∂u

∂y

)
=⇒

∂

∂y

(
∂F

∂uy

)
=

∂

∂y

(
K(x, y)

(
∂u

∂y

))
(2.50)

En substituant (2.48),(2.49) et (2.50) dans (2.45) on obtient :

∂u

∂t
(x, y)−

(
∂

∂x

(
K(x, y)

(
∂u

∂x

)))
+

∂

∂y
(x, y)

(
K(x, y)

(
∂u

∂y
(x, y)

))
= 0 (2.51)

Application 2

On considére la fonctionelle suivant :

J(u) =
1
2

∫ L

0

∫ 1

0

(∂u
∂t

)2

− c
(
∂u

∂x

)2
 dxdt (2.52)

avec 

u(t, 0) = u(t, l) = 0

u(x, 0) = H(x) =


0 si x < 0

1 si x ≥ 0

ut(x, 0) = 0

(2.53)

En appliquant la résultat (2.45) précédent on trouve :

∂F

∂u
= 0 (2.54)
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∂F

∂ut
= ut =⇒

d

dt

(
∂F

∂ut

)
= utt (2.55)

∂F

∂ux
= −cux =⇒

d

dt

(
∂F

∂ux

)
= −cutt (2.56)

L’équation d’Euler-Lagrange est donc :

∂2u

∂t2
(x, t)− c

∂2u

∂x2
(x, t) = 0 (2.57)
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2.3 Problème de calcul des variations sans contrainte

à deux variables dépendantes

Nous allons généraliser le problème de calcul des variations simple à un problème de calcul

des variations à deux variables dépondantes.

Notre objectif est de déterminer l’extremum de la fonctionnelle J suivante :

J =
∫ tf

t0
F (x, y, ẋ, ẏ, t)dt (2.58)

avec les conditions aux bord


x(t0) = x0; x(tf) = xf

y(t0) = y0; y(tf) = yf

(2.59)

On suppose que F est de classe C2 et de classe C1 par rapport á x et y. Supposant que x∗

et y∗ sont des extremums et x(t) et y∗ sont suffisamment proches des extremums x∗, y∗ ,i.e

x(t) = x∗(t) + ξη (2.60)

et

y(t) = y∗(t) + ξβ (2.61)

ξ réel.

Alors,

ξ −→ J(x∗(t) + ξη, y∗(t) + ξβ) (2.62)

tel que pour ξ = 0 pour toute choix de η, β : [t0, tf ] −→ R de classe C1

η(t0) = η(tf) = 0 (2.63)

et

β(t0) = β(tf) = 0 (2.64)
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La fonctionnelle ξ −→ J(x + ξη, y + ξβ) ait un extremum pour ξ = 0 pour tout choix

η, β : [t0, tf ] −→ R de classe C1 tel que

J(x+ ξη, y + ξβ) =
∫ tf

t0
F (x+ ξη, Ẋ + ξη̇, y + ξβ, ẏ + ξβ̇, t)dt (2.65)

Ainsi, l’extremum de J est donné par :

d

dξ
J(x+ ξη, y + ξβ) |ξ=0= 0 (2.66)

d

dξ
(J(x∗ + ξη, y∗ + ξβ)) =

d

dξ

∫ tf

t0
F (x∗ + ξη, ẋ+ ξη̇, y∗ + ξβ, ẏ + ξβ̇, t)dt

=
∫ tf

t0

d

dξ

(
F (x∗ + ξη, ẋ+ ξη̇, y∗ + ξβ, ẏ + ξβ̇, t)

)
dt

=
∫ tf

t0

(
∂F

∂x∗
∂x∗

∂ξ
+
∂F

∂ẋ∗
∂ẋ∗

∂ξi
+
∂F

∂y∗
∂y∗

∂ξ
+
∂F

∂ẏ∗
∂ẏ∗

∂ξ

)
dt

d’autre part on a :

∂x∗

∂ξ
= η,

∂y∗

∂ξ
= β

alors
d

dξ
(J) =

∫ tf

t0

((
∂F

∂x

)
η +

(
∂F

∂ẋ

)
η̇ +

(
∂F

∂y

)
β +

∂F

∂ẏ
β̇

)
dt (2.67)

En fait une intégration par partie pour les termes

∫ tf

t0

∂F

∂ẋ
η̇dt

et ∫ tf

t0

∂F

∂ẏ
β̇dt

on trouve ∫ tf

t0

(
∂F

∂ẋ

)
∗
η̇dt =

[
∂F

∂ẋ∗
η

]tf
t0

−
∫ tf

t0

d

dt

(
∂F

∂ẋ∗

)
ηdt

∫ tf

t0

(
∂F

∂ẏ

)
∗
β̇dt =

[
∂F

∂ẏ∗
β̇

]tf
t0

−
∫ tf

t0

d

dt

(
∂F

∂ẏ∗

)
βdt

(2.68)
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d’aprés la condition et (2.63) (2.64) on a donc

d

dξ
(J) =

∫ tf

t0

(
∂F

∂x∗

)
η −

∫ tf

t0

d

dt

(
∂F

∂ẋ∗

)
η −

∫ tf

t0

(
∂F

∂y∗

)
β −

∫ tf

t0

d

dt

(
∂F

∂ẏ∗

)
β (2.69)

=
∫ tf

t0

[
∂F

∂x∗
η −

d

dt

(
∂F

∂ẋ∗

)
η

]
dt+

[
∂F

∂y∗
β −

d

dt

(
∂F

∂ẏ∗

)
β

]
dt

D’aprés le lemme fondamentale [7] on a

∂F

∂x
−
d

dt

(
∂F

∂ẋ

)
= 0 (2.70)

pour la première variable.

D’autre part on a l’équation par rapport à y la deuxième variable

∂F

∂y
−
d

dt

(
∂F

∂ẏ

)
= 0 (2.71)

Application

Soit la fonctionnelle suivante :

J =
∫ 1

0

∫ L

0
(utv − vxu−

1
2
ρ1u

2
t −

1
2
ρ2v

2
t +

1
2
τ1u

2
x +

1
2
τ2v

2
x +

1
2
v2)dxdt (2.72)

avec des conditions aux bord


u(0, x) = u0 v(0, x) = v0

ut(0, x) = f1 vt(0, x) = f2

(2.73)

On applique les relations (2.70) et (2.71) présédentes.

D’une part on a
∂F

∂u
= −vx (2.74)

∂F

∂ut
= −ρ1ut =⇒

∂

∂t

(
∂F

∂ut

)
= −ρ1utt (2.75)

∂F

∂ux
= τ1ux =⇒

∂

∂t

(
∂F

∂ux

)
= τ1uxx (2.76)
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Alors l’équation de Euler-Lagrange par rapport à u est donnée par

vt + ρ1utt − τ1uxx = 0 (2.77)

d’autre part on a :
∂F

∂v
= ut + v (2.78)

∂F

∂vt
= −ρ2vt =⇒

∂

∂t

(
∂F

∂vt

)
= −ρ2vtt (2.79)

∂F

∂vx
= τ2vx =⇒

∂

∂x

(
∂

∂vx

)
= τ2vxx (2.80)

Donc l’équation d’Euler-Lagrange par rapport à v est donnée par

ut + ρ2vtt − τ2vxx = 0 (2.81)

Ainsi, le systéme des équations d’Euler-Lagrange est :



−vx + ρ1utt − τ1uxx = 0

ut + v + ρ2vtt − τ2vxx = 0

u(0, x) = u0 v(0, x) = v0

ut(0, x) = f1 vt(0, x) = f2

(2.82)
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CHAPITRE

3

DISCRÉTISATION SPATIO-TEMPORELLE

L’objectif de ce chapitre est la discrétisation par la méthode des différences finies des

problémes (2.51), (2.57) et (2.82) issues du calcul des variations décrit dans le chapitre

précédent.

3.1 Discrétisation du problème obtenu par le calcul

des variation d’ordre 2(Application 1) :

Cette section est consacré à la discrétisation du probléme (2.51) sur le domaine [0, 1]2 , [0, T ],

ceci consiste à remplacer, par un schéma approprié, le problème continu (2.51) par un système

algebrique.

∂u

∂t
(x, y)−

∂

∂x

[
K(x, y)

∂u(x, y)
∂x

]
−

∂

∂y

[
K(x, y)

∂u(x, y)
∂y

]
= 0 (3.1)

avec 
u(x, , y, t) = 0

u(x, y, 0) = 0 sur Γ
(3.2)
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Cette équation est équivalante à l’équation parabolique où u : [0, 1][0, T ] −→ R est

une fonction suffusamment réguliére et K(x, y) est une fonction régulière positive dans le

rectangle Ω.

L’approximation s’effectue en trois étapes successives.

-La première étape consiste à discrétiser le domaine [0, 1]2 , [0, T ].

-La deuxième consiste à discrétiser les opérateurs ∂u
∂t
, ∂
∂x

(
K(x, y)∂u

∂x

)
et ∂

∂y

(
K(x, y)∂u

∂y

)
discrétisation spatio-temporelle.

-La troisème étape consiste à discrétiser les conditions aux limites.

3.1.1 Discrétisation du domaine

Pour établir le schéma d’approximation du problème (2.51) précédent nous commançons par

discétiser le dommaine Ω = [0, 1]2.

On subdivise d’une part,

l’intervalle [0, 1]2 en n+1 parties de longueur h tel que h = 1
n+1 est le pas de discrétisation

dans la direction x et y c’ést-à-dire qu’on définit un maillage du poit Mi,j sur l’axe des x

et l’axe des y.

on pose : 
xi = ih

yj = jh pour i, j = 1, . . . , n

et d’autre part

l’intevalle [0, T ] en M intervalle de temps k telle que : T = Mk où k le pas de discrétisation

temporelle.

tm = mk pour m = 1, . . . ;M

.

3.1.2 Discrétisation temporelle

La dérivée par rapport au temps est approchée par un schéma de type différence finie implicite

u(t+ k, x) = u(t, x)− k
∂u

∂t
(t, x) + o

(
k2
)

(3.3)
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donc
∂u

∂t
(xi, yj, tm) =

u(xi, yj, tm+1)− u(xi, yj, tm)
k

+ o(k) (3.4)

3.1.3 Discrétisation spatiale

On va discrétiser les opérateurs ∂
∂x

[k(x, y)ux] et ∂
∂y

[k(x, y)uy] respectivement.

La discrétisation des opérateurs ∂
∂x

[k(x, y)ux] et ∂
∂y

[k(x, y)uy] consiste à remplacer

les dérivées par la quotient différentiels faisant intervenir les valeurs de la fonction u(x, y)

aux points du maillage. Pour établir le schéma de discrétisation des opérateurs définissant

le problème, deux schémas sont pris en compte, le schéma Avant-Arrière [1] et le schéma

Arrière-Avant [1] puis on procéde à la moyenne de ces deux schémas.

On prend le pas de discrétisation dans les deux directions OX et OY comme étant égaux :

∆x = ∆y = h.

Etape 01 : on fixe y et on pose :K(x, y)ux(x, y) = v1(x, y)

schéma Avant-Arrière :

On a

v1(x+ h, y) = v1(x, y) + h
∂v1(x, y)
∂x

+
h2

2
∂2v1(x, y)
∂x2

+ o(h2), (3.5)

donc
∂v1(x, y)
∂x

=
v1(x+ h, y)− v1(x, y)

h
−
h

2
∂2v1(x, y)
∂x2

+ o(h3). (3.6)

substituant v1(x, y) = k(x, y)
∂u

∂x
dans (3.6) en obtient :

∂v1(x, y)
∂x

=
1
h

(K(x+ h, y)
∂u

∂x
(x, y)−K(x, y)

∂u

∂x
(x, y))−

h

2
∂2

∂x2
(K(x, y)

∂u

∂x
(x, y))

+ O(h3)
(3.7)

Pour de raisons de simplicité, on note par Ki,j ≡ K(xi, yj) et ui,j ' u(xi, yj)

Aussi, on a :

u(x+ h, y) = u(x, y) + h
∂u

∂x
(x, y) + o(h2) (3.8)
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alors :
∂u

∂x
'
ui+1,j − ui,j

h
(3.9)

et

u(x− h, y) = u(x, y)− h
∂u

∂x
(x, y) + o(h2) (3.10)

donc :
∂u

∂x
'
ui,j − ui−1,j

h
(3.11)

Substituant (3.9)et (3.11) dans (3.7) on obtient :

∂v1(xi, yj)
∂x

'
1
h

[
Ki+1,j

ui+1,j − ui,j
h

]
−

1
h

[
Ki,j

ui,j − ui−1, j

h

]
−
h2

2

[
∂2

∂x2

(
Ki,j

∂u

∂x

)]
(3.12)

∂v1(xi, yj)
∂x

'
1
h2

[Ki+1,jui+1,j − (Ki,j +Ki+1,j)ui,j +Ki,jui−1,j] + ξavx (xi, yj)

(3.13)

Où ξavx (xi, yj) est l’erreur de trancture donnée par :

ξavx (xi, yj) = −
h

2

(
∂2K

∂x2
(xi, yj)

∂u

∂x
(xi, yj) +

∂K

∂x
(xi, yj)

∂2u

∂x2
(xi, yj) + o(h2)

)

Schéma Arrière-Avant :

On a :

v1(x− h, y) = v1(x, y)− h
∂v1(x, y)
∂x

+
h2

2
∂2v1(x, y)
∂x2

+ o(h3) (3.14)

∂v1(x, y)
∂x

=
v1(x, y)− v1(x− h, y)

h
+
h

2
∂2v1(x, y)
∂x2

+ O(h2) (3.15)

D’où

∂v1(xi, yj)
∂x

=
v1(xi, yj)− v1(xi−1, yj)

h
+
h

2
∂2v1(xi, yj)

∂x2
+ O(h2) (3.16)
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Substituant v1(x, y) = K(x, y)
∂u(x, y)
∂x

dans (3.16) on obtient :

∂v1(xi, yj)
∂x

'
1
h

[
Ki,j

ui+1,j − ui,j
h

]
−

1
h

[
Ki−1,j

ui,j − ui−1,j

h
+
h

2

[
∂2

∂x2
(Ki,j

∂u

∂x
)
]]

(3.17)
∂v1(xi, yj)

∂x
'

1
h2

[Ki,jui+1,j − (Ki,j + ki−1,j)ui,j +Ki−1,jui−1,j]+ξarx (xi, yj) (3.18)

Où ξarx (xi, yj est l’erreur de trancature donnée par :

ξarx (xi, yj) =
h

2

(
∂2K

∂x2
(xi, yj)

)
∂u

∂x
(xi, yj) +

∂K

∂x
(xi, yj)

∂2

∂x2
(xi, yj) + o(h2) (3.19)

En prenant la moyenne des deux expressions précédentes (3.13) et (3.18) on obtient :
∂

∂x
k(x, y)

∂u

∂x
=

1
2h2

[(ki,j + ki+1,j)ui+1,j − (2ki,j + ki+1,j + ki−1,j)ui,j

+ (ki,j + ki−1,j)ui−1,j] +
1
2

(
ξavx (xi, yj) + ξarx (xi, yj)

)

Etape 2 : On fixe x et on pose K(x, y)
∂u

∂y
(x, y) = v2(x, y)

Le shéma Avant-Arriére :

v2(x, y + h) = v2(x, y) + h
∂v2

∂y
(x, y) +

h2

2
∂2v2

∂y2
(x, y) + o(h3) (3.20)

On obtiant donc :

∂v2

∂y
(x, y) =

1
h

(v2(x, y + h)− v2(x, y))−
h

2
∂2v2

∂y2
(x, y) + o(h2) (3.21)

Substituant v2(x, y) = K(x, y)∂u
∂y

dans (3.21) :

∂v2

∂y
'

1
h

(K(x, y)
∂u

∂y
(x, y)−K(x, y)

∂u

∂y
(x, y))−

h

2
∂2

∂y2
(K(x, y)

∂u

∂y
(x, y) (3.22)

D’autre part on a :

u(x, y + h) = u(x, y) + h
∂u

∂y
(x, y) + o(h2) (3.23)

u(x, y − h) = u(x, y) + h
∂u

∂y
(x, y) + o(h2) (3.24)
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donc :
∂u

∂y
(x, y) '

u(x, y + h)− u(x, y)
h

(3.25)

∂u

∂y
(x, y) '

u(x, y)− u(x, y − h)
h

(3.26)

En substituant (3.25)et (3.26) dans (3.22) on obtient :

∂v2

∂y
'

1
h

(Ki,j+1
ui,j+1 − ui,j

h
)−

1
h

(Ki,j

ui,j − ui,j−1

h
) + ξavy (xi, yj) (3.27)

tel que :

ξavy (xi, yj) = −
h

2

(
∂2K

∂y2
(xi, yj)

∂u

∂y
(xi, yj) +

∂K

∂y
(xi, yj)

∂2u

∂y2
(xi, yj) + o(h2)

)

Schéma Arriére-Avant

v2(x, y − h) = v2(x, y)− h
∂v2

∂y
+
h2

2
∂2v2

∂y2
(x, y) + o(h3) (3.28)

∂v2

∂y
=
v2(x, y)− v2(x, y − h)

h
+
h

2
∂v2

∂y2
(x, y) + o(h2). (3.29)

Substituant (3.28) dans (3.29) on trouve :

∂v2

∂y
(x, y) '

1
h

(Ki,j

ui,j+1 − ui,j
h

−Ki,j−1
ui,j − ui,j−1

h
) + ξary (xi, yj) (3.30)

tel que

ξary (xi, yj) = −
h

2

(
∂2K

∂y2
(xi, yj)

∂u

∂y
(xi, yj) +

∂K

∂y
(xi, yj)

∂2u

∂y2
(xi, yj) + o(h2)

)
.

est le reste.

On prend la moyenne des deux schémas (3.27) et (3.30) on trouve :

∂v2

∂y
(x, y) '

1
2h2

[(Ki,j + ki,j+1)ui,j+1 − (2Ki,j + ki,j+1 +Ki,j1)ui,j

− (Ki,j +Ki,j−1)ui,j−1 +
1
2

(ξary (xi, yj)] + ξavy (xi, yj)
(3.31)
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Le schéma complet par rapport à x et y est donné par :

u(xi, yj, tm+1)− u(xi, yj, tm)
k

−
1

2h2
(ki+1,j + 4Ki,j +Ki−1,j +Ki,j+1 +Ki,j−1)ui,j

−
1

2h2
[(Ki−1,j +Ki,j)ui−1,j + (Ki,j−1 +Ki,j)ui,j−1]

−
1

2h2
[(Ki,j+1 +Ki,j)ui,j+1 + (Ki,j +Ki+1,j)]ui+1,j) = 0

(3.32)

Donc
umi,j = −µ [Ki,j +Ki+1,j]um+1

i−1,j − µ [Ki,j +Ki−1,j]um+1
i−1,j

+ [µ(4Ki,j +Ki+1,j +Ki−1,j +Ki,j−1 + 1]um+1
i,j )

− µ [Ki,j +Ki,j+1]um+1
i,j+1 − µ [Ki,j +Ki,j−1]um+1

i,j−1

(3.33)

Telle que µ = k
2h2

3.1.4 Discrétisation des conditions aux limites

La condition au bord u(x, y, t) = 0 est discrétisée par :

umi,j = 0

et la condition initiale u(x, y, 0) = 0 est discrétisée par :

u0
i,j = 0

La discrétisation compléte du problème (3.1) et (3.2) est donnée par :



umi,j = −µ [Ki,j +Ki+1,j]um+1
i+1,j − µ [Ki,j +Ki−1,j]um+1

i−1,j

+ [µ (4Ki,j +Ki+1,j +Ki−1,j +Ki,j+1 +Ki,j−1) + 1]um+1
i,j

−µ [Ki,j +Ki,j+1]um+1
i,j+1 − µ [Ki,j +Ki,j−1]um+1

i,j−1 i, j = 1, . . . , n m = 1, . . . ,M

umi,j = 0

u0
i,j = 0 i, j = 1, . . . , n

(3.34)
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3.1.5 Etude de la consistance, stabilité et convergence du pro-

blème

Dans cette sous section, nous allons démontrer la consistance, stabilité et la convergence de

schéma (3.34).

On démontre que le schéma de discrétisation (3.34) est consistant avec le problème conti-

nue (3.1) .

Soit l’opérateur :

A(u) =
∂u

∂t
−

∂

∂x

[
K(x, y)

∂u

∂x
(x, y)

]
−

∂

∂y

[
K(x, y)

∂u

∂y
(x, y)

]
= 0 (3.35)

Définissons l’opérateur approcher par la relation suivant :

Ã(u) = 0 (3.36)

On dit que le schéma de discrétisation Ã(u) est consistante avec l’opérateur A(u) si :

| A(u)− Ã(u) |7−→ 0 h 7−→ 0 k 7−→ 0 (3.37)

On a :

Ã =
1
k

[−u(xi, yj, tm) + u(xi, yj, tm + k)]−
1

2h2
[K(xi + h, yj) +K(xi, yj)]

u(xi + h, yj, tm + k) +
1

2h2
[K(xi − h, yj) +K(xi, yj − h) + 4K(xi, yj)

+K(xi + h, yj) +K(xi, yj + h)]u(xi, yj, tm + k)−
1

2h2
[K(xi − h, yj) +K(xi, yj)]

u(xi − h, yj, tm + k)−
1

2h2
[K(xi, yj − h) +K(xi, yj)]u(xi, yj − h, tm + k)

−
1

2h2
[k(xi, yj) + ik(xi, yj + h)]u(xi, yj + h, tm + k) + O(h2) = 0

(3.38)
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Calculant K(xi + h, yj),K(xi − h, yj),K(xi, yj + h) et K(xi, yj − h) :



K(xi − h, yj) = K(xi, yj)− h∂K∂x (xi, yj) + . . .

K(xi + h, yj) = K(xi, yj) + h∂K
∂x

(xi, yj) + . . .

K(xi, yj − h) = K(xi, yj)− h∂K∂y (xi, yj) + . . .

K(xi, yj + h) = K(xi, yj) + h∂K
∂y

(xi, yj) + . . .

(3.39)

En procédant le mème dévelopement de Taylor pour u(xi−h, yj, tm+k), u(xi+h, yj, tm+

k), u(xi, yj + h, tm) et u(xi, yj − h, tm).

Alors, on a

u(xi + h, yj, tm + k) = u(xi, yj, tm) + k
∂u

∂t
(xi, yj, tm) +

k2

2
∂2u

∂t2
(xi, yj, tm) (3.40)



u(xi − h, yj, tm) = u(xi, yj, tm)− h
∂u

∂x
(xi, yj, tm) +

h2

2
∂2u

∂x2
(xi, yj, tm)

−
h3

6
∂3u

∂x3
(xi, yj, tm) +

h4

24
∂4u

∂x4
(xi, yj, tm)− . . .

u(xi + h, yj, tm) = u(xi, yj, tm) + h
∂u

∂x
(xi, yj, tm) +

h2

2
∂2u

∂x2
(xi, yj, tm)

+
h3

6
∂3u

∂x2
(xi, yj, tm) +

h4

24
∂4u

∂x4
(xi, yj, tm) + . . .

(3.41)



u(xi, yj − h, tm) =u(xi, jj, tm)− h
∂u

∂y
(xi, yj, tm) +

h2

2
∂2u

∂y2
(xi, yj, tm)

−
h3

6
∂3u

∂y3
(xi, yj, tm) +

h4

24
∂4u

∂y4
(xi, yj, tm)− ...

u(xi, yj + h, tm) =u(xi, yj, tm) + h
∂u

∂y
+
h2

2
∂2u

∂y2
(xi, yj, tm)

+
h3

6
∂3u

∂y3
(xi, yj, tm) +

h4

24
∂4u

∂y4
(xi, yj, tm) + ..

(3.42)
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On remplaçons les relations (3.39),(3.40),(3.41) et (3.42) dans l’operateur Ȧ on trouve :

Ã '
1
k

[u(xi, yj, tm) + k
∂u

∂t
(xi, yj, tm) +

k2

2
∂2

∂t2
(xi, yj, tm)− u(xi, yj, tm)]

−
1

2h2
[2K(xi, yj) + h

∂K

∂x
(xi, yj)][u(xi, yj, tm + k) + h

∂u

∂x
(xi, yj, tm + k)

+
h2

2
∂2u

∂x2
(xi, yj, tm + k) +

h3

6
∂3u

∂x3
(xi, yj, tm + k) +

h4

24
∂4u

∂x4
(xi, yj, tm + k) + . . .]

+ 8K(xi, yj)u(xi, yjtm + k)− [2K(xi, yj)− h
∂K

∂x
(xi, yj)][u(xi, yj, tm + k)

− h
∂u

∂x
(xi, yj, tm + k) +

h2

2
∂2u

∂x2
(xi, yjtm)−

h3

6
∂3u

∂x3
(xi, yj, tm + k)

+
h4

24
∂4u

∂x4
(xi, yj, tm + k)− [2K(xi, yj) + h

∂K

∂y
(xi, yj)][u(xi, yj, tm + k)

− h
∂u

∂y
(xi, yj, tm + k) +

h2

2
∂2u

∂y2
(xi, yj, tm + k)−

h3

6
∂3u

∂y3
(xi, yj, tm + k)

+
h4

24
∂4

∂y4
(xi, yj, tm + k)]− [2K(xi, yj)− h

∂K

∂y
(xi, yj)][u(xi, yj, tm + k)

− h
∂u

∂y
(xi, yj, tm + k) +

h2

2
∂2u

∂y2
(xi, yj, tm + k)−

h3

6
∂3u

∂y3
(xi, yj, tm + k)

+
h4

24
∂4u

∂y4
(xi, yj, tM + k)]

(3.43)

Par la simplification de la relation (3.43) on trouve :

Ã = [
∂u

∂t
(xi, yj, tm) +

k

2
∂2u

∂t2
(xi, yj, tm)]− [K(xi, yj)

∂2u

∂x2
(xi, yj, tm)

−
∂K

∂x
(xi, yj)

∂u

∂x
(xi, yj, tm)−

h

12
K(xi, yj)

∂4u

∂x4
(xi, yj, tm)−

h2

6
∂K

∂x
(xi, yj)

∂3u

∂x3

−K(xi, yj)
∂2u

∂y2
(xi, yj, tm)−

∂K

∂y
(xi, yj)

∂u

∂y
(xi, yj, tm)−

h2

12
K(xi, yj)

∂4u

∂y4
(xi, yj, tm)

−
h2

6
∂K

∂y
(xi, yj)

∂3u

∂y3
] + O(h2)

(3.44)
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Par conséquant :

A(u)− Ã =
k

2
∂2u

∂t2
(xi, yj, tm) +

h2

12
K(xi, yj)

∂4

∂x4
(xi, yj, tm)

+
h2

6
∂K

∂x
(xi, yj)

∂3u

∂x3
(xi, yj, tm)

+
h2

12
K(xi, yj)

∂4u

∂y4
(xi, yj, tm)

+
h2

6
∂K

∂y
(xi, yj)

∂3

∂y3
(xi, yj, tm)

(3.45)

D’où :

| A(u)− Ã(u) |≤
k

2
∂2u

∂t2
(xi, yj, tm) +

h2

12
K(xi, yj)

∂4

∂x4
(xi, yj, tm)

+
h2

6
∂K

∂x
(xi, yj)

∂3u

∂x3
(xi, yj, tm)

+
h2

12
K(xi, yj)

∂4u

∂y4
(xi, yj, tm)

+
h2

6
∂K

∂y
(xi, yj)

∂3

∂y3
(xi, yj, tm)

(3.46)

Alors

| A(u)− Ã(u) |7−→ 0 h −→ 0 k −→ 0 (3.47)

Ainsi, la consistance est vérifiée.

La stabilité

Proposition 3.1 Supposons que la coefficient K(x, y) et le fonction u sont continurs

et suffisamment différentiables. Alors, les schémas implicite (3.40) est inconditionellement

stable. De plus il est consistant et l’erreur de troncature locale de ce schéma est noté (Eii,j)

vérifie :

| Ei
i,ג |≤ Cn(k + h2) ou Cn est une constante
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Cas particulier : Etude de la stabilité dans le cas K(x, y) = c oú c

constante

Considérons le nouveau problème avec K(x, y) = c



∂u

∂t
− c

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
= 0 dans [0, 1]2 [0, T ]

u(x, y, t) = 0 sur Γ

u(x, y, 0) = 0 dans Ω [0, 1]2

(3.48)

Le schéma implicite obtenue par la méthode de différence fini est :

um+1
i,j − umi,j

k
−

c

h2

[
um+1
i−1,j − 4um+1

i,j + um+1
i+1,j + um+1

i,j−1 + um+1
i,j+1

]
= 0

ceci implique :

umi,j = −λum+1
i−1,j − λu

m+1
i+1,j + (1 + 4λ)um+1

i,j − λu
m+1
i,j+1 (3.49)

avec λ =
ck

h2
.

On utilise la méthode de Von-Newman, posant que

umi,j = ϕ(mk)eiαih.eiθjh (3.50)

Substituant (3.50) dans le schéma (3.49) on obtient

ϕ(mk)eiαih.eiθjh = −λϕ((m+ 1)k)eiα(i−1)heiθjh − λ((m+ 1)k)eiα(i+1)heiθjh

− λϕ((m+ 1)k)eiαiheiθ(j−1)h − λ((m+ 1)k)eiαiheiθ(j+1)h

+ (1 + 4λ)ϕ(mk)eiαih.eiθjh

(3.51)
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On pose t = mk

ϕ(t)eiαih.eiθjh = −λϕ(t+ k)eiαih.e−iαh.eiθjh − λϕ(t+ k)eiαih.eiαh.eiθjh

− λϕ(t+ k)eiαih.eiθjh.e−iθh − λϕ(t+ k)eiαih.eiθjh.eiθh

+ (1 + 4λ)ϕ(t)eiαih.eiθjh

= ϕ(t+ k)eiαih.eiθjh
[
−λ

(
eiαh + e−iαh

)
− λ

(
eiθh + e−iθh

)
+ 1 + 4λ

]
1 =

ϕ(t+ k)
ϕ(t)

[
1− 4λ

(
sin

αh

2
+ sin

θh

2

)]

1 = ε

[
1− 4λ

(
sin

αh

2
+ sin

θh

2

)]
(3.52)

Donc :

ε =
1

1− 4λ
(
sin αh

2 + sin θh
2

)
Nous avons donc toujours

|ε| ≤ 1

le schéma (3.49) est donc inconditionelment stable.

La convergence :

Comme le schéma implicite (3.49) est consistant et stable alors d’aprés le théorème de Lax

il est convergent.

3.1.6 Test numérique

Nombre de points de discrétisation n Temps t Nombre des itirations temps d’execution

50 3 2 itr 35 sec

80 3 2 itr 131 sec
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Figure 3.1 : Evolution de la température au cours du temps

3.2 Discrétisation du problème obtenu par le calcul des

variations d’ordre 2(Application 2)

Considérons le problème (2.82) issue du problème (2.52)-(2.53)

∂2u

∂t2
(x, t)− c

∂2u

∂x2
(x, t) = 0 tel que Ω = [0, 1] , t > 0 (3.53)

3.2.1 Discrétisation du domaine

On découpe l’intervalle [0, 1] en (n+ 1) intervalles de longueur h. On pose : h = 1
n+1 pas

de discrétisation dans la direction de x et k = 1
n+1 pas de discrétisation de t

3.2.2 Discrétisation temporelle

La dérivée par rapport au temps est approchée par un schéma de type différence finie cen-

tré ;la dérivée temporelle étant discrétisée par :

u(t+ k, x) = u(t, x) + k
∂u

∂t
(t, x) +

k2

2
∂2u

∂t2
+ o(k3) (3.54)

u(t− k, x) = u(t, x)− k
∂u

∂t
(t, x) +

k2

2
∂2u

∂t2
+ o

(
k3
)

(3.55)

Le shéma de discrétisation temporelle est donc :

∂2u

∂t2
(t, x) '

1
k2

[u(t− k, x) + u(t+ k, x)− 2u(t, x)] (3.56)
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3.2.3 Discrétisation spatiale

On prend le pas de discrétisation comme étant égale ∆x = h

u(t, x+ h) = u(t, x) + h
∂u

∂x
+
h2

2
∂2u

∂x2
+ o(h3) (3.57)

u(t, x− 1) = u(t, x)− h
∂u

∂x
(t, x) +

h2

2
∂2u

∂x2
(t, x) + o(h3) (3.58)

Le shéma de discrétisation spatiale est donc :

∂2u

∂x2
(t, x) '

1
k2

[u(t, x− 1) + u(t, x+ h)− 2u(t, x)] (3.59)

Alors, le schéme final par rapport à x et t est donné par :

∂2u

∂t2
(t, x)− c

∂2u

∂x2
(t, x) '

ui+1
j + ui−1

j − 2uij
k2

− c
uij+1 + uij−1 − 2uij

h2
(3.60)

Alors, on a
ui+1
j + ui−1

j − 2uij
k2

− c
uij+1 + uij−1 − 2uij

h2
= 0 (3.61)

3.2.4 Discrétisation des conditions aux limites

Les conditions au bord u(t, 0) = u(t, l) = 0 et la condition u(x, 0) = H(x) sont

discrétiseées par :

ui0 = uil = 0 (3.62)

u0
j = H(x) (3.63)

et la condition ut(x, 0) = 0 est discrétisée par :

1
h

[u1
j − u

0
j ] = 0 (3.64)

3.2.5 Etude de la consistanse, stabilité et convergence

Consistance :

On pose

Ã(u) =
ui+1
j + ui−1

j − 2uij
k2

− c
uij+1 + uij−1 − 2uij

h2
(3.65)
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et

A(u) =
∂2u

∂t2
− c

∂2u

∂x2

le schéma de discrétisation est dite consistant si :

| A(u)− Ã(u) 7−→ 0 h 7−→ 0 k 7−→ 0 (3.66)

On a :


u(xi, tj + k) = u(xi, tj) +

1
k

∂u

∂t
(xi, tj) +

1
k2

∂2u

∂t2
(xi, tj) + O(k4)

u(xi, tj − k) = u(xi, tj)−
1
k

∂u

∂t
(xi, tj) +

k2

2
∂2u

∂t2
(xi, tj) +

k3

6
∂3u

∂t3
+ O(k4)

(3.67)

et


u(xi − h, tj) = u(xi, tj)−

1
h

∂u

∂x
(xi, tj) +

h2

2
∂2u

∂x2
(xi, tj)−

∂3u

∂x3
+ O(h4)

u(xi + h, tj) = u(xi, tj) +
1
k

∂u

∂x
(xi, tj) +

1
h2

∂2u

∂x2
(xi, tj) +

∂3u

∂x3
(xi, tj) + O(h4)

(3.68)

substituant (3.67) et (3.68) dans (3.65) on trouve :

Ã(u) =
1
k2

[(u(xi, tj) + k
∂u

∂t
(xi, tj) +

k2

2
∂2u

∂t2
(xi, tj) +

k3

6
∂3u

∂t3
+ O(k4))

+ (u(xi, tj)− k
∂u

∂t
(xi, tj) +

k2

2
∂2u

∂t2
(xi, tj)−

k3

6
∂3u

∂t3
+ O(k4)− 2u(xi, yj)]

− c
1
h2

[(u(xi, tj) + h
∂u

∂x
(xi, tj) +

h2

2
∂2u

∂x2
(xi, tj) +

h3

6
∂3u

∂x3
+ O(h3))

+ (u(xi, tj)− h
∂u

∂x
(xi, tj) +

h2

2
∂2u

∂x2
(xi, tj) +

h3

6
∂3u

∂x3
+ O(h4)− 2u(xh, yj))]

(3.69)

par simplification on trouve :

Ã1(u) =
∂2u

∂t2
(xi, tj) + 2O(k2)− c

∂2u

∂x2
(xi, tj) + 2O(h2) (3.70)

Alors, on a

| A(u)− Ã(u) |= 2O(k2) + 2O(h2) h −→ 0 k −→ 0 (3.71)

Alors,

| A− Ã |= 0 h −→ 0 k −→ 0 (3.72)
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Le schéma est consistant à l’ordre 2 en temps et en espace, l’erreur de troncature tend vers

0 lorsque h et k tendent vers 0.

Stabilité

Dans le cas de schémas numériques appliqués à des problèmes hyperboliques nous choisi-

rons comme condition de stabilité est d’imposer au vecteur des solutions approchées d’être

conservé ou de décroitre en norme au cours du temps.

uj+1
i = 2(1−

(
k

h

)2

)uji +
(
k

h

)2

(uji−1 + uji+1)− uj−1
i (3.73)

Pour avoir la combinaison convexe :

2

1−
(
k

h

)2
 +

(
k

h

)2

+
(
k

h

)2

− 1 = 1 (3.74)

et

0 <
(
k

h

)2

< 1⇒ 0 <
k

h
< 1 (3.75)

et

0 < 2

1−
(
k

h

)2
 < 1 (3.76)

pour l’inégalité :

2

1−
(
k

h

)2
 > 0

est vérifie pour :
(
k

h

)2

< 1.

Il nous reste la deuxième inégalité c.à.d :

2

1−
(
k

h

)2
 < 1⇒

(
k

h

)2

< 1

Donc, la condition de stabilité est :

(
k

h

)2

< 1
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Convergence

D’après le théorème de Lax, on obtient la convergence ( consistance et stabilitè implique la

convergence ).

3.2.6 Test numérique

l’intervalle nombre des points n pas de discrétisation h temps d’execution

[0, L] 101 0.01 2sec

[0, L] 1001 0.001 205 sec

l’intervalle nombre des points n pas de discrétisation h temps d’execution

[−L,L] 101 0.02 4 sec

[−L,L] 1001 0.002 419 sec

Figure 3.2 : solutions approchées de l’équation des ondes cas n=101

Figure 3.3 : solution approchée cas n=1001
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3.3 Discrétisation du système obtenu par le calcul des

variations à deux variables dépendantes :

Considérons le problème (2.82) issue du problème (2.72)-(2.73)


vx + ρ1utt − τ1uxx = 0

ut + ρ2vtt − τ2vxx = 0
(3.77)

avec 
u(0, x) = u0 v(0, x) = v0

ut(0, x) = f1 vt(0, x) = f2

(3.78)

3.3.1 Discrétisation du domaine

On découpe l’intervale [0, 1]2 en (n+ 1) intervalles de longueur h.

On pose :

h =
1

n+ 1
le pas de dicrétisation dans la direction de x

ti = ik, xj = jh.

3.3.2 Discrétisation temporelle

On remplace les opérateurs ut, utt et vtt par des quotients différentiels. On prend le pas de

discrétisation comme égale á ∆t = k on trouve :

u(t+ k, x) = u(t, x) + k
∂u

∂t
(t, x) + O(h2) (3.79)

u(t+ k, x) = u(t, x) + k
∂u

∂t
(t, x) +

k2

2
∂2u

∂t2
+ o(k3) (3.80)

u(t− k, x) = u(t, x)− k
∂u

∂t
(t, x) +

k2

2
∂2u

∂t2
+ o

(
k3
)

(3.81)

Le schéma de discrétisation temporelle par rapport à u est :

∂u

∂t
(t, x) '

1
k

[u(t− k, x)− u(t, x)] (3.82)

∂2u

∂t2
(t, x) '

1
k2

[u(t− k, x) + u(t+ k, x)− 2u(t, x)] (3.83)
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d’autre part on a

v(t+ k, x) = v(t, x) + k
∂v

∂t
(t, x) +

k2

2
∂2v

∂t2
+ o(h3) (3.84)

v(t− k, x) = v(t, x)− k
∂v

∂t
(t, x) +

k2

2
∂2v

∂t2
(t, x) + o(k3) (3.85)

Le schéma de discrétisation temporelle par rapport à v est :

∂2v

∂t2
(t, x) '

1
k2

[v(t− k, x) + v(t+ k, x)− 2v(t, x)] (3.86)

3.3.3 Discrétisation spatiale

On remplace les opérateurs uxx ,vx et vxx par des quotients différentiels. On prend le pas

de discrétisation comme êtant égale ∆x = h

u(t, x+ h) = u(t, x) + h
∂u

∂x
(t, x) +

h2

2
∂2u

∂x2
(t, x) + o(h3) (3.87)

u(t, x− h) = u(t, x)− h
∂u

∂x
(t, x) +

h2

2
∂2u

∂x2
(t, x) + o(h3) (3.88)

Le schéma de discrétisation spatiale par rapport à u est :

∂2u

∂x2
(t, x) '

1
h2

[u(t, x− h) + u(t, x+ h)− 2u(t, x)] (3.89)

D’autre part on a

v(t, x+ h) = v(t, x) + h
∂v

∂x
(t, x) + O(h2) (3.90)

v(t, x+ h) = v(t, x) + h
∂v

∂x
(t, x) +

h2

2
∂2v

∂x2
(t, x) + o(h3) (3.91)

v(t, x− h) = v(t, x)− h
∂v

∂x
(t, x) +

h2

2
∂2v

∂x2
(t, x) + o(h3) (3.92)

Le schéma de discrétisation spatiale par rapport à v est :

∂v

∂x
(t, x) '

1
h

[v(t, x+ h)− v(t, x)] (3.93)

∂2v

∂x2
(t, x) '

1
h2

[v(t, x− h) + v(t, x+ h)− 2v(t, x)] (3.94)
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Substituant (3.93) et (3.83) dans (3.77) on obtient :

vij+1 − vij
h

+ ρ1

(
ui+1
j + ui−1

j − 2uij
)

h2
− τ1

uij+1 + uij−1 − 2uij
h2

= 0 (3.95)

et (3.82) et (3.94) dans (3.77) :

ui+1
j − uij
k

+ ρ2
vi+1
j + vi−1

j − 2vij
h2

− τ2
vij+1 + vij−1 − 2vij

h2
= 0 (3.96)

3.3.4 Discrétisation des conditions aux limites

La condition au bord u(0, x) = u0 et v(0, x) = v0 sont discrétisées par :


u0
j = u0

v0
j = v0

(3.97)

et les discrétisations de ut(0, x) = f1 et vt(0, x) = f2 sont :


u1
j − u0

j

k
= f1

v1
j − v0

j

k
= f2

(3.98)

Pour l’étude de la consistance, stabilité et convergence on fait les mêmes étapes que le

problème (2.52) précédent pour chaque équation.

3.3.5 Test numérique

intervalle Variables Nombre des points n Temps d’execution

[0, L] (u, v) 100 32 sec

[−L,L] (u, v) 100 69 sec
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Figure 3.4 : Solution approchée du système des ondes -valeurs de u-

Figure 3.5 : Solution approchée du système des ondes -valeurs de v-
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CONCLUSION

La résolution des problèmes de calcul des variations sans contrainte consiste à trouver l’équa-

tion d’Euler-Lagrange du problème d’extremum d’ordre un, deux et à deux variables dé-

pendantes. La méthode des différences finies est utilisée pout la résolution numérique de

ces problèmes, aussi l’étude de la consistance, la stabilité et la convergence sont établés.

Ainsi des tests numériques de ces problèmes ont été effectués.
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