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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudier quelques problemes de calcul des variations d’ordre
un, d’ordre deux et a deux variables. Suite a cette étude, nous avons déterminé 1’équation
d’Euler-Lagrange correspondante a ces probleme. La méthode de différences finies est utilisée
pour I'approximation numérique de ces équations différentielles. La consistance, la stabilité

et la convergence ont été établies. Des tests numériques de ces problémes ont été effectués.

Mots clés: Calcul des variations, equation d’Euler-Lagrange, méthode des différences

finies, consistance, stabilité, convergence, tests numériques.

ABSTRACT

In this memory, we have studied some problems of calculus of variations of order one,
order two and with two variables. Following this study, we determined the corresponding
Euler-Lagrange equation. The finite difference method is used for the numerical approx-
imation of these differential equations. Consistency, stability and convergence have been

established. Numerical tests of these problems have been carried out.

key words: Calculus of variations, Euler-Lagrange equation, the finite difference method,

Taylor devolepment, consistancy, stability, convergence, numirical tests.
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INTRODUCTION

Le calcul des variations est une branche importante des mathématiques. Il a été développé
dés le 17%™¢ ciecle par plusieurs mathématiciens notamment les fréres Bernoulli, Euler,
Gauss, ect. ..

Le calcul des variations dans le sens le plus large concerne 1’étude des problémes d’extremum
impliquant des fonctionelles. Il est analogue a la théorie des minimas et maximas de ’analyse
réelle. La seule difficulté suplémentaire est que les inconnues ne sont pas des nombres mais
des fonctions. Cependant, le calcul des variations conduit a une condition nécessaire repré-
sentée par I’équation d’Euleur-Lagrange [7] qui est une équation différentielle ordinaire et
aux dérivées partielles linéaire ou non.

Ainssi, le probléme fondamental du calcul des variations consiste & comparer les différentes
valeurs que peut prendre une intégrale pour plusieurs choix de la fonction x(t). Plus pré-
cisément, on cherche les valeurs maximales et minimales de fonctionelles représentées par
I'intégrale définie.

Dans ce travail, nous nous intéressons a quelques types de problemes de calcul de variations
d’ordre un, d’ordre deux et en termine par un probleme de calcul des variations a deux
variables. Nous avons déterminé ’équation d’Euler-Lagrange correspondante pour chaque
probléme; une équation différentielle ordinaire, équation d’ordre supérieure et un systéme
d’équations différentielles. La méthode de différences finies est utilisée pour 'approximation

numérique de ces équations différentielles. La consistance, la stabilité et la convergence ont



été établies respectivement pour chaque probleme. Des tests numériques de ces problemes
ont été effectués.

Le mémoire comporte trois chapitres :

Le chapitre 1 est un rappel mathématique nécessaire a la suite du travail.
Le chapitre 2 est consacré a 1’étude de quelques problemes de calcul des variations d’ordre
1, d’ordre 2 et a deux variables.
Le chapitre 3, contient la discrétisation des équations différentielles (équation d’Euler-Lagrange)
issues du calcul des variations par la méthode des différences finies dont ’étude de la consis-
tance, la stabilité et la convergence des schémas numérique sont établie. Des tests numériques

de ces problemes ont été effectués.



CHAPITRE

RAPPELS MATHEMATIQUES

Dans ce chapitre, on présente quelques résultats d’analyse et également quelques notions
et concepts qui seront nécéssaires pour résoudre numériquement les problemes ci-dessus.
Définition 1.1 Une équation differentioelle aux dérivées partielles noté par (EDP) est
une équation faisant intervenir une fonction inconue de plusieurs variables ainsi que certains

de ses dérivées partielles.

Définition 1.2 Fonction admissible

On appelle une fonction admissible toute fonction suffisament réguliére x(t) et vérifiant les

conditions aux limites.

Définition 1.3 Clasisication des EDP
Soit ’EDP suivant d’ordre deux, linéaire a coeficients constants :
0%u 0%u 0u ou ou

b d— — = 1.1
" o2 + Ox0y +03y2 + ox +€8y tfu=g (1)

tel que a, b, c,d, e et f sont des constantes.

-L’équation (1.1) est dite elliptique si b — 4ac < 0.
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-L’équation (1.1) est dite parabolique si b — 4ac = 0.
-L’équation (1.1) est dite hyperbolique si b*> — 4ac > 0

Définition 1.4 Accroissement d’une fonctionelle

L’accroissement d’une fonctionelle notée par AJ est définie par :
AJ = J(x(t) + dx(t)) — J(x(t))

ot : 0z (t) est la variation de la fonction x(t).
Ainsi Uaccroissement AJ (x(t), dx(t)) de la fonctionelle dépond de la fonction x(t) et de

sa variation dx(t).

Théoreme 1.1 Théoréme de Taylor a deux variables
On suppose que f(x,y) et toutes ses dérivées d’ordre inférieur ¢ m+ 1 sont continues dans
D = {(xz,y) a<x<b, c<y<d} (cesta dire f(x,y) € c"T1)

soit (xo,yo) € D, il esziste & compris entre © et xg et ) compris entre Y, Yo avec

f(ma y) = Pn(m9 y) + Rn(wa y)

ol

0 0
ol 9) = £(@0r90) + (& = 20) g (w0 30) + (U = 90) g (0:90) +

1 o . onf
Feeeee + EEFOCTJLH(CU — 20)" T (y — yo)JW(xo, Yo)
ou
R, (z,y) = L s (x — @)™ (y — )jianﬂf (&m)
m yY) = n+1 j=0 “n+1 0 Yy Yo 3w"+18yj s N

Lemme 1.1 Lemme fondamantal [7]
Si lintégrale f; fy)n(y)dy ot f(y) est une fonction continue par morceaux dans l'inter-
valle [a, b], s’anunulant pour toute fonction n € C* [a, b] tel que n(a) = n(b) = 0, alors,
f(y) est identiquement nul dans [a, b].

Théoreme 1.2 Théoréme fondamental [7]
Soit *(t) un extremum, la premiére variation de J doit étre nulle en x* .i.e;
6J (z*(t), z(t)) =0

8



pour toute variation admissible dx(t)

Théoreme 1.3 Théoréme de Green [5]

On considére une forme différentielle continue définie par
V(z,y) € R? : (w,y) = P(z,y)dx + Q(z,y)dy

et un compact D C R? dans la frontiére (8D) soit de classe C* par morceauz et orientée,

//D <‘Zg — 8;;) drdy = /aD(Pd:c + Qdy)

Méthode des différences finies

alors

La méthode des différences finies consiste a remplacer les dérivées partielles par des diffé-
rences divisées en combinasion de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini des
points discrétes aux noeuds du maillage.

Ainsi, la méthode des différences finies sert a approximer les opérateurs des équations au

moyen de développement de Taylor.

Définition 1.5 Maillage

On appelle maillage un ensemble de points du domaine de définition sur lequel on va ap-
pliqguer D.F. Pour une application définie sur un segment de R, on ajoutera en général les
deux extrémités du segment; pour un maillage en dimension supérieure, on sera amené a
choisir éventuellement des points du contours du domaine de définition. On appelle le pas

du maillage la distance entre deux points successifs du maillage voisins.

Définition 1.6 Schéma numérique

Ecrire un schéma numérique de la résolution d’une équation aux dérivées partielles signifie :
-Substituer les formulations des dérivées par approrimations sur tous les point de maillage.
-Réorganiser les équation pour faire apparaitre un schéma explicite ou bien implicite.
-Résoudre un schéma numérique signifie simplement trouver les valeurs discrétes de la fonc-

tion en chaque noeud.

Définition 1.7 -La méthode ou le schéma explicite calcule u, 1 en fonction de u,, c-a-
d:

Upny1 = f(un)

9



-La méthode ou le schéma implicite calcule Wp 1 en fonction de (Up, Upt1) c-d-d :

Unp+1 — f(um Un+1)

Définition 1.8 La consistance
C’est la propriété qui assure que la solution exacte des équations discrétisées tend vers la
solution exacte des équations continue lorsque les pas de discrétisation k et h tendent vers

2€r0.

Définition 1.9 Erreur de trancature

On appelle erreur de troncature la quantité obtenue en remplacant les dérivées par les dif-
férences divisées. Le calcul des erreurs de troncature est usuellement basé sur les développe-
ments de Taylor. L’erreur de troncature est une erreur qui indique comment l’équation est
approchée par le schéma. Ce n’est pas une erreur entre la solution exacte et la solution ap-
prochée (erreur de convergence), mais c’est une erreur qui quantifie a quel ordre la solution

exacte vérifie le schéma.

Définition 1.10 Consistance de schéma

Le schéma est consistant d’ordre un en temps et d’ordre deuz en espace, si il existe ¢ C Ry

ne dépende que U telque : || EM™ < c(k + h?) ||.

Définition 1.11 La stabilité
Par définition, un schéma numérique est stable si les erreurs (d’arrondi, de troncature,...)
ne peuvent pas croétre pendant la procédure numérique d’un pas de temps au suivant :

Un schéma peut étre :

— Inconditionnellement instable : Quels que soient k et h les erreurs s’amplifient au fil

des itérations. Ceci cause des résultats complétement faux.

-Inconditionnellement stable : Quels que soient k; h les erreurs causées par le schéma

numérique n’explose pas au fil des itérations.

— Conditionnellement stable : On doit poser une condition sur k et h pour que la solution

n’explose pas.

10



Définition 1.12 Théoréme de Lax
Si la solution w de I’EDP est suffisamment réguliére, un schéma stable et consistant est

convergent.

11



CHAPITRE

PROBLEMES DE CALCUL DES
VARIATIONS SANS CONTRAINTE

2.1 Probleme de calcul des variations sans contrainte
d’ordre 1

Soit [te, t¢] un intervalle de R et soit E = C*([to, tf]),R) I'ensemble des applications de
classe C* définie sur [to, t¢] a valeur dans R .

Considérons le probléme suivant :

Hw®) = [ Flo),a), e 2.1)

et FF € C? et x(t) est une fonction admissible de classe C*.

avec

x(tg) = Aet(ty) =B (2.2)

12



Notre objectif consiste a déterminer I'extrémum de la fonctionelle J qui est solution de
I’équation d’Euleur-Lagrange.
Nous allons, donné ci-dessus le développement de ’équation d’Euler-Lagrange a travers les

étapes suivantes.

Premiére étape : Hypotheése d’extremum
On suppose que *(t) est la courbe qui vériffie le probleme (2.1)- (2.2) et soit (t) une autre
courbe qui s’écrit sous la forme suivante :

x(t) = x*(t) + o= (1) (2.3)
ou dz(t) est une variation de x*(t) et vérifie

o0x(to) = dx(ty) =0 (2.4)

telle que : J(x* 4+ dx) est continuement différentiable sur E.

Deuxieme étape : Accroissement

Considérons 'accroissement de la fonctionnelle J :
AJ = J(x*(t) 4+ dx(t)) — J(z*(t)) (2.5)

alors,

AJ = /ttf [F(z* + dx(t), &*(t) + 02(t), t) — F(x*(t),2*(t),t)]dt  (2.6)

Troisieme étape : Premieéere variation

Pour déterminer la premiere variation de J en utilise le développement de Taylor autour de

x* 4 dx et &* + d& pour le premier terme de U'intégrale (2.6) et en gardant tout simplement

les termes linéaires en dx(t) et d&(t).

Alors, on a

F(x*(t) + dx(t),z*(t) + 0x(t),t) = F(x*(¢t), " (t),t) + (gl;)*éw + (g:)*ézc + ...
(2.7)

13



prenant les termes linéaires de la relation (2.7) et substituant la relation (2.7) dans (2.6) on

obtient :
t OF oOF
AJ:/f(F(:c*,:b*,t)+ — | dx+ (| 0= — F(x*, 3", t))dt. (2.8)
to ox « oz «
On trouve donc,
ty OF oOF
AJ = —)0 —).0x)dt. 2.
J = [ )0 + (5 ).d) (2.9)

En faisant une intégration par partie dans le deuxiéme terme de la relation (2.9)

ty OF
"(E),6@dt (2.10)
to  OI

oF d (OF
ot ), dt \ oz /,

V' =6z, V = oz

On prenant

et

Alors, on obtient

ts (OF ) “ oty d (OF
/f OF) siat = | (27 s —/f S szat, (2.12)
to \ O/, oz /), |, to dt \ Oz /,
comime
dxz(ty) = dx(t;) =0 (2.13)
aussi, on a
ty (OF ty d (OF
/f ) sidt = —/f L2 sadt (2.14)
to \OZ /, to dt \ Ox

Substituant le relation (2.14) dans (2.10) on a

ts [OF s d OF* _ .
0J = o lam*(w*aw s t)ox(t) — dt 0% (z*, 2", ) oz ] dt (2.15)

qui est valable pour tout dx de classe C?.

D’aprés le théoreme fondamental[7], on déduit que la variation de J est nulle en extremum,i.e.

dJ(x* 4+ 6x) =0 (2.16)

14



C’est -a-dire

67 = [ 12E (o ty — LOF (o i 1| b2t = 0 (2.17)
"o oY T atea Y00 |
d’aprés le lemme fondamental [7], on a le résultat suivant :
oF . d (OF . e
%(w , &, t) — 2 \ 52 (z*,&*,t) = 0 Pour tout t € [to, ts]. (2.18)

L’équation (2.18) est appelée 1'équation d’Euler-Lagrange qui est une condition nécessaire.

Condition suffisante

Pour établir le nature de I'extremum, c’est-a-dire, s’il s’agit d’un minimum ou d’un maximum,
nous devons prendre en considération la deuxiéme variation et examiner son signe.

Donc, nous trouvons une condition suffisante de I'extremum .

or=[" [(”) (5(1))? + (”) 6e0) +2 (5 ) Gewsi)

to ox? ox? Oxox
(2.19)
O*F O*F )
iy . dx(t
62J = [6z(t), oi(t)] | 92 Ox0 (2.20)
0i0x 02
I

Si la deuxiéme variation §2J est positive (négative) cela veut dire que la matrice (I) dans

(2.20) doit étre définie positive (négative). Ceci prouve la nature de 'extremum.
2

Dans beaucoup de cas dx(t) est arbitraire, le coefficient de (55&)2.1.6.,W détermine le
x

signe de 62.J.

(gig) >0 pour le minimum (x)
(g;) <0  pourle maximum (x%)

Exemple

Le probléeme de la trajectoire la plus rapide entre deux points(le probléme de brachistochrone)
fut soumis par Jean Bernoulli a ses contempotains en 1696. Libniz, Newton, de I’'Hopital ainsi
que son frere Jacques Bernoulli trouvérent la solution : il s’agit d’une arche de cycloide. La

méthode classique pour résoudre le probléme est le calcul des variations.

15



On cherche & minimiser

s=[ — (2.21)

on peut exprimer ’équation comme :

d 2
ds = \/dt? + dz? = dt,|1 + (C;) — dt\/1 + @2 (2.22)

comme
_14d (2.23)
2g(x — x1)

(on va volontairement inclu une dépondance en 1) dans (2.23) afin de pouvoir tenir compte

par la suite d’'un point de départ variableé, le cas d'un point de départ fixe pouvant se

remener par changement de repere a x; = 0).

On prand la fonctionnelle définie par

I= /t2 F(t,z,d)dz (2.24)

t1

ou les bornes t; et t5 sont fixes. La variation de cette fonctionnelle est nulle si F' vérifie

I'équation d’Euler-Lagrange (2.18) :

OF d <8F>

dx  dt \ 9i

Si de plus F' ne dépend pas explicitement de £, on peut alorsutiliser I'identité de Beltrami :
F—it— =c (2.25)

ou c¢ est une constante a déterminer a partir des conditions initiales.

F(t,x, &) = 291;_@&) (2.26)

on peut donc utiliser (2.25), ce qui mene a

Dans le cas qui nous intéresse,

(x —x1)(1 + 22) =

20 (2.27)

16



2.2 Probleme de calcul des variations sans contrainte

d’ordre 2

Le probléme consiste a déterminer I'extermum de la fonctionnelle définie sur E = C?(D, R)
avec D C R? par
J(u(z,y)) = //D fu, ug, uy, x, y)dxdy (2.28)

avec

u(z,y) = g(x,y) sur 8D (2.29)

Le probleme de calcul des variations est le suivant :
mind(u(x,y)), telle que u € D (2.30)

qui vérifie les conditions aux bord (2.29).
Nous allons developpée la solution du probléme (2.28)-(2.29) a traver les étapes suivantes :

Premiere étape : Hypothése d’extremum

On suppose que u*(x,y) est un extremum et que u(x,y) est suffisamment proche de
u*(x,y) on a :

u(z,y) = u*(x,y) + du(z,y) (2.31)

ou du(x,y) est la variation de u*(x,y) avec :

du(x,y) = 0 sur 8D (2.32)

Deuxieme étape : Accroissement

Nous avons :

AJ = J(u(z,y) + 6u) — J(u (2, y)) (2.33)

17



Alinsi, nous obtenons :

AJ = //D [F(u* + du, uy + dug, u, + duy, x, y) — F(u*,u, Yys m,y)} dxdy
(2.34)
Troisieme étape : Premiére variation

On utilise le développement de Taylor & F autour de u*(x, y) + du(x, y) et u* + du(x,y)

et en gardant simplement les termes linéaires, on a

F(u*(z,y) + du, u} + du,, u; + duy, z,y) = F(u*(z,y),u, U’Z’ z,Yy)

OF
+ S (u*(z,y), uy, uy, , y)ou
OF
+ 9u (u*(z, y), uy, uy, T, y)du,
OF
+ 9u (u(z,y)s uy, uys T, Y)0Uy + ...
y
(2.35)
Substituant la relation (2.35) dans (2.34) on obtient :
OF OF
AT = [[[=— (u*(:z;, y),u,,u,x, y) ou + (u*(m, Y),ur,u,x, y) ou,
au Y aum Yy
OF (2.36)
+ ou (u* (2, ), uls u)y @, y) Suy)dady
On remarque que
OF 0 OF o (OF
Ouy = — | du — du— , (2.37)
ou, ox ou,, Jx \ Ou,
et
OF 0 OF 0 (OF
ou, = — |du — du— . (2.38)
ou, oy Ou, 0y \ Ou,

en substituant (2.37) et (2.38) dans (2.36) on obtient :

oOF 0 (OF 0 (OF 0 (OF 0 (OF
AJ:// —_—— e ou + — ou| — — du| dxdy
D |\ Ou Oz \Ou, Oy \Ou, 0y \ Ou, Oy \ Ou,

(2.39)

18



D’aprés le Théoréme de Green [5] on a

// ( - ) dedy = /BD(Pdw + Qdy) (2.40)

En appliquant le résultat (2.40) sur le deuxiéme terme de l'intégrale (2.39) on obtient :

0 [ OF OF oF
// 5u — du— dxdy = / ou dy — du dr| (2.41)
dx Bum ox \ Ou, aD ou, ou,

La condition au bord donné par la relation (2.32) permis d’ecrire :

OF OF
/ ou dy — du dx (2.42)
aD ou, ou,
Donc, on obtient :
oF 0 (OF
0J = ou— — — — dxd 2.43
A l“au <8u> dy <auy>] o 249

Quatrieme étape : Condition d’extremum

D’aprés le Théoreme fondamental [7] ; une condition nécessaire pour que J est un extremum

est que dJ = 0 ceci implique que :

OF 0 (OF
// e - — du| dxedy = 0, (2.44)
ou ou, Oy \ Ou,
Comme du(x,y) = 0 sur D ; donc d’aprés le lemme fondamental [7] on a :
OF 98 (OF o [OF
= _ = - = =0 (2.45)
ou Ox \Ou, Oy \ Ou,

L’ équation (2.45) est appellée I'équation d’Euler-Lagrange .

Application 1

La variable de temps comme une constante, Soit le probleme variationnelle [] suivant :

1= e () e ()5

dxdy (2.46)
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sous la condition aux bord

u(x,y) = g(x,y) sur 8D (2.47)

ou
telle que la dérivée du temps Bt est traitée comme une constatnte [1].

En appliquant le résultat obtenu (2.45) ci-dessus c’est-a-dire ’équation d’Euler-Lagrange,

avec

1 ou\? 1 ou\? ou
F(uauwauyvmay)ZEK(wvy) 71: +*K($7y) 7y +7U(way)

0 2 o ot

OF Ou

— = , 2.48

= wy) (249
BF—K( ) ou . o (OF\ 0 K(z,v) ou (2.49)
ou, N vy ox Ox \ Ou, ) “Y €T '
OF K(z,v) ou . 9 [OF 0 K(z,y) ou (2.50)

= Z, a ~ _- T, —_— .
Ou, Y oy 0y \ Ou, oy Y oy
En substituant (2.48),(2.49) et (2.50) dans (2.45) on obtient :

‘Z’t”(m,y) - (6‘1 (K(zc,y) (g:))) + (;?y(w,y) (K(w,y) (Zz(m,y)>> =0 (2.51)

Application 2

On considére la fonctionelle suivant :

J(u) = ;/OL /01 ((‘?:)2 —c (g;’;)z> dxdt (2.52)

avec
u(t,0) = u(t,l) =0
0 stz <0
u(z,0) = H(x) = (2.53)
1 stx >0

us(x,0) =0
En appliquant la résultat (2.45) précédent on trouve :

OF

— =0 2.54
B (2.54)
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3ut 8ut
oOF d [ OF
ou, = T = dt ou, - o

L’équation d’Euler-Lagrange est donc :

d*u 0*u
5e2 (z,t) — c@(m,t) =0

21
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2.3 Probleme de calcul des variations sans contrainte
a deux variables dépendantes

Nous allons généraliser le probleme de calcul des variations simple a un probleme de calcul

des variations a deux variables dépondantes.

Notre objectif est de déterminer I'extremum de la fonctionnelle J suivante :
tr
J= / F(z,y, &, 9, t)dt (2.58)
to

avec les conditions aux bord

x(to) = wo; (ty) = (2.59)

y(to) = yo; y(ts) = yy

On suppose que F est de classe C? et de classe C! par rapport 4 « et y. Supposant que x*

et y* sont des extremums et x(t) et y* sont suffisamment proches des extremums x*, y* ,i.e

x(t) = z*(t) + &n (2.60)
et
y(t) =y*(t) + &8 (2.61)
& réel.
Alors,
§—> J(z"(t) +&n,y*(t) +£8) (2.62)

tel que pour & = 0 pour toute choix de n, B : [to, t;] —> R de classe C*

n(to) = n(t;) = 0 (2.63)

et
B(to) = B(ty) =0 (2.64)
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La fonctionnelle & — J(x + &n, y + £B) ait un extremum pour & = 0 pour tout choix
1,8 : [to, ty] —> R de classe C* tel que

Ja+eny+e8) = [ FlatenX +enytesutehna (26

0

Ainsi, 'extremum de J est donné par :

d
chJ(w + &,y +£B) e=0= 0 (2.66)

d d :
dfg(J(w*wLén,y* +£6)) = dﬁ/: F(x*+&n, &+ &n,y" + €8,y + £, t)dt

tr d . - . ;
=/, @ (F(2" + &0, & + &0, y™ + €8, 9 + £B, 1)) dt
_ (U <8F dxz* OF dz* OF dy* OF ay*) d

oz 06 | 0z~ 0€, | oy 9¢ | 0y €

to

d’autre part on a :

Oz* oy 8
ot " o
alors
d(J)—/tf O o (25 s+ (25 g4 25 ) ae (2.67)
de”’ Tl Naz) " 82 )77 oy EX '
En fait une intégration par partie pour les termes
tr OF 2t
to aibn
et
ty OF .
—p3dt
to 8y

on trouve

/tf oF\ .. _ [9F & /tfd oF
w \8z ), T 8@ to dt \9i) "

: (2.68)
(o) o= [ [ (3
/to 9y ), | ay* to dt \ Oy*
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d’aprés la condition et (2.63) (2.64) on a donc
d ty ([ OF tr d (OF ty (OF tr d (OF
—(J) = - — : - - — : 2.69
dg( ) /to (8&7*) L /to dt <833*> m /to <ay*> IB /to dt <8y*> /3 ( )

_([OF _d (OF\ ). [OF  d (0F)\ )
)i |0z dt \oze )" oy dt \ oy

D’aprés le lemme fondamentale [7] on a

oOF d (OF
—— (=] =0 (2.70)
ox dt \ Oz

pour la premiere variable.

D’autre part on a I’équation par rapport a y la deuxiéme variable

on s or)

- _ Biy

=0 (2.71)
Jy dt

Application

Soit la fonctionnelle suivante :

J /1/L( L — Lpe? 4 Sru? 4 irp? + So?)dwdt (2.72)
= uv — v, U — — u, — — (V) —T1U — v —v X .
o Jo t x 2/01 t 2P2 t 27'1 z 27'2 . 2

avec des conditions aux bord

u(0,x) = ug v(0,x) = vy

(2.73)
us (0, ) = f1 v:(0,x) = fo
On applique les relations (2.70) et (2.71) présédentes.
D’une part on a
oOF
9T o, (2.74)
ou
oOF . o (OF (2.75)
— = —p1u — | =— ] = —p1u :
ou, "M T bt \ou, Pt
oF . 0 (OF\ (2.76)
ou, T at\ou,) T |
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Alors I'équation de Euler-Lagrange par rapport a u est donnée par

(% + P1Ut — THUgy — 0 (277)
d’autre part on a :
oOF
ov
oOF N 0 [(OF (2.79)
—— = —pav — [ — ] = —pav )
v, P2V at \ o, P2Vt
OF - 9 o (2.80)
= ToU, — = ToUgy .
ov, 2 ox \ Ov, 2

Donc I'équation d’Euler-Lagrange par rapport a v est donnée par

U + P2y — ToUze = 0 (2.81)

Ainsi, le systéme des équations d’Euler-Lagrange est :

—Vz + P1U — T1Uze = 0
U + UV + PaVy — ToUze = 0

(2.82)
u(0,x) = ug v(0, ) = vo

Ut(07 ZB) =fi Ut(Oam) = fo
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CHAPITRE

DISCRETISATION SPATIO-TEMPORELLE

L’objectif de ce chapitre est la discrétisation par la méthode des différences finies des
problémes (2.51), (2.57) et (2.82) issues du calcul des variations décrit dans le chapitre

précédent.
3.1 Discrétisation du probleme obtenu par le calcul
des variation d’ordre 2(Application 1) :

Cette section est consacré 4 la discrétisation du probléme (2.51) sur le domaine [0, 1]%, [0, T7,

ceci consiste a remplacer, par un schéma approprié, le probléeme continu (2.51) par un systeme

algebrique.
du o du(z,y) o du(x,y)
Play) — — K, y) |~ T K@ y) P =0 (31
@) = o K@ 0] - D K ™ 1)
avec
’u’(w7’y?t =0
) (3.2)

u(z,y,0) =0 sur I
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Cette équation est équivalante a I’équation parabolique ou w : [0,1][0,T] — R est
une fonction suffusamment réguliére et K (x,y) est une fonction réguliére positive dans le
rectangle €.

L’approximation s’effectue en trois étapes successives.

-La premitre étape consiste a discrétiser le domaine [0, 1], [0, T).

-La deuxiéme consiste a discrétiser les opérateurs %, 6% (K (z, y)%) et 6% (K (z, y)g—;‘)
discrétisation spatio-temporelle.

-La troiseme étape consiste a discrétiser les conditions aux limites.

3.1.1 Discrétisation du domaine

Pour établir le schéma d’approximation du probléme (2.51) précédent nous commangons par
discétiser le dommaine Q = [0, 1]%.

On subdivise d’une part,

_1
n+1

dans la direction x et y c’ést-a-dire qu’on définit un maillage du poit M; ; sur I'axe des x

'intervalle [0, 1]2 en n+ 1 parties de longueur h tel que h = est le pas de discrétisation

et I'axe des y.
on pose :
y; =jgjhpouri,3=1,...,n

et d’autre part
'intevalle [0, T en M intervalle de temps k telle que : T' = Mk ou k le pas de discrétisation

temporelle.

t, =mkpour m=1,...; M

3.1.2 Discrétisation temporelle

La dérivée par rapport au temps est approchée par un schéma de type différence finie implicite

u(t+k,x) = u(t,x) — k‘:;':(t, z) + o (k?) (3.3)
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donc
o

u(wi’ Y tm+1) — u(wi’ Yi, tm)
k

+ o(k) (3.4)

u
(ww Y, m) =

3.1.3 Discrétisation spatiale

On va discrétiser les opérateurs a% [k(x, y)us] et a% [k(x, y)u,]| respectivement.

La discrétisation des opérateurs a% [k(x, y)u,] et a% [k(x, y)u,] consiste a remplacer
les dérivées par la quotient différentiels faisant intervenir les valeurs de la fonction u(x, y)
aux points du maillage. Pour établir le schéma de discrétisation des opérateurs définissant
le probleme, deux schémas sont pris en compte, le schéma Avant-Arriére [1] et le schéma
Arriére-Avant [!] puis on procéde a la moyenne de ces deux schémas.

On prend le pas de discrétisation dans les deux directions OX et OY comme étant égaux :

Ax = Ay = h.

Etape 01 : on fixe y et on pose : K (x, y)u,(x,y) = vi(x,y)

schéma Avant-Arriere :

On a
8”1(33,31) +h7282v1(a:,y)

oy 5 gz T o(h?), (3.5)

vi(z + h,y) = vi(z,y) + h

donc
vi(z,y) _ wvi(z+h,y) —v(z,y) h 8%vi(z, y)

ox N h 2  Ox? +o(h?). (3.6)

, ou :
substituant v (x,y) = k(z, y)a— dans (3.6) en obtient :
x

Ovi(x,y) 1 h O
— *(K(«’B + h, y) (ﬂ'c y) — K(=, y) (iv,y)) 772( (x ,y) (iv,y))
ox 2 0x
+ O(h?)
(3.7)
Pour de raisons de simplicité, on note par K; ; = K (x;, y;) et u;; ~ u(xi, y;)
Aussi, on a :
ou
u(x + h,y) = u(x,y) + h (az y) + o(h?) (3.8)
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alors :
Ou  Uip1; — Uiy

o = . (3.9)
et
ou 9
u(x — h,y) = u(z,y) — ha(w,y) + o(h*) (3.10)
donc :
Bu ~ ui,j — ui—l,j (311)

oz h
Substituant (3.9)et (3.11) dans (3.7) on obtient :

wgl Ki+1,jw _1 Ki»jui’j_ui_l’j ke Kij%
h h h 2 | 0x? “ 0x

ox h
(3.12)
8rUl(mi y) 1 av
T’J ~ h2 (Kit1,%it1,; — (Kij + Kig15)uj + K juiq ] + €27 (i, y5)
(3.13)

Ou £2Y (x4, yj) est erreur de trancture donnée par :

ggv(mia yj) - -

h (0?°K
2\ Ox?

ou 0K 2u
(4, yj)%(mia y;) + E(mia yj)@(mia y;) + 0(h2)>

Schéma Arriere-Avant :

On a :
ovy (x, h? 8%v,(x,
01 (@ — hyy) = v (2, y) — ROULEY) | BTO0U@Y) L (3.14)
ox 2 O0x?
Ovi(z,y) vi(z,y) — vi(z — h,y) h 8%v, (z,y)
= ——— 72 4+ O(h? 3.15
ox h + 2 ox? +O(h) ( )
D’ou
Oui(zi, y;) _ vi(@iny)) — vi(®im1,y;) | hO%vi(zis y;)
= — O(h? 3.16
Ox h + 2 Ox? +O(R) ( )

29



Ou(zx,y)

Substituant v, (x,y) = K(x,y) dans (3.16) on obtient :

Ovi(wi, Ys)

1 Uit1,; — Wi 1 uij —ui1; h[ 02 ou
5 ~ [Ki,jH] - [Ki—l,jjj + 3 [(K ——)

h h dx2" " ox

(3.17)
Ov1(xi, y;) 1 wr
T,J i ﬁ [Ki,jui+1,j — (K” + ki—l,j)ui,j + Ki—l,jui—l,j]"'gm (wia yj) (3~18)

Ou &7 (x;, y; est I'erreur de trancature donnée par :

0K o?

T @030) ) ol s) + @)y (@) + o(h?) (319

€ar( )_ h
= T Y=\ 02

En prenant la moyenne des deux expressions précédentes (3.13) et (3.18) on obtient :

0 ou
7’{:(33 y) [(k 4, + kl‘l‘lﬂ)ul"‘la‘? (2kl7.7 + ki+17j + ki_l?j)uivj

ox ~ 2h2

+ (kij + kic1g)wioa] + > (5;”(% y;) + &7 (i, y)))
Etape 2 : On fixe x et on pose K (x, y) (w y) = va(x,y)

Le shéma Avant-Arriére :

h2 82’02 3
v2(z,y + h) = va2(z,y) + hf(w Y+ oy (z,y) + o(h”) (3.20)
On obtiant donc :
6’02 h 82’02

7(:13 y) = —(vz(sc,y + h) — va(xz,y)) — 2 9y? (z,y) + o(h?) (3.21)

Substituant va(x,y) = K(x, y)g—z dans (3.21) :

0 o (K (o) oo (@r0) — K(m0) g (@0) — 3 5 (K () g (sy) (32)
D’autre part on a :
wlayy + h) = (e, y) + Ao (@) + o(h?) (3.23)
Yy
ou
wla,y — ) = u(@,y) + oo (2 y) + o(h?) (3.24)
Yy
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donc :

e e (3.25)
gZ’(m,y) ~ W@ Y) = Z(w’ y—h) (3.26)
En substituant (3.25)et (3.26) dans (3.22) on obtient :
?.;; ~ :L( z',j+1w’j+1h_um) — }1L(K”u”—hu”_1) + &7 (i, Yj) (3.27)
tel que :
65" o) = — (o @) g ) + () g 2 @ia) + 007 )
Schéma Arriére-Avant
ey =) = walesy) B+ DO R s (329)
Ov, _ va(xz,y) — v2(x,y —h) hOv, (1) + o(h?). (3.20)

Oy h 583/2
Substituant (3.28) dans (3.29) on trouve :

6’02 1
aiy(w’ y) ~ E(Ki,j

Wij+1 — Wiy

h

uiaj - ’U/i,j_ 1

) + &7 (@i, y5) (3.30)

tel que

0*’K
Oy?

h

€Zr(wia yj) = - (

ou OK 2u
2 (4, yj)aiy(wi, y;) + aiy(w“ yj)aiyz(mia y;) + 0(h2)> .

est le reste.

On prend la moyenne des deux schémas (3.27) et (3.30) on trouve :

8’02 1
aiy(w, y) Thz[(Km' + ki) — (2K + kijia + Kij, )

) (3.31)
— (Kij + Kij—1)uij-1 + 5(5;“"(:13,-, y;)| + &7 (i, y5)

31



Le schéma complet par rapport a « et y est donné par :

u(miv Yis tm—i—l) - u(wiv Yjs tm)

(kz-i-l,g + 4Kz_7 + Kz 1,5 + Kz J+1 + Kz] 1)uz,]

k  2p2
- 21h2 [(Ki—1,; + Kij)ui—1,; + (Kij-1 + Kij)ui;-1]
— opa [(Kigra + Kij)uijen + (Kij + Kigg)] i) = 0
(3.32)
Donc
ult = —p[Kij+ Kl ul T — p[Kij + K] u™ T
+ (4K + Kiy1j + Ki1j + Kijoa + 1] w5 (3.33)

— K [Ki,j + Ki,j—l—l] uzlj-u u[K; ij T Kij— 1] UI'ZHl

Telle que p = %

3.1.4 Discrétisation des conditions aux limites

La condition au bord u(x,y,t) = 0 est discrétisée par :

2¥)

et la condition initiale u(x,y,0) = 0 est discrétisée par :

2¥)

La discrétisation compléte du probleéme (3.1) et (3.2) est donnée par :

ul = —p[Kij + Kyl uiyhy — p (K + Koy w T
+ [IJ/ (4K 2, + Kz-i—l,] + Kz 1,5 + K,J+1 + K,g 1) + ] m—l—l
—p [Kij + K j1] u) ”_H —p[K;; + K - 1]u” 1,7=1,....,.nm=1,...,.M

m
uw.—O

(3.34)
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3.1.5 Etude de la consistance, stabilité et convergence du pro-

bléeme

Dans cette sous section, nous allons démontrer la consistance, stabilité et la convergence de

schéma (3.34).

On démontre que le schéma de discrétisation (3.34) est consistant avec le probléme conti-
nue (3.1) .

Soit 'opérateur :

ou o

Ay = 2% = 0 () mﬂ

13)
ot  Ox lK(w,y) (m,y)| = (3.35)

ay

Définissons 'opérateur approcher par la relation suivant :

A(u) =0 (3.36)

On dit que le schéma de discrétisation A(u) est consistante avec I'opérateur A(u) si :

| A(u) — A(u) |—> 0 h—> 0k —> 0 (3.37)

T = s s ) + 00 0y b+ B)] = 5 (K@i By y,) + K (i)

u(@; + h, yj, tm + k) + 21h2[K(wi — h,y;) + K(zi,y; — h) + 4K (x4, y;)

K (it o) + K (@5 + eyt K) = 2 K (20— o) + K (@)
u(ﬂvz‘ — h,yjstm + k) — i [K (i, y; — h) + K (i, y;)] w(zi, y; — hytm + k)

~onz [k(xi,y;) + zk:(a:l,yj + h)] u(zi, y; + hytm + k) + O(R*) =0
(3.38)
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Calculant K (x; + h,y,), K(x; — h,y;), K(x;,y; + h) et K(x;,y; — h) :

K(x; — h,y;) = K(zi,y;) — h2E (i, ;) + - - -
K(z; + h,y;) = K(z;,y;) + h2 (xi,y;) + ...
K(miayj _h) :K(wi’yg) haK(wzayJ)+'°'

K(z;,y; + h) = K(x;,y,) + haK(:c,,yJ) + ...

(3.39)

En procédant le meme dévelopement de Taylor pour w(x; — b, yj, tm~+k), u(x;+h, y;, tm+
k), u(z;,y; + h,t,,) et u(xz;,y; — h,ty).

Alors, on a
ou 2 9%u
u(wz + h s Yjs bt + k) = u(ww Yis m) + k (mzayga m) + — 2 912 (mi, yjatm) (3'40)
h? 8%u
’U,(CBZ - h9 yjatm) = ’U:(CL'i,'yj,tm) - (wza Yj, m) + — 2 9 2(wi?yj9tm)
h3 0%u O, )+h484u( t)
- Tis Yjs tm LisYjslm) — -«
6 Ox3 24 Jx* 9 A2 (3.41)
U(wz + h, Yj, m) = U(wny], m) + h (mza Yj, m) + ?3 2(mi9yj7tm)
h3 83u h* 0%*u
8$2($1,yg, m)+248 4(mzay37 m)+
. ou h? 8%u
u(mia Yy; — hvtm) :u(wiajjatm) - haiy(mza Yj, m) + ?8 2 (wia yjatm)
h3 03u ( ) n h* 84u( )
6 0y Tis Yjs tm 24 9y TisYjstm (342)
(i + oy ) =10(1s 050 t) + ot O ) |
UN\TL;, m) —=U(L;, s bm P — T Yl
Yi Yirt Oy 2 Oy? Yi
h3 03u h? 8*u
6 ay 3($zayyatm)+ia 4(wzayga m)+
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On remplacons les relations (3.39),(3.40),(3.41) et (3.42) dans Poperateur A on trouve :

_ ou 2 92
A~ *[u(wzaygv m) + k (wzv Yj, m) + — 2 ot 2(wi’ yjatm) - U(wi’ yj?tm)]

1 3 ou
T op2 — 2K (zi, y5) + h (:B,, yi)l[w(i; yj, tm + k) + h (wza Yjstm + k)
h2 82 3 3 4 4

Ea 2(wz’yga m+k)+ 6 Ox 3(a3zayga m+k)+248 1

0K
+ 8K (zi, yj)u(xi, yjtm + k) — [2K (xi, y;) — ha—m(:c,-, y;)][u(zi; yjs tm + k)

(wwygv m+k)+]

ou 2 H2 h3
- h (wzv Yjs bt + k) 4+ — 2 9% 2(€Bi,yjtm) — EF
ht ot oF
+ ia 4(3317 Yjs b + k) — [2K(m” y]) + h (mm y])][u(mu Yjs b + k)

(mia Yjs tm + k)

ou h? 8%u h3 83u
_h' (xuyja +k)+?ﬂ(wiayja +k) _Fﬁ(wivyﬁtm'kk)
h4 8

0K
+ iﬁ(wu yjatm + k)] — [2K(wz, yj) — haiy(wl, yJ)][u(CCu yj,tm + k)

ou h? 8%u h3 93u
_h (mzay]a m+k)+?ﬁ(mzayga m+k) 6 ay 3(337,7:‘/]9 m+k)
h4 84
O iy tar +
o 2o i o+ )
(3.43)
Par la simplification de la relation (3.43) on trouve :
k 8%u 0%*u
= [7(37“ Yjs m) + - 2 Ot2 (wu Yjs m)] - [K(CB“ yy)awz (CB,', yjatm)
BK ou h o*u h?2 0K o3u
(wm yj) (wiayjatm) - EK(wiayj)@(mia yjatm) 6 ox (CL‘,, y])a 3
82 oK ou h? 0*u
- K(miayj)a 2(wuy,7a m) 8y (wiayj)aiy(mi’yjatm) EK( zayj)a 4(wzayjatm)
h?2 0K o3u
- ——(x; O(h?
(@) g 2]+ O(1?)
(3.44)
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Par conséquant :

i k:82 h? o4
A(u) 2 912 (wwyga m) + K(wl7yj) m4(5'3i7 ijtm)

h? 0K 83
+ 77(332-, yj)i(wia Yjs tm)

6 Ox x>

P2 64 (3.45)
+ 7K($iayg)a 4(33“?/]’ tm)

h? 0K o?

6 8 ( z?yg)ay3($iayj9tm)

D’ou :
_ 82’U, h2 4
| A(u) - A(u) |S§W(mm Yj, tm) + 7K(mi7 yj)j(mia Yj, tm)

ox
h? 0K 0*u
—(x 1,yj) 3(mz9yga tm)
6 Oz ox
o o (3.46)
+ 7K($ia yj)aiyzl(mia Yjstm)

h2 oK o3
6 8 (wz’y]) y3 (miaij tm)
Alors

| A(u) — A(u) [— 0 h —> 0k —> 0 (3.47)

Ainsi, la consistance est vérifiée.

La stabilité

PI‘OpOSition 3.1 Supposons que la coefficient K(x,y) et le fonction uw sont continurs
et suffisamment différentiables. Alors, les schémas implicite (3.40) est inconditionellement
stable. De plus il est consistant et l'erreur de troncature locale de ce schéma est noté (Et )
vérifie :

| Eij |< C™(k + h?) ou C™ est une constante
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Cas particulier : Etude de la stabilité dans le cas K(x,y) = c ot ¢

constante

Considérons le nouveau probleme avec K (x,y) = ¢

ou (82u o0%u

_ 2

u(z,y,t) =0 sur T

u(z,y,0) = 0 dans Q[0,1]

Le schéma implicite obtenue par la méthode de différence fini est :

u™tt — g™ c
%J 2] m+1 m—+1 m+1 m-+1 m+1] __
T B2 [“i—l,j dug ;g Ut U, =0
ceci implique :
m __ m—+1 m—+1 m—+1 m—+1
wpy = =AM = w4 (14 4A)u] w5
ck
avec A = —.
h2

On utilise la méthode de Von-Newman, posant que
iaih_ifjh

u; = p(mk)e

Substituant (3.50) dans le schéma (3.49) on obtient

(3.48)

(3.49)

(3.50)

go(mk)emih.ewjh — —}\go((m + l)k)eia(i—l)heiﬁjh _ )\((m + l)k)eia(i—l—l)hewjh

_ )\ga((m + 1)k)eiaihei0(j—1)h _ )\((m + 1)k)eiaihei0(j+1)h

+ (1 + 4N\ p(mk)e’h eih
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On pose t = mk

Q)& e — _ 2\, (t + k)eiih emioh gilih _ X\ (¢ 4 k)eivih, giah il
—Ap(t 4 k)it et o= _ \ (4 4 k)eivih, gifih gioh
+ (1 + 4)\)go(t)ei°‘ih.ewjh
— o(t + k)eiaih gidih [_}\ (eiah 4 e—icxh) — A (eieh + e—ieh) 414 4\

t+k h 6h
1= M [1—4)\ (sino;—l—sin)]

o(t) 2
ah Oh
1=c¢ [1 — 4 <sin —i—sin)]
2 2
(3.52)
Donc :
1

€

- . ah | i 6h
1 —4X\ (Sln b3 + sin ?>
Nous avons donc toujours

e <1

le schéma (3.49) est donc inconditionelment stable.

La convergence :

Comme le schéma implicite (3.49) est consistant et stable alors d’aprés le théoreme de Lax

il est convergent.

3.1.6 Test numérique

Nombre de points de discrétisation n | Temps t | Nombre des itirations | temps d’execution

50 3 2 itr 35 sec

80 3 2 itr 131 sec
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Evolution de la température au cours du temps

Evolution de la température au cours du temps
100 %0

~
=3

Températures
]
K
/
températures
8 8 83 8 3

0 T, 5 10 15 4

T
Temps 0 10 20 30 40 50 60 70

x temps

FIGURE 3.1 : Evolution de la température au cours du temps

3.2 Discrétisation du probleme obtenu par le calcul des
variations d’ordre 2(Application 2)

Considérons le probleme (2.82) issue du probleme (2.52)-(2.53)

0*u 9*u
9e2 (x,t) — c@(a},t) =0 tel que 2 =1[0,1],t >0 (3.53)

3.2.1 Discrétisation du domaine

On découpe l'intervalle [0, 1] en (n 4 1) intervalles de longueur h. On pose : h = %ﬂ pas

de discrétisation dans la direction de x et k = n%rl pas de discrétisation de t

3.2.2 Discrétisation temporelle

La dérivée par rapport au temps est approchée par un schéma de type différence finie cen-

tré ;la dérivée temporelle étant discrétisée par :

ou 20%u 3
u(t + k,x) = u(t,x) + kza(t, x) + CW T + o(k°) (3.54)
ou k2 8%u 5
u(t — k) = u(t,z) —k— (t2) + o - o +o () (3.55)
Le shéma de discrétisation temporelle est donc :
0%u 1
@(t, x) ~ E[u(t —k,x) +u(t+ k,z) — 2u(t,x)] (3.56)
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3.2.3 Discrétisation spatiale

On prend le pas de discrétisation comme étant égale Ax = h

Ou  h?0%u
t, h) = u(t, h— + — h3 3.57
wlty o+ h) = u(ty ) + Ao+ o(h?) (3.57)
0 h? 92
w(t, @ — 1) = u(t,z) — hoo(t,2) + — (¢, ) + o(h®) (3.58)
ox 2 Jx?
Le shéma de discrétisation spatiale est donc :
0%*u 1
—(tyx) ~ —[u(t,z — 1) + u(t,x + h) — 2u(t, z)] (3.59)
Ox? k2

Alors, le schéme final par rapport a x et t est donné par :

0%u 9%u Wit il — 240 ul L+ ul . — 2ut
—(t,x) —c——(t,x) ~ - 4 I _ eIt i1 1 (3.60)
ot? ox2 k2 h2

Alors, on a
i+1 i—1 i i i :

o M T e = s = e/ SN (3.61)

k2 h? i |

3.2.4 Discrétisation des conditions aux limites

Les conditions au bord u(t,0) = u(t,l) = 0 et la condition u(x,0) = H(x) sont
discrétiseées par :

up=u; =0 (3.62)
u = H(z) (3.63)
et la condition us(x,0) = 0 est discrétisée par :

1
pluj —ug] =0 (3.64)

3.2.5 Etude de la consistanse, stabilité et convergence

Consistance :

On pose
i1 i—1 i i i i
w;'T+uw; T — 2u B Cuj+1 +uj_, — 2u; (3.65)




et
o0%*u o0*u

Alu) = ot? C(‘?:v2

le schéma de discrétisation est dite consistant si :

| A(u) — A(u) —> 0Oh +— 0k +—>0 (3.66)
On a :
10u 2w 4
u(xi, t; + k) = u(xs, t;) + %{7( irt;) + 2 982 (:v“t ) + O(k%)
1 2 2 3 3u 4
u(w, t; — k) = u(w;, t;) — (:131, )+ — 2 9t2 (w“ )+ — 6 O3 + O(k%)
(3.67)
et
1 0u h? 8%u A3u
) ) =, )+ o (@ity) = o+ O(hY)
2u 63 4
u(wl+ht)_u(w’l/’t)+ 8 ( 7/7 J) hza 2( (3 .7)+ (wz’t)+0(h)
(3.68)
substituant (3.67) et (3.68) dans (3.65) on trouve :
_ 1 k2 %u 3 934, .
Au) =@[<u<wi,tj) R ) 4 ) 0 O(kY)
k? 8*u 30%u 4
+ (u(wiatj) - (331, ]) + - 2 8t2( iatj) - 6 913 +O(k ) - zu(whyj)]
ou h2 0’u h3 83u
- c—[(u(:c,,t ) + h (wwt ) + S Oz 2( intj) + — 6 Oz + O(h%))
2 2 3 3
+ (u(wiatj) - (xut ) + 2 Oz z(wu J) + ))]
(3.69)
par simplification on trouve :
~ 82 0*u
Ai(u) = (m,,t ) + 20(k?) — €53 (ml,t ) + 20(h?) (3.70)
Alors, on a
| A(u) — A(u) |= 20(k?) +20(h’) h — 0k — 0 (3.71)
Alors,
|A—A|=0h — 0k —0 (3.72)
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Le schéma est consistant a 'ordre 2 en temps et en espace, l'erreur de troncature tend vers

0 lorsque h et k tendent vers 0.

Stabilité

Dans le cas de schémas numériques appliqués a des problemes hyperboliques nous choisi-
rons comme condition de stabilité est d’imposer au vecteur des solutions approchées d’étre

conservé ou de décroitre en norme au cours du temps.

it _ KN* (kY i i1
w; " =2(1— ﬁ Ju; + E (ui—1+ui+1)_ui (3.73)

Pour avoir la combinaison convexe :
k\? k\? k\?
211 — | — — — —1=1 3.74
-GG+ 678

0< k2<1:0<k<1 (3.75)
h h '

0<2 (1 — (:)2) <1 (3.76)

et
et
pour l'inégalité :

k 2
est vérifie pour : (h) < 1.

Il nous reste la deuxieme inégalité c.a.d :

())<= ()<

Donc, la condition de stabilité est :
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Convergence

D’apres le théoreme de Lax, on obtient la convergence ( consistance et stabilite implique la

convergence ).

3.2.6 Test numérique

I'intervalle | nombre des points n | pas de discrétisation h | temps d’execution
[0, L] 101 0.01 2sec
[0, L] 1001 0.001 205 sec
I'intervalle | nombre des points n | pas de discrétisation h | temps d’execution
[—L, L] 101 0.02 4 sec
[—L, L] 1001 0.002 419 sec

solution approchée cas n=101

08 solution approché de I'équation des ondes cas n=101 U
87 ) : " : .
| ‘I‘ 08t il
06 I‘I | | ‘II
| [
04| ‘ 06 I‘ |I
| [
(18] ‘|‘ ‘ 04 [
|
| |
L A |
0 V 02r [
A I
-0.2 YW \'\ | -'J'| Al " -‘"”" I [ A N .‘ M anh
C I‘Ir'f I'\" v “" ‘I," \Jvk,'ﬂlvn" »\,-‘I ‘I ‘I ‘ |‘ \".,.:"-/“." 'l‘\l ﬂ'.,' Inl Ilr.‘I W '.f" “
[ | | |
0.4 - - \ 1
20 40 60 80 100 120 e - i .
o (EPE] ’ 20 40 60 80 100 120
tepms
FIGURE 3.2 : solutions approchées de I'équation des ondes cas n=101
" solution approchée cas n=1001 a8 solui!on Bpproclh'ea cas nf1001
12 1"[ q II\'
g IH ‘I
08l
0.8 U | ‘
08 | as| ‘
04 % ‘ 0.4 \ |
l
02 ||‘ aell ‘
of I sttt !
! o pares s iol] it o
0.2} 1u r"
0.4 - - ; ; : 0z ; . . - .
0 200 400 600 800 1000 1200 0 200 400 600 800 1000 1200
temps temps

FIGURE 3.3 : solution approchée cas n=1001
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3.3 Discrétisation du systéeme obtenu par le calcul des
variations a deux variables dépendantes :

Considérons le probleme (2.82) issue du probleme (2.72)-(2.73)

vy + P1Uy — T1Ugye = 0
(3.77)

Ut + P2V — TaUgze = 0

avec

u(0, ) = ug v(0,x) = vo (3.78)

’u,t(O,«’B) = fi 'Ut(o’ :B) = fo

3.3.1 Discrétisation du domaine

On découpe l'intervale [0,1]? en (n + 1) intervalles de longueur h.
On pose :
h =

le pas de dicrétisation dans la direction de x
n+1

3.3.2 Discrétisation temporelle

On remplace les opérateurs u;, us et vy par des quotients différentiels. On prend le pas de

discrétisation comme égale & At = k on trouve :

o
w(t + k, @) = u(t, z) + kaqt‘(t, z) + O(h?) (3.79)
ou k2 9%u
t+k,x) = u(t, kE—(t, — k3 3.80
u(t + k@) = u(t,@) + ko (6@) + o+ o(k) (3.80)
ou k2 9%u 5
u(t — k) = u(t,z) —k—(t,2) + - — - +o0 (%) (3.81)
Le schéma de discrétisation temporelle par rapport a w est :
0 1
a':(t, @) = *fu(t — k,@) — u(t,o) (3.82)
O 4 @)~ Lt — k@) + ult + Ky @) — 2ut, @) (359
w ) xr) >~ kz u ) xr u ) X u ) xr .
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d’autre part on a

282

v(t+ k,x) =v(t,x) + k: (t x) + CW + o(h®) (3.84)
v k? 8%v 5
v(t —k,z) =v(t,x) — ka(t x) + E@(t x) + o(k”) (3.85)

Le schéma de discrétisation temporelle par rapport a v est :

82

2z B = 5 [v(t — k,z) + v(t + k,x) — 20(¢, x)] (3.86)

3.3.3 Discrétisation spatiale

On remplace les opérateurs ug, ,v, et v, par des quotients différentiels. On prend le pas

de discrétisation comme étant égale Ax = h

h? 8%u

u(t,z + h) = u(t,x) + h—(t x) + 3 a2 (t, x) + o(h®) (3.87)
2 524,
u(t,x — h) = u(t,z) — h—(t x) + > 9a? (t x) + o(h®) (3.88)
Le schéma de discrétisation spatiale par rapport a w est :
O t2) = Sfultiz — b+ ult,@ + b) — 2u(t, @) (3.0
e ,a:_h2'u, s T u(t, x u(t, x .
D’autre part on a
o
v(t,x + h) = v(t, ) + hav(t, ) + O(h?) (3.90)
T
h2 2
v(t,x + h) = v(t,x) + h (t x) + 2 532 2(t x) + o(h®) (3.91)
h2 2
v(t,x — h) = v(t,z) — (t x) + ?ﬂ(t ,x) + o(h®) (3.92)
Le schéma de discrétisation spatiale par rapport a v est :
o 1
TVt 2) = otz + h) — v(t, 2)] (3.93)
ox h
0%*v 1
—(tyx) ~ —[v(t,x — h) + v(t,x + h) — 2v(t, x)] (3.94)
Ox? h?
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Substituant (3.93) et (3.83) dans (3.77) on obtient :

i i+1 i—1 z) i i o
Yjt1 — Y (“’J +u; 2u; . Ui T U, — 2u; —0

J
3 + p1 12 1 2

et (3.82) et (3.94) dans (3.77) :

- , - - , . . _
'u,;-"' — uj 'v;-"' + v} - 2v] Vi, U — 205
———+p2 — T2 =0

k h? h?

3.3.4 Discrétisation des conditions aux limites

La condition au bord w(0, ) = ug et v(0,x) = v sont discrétisées par :

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

Pour I'étude de la consistance, stabilité et convergence on fait les mémes étapes que le

probléme (2.52) précédent pour chaque équation.

3.3.5 Test numérique

intervalle | Variables | Nombre des points n | Temps d’execution

[0, L] (u, v) 100 32 sec

[—L, L] (u, v) 100 69 sec
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CONCLUSION

La résolution des problemes de calcul des variations sans contrainte consiste a trouver 1’équa-
tion d’Euler-Lagrange du probleme d’extremum d’ordre un, deux et a deux variables dé-
pendantes. La méthode des différences finies est utilisée pout la résolution numérique de
ces problemes, aussi I’étude de la consistance, la stabilité et la convergence sont établés.

Ainsi des tests numériques de ces problemes ont été effectués.
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