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Résume :

Dans le présent travail, nous étudions un probleme inverse engendré par une équation de type
bi-parabolique. Ce probleme est qualifié mal posé au sens de Hadamard et nécessite un

traitement particulier.

Nous illustrons les avantages de ce modeéle non dans la représentation du phénomene de
conduction de chaleur et méme son impact sur le degré de position incorrecte du probléeme

inverse.

Mots clés : Probleme inverse, probléeme mal posé, équation bi-parabolique, équation de

conduction de chaleur, régularisation.



&

, vant tout, je dois remercier Dieu le tout puissant qui m’a donné la force
2\&'\} pour mener a bien ce travail.

]e remercie mon encadreur Dr. Abdelghani LAKHDARI pour son aide lors de la
préparation de ce travail.

]e tiens également a remercier les membres du jury ainsi que tous les

enseignant du département de Mathématiques qui ont contribué a ma
formation.

3L/




AT/

Je souhaite dédier ce modeste travail :

a mes parents qui ont toujours veiller sur moi;

a mon mari : Mohamed Taabani;

a mes freres : Saddik, Abderahmen et Hayder;

a mes amies.

d tous ceux qui ont contribué de pres ou de
loin a la réalisation de ce travail.



Table des matieres

ntroductionl
I Préliminai ons

[1.1 Eléments de théoriespectralel. . . . . ... ... ... .........
(1.1.1 Opérateurslin€aires| . . . ... ... ... ............
(1.1.2 Opérateursbornés| . . ... ... ... ..............
(1.1.3 Opérateursnon-bornés| . . ... .................

(1.2.1 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts| . . .
(1.2.2 Famille spectrale et résolution de I'identitéf. . . . . ... ...

1.3 _Préliminaires et résultatsdebasel. . . . .. ... ... ... .. ....

Probleme inverse de type biparabolique]

2.1 Formulationduprobleme| . . . ... ... ... ... ..........
[2.2 Analyseduprobleme|. . . ... ... ... .. oo 0oL
[2.3 position incorrecte du probleme| . . . . ... ... oo L.

Application : Equation de conduction de chaleur]

Régularisation du probléeme|

[4.1 Descriptiondelameéthode] . ... ... ... ... ...........
[4.2 Implémentation numériquel. . . . . . . ... ... .o
[4.2.1 Exemplel .. ... .. ... ...
[4.2.2 Résultatsnumériques| . . ... ... ... ... .. .......

[Bibliographie|

15
15
15
17

19
20
20
20
21
21
22

25
25
26
26
27

33






Introduction 1

INTRODUCTION

n 1923, le mathématicien francais J. HADAMARD a écrit son livre
célebre sur les équations aux dérivées partielles et leur signification
physique [13]. Cet ouvrage fut le point de départ du développement

du concept de probleme bien posé en physique mathématique. Il s’agit d'un

probleme dont la solution existe, est unique, et dépend continiment des
données (stabilité). Par la suite, on considéra que les problémes ne vérifiant pas
les conditions de HADAMARD n’ont pas de valeur pratique et ne peuvent pas
modéliser de maniere correcte un phénomene physique. La réalité actuelle est
toute autre. Il y’a plusieurs problemes dont une au moins des trois conditions de

HADAMARD n’est pas vérifiée; ces probléemes sont dits mal posés. En général,

la plus grande difficulté dans ce type de problémes réside dans I'instabilité, i.e.,

une légere perturbation des données peut provoquer un changement important

au niveau de la solution.

N

Les problemes mal posés apparaissent dans de nombreuses branches des
sciences et techniques, comme la géophysique, le controle non destructif, la
corrosion, I'imagerie médicale (échographie, scanners, rayons X,...,), 'énergie
(calcul d’écoulements de pétrole dans un réservoir avec puits), la chimie
(détermination des constantes de réaction), le radar et ’acoustique sous-marine
(détermination de la forme d’un obstacle), le traitement d’image (restauration
d’images floues) et d’autres domaines pratiques.

Les méthodes générales de 'analyse mathématique ont bien été adaptées
pour la résolution des problémes bien posés. Cependant, ce n’était pas clair dans
quel sens les problemes mal posés peuvent avoir des solutions. Plusieurs ma-
thématiciens comme Tikhonov, John, Lavrentiev, Ivanov et d’autres ont travaillé
pour développer la théorie et les méthodes pour résoudre les problemes mal
posés. 1ls ont pu donner une définition mathématique précise des "solutions
approchées" pour une classe assez large de probléemes. Aujourd’hui, ces pro-
blemes représentent un domaine de recherche tres riche et plein de questions
mathématiques.

Parmi les situations qui se traduisent par un probleme mal posé on peut
citer le probleme consistant a déterminer les états passés d'un systéme physique
décrit par une équation différentielle a partir de son état présent, ou bien celui
de déterminer les parametres d'un systeme a partir de données expérimentales.
Dans les deux cas, on parle de problemes inverses.

D’apres J.B.Keller [17], deux problemes sont dits inverses I'un de l'autre; sila
formulation de I'un met 'autre en cause. Une définition plus opérationnelle est
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qu'un probléme inverse consiste a déterminer les causes d'un phénomene en
fonction de 'observation de ses effets. Ainsi, ce probléeme est I'inverse de celui
appelé probléme direct consistant a chercher les effets a partir des causes qui
sont observables. Par exemple, localiser 'origine d'un tremblement de terre a
partir de mesures faites par plusieurs stations sismiques réparties sur la surface
du globe terrestre est un probléme inverse.

Les problémes inverses peuvent étre classés en deux catégories : les
problémes qui visent a déterminer des conditions aux limites ou des sources
inconnues, et les problémes liés a 'estimation de parametres intrinseques du
systeme. Le premier type de probléemes apparait des que la mesure directe
de la grandeur physique étudiée n’'est pas accessible en pratique. Dans la
deuxiéme catégorie de problemes inverses, |'objectif est de déterminer a partir
d’'une connaissance partielle de I'état du systéme, les parametres décrivant le
modele physique. Les problemes inverses sont multiples et leurs applications
se retrouvent dans de nombreux domaines tels que I'électromagnétisme, la
géophysique, I'imagerie médicale, la détection des fissures, le controle non
destructif, la mécanique des structures,...

D’apreés la définition d'un probléeme inverse, on peut voir que ces problémes
risquent de poser des difficultés particulieres. En effet, il est raisonnable d’exiger
qu'un probléme direct soit bien posé : "les mémes causes produisent les mémes
effets". Par contre, il est facile d'imaginer que les mémes effets puissent prove-
nir de causes différentes. Ceci illustre une difficulté de I'étude des problemes
inverses : ils peuvent avoir plusieurs solutions, et il est nécessaire de disposer
d’informations supplémentaires pour les différencier.

Une autre difficulté majeure dans I'étude des problémes inverses est qu’ils
nécessitent une bonne connaissance des problémes directs associés. Lorsqu’il
est question d’identifier ou de calculer une grandeur physique a partir d’ob-
servations (mesures), on est amené souvent a inverser un opérateur (la résol-
vante qui donne la solution du probleme direct); cette inversion généralement
instable nécessite un traitement particulier. Il s’agit de techniques, dites de ré-
gularisation, dont le but est de rendre le probléeme étudié bien posé et rendre
son implémentations numériques réalisable, et ce en le perturbant légerement
pour éliminer les éléments responsables de I'instabilité.

En mathématique, la régularisation est une procédure qui consiste a rem-
placer un probléme mal posé par un autre probléme qui lui est proche (dans un
sens) et qui possede de bonnes propriétés (bien posé) rendant son étude théo-
rique et numérique plus aisée.

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes de régularisation ont
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été utilisées pour résoudre certains problemes de Cauchy mal posés. Parmi elles,
on cite :

o La méthode de quasi-réversibilité, introduite par Lattes et Lions (1969)
[21], qui consiste a transformer le probleme de Cauchy mal posé d’ordre
2 en un probleme différentiel bien posé d’ordre plus élevé (d’ordre 4), en
perturbant 'opérateur-coefficient de I'équation.

e La méthode de quasi-réversibilit¢ modifiée qui a été introduite par
Gasjewski et développée par plusieurs auteurs dont N. Boussetila et E
Rebbani [6].

e La méthode de régularisation de Tikhonov [37] est la méthode de
régularisation la plus ancienne. Elle consiste a transformer le probléme
original mal posé en un probléme de minimisation.

e La méthode itérative de Kozlov et al. [18] est basée sur une procédure
itérative. Elle consiste a résoudre une suite alternative de problemes
bien posés avec conditions aux limites mélées jusqu'a satisfaire un
certain critére d’arrét. La solution approchée converge pour des données
compatibles, vers la solution du probléme de Cauchy considéré.

Dans ce travail, on étudie un probleme inverse de type biparabolique,
ensuite nous prenons le cas du phénomene de conduction la chaleur pour
comparer le modele classique et le modéle biparabolique.



CONTENU DU MEMOIRE

Ce mémoire est composé d’'une introduction et quatre chapitres.

B Dans le Chapitre 1, on rappelle certaines notions préliminaires fon-
damentales et les ingrédients nécessaires d’analyse fonctionnelle pour
I’étude du probleme en question, et pour faciliter la lecture de la these.

B Le Chapitre 2 traite un probléme inverse de type biparabolique dont 1'ob-
jectif est de déterminer I’état initial u(x,0).

B Le Chapitre 3 est consacré a la comparaison du probleme de conduction
de chaleur classique et celui de type biparabolique

B Le volet numérique de ce travail fait I’'objet du Chapitre 4. On y donne des
tests numériques pour des exemples académiques, a travers lesquels, on
justifie les résultats théoriques de stabilité obtenus dans ce mémoire.



CHAPITRE 1

Préliminaires et notations

1.1 Eléments de théorie spectrale

1.1.1 Opérateurs linéaires

De maniére générale, un opérateur linéaire est une application A : Z(A) <
H, — H; linéaire, ou 2 (A) est le domaine de définition de I'application linéaire
A, qui est un sous-espace vectoriel de Hj, que 'on suppose en général dense
dans H;. Lopérateur A:2(A) = Hy — H> est dit borné si la quantité

Al = sup{lAulp,, ueD(A),lulg =1},

est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur 2(A), et lorsque
2(A) est dense dans Hj, A s’étend de maniere unique a un opérateur borné sur
H;.
o Tout opérateur A est completement défini par son graphe G(A) qui est un
sousespace vectoriel de Hy x H, défini par G(A) = {(v, Av), veD(A)}.
Pour tout opérateur linéaire A:%(A) € Hy — Hj, on note par :

N(A) ={he2(A), Ah =0} (noyau de A),
R(A) ={hy = Ahy, h; € 2(A)} (image de A).

1.1.2 Opérateurs bornés

On note par £ (H;, H») (resp. £ (H,;)) 'espace vectoriel des opérateurs
linéaires continus de H; dans H; (resp. des endomorphismes continus de H; )
muni de la topologie de la convergence uniforme :

|Bul
Be £ (H, Hz), Bl m)= sup .
ueH\{0} Ul

Définition 1.1.1 On dit qu'une application linéaire continue S € £ (H,, Hy) est
inversible ssi il existe une application S' € £ (Ha, Hy) telle que
S,OS: IHp SOS, = IHZ'

1

Lapplication S' si elle existe est unique. On noteraS' = S~ et

Inv(H;,Hy) :={Se ¥ H,,H,),S inversible}.
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Théoreme 1.1.2 [Théoréme des isomorphismes de Banach]
Toute bijection linéaire continue S € £ (Hy, Hy) est inversible avec inverse
continue.

Définition 1.1.3 Soit A€ £ (H). On appelle ensemble résolvant de A, I'ensemble
p(A):= {)1 € C; Ay = (A — A) est inversible (<— bijectif)}.

Son complémentaire dans le plan complexe s‘appelle le spectre de A et sera noté
o(A):=C\p(A).

On appelle rayon spectral (noté spr (A) ) la borne supérieure du spectre en
module, i.e.,

p(A) = sup |Al.
A€o (A)

Le spectre d’'un opérateur borné est un compact non vide.
Le spectre ponctuel de A (noté o ,(A) ) est 'ensemble des A € C tels que A) soit non
injectif :

AT ,(A) <= N(Ay) # {0},
Un élément A € 0, (A) est dit valeur propre de A, il lui correspond 0 # h € H tel
que Ah = Ah que l'on appelle vecteur propre correspondant a A.

Définition 1.1.4 (et proposition) Soit S € £ (Hy, H»). Alors il existe un unique
opérateur S* € £ (H,, Hy), appelé adjoint de S, qui vérifie la relation suivante :

(Shi, ho)y = (h1,S"hy),, Vhi€Hy,Vhy€ H,.
De plus, on a les propriétés suivantes :
Isi=|s*|, $*= (8*)" =s.
Si S est bijectif (= inversible), alors S* I'est aussi, et (S*) ™' = (S71)".

Définition 1.1.5 Soit H un espace de Hilbert. On dit que A € £(H) est auto-
adjoint si A= A*.

A=A" <= (Ax,y)=(x,Ay), Vx,yeH

1.1.3 Opérateurs non-bornés

Définition 1.1.6 On dit qu'un opérateur A est fermé si son graphe G(A) est fermé
dans Hy x H,, i.e., pour toute suite (u,) c Y(A) telle que u, — u dans H; et
Auy, — vdansH,, alors u€ 9(A) etv = Au.

Lopérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné de son
domaine de définition 2 (A) muni de la norme du graphe (I ulg:=ulmg, + IAuIHz)
dans H;.
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Théoreme 1.1.7 [Théoréeme du graphe fermé] Si 'opérateur fermé A est défini
sur tout l'espace Hy, alors A est borné

(Aest fermé et 2(A) = H = A borné).

Définition 1.1.8 (et proposition) Soit A : 2(A) ¢ Hy — H, un opérateur non-
borné a domaine dense. On peut définir l'opérateur non-borné A* adjoint de
lopérateur A, comme suit :

A9 (A")cH,— H
2(A*)={ve Hy:3c >0 tel que (v, Awy| < clulp,, Yue2(A}.

Dans ce cas la fonctionnelle u — g(u) = (v, Au) se prolonge de facon unique en
une fonctionnelle linéaire f : Hi — K telle que |f(w)| < clulg,, Yu € Hy. Par
suite f € H; = Hy. On a par conséquent la relation fondamentale qui lie A et A*

(v, Auyp, = (A” v,u)Hl, Yue(A),Yved(A").

Si A:2(A) c H — H, est un opérateur non-borné a domaine dense, alors A* est
fermé.

Définition 1.1.9 On dit qu'un opérateur A : 2(A) ¢ H — H est symétrique
lorsque
Yu,ve2(A),(Au,v) = (u, Av).

Définition 1.1.10 Lopérateur A: 2(A) ¢ H — H est dit auto-adjoint si A = A*,
ie.,
D(A) =D (A") et (v, Au) = (Av,u), Yu,veD(A.

Théoreme 1.1.11 Soit A: 2(A) ¢ H — H un opérateur fermé symétrique. A est
autoadjoint si et seulement si o (A) < R.

Théoreme 1.1.12 [Caractérisation des opérateurs a image fermée]
Soit A: 2(A) c Hi — H, un opérateur non-borné, fermé, avec 2(A) = H;.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i R(A) est fermé

ii R(A") estfermé
iii R(A)=N(A"?1
iv R(A*) =N(A)*

Le résultat qui suit est une caractérisation utile des opérateurs surjectifs.
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Théoreme 1.1.13 Soit A: 9 (A) € HH — H, un operateur non-borne, ferme, avec
9(A) = H,. Les proprietes suivantes sont equivalentes :

(a) A estsurjectif, i.e., R(A) = Hy,

(b) il existe une constante k > 0 telle que
vl <k|A*v|, Yved(A¥),
(c) N(A*) ={0} et R(A") est ferme.

Corollaire 1.1.14 Soit A: 9(A) c Hi — H, un opérateur non-borné, fermé, avec
2(A) = Hy. Lopérateur A admet un inverse borné A™' sur H, si et seulement s'il
existe deux constantes my et my telles que

lu| < milAu|, VYueP(A),
lvl<mp|A*v|, Yve2(AY).

1.1.4 Spectre et résolvante d'un opérateur non borné

Soit A:9(A) € H— H un opérateur non borné que 'on suppose fermé et a
domaine dense.

Définition 1.1.15 On appelle ensemble résolvant de A, I'ensemble
p(A)={AeC: Ay = Al - Aest bijectif}.

Son complémentaire dans le plan complexe s'appelle le spectre de A et sera noté
o (A) = C\p(A).

* On note que si A € p(A), l'inverse R(A; A) = A/{l est défini sur tout l'espace et
est fermé. Par le théoreme du graphe fermé, il est borné, i.e., Ail € Z(H). Cet
opérateur est appelé la résolvante de A.

* Lensemble résolvant p(A) est un ouvert du plan complexe et l'application
p(A) 3 A — R(A; A) est analytique sur chaque composante connexe de p(A).
La résolvante satisfait a l'équation fonctionnelle suivante dite identité de la
résolvante :

R(A1;A)—R(A2;A) = A2 = A1) R(A1; AR (A A).

* Le spectre de A est donc un fermé de C, et si de plus l'opérateur A est borné,
alors o (A) est un compact non vide.

Examinons a présent de plus pres la structure du spectre.

* Le premier sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel :

0,(A) ={A e C: Ay n'est pas injectif} .
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Un élément A de 0, (A) est dit valeur propre de A, il lui correspond au moins
0#9e2(A) tel que Ap9J =0, que 'on appelle vecteur propre (fonction propre
quand H est un espace de fonctions) correspondant 4 A.
* Si A € a(A)\o,(A) donc Ay est injectif mais non surjectif. Deux cas se
présentent :
e SiR(A,) n'est pas dense, on dit alors que A € g, (A) le spectre résiduel de
A.
e SiR(A,) est dense, on dit alors que A € 0(A) le spectre continu de A.

1.2 Théorie de Riesz-Fredholm

1.2.1 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Définition 1.2.1 On dit qu'un opérateur K € £ (Hy,H,) est compact si
K (Bp,(0,1)) est relativement compacte pour la topologie forte. On désigne par
K (Hy, Hy) l'ensemble des opérateurs compacts de Hy, dans Hy et on pose
A (Hy, Hy) = & (Hy).

La compacité d'un opérateur T € £ (H,, H,) est caractérisée comme suit :

T € # (Hy, H)) < VY (x,) € Hy, x, — 0 (faiblement) = Tx,, — 0 (fortement).

Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si S1 € £(E,F) et S, € £ (F,G ) (resp.
Sie X (E,F) et S, € £(F,G)), alors S» 8, € X (E,G).

Théoreme 1.2.2 (Théoreme de Shauder) Si K est compact, alors K* est compact
et réciproquement.

Théoreme 1.2.3 Soit K € £ (H) avec dim(H) = oo. Alorson a :
(@) 0eo(K),
(b) o(K)\{0} = 0, (K)\{0},
(c) l'une des situations suivantes :
e ou bien o(K) = {0},
* ou bien o (K)\{0} est fini,
* ou bien o (K)\{0} est une suite qui tend vers 0.

Théoreme 1.2.4 On suppose que H est séparable. Soit T € & (H) un opérateur
autoadjoint compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs
propresde T :

VxeH, x=xo+ ) (xex)erxoeN(), Tx=) (x,ep)Arex.
k=1 k=1
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1.2.2 Famille spectrale et résolution de 'identité

¢ Version discréte

Définition 1.2.5 Soit A:2(A) ¢ H — H un opérateur non borné. Alors A est dit
d résolvante compacte si

VAep(A),R(A;A) e £ (H).

On a le résultat suivant :

Théoreme 1.2.6 Un opérateur A: 2(A) € H— H est d résolvante compacte ssi
il existe u e p(A) tel que R(u; A) € X (H).

Théoreme 1.2.7 Soit A: 2(A) ¢ H— H un opérateur auto-adjoint. Alors
(1) 0:(A) =2,
@) o(A)=0p(Auo (AR,
3) Az0 < o0(A) c[0,00[.

Théoreme 1.2.8 Soit A : 2(A) ¢ H — H un opérateur auto-adjoint borné
inférieurement et d résolvante compacte. Alors A est diagonalisable, i.e., il existe
une base hilbertienne dans H, (e;;) =1 € 2(A), et une suite de réels (A ;) ;=1 telles
que

MsA=s---<A,, — 400, Aey=Amen, m=12,---

Remarque 1.2.9 Si A: 9(A) ¢ H — H est un opérateur auto-adjoint avec A =
0>0=0¢€p(A), et l'injection Hy := (D(A),|-|g) — H est compacte, alors A est d
résolvante compatcte et donc diagonalisable.

¢ Version continue

Définition 1.2.10 Une famille {E)},cgp de projections orthogonales dans H est
appelée famille spectrale ou encore résolution de l'identité si elle satisfait aux
conditions :

(l) E}LE,u:Einf(/l,p); A,,UE[R,

(i])) E—o=0, Eixn=1,

ou E_ooh = lim,l_,_oo E,lh,E_,.ooh = lim,l_,+ooE,1h, heH,
(iii) Epso=E) OlZE;L+0h:1img>0'£_.()E;L+5h, he H.

Les limites sont prises au sens de la norme de H.
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Théoreme 1.2.11 Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur auto-adjoint
dans H. Alors il existe une famille spectrale {E)} ) cr telle que

(Ax,y):fﬂtd(E,lx,y), Ax:fAdEAx.
R R
On note symboliquement A= [, AdE,.

Théoreme 1.2.12 Soit A — f(A) une fonction continue d valeurs réelles. Soit
9 c H défini par :

9 = {he H:f | f(A)|*d |Eyh)? <oo}.
R
Alors 9 est dense dans H et on définit un opérateur auto-adjoint S dans H par :

(Sx,y):ff(/l)d(E;Lx,y), X€D,yeH,
R

de domaine9(S) = 9.

1.2.2.1 Fonctions d'un opérateur auto-adjoint

Soit A un opérateur auto-adjoint dans l'’espace de Hilbert H, A = f/{;oo/ldE,l,
Ao =info(A) > 0, sa décomposition spectrale.

Définition 1.2.13 On définit :
* Les puissances de A.

+00 +0o0
A= AdE), T€R, he?(A) = A" d|EyhI* < oo.
Ao AO

On note ici, que pour toutr <0,A" € £(H), etsir =0, Ad=T.

Pour toutr =0 et pour touth e 2 (A"), ona(A"h, h) = A(r)lhlz.

Pour tout r = 0,2 (A") muni de la norme Ihlf =|A"h|®>, heD(A"), est un
espace de Hilbert.

Si0<1r1<1,2(A2)—9(A") et D (A") est dense dans D (A™).

* f(A) pour une fonction f continue surR.

+00 +00
Fla) = L FVAE, heD(f(A) = A [FORAIE AP < co.
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1.2.2.2 Equations opérationnelles et Alternative de Fredholm

On suppose que H est séparable. Soit T € £ (H) un opérateur auto-adjoint
compact donné par sa décomposition spectrale :

VheH, h=hy+) (hep)erhoeN(A), Th=) (her)Age.
k=1 k=1

Considérons I’équation
(Ir-ADf=g, (1.1)

ou f=fo+X9, fnen &= 8o +X5., §nen sont deux vecteurs de H donnés.
L SiA ¢ o(A), lasolution de I'équation (I.1I) est donnée par :

< 8n 8o
f: ( )e - .
n; An=A)" A

*Si A=A, # 0, 'équation (T.I) n'a de solution que si gs = 0 (<= g € ker (T — A;1)™)
et dans ce cas les solutions sont données par :

(=& ) &
I= Z(An—A)e” A

n#s

+ G,

ou G, est un élément arbitraire deker (T — As1).
*Si A =0, pour que I'équation T f = g ait une solution il faut et il suffit que

fo=0= feN(D)'=R()

et que la série
|2

5l
2
n=1 An
soit convergente. Dans ce cas les solutions sont données par:

2 (AfjA)e”

n=1

+ Gy.

f=

ol Gy est un élément arbitraire deker(T).

1.2.2.3 Décomposition en valeurs singuliéres

Considérons maintenant un opérateur compact T € £ (Hy, H»), o4 Hy, Hy
sont deux espaces de Hilbert séparables. Lune des approches les plus pratiques
pour étudier le probléme inverse T h, = hy, consiste & utiliser la décomposition
en valeurs singulieres (SVD)* de I'opérateur T. Cette décomposition propose
des bases pour les espaces de Hilbert H;, et H, permettant d’exprimer et de
résoudre simplement le probleme.
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Définition 1.2.14 (Valeur singuliere.)

Soient Hy,H; deux espaces de Hilbert séparables et T € £ (Hy, Hy). On appelle
valeur singuliere de lopérateur T, le nombre réel positif s = VA, oti A est une
valeur propre de l'opérateur K = T*T : HA — H,.

Théoréme 1.2.15 (Décomposition en valeurs singulieres (SVD)) Soit T €
K (Hy,H,) et Pry la projection orthogonale sur N(T). Alors il existe une
suite de valeurs singulieres (s,) et deux systemes orthonormés {(pl,(pg,...} c

Hy, {w1,v2,...} € Hy tels que :

1. (s,) estdécroissante, s, — 0,n — oco.
Tor=sk¥io T Yk = SkP-
VYhe Hy,h=Y s (B @k) @i+ Proh.
Vhe H,Th=Y 1 st (b @) wi.
Vhe Hy, T*h=Y 1 Sk (hyi) @k

Le systeme {(si; @i Vi) } oo, €St appelé systeme singulier de T.
La famille (¢,) est une base hilbertienne de N(T)*, la famille (v ,) est une
base hilbertienne de R(T).

AR R

Remarque 1.2.16 Le calcul des valeurs singulieres et I'étude de leur vitesse de
décroissance peut donc fournir des renseignements sur le caractere mal posé d'un
probleme inverse donné (cf. [48]).

1.3 Préliminaires et résultats de base

Dans cette section, nous présentons quelques notations et résultats utiles
pour la suite.

1.3.1 Notations

On note par C(H) I'’ensemble de tous les opérateurs linéaires fermés définis
de facon dense dans H.
Le domaine, 'image et le noyau d'un opérateur linéaire B € C(H) sont désignés
par 2(B), R(B) et N(B), les symboles p(B),c(B), et 0,(B) sont respectivement
utilisés pour la résolvants, le spectre et le spectre pnctuel de B. Si V est un sous-
espace fermé de H, on désigne par 1y, V la projetion orthogonal de H sur V.
Pour faciliter la lecture, nous résumons quelques faits bien connus pour les
opérateurs non expansifs.

Définition 1.3.1 A Un opérateur linéaire M € £ (H) est dit non expansif si | M| <
1.
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Théoreme 1.3.2 Soit M € £ (H) un opérateur auto-adjoint positif avec | M| < 1.
Vo=N(M) etV = N(I, M). Alors nous avons :

lim M" =Ty, Lim (I-M)" =TIy,
n—+oo

n—+oo

Vhe H, lim M"h=TIyh, lim (I-M)".h=Iyh.
n—+oo n—-+oo
Considérons I'équation
Sp=UI-M)p=1y. (1.2)
Pour les opérateurs non expansifs M.

Théoréme 1.3.3 Soit M un opérateur linéaire auto-adjoint, positif et non
expansif sur H.
Soity € H tel que (1.2) ait une solution §.
e Si 1 nlest pas la valeur propre de M, c'est-d-dire (I — M) est injectif (V; =
N(I - M) ={0}), alors les approximations successives :

Pns1 = M(pn +{ﬁy n :0,1,2,"' ’
converger vers { pour toute donnée initiale ¢, € H.

Preuve. de '’hypothese et en vertu du théoréme (1.3.2) nous avons

V(po € H, Mn(p() — HVI(P() = H{O}(po =0. (1.3)
Par induction par rapport 4 n, on voit aisément que ¢, a la forme explicite.
n—1 .
Pn=M"po+ ) My
Jj=0

=M"po+(I-M"(I-M)'§
=M"po+(I-M"p,
et (1.3) nous permet de conclure que
P—pn=M"(@o—P) — 0,n— oco. (1.4)

Remarque 1.3.4 Dans de nombreuses situations, certains problemes inverses
peuvent étre réduites en des équations de Fredholm de premiere espece de la forme
By = vy, ou B est un opérateur compact, positif et auto-adjoint. Cette équation
peut étre réécrite de la maniere suivante :

¢=UI-wB)p+oy=Lp+oy,

1
ou L= (I-wB), etw ot L est un parametre positif satisfaisant o < Bl On voit
bien que l'opérateur L est non expansif et 1 n'est pas une valeur propre de L. 11

découle du théoreme (1.3.3) que la suite {@,}_ , converge et(I-wB)"{ — 0, pour
chaque { € H comme n — oo.



CHAPITRE 2
Probléme inverse de type
biparabolique

2.1 Formulation du probleme

Dans ce qui suit, H désigne un espace de Hilbert séparable complexe muni
du produit scalaire .,.) etlanorme |||, £ (H) représente 'algebre de Banach des
opérateurs linéaires bornés sur H.

Soit A : 9(A) ¢ H — H un opérateur positif, auto-adjoint a résolvante
compacte, donc A admet une base orthonormale de vecteurs propres (¢,) € H
associés aux valeurs propres réelles (1,) c R, c’est-4-dire,

A =Antp N, (g =oy=4" LT
fd , n€ , ., . fd .. =
no VI o, ifi# ],
O<v=A1<Ap<A3=<---, nlip)tn:oo,
YheH, h=) hypn, hp=(hdn).

n=1

Dans cetre section, nous considérons le probleme rétrograde d’identification de
source u(0) = f et la distribution de température u(t) pour 0 < ¢t < T, dans le
probleme biparabolique suivant :

BPu= (i +A)2 ult) =u" () +2Au' () + A2u() =0, 0<t<T
dt ’ ’ (2.1)

U(T):g; U[(O):O,

ou0< T <ooet f estune fonction 4 valeur H donnée.

2.2 Analyse du probleme

Considérons le probléme bien posé suivant :

B2 = (i +A)2u(t) — (D) +2AU' () + A2U() =0, O0<t<T
dt ’ ’ 2.2)

u©0)=¢, u/0)=0,
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ot €D(A).
u
Notons H! = 2(A) x H. Dénommant U = ( ul
2
comme |U II[i]1 = ||Auq |12+ | uz|I2. Dans ce cas, I'équation différentielle du second
ordre dans (2.2) peut étre reformulée sous forme de systeme de premier ordre

dans I'espace de Hilbert H' comme suit :

) nous définissons la norme en H!

S

U'()=oU(1), U(O):( ), (2.3)

en posant
w0 ) [ u() _ 0 1
U(”_( up (1) )_( u'(0) ) 'Qf_( —A2 24 )
ol o/ est un opérateur linéaire sans limite avec le domaine 2 (sf) = 2 (A?) x
2(A).
Il est bien connu que &« est un générateur d'un semi-groupe fortement

continu {J (1) = et“z"}tzo sur H! ([18], Théoréme 2.1), plus précisément, I (¢) est
analytique avec la forme explicite suivante :

E/"(t)Z:eM( “ ): 5 etB"( (21,60 bn ) Z:( “ )e[H]1 (2.4)

1
) = (z2,n) dbn Zp

0 1 - . . T -

ou B, = ( 12 —21 ) En utilisant certaines techniques d’algebre matricielle,
A2 22,

nous pouvons donner la forme de e'®» comme suit :

o/ _ ( ety ), tent te~Mnt )
~A2 e Mnt ~Apte Mty e Mnt |0
Il s’ensuit que
Tinz=y (¢ e e (2 8n) ) o )
- _/’1/2 l- —Ant _/’1/ l- —/,‘,nt + —//ly[t < > ‘ ¢
n=1 nlté nlé e Z2’¢’n (;bn

En utilisant la théorie des semigroupes [30], nous montrons 'existence et
I'unicité de la solution du probleme (2.3).

Théoréme 2.2.1 Pour tout U(0) € H' le probleme admet une solution
unique W € €1(10, +oo[;H") N € ([0, +oo[;H!) N € (10, +oo[; 2 («/)), donnée par

Ly I re~Ant (z1,¢n) dn
Uit)=9 (1)U(0) = - _ _ )( )
) n; ~A2te Mt ~Ante Mt e~ Mt )\ (2,0, by

(2.6)
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¢ ) on obtient

En particulier, pour U(0) = ( 0

00 —Ant —Ant —Ant
s _ ety A, te™'n te ' <‘f»¢n>¢n
Ui)=9 (U() = Z ( _}L%te—ant _Apte At 4 Ant 0

n=1
En conséquence du théoreme (2.2.1), nous avons le résultat suivant.
Corollaire 2.2.2 Pour touté € 2(A), le probleme (2.2) admet une solution unique

w € 610, +ool; H) N € ([0, +ool; H) N € ([0, +00[; Z(A))
N (10, +00[; 2(A)) N€*(10, +o0 [; 2 (A?))

donnée par

ut) = R(EAE=T+tAe =Y U+ tAe ™ {(Epn)pu. (2.7

n=1

Remarque 2.2.3 [l est facile de vérifier que

12 (t; Al = sup L+ th)e P <A+ tA) e ™, (2.8)
A=A

sup [|Z(; Al = sup (1+tA)e M =1. 2.9)

0<t<T 0<t<T

2.3 position incorrecte du probléme

Théoreme 2.3.1 Soit g € H, la solution formelle unique du probleme (2.1) est
donnée par

& (1+1A, (T-DA,
u(t) = n§:1 (—1 - TAn) e (g, dn)dn. (2.10)
Dans ce cas,
_ _ TAy
f—u(O)—n§:1—1+TAne (& ¢Pn) Pn. (2.11)

Preuve. En utilisant la méthode de Fourier généralisée, la solution de (2.1I) peut
étre écrite sous la forme suivante

u®) =Y un(Opn, un={udn), (2.12)
n=1

ou u, (1) = (u(r),n) estle coefficient de Fourier de u(?).
Substitution de u(T) = g = X9, 8x¢n et (2.12) dans (2.1), nous obtenons la
famille d’équations différentielles ordinaires du second ordre

W) +20,u. () +A%u,=0, 0<t<T,
{ () + 241l (D) + A2 Uy 213

un(T) =8&n ugl(O) =0.
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Pour chaque n fixe, cette équation différentielle est uniquement résoluble et sa
solution unique est donnée par

1+1tA,

(T-0An g —
1+T/ln)e gn=0(tA,) gn.

un(t) = (

Enfin, la solution formelle du probléeme prend la forme

< (1+1An) (7-p2
) = _ n , = y .
u(t) ,;1(1+T/1n)e 8nPn, 8&n (g (Pn>

[] De cette représentation, nous remarquons que u(t) est instable dans [0, T'[.
Cela découle des hautes fréquences :

1+,

)e(T_tM” — +00, n— +oo.
1+TA,

O-(I;/,ll’l) = (



CHAPITRE 3
Application : Equation de
conduction de chaleur

étant un transfert de chaleur a travers la matiere sans qu’il n'y ait pour
autant déplacement de cette derniere. Cette propagation thermique
suit la loi normale de Gauss (L'état d’équilibre est atteint lorsque la tempéra-
ture est partout égale).
Le modele classique décrivant ce phénomene est le suivant.

n thermodynamique, le phénomene de conduction est définie comme
@

{%—{(x,t)—AT(x,t):o, 0<t<T, xeQcR” a1

u(x,0) = f(x),
Cependant, selon [11}, 31], I'équation (3.1) ne décrit pas avec précision le
phénomeéne de conduction, et ce en raison de la vitesse de propagation issue
de ce modele (0 = e‘”‘tlz).

Dans le modele biparabolique, la vitesse de propagation de chaleur est plus

ou moins raisonnable du fait qu’elle est amortie par rapport a celle du modele
classique (a = (1+¢1¢%) e—tlflz)

n

n

| + Diffusion classique — Diffusion biparabolique]

FIGURE 3.1 - Vitesse de propagation de chaleur
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Dans ce qui suit, nous nous intéressons au probléeme rétrograde de conduc-
tion de chaleur unidimensionnel, dont I'objectif est de reconstruire 1’état initial
(température initiale) d'un phénomene de conduction de chaleur dans un solide
(Barre métallique de longueur L) a partir d'une mesure expérimentale effectuée
alinstant final t = F.

I est bien connu que les phénomenes de transfert (ou transport) sont irréver-
sibles et la résolution de tels problémes nécessite un traitement particulier.

3.1 Modele classique de conduction thermique

3.1.1 Probléme direct

Le probleme direct consiste a déterminer la distribution de la chaleur dans
le solide a partir de la température initiale de ce dernier en plus de conditions
aux limites supposées nulles. Ce phénomene est modélisé par :

oT _ —
{ L (x,0) = kAT (x,) =0 (x,) € [0,L] [0, F] 52

T'(x,0)=f(x)
ol f(x) est une fonction donnée.

Par la méthode de séparation de variables, nous obtenons la solution formelle
de ce probléme, donnée par :

o0 mznz
Ton=Y e # fo) sin(”—L”x) (3.3)
n=1

ol f;(x) estle ceefficient de Fourier :
) L
. (AT
fu(x) = sz(x) sm(Tx) dx
0

Ce probleme est bien posé car la solution obtenue est sous la forme d’une série
de Fourier convergente ou seules les composantes en sinus sont présentes,
puisqu’on a imposé des conditions aux limites nulles.

A partir de cette représentation, on peut donc calculer sans le moindre soucis la
distribution de la température T en tout point delabarre 0 < x < L etan’importe
quelinstant0< ¢t < F.

3.1.2 Probléme inverse
Considérons le probleme suivant :

O (4 1) — _
{m (x,) = kAT (x,/)=0 (x,)€[0,L] x [0, F] 3.4)

Tx,F)=g(x)
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Ici le probléme inverse consiste a déterminer la condition initiale T (x,0) = f(x)
a partir de I'état final T (x, F) = g(x). Ce probléme est appelé Probleme rétro-
grade de conduction de la chaleur.

Ce probléme est mal posé, et ceci s’explique par le comportement de la solution

(S5 Ic(F—l‘)nZﬂ2
Ten=)e t gsin(""x| (3.5)
n=1
ol g, (x) estle ceefficient de Fourier :
, L
. (N7
gn(x) = ng(x) s1n(7x) dx
0
donc
X kFplg? ni
f0) =T (x,0) = 7 g (%) sin(Tx) (3.6)

n=1

On remarque d’apres que la solution est instable, et cela découle du com-
kFn?n?
portement du terme général de la série obtenue. e 12  — +oolorsque n — +oo.

3.2 Nouveau modele de conduction de la chaleur

3.2.1 Probleme direct

Le nouveau modele proposé par [12] consiste a remplacer 1'équation aux
dérivées partielles de type parabolique classique par une équation de type
hyperbolique plus représentative du phénomene en question. Ce probléme est
appelé Biparabolique et il est donné par :

T _ or 2 A2 _
{ (6,0 -2kAG (6 N+ RAT(50=0 DEOLXOF o

Fra
T(x,0)=f(x), L(x,0=0

ol f(x) est une fonction donnée.
D’apres (2.7), le probleme (3.7) admet une solution unique donnée par :

o ktn?m?\ _kinn? . (nm
T(x,t):n;(u = )e 7 fa(xsin(—=x] 3.8)

ol f;(x) estle ceefficient de Fourier :

L
2 . (n7
fn(x) = fo(x) sm(Tx) dx
0
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3.2.2 Probleme inverse

Considérons le probleme suivant :

0
{ T (x, 1) -2k 9L (x, t)+k2A2T(x =0 (x,0)¢€l0,L]xI0,F] (3.9

T(x,F)=gx), & (x0)=

ou g(x) représente la température finale (fonction donnée).

Comme dans le cas de la conduction classique, ce probléme inverse
consiste a déterminer la condition initiale T (x,0) = f(x) a partir de I'état final
T (x,F) = g(x). C’est le probleme rétrograde de conduction de la chaleur de type
biparabolique.

Il s’agit d'un probléme mal posé. En effet, d’apres (2.10), 'unique solution
formelle de (3.9) est donnée par :

Tx,t)=Y (M)em_fﬁgnm sin () (3.10)
S\ L2+ kFnéa? L
ou
2 . (nm
gn(x) = ng(x) sm(Tx) dx
0
dans ce cas

00 2 7252
fFO=Tx0=Y (m) e 7 gnx) sin(%x) (3.11)
n=1

A partir de cette représentation, on remarque que la solution est instable, et cela

2 kFn?x?
m) e 2 — 400 lorsque n — +oo.

découle des hautes fréquences (

Ce probléeme est mal posé dans le sens ou la solution ne dépend pas
contintiment de la donnée g (donnée expérimentale). C’est a dire qu'une légere
perturbation de cette derniere peut provoquer un changement important de la
solution.

En effet, la donnée g est issue de mesures expérimentales et quelque soit la
précision du capteur utilisé, cette donnée est certainement entachée de bruit
qu'on note 6. Cette approximation est notée gs et elle est donnée par :

g=8+0

La solution correspondante a cette donnée bruitée est notée f5 et elle est donnée
par:

k(F)n?n? oo F)n n?

fg(x):z(fne 12 gn(x)sm(—x) Z 6n(x)sm(%x) (3.12)
n=1

~/ .

~
Solution avec donnée exacte Erreur ampliﬁée
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LZ
I12+kFn?m? )

Remarque: Dans le modele classique (3.4), la solution formelle est donnée
par:

aveco, = (

O k(F)n?a?

fx)=T(x,0) = Ze 2 gu(x) Sin(ﬂx)
n=1 L

dans le cas du modele biparabolique, le parametre o, = (
de parametre de relaxation, puisque

1? . A
m) joue le role

O<op<l

De cette remarque, on observe que le caractére "mal posé" du modele bipara-
bolique est modéré par rapport au cas parabolique classique.






CHAPITRE 4

Régularisation du probleme

&g, ans ce chapitre, nous donnons une approximation stable de la solution
9. 9‘3§ du probleme mal posé en utilisant une méthode de spécification

=) de fonction qui est une variante de la méthode itérative de "Landwe-
ber" connue sous le nom de méthode de Kozlov-Maz'ya [18].

4.1 Description de la méthode

Cette méthode a été introduite par Louis Landweber dans les années 1950
[20]. En 2011, V.A. Kozlov et V.G. Maz'ya ont proposé une nouvelle version
de cette méthode et dont l'idée principale consiste a résoudre une suite de
problemes bien posés, ot I’équation originale est préservée.

L'algorithme itératif commence par le choix arbitraire de fy (généralement la
fonction nulle), la premiére approximation Ty (x, t) est la solution du probleme
direct (bien posé) suivant :

#Ty aTo 2 A2
Rﬁ{ (x, 1) —2kA=52 (xn+kA7Mxﬂ 0 (x,n€l[0,L]x][0,F] 4.1)

ot
To (x,0) = fo(x), 9o (x,0) =

Une fois Ty (x, t) construite, on définit le probleme Py, par

ar?
Tk+l (x) 0) - fk+1 (x) ) 6kt+l (xy 0) -

P { "k (x, 1)~ 2k st (3, t)+k2A2Tk+1(x =0 (x,0€(0,L]x[0,F]
k+1 -

4.2)

ol fi+1 estdonnée par :
fis1 = fi—o(Ti (x, F) - g (x)) 4.3)

al

oI
1+F(3)°

avec

0<w<
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Lidée ici est que si la suite des solutions (T (x, 1)) =0 €st convergente c’est
que les termes f se rapprochent de plus en plus les uns des autres pour k assez
élevé, ce qui nous permettra de conclure que plus k est grand plus fi (x) est une
bonne approximation de f (x) puisque T (x, F) sera proche de g (x).

4.2 Implémentation numérique

Dans cette section, nous donnons quelques résultats numériques illustrant
'algorithme utilisé. Tous les résultats sont obtenus par MATLAB.

Soit le probleme inverse suivant :

62—T(x t)—ZAa—T(x H+A?T(x,t)=0 (x,8)€[0,7]x][0,1]

61’2 » ot ) ) - ) ) )
TOH=T(m,1)=0 (4.4)

T(x1)=gx), % (x0=0

ol f(x) estla condition initiale inconnue et g(x) est la condition finale don-
née.

Le probleme ([.4) est un exemple concrét de celui décrit par (3.9) o1 k =1,
L=metF=1.
Dans ce cas, la formule (3.11) prend la forme

f()=T(x,0= Z(

=\ 1+ n?

w2 .
e ;fg(x) sin (nx) dx |sin(nx) (4.5)
0

Pour illustrer la méthode utilisée sur cet exemple, on se donne une condition
initiale T (x,0) = f(x) (fonction assez réguliere), ensuite nous calculons la
condition finale résultante g(x) a partir de laquelle nous allons reconstruire
I’état initial par I'algorithme de Kozlov-Maz'ya.

4.2.1 Exemple

Considérons le probléme direct suivant :

62—T(x t)—ZAa—T(x H+A?T(x,t)=0 (x,8) €[0,7]x][0,1]

61’2 » ot ) ) - ) » )
TO,6)=T(m1t)=0 (4.6)

T(x,0)=f(x), 3£ (x,0=0
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avec
fx) = \/g sin (x) 4.7)

La solution du probleme est donnée par :
/4
S 2|2 2 . ) .
T(x,t)= Z 1+ tn ;f ;sm(x) sin (nx) dx | sin (nx) (4.8)
n=1 0

De plus, on sait que les fonctions (sin (mx)) ,,>1 sont deux a deux orthogonales
sur l'intervalle [0, 7].

ie: .
0 si
fsin(mx) sin (nx)dx = { n s¥ m#n
5 sim=n
0
Alors, la solution (4.8) sous sa forme réduite est
2
T(x,1)= \/; (1+1) e 'sin(x) 4.9)
Par conséquent, la donnée finale est
2 sin (x)
gx)=T(x,1)= (4.10)
T e

4.2.2 Résultats numériques

En subdivisant l'intervalle [0, 7] en N subdivisions de longueurs égales h =

~.7 et l'intervalle [0,1] en M subdivisions de longueurs égales | = ﬁ on

obtient la forme discrétisée du probleme Py :

ETk (i, 1)) = 2820 (i, 1) + A2Tg (xi, 1) =0 i=0,1,2,., N j=0,1,2,..., M
P = Ty (%0, tj) = T (xN, tj)=0
Ty (xi, 1) = fie (%), 2 Uk (x;, tg) =
dont la solution discrete est donnee par:
X 2| 2 f
xl,t] Z (1+ t] tn ;[fk(x) sin (nx) dx sin (nx;)

X=X;
Nous commencons par résoudre le probléme Py dans lequel on pose fj (x;) =
0 et ensuite pour passer au probléme suivant, on utilise le processus itératif (4.3)
sous sa forme discrete :

N ®

frer1 () = fe () — 0 (Te (x5, t) — g (x1)) o 0<w <
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Test avec donnée exacte :

> Résultat avec un pas d’espace N =40 et un nombre d’itérations k =40 :

R e R e e R 2 Solution exacte

Solution approchée

D? , ........ , ......... , ............. : ,
OEL . .............. ........ ............... ........ ............... ............
05
B Lo Bsoses SO W ST . N
03
02

LT T ET— S— S— — R I g

FIGURE 4.1 - N =40, v =0.6795, k =40

Maintenant, et puisque en pratique la donnée g vient de I'expérience, donc
elle est sensée étre entachée de bruit. Pour cela, et afin d’effectuer des tests de
stabilité, nous considérons la donnée bruitée

gs=8+6, ou:od =erandn(size(g))

La commande MATLAB "randn(.)" renvoie un vecteur dont la distribution des
éléments est normalisée (moyenne nulle et variance o2 = 1) et € est un cceffi-
cient représentant le niveau de perturbation.

Tests avec donnée bruitée :

> Résultats pour différents niveaux de perturbation avec un pas d’espace
fixe N =40 et un nombre d’itération k =40 :
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0ar- : : : ! | Solution exacte

Solution approchée

S ............ 1% . ............ ........... ........... —
i I il __________  T— ___________ ———
05k g i oo R | T —
S B __________ ____________ ____________ L T —
03b o ........... .......... ............ SN ] ...........
SR . ___________ — T ____________ ___________

T e e A TR ............ iy R :

FIGURE 4.2—- N =40, w = 0.6795, k =40, ¢ = 1073

Solution exacte

Solution approchée

FIGURE 4.3 - N = 40, w = 0.6795, k =40, £ = 1072
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(e R i R R Solution exacte

Solution approchée

0.1 I | I I | | |
0

FIGURE 4.4— N =40, w = 0.6795, k =40, e = 107!



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire, la stratégie de régularisation suivie est basée sur la mé-
thode itérative de Kozlov-Maz'ya pour approcher la solution d'un probleme ré-
trograde de conduction de chaleur de type biparabolique .

Les résultats obtenus dans le présent travail, ouvrent de nouveaux horizons
dans le développement des méthodes numériques pour la résolution de certains
problémes inverses en thermique.

L'étude de problemes inverses de conduction de chaleur d’ordre fraction-
naire (subdiffusion) est 'une des perspectives que nous prévoyons d’entamer
dans un futur proche.
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