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 ملخص :

التوصيل الحراري ثم نعرض تطبيق على مسألة  نتطرق من خلال هذه المذكرة الى دراسة مسألة عكسية من النمط التكافؤي المزدوج  

الاستراتيجية المتبعة مبنية على طريقة التعديل التكراري. ننهي هذه الدراسة بتطبيق حسابي لتبيان النتائج النظرية المتحصل عليها.   

.التكراري التعديل التوصيل الحراري، النمط التكافؤي المزدوج،المسائل العكسية، المسائل المعتلة، المسائل ذات    الكلمات المفتاحية :

Résumé : 

Dans le présent travail, nous étudions un problème inverse engendré par une équation de type 

bi-parabolique. Ce problème est qualifié mal posé au sens de Hadamard et nécessite un 

traitement particulier. 

Nous illustrons les avantages de ce modèle non dans la représentation du phénomène de 

conduction de chaleur et même son impact sur le degré de position incorrecte du problème 

inverse.  

Mots clés : Problème inverse, problème mal posé, équation bi-parabolique, équation de 

conduction de chaleur, régularisation. 
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Introduction 1

INTRODUCTION

E
n 1923, le mathématicien français J. HADAMARD a écrit son livre

célèbre sur les équations aux dérivées partielles et leur signification
physique [13]. Cet ouvrage fut le point de départ du développement

du concept de problème bien posé en physique mathématique. Il s’agit d’un
problème dont la solution existe, est unique, et dépend continûment des
données (stabilité). Par la suite, on considéra que les problèmes ne vérifiant pas
les conditions de HADAMARD n’ont pas de valeur pratique et ne peuvent pas
modéliser de manière correcte un phénomène physique. La réalité actuelle est
toute autre. Il y’a plusieurs problèmes dont une au moins des trois conditions de
HADAMARD n’est pas vérifiée ; ces problèmes sont dits mal posés. En général,
la plus grande difficulté dans ce type de problèmes réside dans l’instabilité, i.e.,
une légère perturbation des données peut provoquer un changement important
au niveau de la solution.

Les problèmes mal posés apparaissent dans de nombreuses branches des
sciences et techniques, comme la géophysique, le contrôle non destructif, la
corrosion, l’imagerie médicale (échographie, scanners, rayons X,...,), l’énergie
(calcul d’écoulements de pétrole dans un réservoir avec puits), la chimie
(détermination des constantes de réaction), le radar et l’acoustique sous-marine
(détermination de la forme d’un obstacle), le traitement d’image (restauration
d’images floues) et d’autres domaines pratiques.

Les méthodes générales de l’analyse mathématique ont bien été adaptées
pour la résolution des problèmes bien posés. Cependant, ce n’était pas clair dans
quel sens les problèmes mal posés peuvent avoir des solutions. Plusieurs ma-
thématiciens comme Tikhonov, John, Lavrentiev, Ivanov et d’autres ont travaillé
pour développer la théorie et les méthodes pour résoudre les problèmes mal
posés. Ils ont pu donner une définition mathématique précise des "solutions
approchées" pour une classe assez large de problèmes. Aujourd’hui, ces pro-
blèmes représentent un domaine de recherche très riche et plein de questions
mathématiques.

Parmi les situations qui se traduisent par un problème mal posé on peut
citer le problème consistant à déterminer les états passés d’un système physique
décrit par une équation différentielle à partir de son état présent, ou bien celui
de déterminer les paramètres d’un système à partir de données expérimentales.
Dans les deux cas, on parle de problèmes inverses.

D’après J.B.Keller [17], deux problèmes sont dits inverses l’un de l’autre ; si la
formulation de l’un met l’autre en cause. Une définition plus opérationnelle est
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qu’un problème inverse consiste à déterminer les causes d’un phénomène en
fonction de l’observation de ses effets. Ainsi, ce problème est l’inverse de celui
appelé problème direct consistant à chercher les effets à partir des causes qui
sont observables. Par exemple, localiser l’origine d’un tremblement de terre à
partir de mesures faites par plusieurs stations sismiques réparties sur la surface
du globe terrestre est un problème inverse.

Les problèmes inverses peuvent être classés en deux catégories : les
problèmes qui visent à déterminer des conditions aux limites ou des sources
inconnues, et les problèmes liés à l’estimation de paramètres intrinsèques du
système. Le premier type de problèmes apparaît dès que la mesure directe
de la grandeur physique étudiée n’est pas accessible en pratique. Dans la
deuxième catégorie de problèmes inverses, l’objectif est de déterminer à partir
d’une connaissance partielle de l’état du système, les paramètres décrivant le
modèle physique. Les problèmes inverses sont multiples et leurs applications
se retrouvent dans de nombreux domaines tels que l’électromagnétisme, la
géophysique, l’imagerie médicale, la détection des fissures, le contrôle non
destructif, la mécanique des structures,...

D’après la définition d’un problème inverse, on peut voir que ces problèmes
risquent de poser des difficultés particulières. En effet, il est raisonnable d’exiger
qu’un problème direct soit bien posé : "les mêmes causes produisent les mêmes
effets". Par contre, il est facile d’imaginer que les mêmes effets puissent prove-
nir de causes différentes. Ceci illustre une difficulté de l’étude des problèmes
inverses : ils peuvent avoir plusieurs solutions, et il est nécessaire de disposer
d’informations supplémentaires pour les différencier.

Une autre difficulté majeure dans l’étude des problèmes inverses est qu’ils
nécessitent une bonne connaissance des problèmes directs associés. Lorsqu’il
est question d’identifier ou de calculer une grandeur physique à partir d’ob-
servations (mesures), on est amené souvent à inverser un opérateur (la résol-
vante qui donne la solution du problème direct) ; cette inversion généralement
instable nécessite un traitement particulier. Il s’agit de techniques, dites de ré-
gularisation, dont le but est de rendre le problème étudié bien posé et rendre
son implémentations numériques réalisable, et ce en le perturbant légèrement
pour éliminer les éléments responsables de l’instabilité.

En mathématique, la régularisation est une procédure qui consiste à rem-
placer un problème mal posé par un autre problème qui lui est proche (dans un
sens) et qui possède de bonnes propriétés (bien posé) rendant son étude théo-
rique et numérique plus aisée.

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes de régularisation ont
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été utilisées pour résoudre certains problèmes de Cauchy mal posés. Parmi elles,
on cite :

• La méthode de quasi-réversibilité, introduite par Lattes et Lions (1969)
[21], qui consiste à transformer le problème de Cauchy mal posé d’ordre
2 en un problème différentiel bien posé d’ordre plus élevé (d’ordre 4), en
perturbant l’opérateur-coefficient de l’équation.

• La méthode de quasi-réversibilité modifiée qui a été introduite par
Gasjewski et développée par plusieurs auteurs dont N. Boussetila et F.
Rebbani [6].

• La méthode de régularisation de Tikhonov [37] est la méthode de
régularisation la plus ancienne. Elle consiste à transformer le problème
original mal posé en un problème de minimisation.

• La méthode itérative de Kozlov et al. [18] est basée sur une procédure
itérative. Elle consiste à résoudre une suite alternative de problèmes
bien posés avec conditions aux limites mêlées jusqu’à satisfaire un
certain critère d’arrêt. La solution approchée converge pour des données
compatibles, vers la solution du problème de Cauchy considéré.

Dans ce travail, on étudie un problème inverse de type biparabolique,
ensuite nous prenons le cas du phénomène de conduction la chaleur pour
comparer le modèle classique et le modèle biparabolique.



CONTENU DU MÉMOIRE

Ce mémoire est composé d’une introduction et quatre chapitres.

■ Dans le Chapitre 1, on rappelle certaines notions préliminaires fon-
damentales et les ingrédients nécessaires d’analyse fonctionnelle pour
l’étude du problème en question, et pour faciliter la lecture de la thèse.

■ Le Chapitre 2 traite un problème inverse de type biparabolique dont l’ob-
jectif est de déterminer l’état initial u(x,0).

■ Le Chapitre 3 est consacré à la comparaison du problème de conduction
de chaleur classique et celui de type biparabolique

■ Le volet numérique de ce travail fait l’objet du Chapitre 4. On y donne des
tests numériques pour des exemples académiques, à travers lesquels, on
justifie les résultats théoriques de stabilité obtenus dans ce mémoire.



CHAPITRE 1

Préliminaires et notations

1.1 Eléments de théorie spectrale

1.1.1 Opérateurs linéaires

De maniére générale, un opérateur linéaire est une application A : D(A) ⊆
H1 −→ H2 linéaire, oú D(A) est le domaine de définition de l’application linéaire
A, qui est un sous-espace vectoriel de H1, que l’on suppose en général dense
dans H1. L’opérateur A : D(A) = H1 −→ H2 est dit borné si la quantité

‖A‖ = sup
{|Au|H2 , u ∈D(A), |u|H1 = 1

}
,

est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur D(A), et lorsque
D(A) est dense dans H1, A s’étend de manière unique à un opérateur borné sur
H1.

• Tout opérateur A est complètement défini par son graphe G(A) qui est un
sousespace vectoriel de H1 ×H2 défini par G(A) = {(v, Av), v ∈D(A)}.

Pour tout opérateur linéaire A : D(A) ⊆ H1 −→ H2, on note par :

N(A) = {h ∈D(A), Ah = 0} (noyau de A),

R(A) = {h2 = Ah1,h1 ∈D(A)} (image de A).

1.1.2 Opérateurs bornés

On note par L (H1, H2) (resp. L (H1)) l’espace vectoriel des opérateurs
linéaires continus de H1 dans H2 (resp. des endomorphismes continus de H1 )
muni de la topologie de la convergence uniforme :

B ∈L (H1, H2) , ‖B‖L (H1,H2) = sup
u∈H1\{0}

|Bu|2
|u|1

.

Définition 1.1.1 On dit qu’une application linéaire continue S ∈ L (H1, H2) est
inversible ssi il existe une application S′ ∈L (H2, H1) telle que

S′ ◦S = IH1 , S ◦S′ = IH2 .

L’application S′ si elle existe est unique. On notera S′ = S−1 et

Inv (H1,H2) := {S ∈L (H1,H2) ,S inversible } .
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Théorème 1.1.2 [Théorème des isomorphismes de Banach]
Toute bijection linéaire continue S ∈ L (H1, H2) est inversible avec inverse
continue.

Définition 1.1.3 Soit A ∈L (H). On appelle ensemble résolvant de A, l’ensemble

ρ(A) := {
λ ∈C; Aλ = (λI − A) est inversible (⇐⇒ bijectif )

}
.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté
σ(A) :=C\ρ(A).
On appelle rayon spectral (noté spr (A) ) la borne supérieure du spectre en
module, i.e.,

ρ(A) := sup
λ∈σ(A)

|λ|.

Le spectre d’un opérateur borné est un compact non vide.
Le spectre ponctuel de A (noté σp (A) ) est l’ensemble des λ ∈C tels que Aλ soit non
injectif :

λ ∈σp (A) ⇐⇒ N (Aλ) 6= {0}.

Un élément λ ∈ σp (A) est dit valeur propre de A, il lui correspond 0 6= h ∈ H tel
que Ah =λh que l’on appelle vecteur propre correspondant à λ.

Définition 1.1.4 (et proposition) Soit S ∈ L (H1, H2). Alors il existe un unique
opérateur S∗ ∈L (H2, H1), appelé adjoint de S, qui vérifie la relation suivante :

(Sh1,h2)2 =
(
h1,S∗h2

)
1 , ∀h1 ∈ H1,∀h2 ∈ H2.

De plus, on a les propriétés suivantes :

‖S‖ = ∥∥S∗∥∥ , S∗∗ = (
S∗)∗ = S.

Si S est bijectif (=⇒ inversible ), alors S∗ l’est aussi, et (S∗)−1 = (
S−1

)∗
.

Définition 1.1.5 Soit H un espace de Hilbert. On dit que A ∈ L (H) est auto-
adjoint si A = A∗.

A = A∗ ⇐⇒ (Ax, y) = (x, Ay), ∀x, y ∈ H

1.1.3 Opérateurs non-bornés

Définition 1.1.6 On dit qu’un opérateur A est fermé si son graphe G(A) est fermé
dans H1 × H2, i.e., pour toute suite (un) ⊂ D(A) telle que un −→ u dans H1 et
Aun → v dans H2, alors u ∈D(A) et v = Au.
L’opérateur fermé A peut être considéré comme un opérateur borné de son
domaine de définition D(A) muni de la norme du graphe

(|u|G := |u|H1 +|Au|H2

)
dans H1.
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Théorème 1.1.7 [Théorème du graphe fermé] Si l’opérateur fermé A est défini
sur tout l’espace H1, alors A est borné(

Aest fermé et D(A) = H1 =⇒ A borné
)

.

Définition 1.1.8 (et proposition) Soit A : D(A) ⊂ H1 −→ H2 un opérateur non-
borné à domaine dense. On peut définir l’opérateur non-borné A∗ adjoint de
l’opérateur A, comme suit :

A∗ : D
(

A∗)⊂ H2 −→ H1

D
(

A∗)= {
v ∈ H2 : ∃c > 0 tel que |〈v, Au〉| ≤ c|u|H1 , ∀u ∈D(A)

}
.

Dans ce cas la fonctionnelle u 7−→ g (u) = 〈v, Au〉 se prolonge de façon unique en
une fonctionnelle linéaire f : H1 −→ K telle que | f (u)| ≤ c|u|H1 , ∀u ∈ H1. Par
suite f ∈ H ′

1 ' H1. On a par conséquent la relation fondamentale qui lie A et A∗

〈v, Au〉H2 =
〈

A∗v,u
〉

H1
, ∀u ∈D(A),∀v ∈D

(
A∗)

.

Si A : D(A) ⊂ H1 −→ H2 est un opérateur non-borné à domaine dense, alors A∗ est
fermé.

Définition 1.1.9 On dit qu’un opérateur A : D(A) ⊂ H −→ H est symétrique
lorsque

∀u, v ∈D(A), (Au, v) = (u, Av).

Définition 1.1.10 L’opérateur A : D(A) ⊂ H −→ H est dit auto-adjoint si A = A∗,
i.e.,

D(A) =D
(

A∗)
et (v, Au) = (Av,u), ∀u, v ∈D(A).

Théorème 1.1.11 Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur fermé symétrique. A est
autoadjoint si et seulement si σ(A) ⊆R.

Théorème 1.1.12 [Caractérisation des opérateurs à image fermée]
Soit A : D(A) ⊂ H1 −→ H2 un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) = H1.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i R(A) est fermé

ii R (A∗) est fermé

iii R(A) = N (A∗)⊥

iv R (A∗) = N(A)⊥

Le résultat qui suit est une caractérisation utile des opérateurs surjectifs.
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Théorème 1.1.13 Soit A : D(A) ⊂ H1 −→ H2 un opèrateur non-bornè, fermè, avec
D(A) = H1. Les propriètès suivantes sont èquivalentes :

(a) A est surjectif, i.e., R(A) = H2,

(b) il existe une constante k > 0 telle que

|v | ≤ k
∣∣A∗v

∣∣ , ∀v ∈D
(

A∗)
,

(c) N (A∗) = {0} et R (A∗) est fermè.

Corollaire 1.1.14 Soit A : D(A) ⊂ H1 −→ H2 un opérateur non-borné, fermé, avec
D(A) = H1. L’opérateur A admet un inverse borné A−1 sur H2 si et seulement s’il
existe deux constantes m1 et m2 telles que

|u| ≤ m1|Au|, ∀u ∈D(A),

|v | ≤ m2
∣∣A∗v

∣∣ , ∀v ∈D
(

A∗)
.

1.1.4 Spectre et résolvante d’un opérateur non borné

Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur non borné que l’on suppose fermé et à
domaine dense.

Définition 1.1.15 On appelle ensemble résolvant de A, l’ensemble

ρ(A) = {
λ ∈C : Aλ =λI − A est bijectif

}
.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté
σ(A) = C\ρ(A).
• On note que si λ ∈ ρ(A), l’inverse R(λ; A) = A−1

λ
est défini sur tout l’espace et

est fermé. Par le théorème du graphe fermé, il est borné, i.e., A−1
λ

∈ L (H). Cet
opérateur est appelé la résolvante de A.

• L’ensemble résolvant ρ(A) est un ouvert du plan complexe et l’application
ρ(A) 3 λ 7−→ R(λ; A) est analytique sur chaque composante connexe de ρ(A).
La résolvante satisfait à l’équation fonctionnelle suivante dite identité de la
résolvante :

R (λ1; A)−R (λ2; A) = (λ2 −λ1)R (λ1; A)R (λ2; A) .

• Le spectre de A est donc un fermé de C, et si de plus l’opérateur A est borné,
alors σ(A) est un compact non vide.

Examinons à présent de plus près la structure du spectre.
• Le premier sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel :

σp (A) = {
λ ∈C : Aλ n’est pas injectif

}
.
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Un élément λ de σp (A) est dit valeur propre de A, il lui correspond au moins
0 6= ϑ ∈ D(A) tel que Aλϑ = 0, que l’on appelle vecteur propre (fonction propre
quand H est un espace de fonctions) correspondant á λ.

• Si λ ∈ σ(A)\σp (A) donc Aλ est injectif mais non surjectif. Deux cas se
présentent :

• Si R (Aλ) n’est pas dense, on dit alors que λ ∈σr (A) le spectre résiduel de
A.

• Si R (Aλ) est dense, on dit alors que λ ∈σc (A) le spectre continu de A.

1.2 Théorie de Riesz-Fredholm

1.2.1 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Définition 1.2.1 On dit qu’un opérateur K ∈ L (H1, H2) est compact si
K

(
BH1 (0,1)

)
est relativement compacte pour la topologie forte. On désigne par

K (H1, H2) l’ensemble des opérateurs compacts de H1 dans H2 et on pose
K (H1, H1) =K (H1).
La compacité d’un opérateur T ∈L (H1, H2) est caractérisée comme suit :

T ∈K (H1, H2) ⇐⇒∀ (xn) ⊂ H1, xn → 0 (faiblement) =⇒ T xn −→ 0 (fortement).

Soient E ,F et G trois espaces de Banach. Si S1 ∈ L (E ,F ) et S2 ∈ K (F,G ) (resp.
S1 ∈K (E ,F ) et S2 ∈L (F,G)), alors S2S1 ∈K (E ,G).

Théorème 1.2.2 (Théorème de Shauder) Si K est compact, alors K ∗ est compact
et réciproquement.

Théorème 1.2.3 Soit K ∈K (H) avec dim(H) =∞. Alors on a :
(a) 0 ∈σ(K ),
(b) σ(K )\{0} =σp (K )\{0},
(c) l’une des situations suivantes :

• ou bien σ(K ) = {0},
• ou bien σ(K )\{0} est fini,
• ou bien σ(K )\{0} est une suite qui tend vers 0.

Théorème 1.2.4 On suppose que H est séparable. Soit T ∈ K (H) un opérateur
autoadjoint compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs
propres de T :

∀x ∈ H , x = x0 +
∑
k≥1

(x,ek )ek , x0 ∈ N(A), T x = ∑
k≥1

(x,ek )λk ek .
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1.2.2 Famille spectrale et résolution de l’identité

• Version discrète

Définition 1.2.5 Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur non borné. Alors A est dit
á résolvante compacte si

∀λ ∈ ρ(A),R(λ; A) ∈K (H).

On a le résultat suivant :

Théorème 1.2.6 Un opérateur A : D(A) ⊂ H −→ H est á résolvante compacte ssi
il existe µ ∈ ρ(A) tel que R(µ; A) ∈K (H).

Théorème 1.2.7 Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur auto-adjoint. Alors

(1) σr (A) =∅,

(2) σ(A) =σp (A)∪σc (A) ⊆R,

(3) A ≥ θ⇐⇒σ(A) ⊂ [θ,∞[.

Théorème 1.2.8 Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur auto-adjoint borné
inférieurement et á résolvante compacte. Alors A est diagonalisable, i.e., il existe
une base hilbertienne dans H , (em)m≥1 ⊂D(A), et une suite de réels (λm)m≥1 telles
que

λ1 ≤λ2 ≤ ·· · ≤λm −→+∞, Aem =λmem , m = 1,2, · · ·

Remarque 1.2.9 Si A : D(A) ⊂ H −→ H est un opérateur auto-adjoint avec A ≥
θ > 0 =⇒ 0 ∈ %(A), et l’injection H1 := (D(A), | · |G ) ,→ H est compacte, alors A est á
résolvante compacte et donc diagonalisable.

• Version continue

Définition 1.2.10 Une famille {Eλ}λ∈R de projections orthogonales dans H est
appelée famille spectrale ou encore résolution de l’identité si elle satisfait aux
conditions :

(i ) EλEµ = Einf(λ,µ), λ,µ ∈R,
(i i ) E−∞ = 0, E+∞ = I ,
oú E−∞h = limλ→−∞ Eλh,E+∞h = limλ→+∞ Eλh, h ∈ H ,

(i i i ) Eλ+0 = Eλ oú Eλ+0h = limε>0,ε→0 Eλ+εh, h ∈ H .

Les limites sont prises au sens de la norme de H.
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Théorème 1.2.11 Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur auto-adjoint
dans H. Alors il existe une famille spectrale {Eλ}λ∈R telle que

(Ax, y) =
∫
R
λd

(
Eλx, y

)
, Ax =

∫
R
λdEλx.

On note symboliquement A = ∫
RλdEλ.

Théorème 1.2.12 Soit λ 7−→ f (λ) une fonction continue á valeurs réelles. Soit
D ⊂ H défini par :

D =
{

h ∈ H :
∫
R
| f (λ)|2d |Eλh|2 <∞

}
.

Alors D est dense dans H et on définit un opérateur auto-adjoint S dans H par :

(Sx, y) =
∫
R

f (λ)d
(
Eλx, y

)
, x ∈D, y ∈ H ,

de domaine D(S) =D.

1.2.2.1 Fonctions d’un opérateur auto-adjoint

Soit A un opérateur auto-adjoint dans l’espace de Hilbert H , A = ∫ +∞
λ0

λdEλ,
λ0 = infσ(A) > 0, sa décomposition spectrale.

Définition 1.2.13 On définit :

• Les puissances de A.

Ar =
∫ +∞

λ0

λr dEλ, r ∈R, h ∈D
(

Ar )⇐⇒
∫ +∞

λ0

λ2r d |Eλh|2 <∞.

On note ici, que pour tout r ≤ 0, Ar ∈L (H), et si r = 0, A0 = I .

Pour tout r ≥ 0 et pour tout h ∈D (Ar ), on a (Ar h,h) ≥λr
0|h|2.

Pour tout r ≥ 0,D (Ar ) muni de la norme |h|2r = |Ar h|2 , h ∈ D (Ar ), est un
espace de Hilbert.

Si 0 ≤ r1 ≤ r2,D (Ar2 ) ,→D (Ar1 ) et D (Ar2 ) est dense dans D (Ar1 ) .

• f (A) pour une fonction f continue sur R.

f (A) =
∫ +∞

λ0

f (λ)dEλ, h ∈D( f (A)) ⇐⇒
∫ +∞

λ0

| f (λ)|2d |Eλh|2 <∞.
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1.2.2.2 Equations opérationnelles et Alternative de Fredholm

On suppose que H est séparable. Soit T ∈ K (H) un opérateur auto-adjoint
compact donné par sa décomposition spectrale :

∀h ∈ H , h = h0 +
∑
k≥1

(h,ek )ek ,h0 ∈ N(A), T h = ∑
k≥1

(h,ek )λk ek .

Considérons l’équation
(T −λI ) f = g , (1.1)

oú f = f0 +∑∞
n=1 fnen , g = g0 +∑∞

n=1 gnen sont deux vecteurs de H donnés.
Ĺ Si λ ∉σ(A), la solution de l’équation (1.1) est donnée par :

f =
∞∑

n=1

(
gn

λn −λ
)

en − g0

λ
.

• Siλ=λs 6= 0, l’équation (1.1) n’a de solution que si gs = 0
(⇐⇒ g ∈ ker(T −λs I )⊥

)
et dans ce cas les solutions sont données par :

f =
[ ∞∑

n 6=s

(
gn

λn −λ
)

en − g0

λs

]
+Gs ,

oú Gs est un élément arbitraire deker(T −λs I ).
• Si λ= 0, pour que l’équation T f = g ait une solution il faut et il suffit que

f0 = 0 ⇐⇒ f ∈ N(T )⊥ = R(T )

et que la série
∞∑

n=1

∣∣gn
∣∣2

λ2
n

soit convergente. Dans ce cas les solutions sont données par :

f =
[ ∞∑

n=1

(
gn

λn −λ
)

en

]
+G0.

oú G0 est un élément arbitraire deker(T ).

1.2.2.3 Décomposition en valeurs singulières

Considérons maintenant un opérateur compact T ∈ K (H1, H2), oú H1, H2

sont deux espaces de Hilbert séparables. L’une des approches les plus pratiques
pour étudier le problème inverse T h1 = h2, consiste á utiliser la décomposition
en valeurs singulières (SV D)4 de l’opérateur T . Cette décomposition propose
des bases pour les espaces de Hilbert H1 et H2 permettant d’exprimer et de
résoudre simplement le problème.
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Définition 1.2.14 (Valeur singulière.)
Soient H1,H2 deux espaces de Hilbert séparables et T ∈ K (H1, H2). On appelle
valeur singulière de l’opérateur T , le nombre réel positif s = p

λ, oú λ est une
valeur propre de l’opérateur K = T ∗T : H1 −→ H1.

Théorème 1.2.15 (Décomposition en valeurs singulières (SVD)) Soit T ∈
K (H1, H2) et Pr0 la projection orthogonale sur N(T ). Alors il existe une
suite de valeurs singulières (sn) et deux systèmes orthonormés

{
ϕ1,ϕ2, . . .

} ⊂
H1,

{
ψ1,ψ2, . . .

}⊂ H2 tels que :

1. (sn) est décroissante, sn −→ 0,n −→∞.

2. Tϕk = skψk ,T ∗ψk = skϕk .

3. ∀h ∈ H1,h =∑
k≥1

(
h,ϕk

)
ϕk +Pr0h.

4. ∀h ∈ H1,T h =∑
k≥1 sk

(
h,ϕk

)
ψk .

5. ∀h̃ ∈ H2,T ∗h̃ =∑
k≥1 sk

(
h,ψk

)
ϕk .

Le système
{(

sk ;ϕk ,ψk
)}

k≥1 est appelé système singulier de T .
La famille

(
ϕn

)
est une base hilbertienne de N(T )⊥, la famille

(
ψn

)
est une

base hilbertienne de R(T ).

Remarque 1.2.16 Le calcul des valeurs singulières et l’étude de leur vitesse de
décroissance peut donc fournir des renseignements sur le caractère mal posé d’un
problème inverse donné (cf. [48]).

1.3 Préliminaires et résultats de base

Dans cette section, nous présentons quelques notations et résultats utiles
pour la suite.

1.3.1 Notations

On note par C (H) l’ensemble de tous les opérateurs linéaires fermés définis
de façon dense dans H .
Le domaine, l’image et le noyau d’un opérateur linéaire B ∈C (H) sont désignés
par D(B),R(B) et N (B), les symboles ρ(B),σ(B), et σp (B) sont respectivement
utilisés pour la résolvants, le spectre et le spectre pnctuel de B . Si V est un sous-
espace fermé de H , on désigne par ΠV ,V la projetion orthogonal de H sur V .
Pour faciliter la lecture, nous résumons quelques faits bien connus pour les
opérateurs non expansifs.

Définition 1.3.1 A Un opérateur linéaire M ∈L (H) est dit non expansif si ‖M‖ ≤
1.
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Théorème 1.3.2 Soit M ∈L (H) un opérateur auto-adjoint positif avec ‖M‖ ≤ 1.
V0 = N (M) et V1 = N (I , M). Alors nous avons :

lim
n→+∞M n =ΠV1 , lim

n→+∞(I −M)n =ΠV0

∀h ∈ H , lim
n→+∞M nh =ΠV1 h, lim

n→+∞(I −M)n .h =ΠV0 h.

Considérons l’équation

Sϕ= (I −M)ϕ=ψ. (1.2)

Pour les opérateurs non expansifs M .

Théorème 1.3.3 Soit M un opérateur linéaire auto-adjoint, positif et non
expansif sur H.
Soit ψ̂ ∈ H tel que (1.2) ait une solution ϕ̂.
• Si 1 n’est pas la valeur propre de M, c’est-á-dire (I − M) est injectif (V1 =
N (I −M) = {0}), alors les approximations successives :

ϕn+1 = Mϕn + ψ̂, n = 0,1,2, · · · ,

converger vers ϕ̂ pour toute donnée initiale ϕ0 ∈ H.

Preuve. de l’hypothèse et en vertu du théorème (1.3.2) nous avons

∀ϕ0 ∈ H , M nϕ0 −→ΠV1ϕ0 =Π{0}ϕ0 = 0. (1.3)

Par induction par rapport á n, on voit aisément que ϕn a la forme explicite.

ϕn = M nϕ0 +
n−1∑
j=0

M j ψ̂

= M nϕ0 + (I −M n)(I −M)−1ψ̂

= M nϕ0 + (I −M n)ϕ̂,

et (1.3) nous permet de conclure que

ϕ̂−ϕn = M n(ϕ0 − ϕ̂) −→ 0,n −→∞. (1.4)

Remarque 1.3.4 Dans de nombreuses situations, certains problèmes inverses
peuvent être réduites en des équations de Fredholm de première espèce de la forme
Bϕ = ψ, oú B est un opérateur compact, positif et auto-adjoint. Cette équation
peut être réécrite de la manière suivante :

ϕ= (I −ωB)ϕ+ωψ= Lϕ+ωψ,

oú L = (I −ωB), et ω oú L est un paramètre positif satisfaisant ω < 1

‖B‖ . On voit

bien que l’opérateur L est non expansif et 1 n’est pas une valeur propre de L. Il
découle du théorème (1.3.3) que la suite {ϕn}∞n=0 converge et (I−ωB)nζ−→ 0, pour
chaque ζ ∈ H comme n −→∞.



CHAPITRE 2

Problème inverse de type
biparabolique

2.1 Formulation du problème

Dans ce qui suit, H désigne un espace de Hilbert séparable complexe muni
du produit scalaire 〈., .〉 et la norme ‖.‖,L (H) représente l’algèbre de Banach des
opérateurs linéaires bornés sur H .

Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur positif, auto-adjoint à résolvante
compacte, donc A admet une base orthonormale de vecteurs propres (φn) ⊂ H
associés aux valeurs propres réelles (λn) ⊂R+, c’est-á-dire,

Aφn =λnφn , n ∈N∗,
〈
φi ,φ j

〉= δi j =
{

1, if i = j ,

0, if i 6= j ,

0 < v ≤λ1 ≤λ2 ≤λ3 ≤ ·· · , lim
n→∞λn =∞,

∀h ∈ H , h =
∞∑

n=1
hnφn , hn = 〈

h,φn
〉

.

Dans cetre section, nous considérons le problème rétrograde d’identification de
source u(0) = f et la distribution de température u(t ) pour 0 ≤ t < T , dans le
problème biparabolique suivant :{

B2u =
(

d
d t + A

)2
u(t ) = u′′(t )+2Au′(t )+ A2u(t ) = 0, 0 < t < T,

u(T ) = g , ut (0) = 0,
(2.1)

oú 0 < T <∞ et f est une fonction á valeur H donnée.

2.2 Analyse du problème

Considérons le problème bien posé suivant :B2w =
(

d
d t + A

)2
u(t ) = u′′(t )+2Au′(t )+ A2U (t ) = 0, 0 < t < T,

u(0) = ξ, ut (0) = 0,
(2.2)
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oú ξ ∈D(A).

NotonsH1 =D(A)×H . Dénommant U =
(

u1

u2

)
nous définissons la norme enH1

comme ‖U‖2
H1 = ‖Au1‖2+‖u2‖2. Dans ce cas, l’équation différentielle du second

ordre dans (2.2) peut être reformulée sous forme de système de premier ordre
dans l’espace de Hilbert H1 comme suit :

U ′(t ) =AU (t ), U (0) =
(
ξ

0

)
, (2.3)

en posant

U (t ) =
(

u1(t )
u2(t )

)
=

(
u(t )
u′(t )

)
, A =

(
0 I

−A2 −2A

)
,

oú A est un opérateur linéaire sans limite avec le domaine D(A ) = D
(

A2
)×

D(A).
Il est bien connu que A est un générateur d’un semi-groupe fortement

continu
{
T (t ) = e tA

}
t≥0 surH1 ([18], Théorème 2.1), plus précisément, T (t ) est

analytique avec la forme explicite suivante :

T (t )Z = e tA
(

z1

z2

)
=

∞∑
n=1

e tBn

( 〈
z1,φn

〉
φn〈

z2,φn
〉
φn

)
, Z =

(
z1

z2

)
∈H1 (2.4)

oú Bn =
(

0 1
−λ2

n −2λn

)
. En utilisant certaines techniques d’algèbre matricielle,

nous pouvons donner la forme de e tBn comme suit :

e tBn =
(

e−λn t +λn te−λn t te−λn t

−λ2
n te−λn t −λn te−λn t +e−λn t

)
.

Il s’ensuit que

T (t )Z =
∞∑

n=1

(
e−λn t +λn te−λn t te−λn t

−λ2
n te−λn t −λn te−λn t +e−λn t

)( 〈
z1,φn

〉
φn〈

z2,φn
〉
φn

)
. (2.5)

En utilisant la théorie des semigroupes [30], nous montrons l’existence et
l’unicité de la solution du problème (2.3).

Théorème 2.2.1 Pour tout U (0) ∈ H1 le problème (2.3) admet une solution
unique W ∈C 1(]0,+∞[;H1)∩C

(
[0,+∞[ ;H1

)∩C (]0,+∞[;D(A )), donnée par

U (t ) =T (t )U (0) =
∞∑

n=1

(
e−λn t +λn te−λn t te−λn t

−λ2
n te−λn t −λn te−λn t +e−λn t

)( 〈
z1,φn

〉
φn〈

z2,φn
〉
φn

)
.

(2.6)
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En particulier, pour U (0) =
(
ξ

0

)
on obtient

U (t ) =T (t )U (0) =
∞∑

n=1

(
e−λn t +λn te−λn t te−λn t

−λ2
n te−λn t −λn te−λn t +e−λn t

)( 〈
ξ,φn

〉
φn

0

)
En conséquence du théorème (2.2.1), nous avons le résultat suivant.

Corollaire 2.2.2 Pour tout ξ ∈D(A), le problème (2.2) admet une solution unique

w ∈C 2(]0,+∞[; H)∩C 1([0,+∞[; H)∩C ([0,+∞[;D(A))

∩C 1(]0,+∞[;D(A))∩C 2(]0,+∞[
;D

(
A2))

donnée par

u(t ) =R(t ; A)ξ= (I + t A)e−t Aξ=
∞∑

n=1
(1+ tλn)e−tλn

〈
ξ,φn

〉
φn . (2.7)

Remarque 2.2.3 Il est facile de vérifier que

‖R(t ; A)‖ = sup
λ≥λ1

(1+ tλ)e−tλ ≤ (1+ tλ1)e−tλ1 , (2.8)

sup
0≤t≤T

‖R(t ; A)‖ = sup
0≤t≤T

(1+ tλ1)e−tλ1 = 1. (2.9)

2.3 position incorrecte du problème

Théorème 2.3.1 Soit g ∈ H, la solution formelle unique du problème (2.1) est
donnée par

u(t ) =
∞∑

n=1

(
1+ tλn

1+Tλn

)
e(T−t )λn

〈
g ,φn

〉
φn . (2.10)

Dans ce cas,

f = u(0) =
∞∑

n=1

1

1+Tλn
eTλn

〈
g ,φn

〉
φn . (2.11)

Preuve. En utilisant la méthode de Fourier généralisée, la solution de (2.1) peut
être écrite sous la forme suivante

u(t ) =
∞∑

n=1
un(t )φn , un = 〈

u,φn
〉

, (2.12)

oú un(t ) = 〈
u(t ),ϕn

〉
est le coefficient de Fourier de u(t ).

Substitution de u(T ) = g = ∑∞
n=1 gnφn et (2.12) dans (2.1), nous obtenons la

famille d’équations différentielles ordinaires du second ordre{
u′′

n(t )+2λnu′
n(t )+λ2

nun = 0, 0 < t < T,

un(T ) = gn , u′
n(0) = 0.

(2.13)
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Pour chaque n fixe, cette équation différentielle est uniquement résoluble et sa
solution unique est donnée par

un(t ) =
(

1+ tλn

1+Tλn

)
e(T−t )λn gn =σ (t ,λn) gn .

Enfin, la solution formelle du problème (2.1) prend la forme

u(t ) =
∞∑

n=1

(
1+ tλn

1+Tλn

)
e(T−t )λn gnφn , gn = 〈

g ,φn
〉

.

� De cette représentation, nous remarquons que u(t ) est instable dans [0,T [.
Cela découle des hautes fréquences :

σ (t ,λn) =
(

1+ tλn

1+Tλn

)
e(T−t )λn −→+∞, n −→+∞.
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Application : Equation de
conduction de chaleur

E
n thermodynamique, le phénomène de conduction est définie comme

étant un transfert de chaleur à travers la matière sans qu’il n’y ait pour
autant déplacement de cette dernière. Cette propagation thermique

suit la loi normale de Gauss (L’état d’équilibre est atteint lorsque la tempéra-
ture est partout égale).
Le modèle classique décrivant ce phénomène est le suivant.{ ∂T

∂t (x, t )−4T (x, t ) = 0, 0 < t < T, x ∈Ω⊂Rn

u(x,0) = f (x),
(3.1)

Cependant, selon [11, 31], l’équation (3.1) ne décrit pas avec précision le
phénomène de conduction, et ce en raison de la vitesse de propagation issue

de ce modèle
(
σ= e−t |ξ|2

)
.

Dans le modèle biparabolique, la vitesse de propagation de chaleur est plus
ou moins raisonnable du fait qu’elle est amortie par rapport à celle du modèle

classique
(
σ= (

1+ t |ξ|2)e−t |ξ|2
)

FIGURE 3.1 – Vitesse de propagation de chaleur
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Dans ce qui suit, nous nous intéressons au problème rétrograde de conduc-
tion de chaleur unidimensionnel, dont l’objectif est de reconstruire l’état initial
(température initiale) d’un phénomène de conduction de chaleur dans un solide
(Barre métallique de longueur L) à partir d’une mesure expérimentale effectuée
à l’instant final t = F .
Il est bien connu que les phénomènes de transfert (ou transport) sont irréver-
sibles et la résolution de tels problèmes nécessite un traitement particulier.

3.1 Modèle classique de conduction thermique

3.1.1 Problème direct

Le problème direct consiste à déterminer la distribution de la chaleur dans
le solide à partir de la température initiale de ce dernier en plus de conditions
aux limites supposées nulles. Ce phénomène est modélisé par :{ ∂T

∂t (x, t )−k4T (x, t ) = 0 (x, t ) ∈ [0,L]× [0,F ]
T (x,0) = f (x)

(3.2)

où f (x) est une fonction donnée.
Par la méthode de séparation de variables, nous obtenons la solution formelle
de ce problème, donnée par :

T (x, t ) =
∞∑

n=1
e− ktn2π2

L2 fn(x)sin
(nπ

L
x
)

(3.3)

où fn(x) est le cœfficient de Fourier :

fn(x) = 2

L

L∫
0

f (x)sin
(nπ

L
x
)

d x

Ce problème est bien posé car la solution obtenue est sous la forme d’une série
de Fourier convergente où seules les composantes en sinus sont présentes,
puisqu’on a imposé des conditions aux limites nulles.
A partir de cette représentation, on peut donc calculer sans le moindre soucis la
distribution de la température T en tout point de la barre 0 ≤ x ≤ L et à n’importe
quel instant 0 ≤ t ≤ F .

3.1.2 Problème inverse

Considérons le problème suivant :{ ∂T
∂t (x, t )−k4T (x, t ) = 0 (x, t ) ∈ [0,L]× [0,F ]

T (x,F ) = g (x)
(3.4)
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Ici le problème inverse consiste à déterminer la condition initiale T (x,0) = f (x)
à partir de l’état final T (x,F ) = g (x). Ce problème est appelé Problème rétro-
grade de conduction de la chaleur.
Ce problème est mal posé, et ceci s’explique par le comportement de la solution

T (x, t ) =
∞∑

n=1
e

k(F−t )n2π2

L2 gn(x)sin
(nπ

L
x
)

(3.5)

où gn(x) est le cœfficient de Fourier :

gn(x) = 2

L

L∫
0

g (x)sin
(nπ

L
x
)

d x

donc

f (x) = T (x,0) =
∞∑

n=1
e

kF n2π2

L2 gn(x)sin
(nπ

L
x
)

(3.6)

On remarque d’après (3.6) que la solution est instable, et cela découle du com-

portement du terme général de la série obtenue. e
kF n2π2

L2 →+∞ lorsque n →+∞.

3.2 Nouveau modèle de conduction de la chaleur

3.2.1 Problème direct

Le nouveau modèle proposé par [12] consiste à remplacer l’équation aux
dérivées partielles de type parabolique classique par une équation de type
hyperbolique plus représentative du phénomène en question. Ce problème est
appelé Biparabolique et il est donné par :{

∂2T
∂t 2 (x, t )−2k4∂T

∂t (x, t )+k242T (x, t ) = 0 (x, t ) ∈ [0,L]× [0,F ]
T (x,0) = f (x) , ∂T

∂t (x,0) = 0
(3.7)

où f (x) est une fonction donnée.
D’après (2.7), le problème (3.7) admet une solution unique donnée par :

T (x, t ) =
∞∑

n=1

(
1+ ktn2π2

L2

)
e− ktn2π2

L2 fn(x)sin
(nπ

L
x
)

(3.8)

où fn(x) est le cœfficient de Fourier :

fn(x) = 2

L

L∫
0

f (x)sin
(nπ

L
x
)

d x
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3.2.2 Problème inverse

Considérons le problème suivant :{
∂2T
∂t 2 (x, t )−2k4∂T

∂t (x, t )+k242T (x, t ) = 0 (x, t ) ∈ [0,L]× [0,F ]
T (x,F ) = g (x) , ∂T

∂t (x,0) = 0
(3.9)

où g (x) représente la température finale (fonction donnée).

Comme dans le cas de la conduction classique, ce problème inverse
consiste à déterminer la condition initiale T (x,0) = f (x) à partir de l’état final
T (x,F ) = g (x). C’est le problème rétrograde de conduction de la chaleur de type
biparabolique.
Il s’agit d’un problème mal posé. En effet, d’après (2.10), l’unique solution
formelle de (3.9) est donnée par :

T (x, t ) =
∞∑

n=1

(
L2 +ktn2π2

L2 +kF n2π2

)
e

k(F−t )n2π2

L2 gn(x)sin
(nπ

L
x
)

(3.10)

où

gn(x) = 2

L

L∫
0

g (x)sin
(nπ

L
x
)

d x

dans ce cas

f (x) = T (x,0) =
∞∑

n=1

(
L2

L2 +kF n2π2

)
e

kF n2π2

L2 gn(x)sin
(nπ

L
x
)

(3.11)

A partir de cette représentation, on remarque que la solution est instable, et cela

découle des hautes fréquences
(

L2

L2+kF n2π2

)
e

kF n2π2

L2 →+∞ lorsque n →+∞.

Ce problème est mal posé dans le sens où la solution ne dépend pas
continûment de la donnée g (donnée expérimentale). C’est à dire qu’une légère
perturbation de cette dernière peut provoquer un changement important de la
solution.
En effet, la donnée g est issue de mesures expérimentales et quelque soit la
précision du capteur utilisé, cette donnée est certainement entachée de bruit
qu’on note δ. Cette approximation est notée gδ et elle est donnée par :

gδ = g +δ
La solution correspondante à cette donnée bruitée est notée fδ et elle est donnée
par :

fδ(x) =
∞∑

n=1
σne

k(F )n2π2

L2 gn(x)sin
(nπ

L
x
)

︸ ︷︷ ︸
Solution avec donnée exacte

+
∞∑

n=1
σne

k(F )n2π2

L2 δn(x)sin
(nπ

L
x
)

︸ ︷︷ ︸
Erreur amplifiée

(3.12)
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avec σn =
(

L2

L2+kF n2π2

)
Remarque : Dans le modèle classique (3.4), la solution formelle est donnée

par :

f (x) = T (x,0) =
∞∑

n=1
e

k(F )n2π2

L2 gn(x)sin
(nπ

L
x
)

dans le cas du modèle biparabolique, le paramètre σn =
(

L2

L2+kF n2π2

)
joue le rôle

de paramètre de relaxation, puisque

0 <σn < 1

De cette remarque, on observe que le caractère "mal posé" du modèle bipara-
bolique est modéré par rapport au cas parabolique classique.





CHAPITRE 4

Régularisation du problème

D
ans ce chapitre, nous donnons une approximation stable de la solution

du problème mal posé (3.9) en utilisant une méthode de spécification
de fonction qui est une variante de la méthode itérative de "Landwe-

ber" connue sous le nom de méthode de Kozlov-Maz’ya [18].

4.1 Description de la méthode

Cette méthode a été introduite par Louis Landweber dans les années 1950
[20]. En 2011, V.A. Kozlov et V.G. Maz’ya ont proposé une nouvelle version
de cette méthode et dont l’idée principale consiste à résoudre une suite de
problèmes bien posés, où l’équation originale est préservée.
L’algorithme itératif commence par le choix arbitraire de f0 (généralement la
fonction nulle), la première approximation T0 (x, t ) est la solution du problème
direct (bien posé) suivant :

P0 :

{
∂2T0
∂t 2 (x, t )−2k4∂T0

∂t (x, t )+k242T0 (x, t ) = 0 (x, t ) ∈ [0,L]× [0,F ]

T0 (x,0) = f0 (x) , ∂T0
∂t (x,0) = 0

(4.1)

Une fois Tk (x, t ) construite, on définit le problème Pk+1 par

Pk+1 :

{
∂2Tk+1
∂t 2 (x, t )−2k4∂Tk+1

∂t (x, t )+k242Tk+1 (x, t ) = 0 (x, t ) ∈ [0,L]× [0,F ]

Tk+1 (x,0) = fk+1 (x) , ∂Tk+1
∂t (x,0) = 0

(4.2)

où fk+1 est donnée par :

fk+1 = fk −ω
(
Tk (x,F )− g (x)

)
(4.3)

avec

0 <ω≤ e
F

(
π
L

)2

1+F
(
π
L

)2
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L’idée ici est que si la suite des solutions (Tk (x, t ))k≥0 est convergente c’est
que les termes fk se rapprochent de plus en plus les uns des autres pour k assez
élevé, ce qui nous permettra de conclure que plus k est grand plus fk (x) est une
bonne approximation de f (x) puisque Tk (x,F ) sera proche de g (x).

4.2 Implémentation numérique

Dans cette section, nous donnons quelques résultats numériques illustrant
l’algorithme utilisé. Tous les résultats sont obtenus par MATLAB.

Soit le problème inverse suivant :
∂2T
∂t 2 (x, t )−24∂T

∂t (x, t )+42T (x, t ) = 0 (x, t ) ∈ [0,π]× [0,1]
T (0, t ) = T (π, t ) = 0

T (x,1) = g (x) , ∂T
∂t (x,0) = 0

(4.4)

où f (x) est la condition initiale inconnue et g (x) est la condition finale don-
née.

Le problème (4.4) est un exemple concrêt de celui décrit par (3.9) où k = 1,
L =π et F = 1.

Dans ce cas, la formule (3.11) prend la forme

f (x) = T (x,0) =
∞∑

n=1

(
1

1+n2

)
en2

 2

π

π∫
0

g (x)sin(nx)d x

sin(nx) (4.5)

Pour illustrer la méthode utilisée sur cet exemple, on se donne une condition
initiale T (x,0) = f (x) (fonction assez régulière), ensuite nous calculons la
condition finale résultante g (x) à partir de laquelle nous allons reconstruire
l’état initial par l’algorithme de Kozlov-Maz’ya.

4.2.1 Exemple

Considérons le problème direct suivant :
∂2T
∂t 2 (x, t )−24∂T

∂t (x, t )+42T (x, t ) = 0 (x, t ) ∈ [0,π]× [0,1]
T (0, t ) = T (π, t ) = 0

T (x,0) = f (x) , ∂T
∂t (x,0) = 0

(4.6)
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avec

f (x) =
√

2

π
sin(x) (4.7)

La solution du problème (4.6) est donnée par :

T (x, t ) =
∞∑

n=1

(
1+ tn2)e−tn2

 2

π

π∫
0

√
2

π
sin(x)sin(nx)d x

sin(nx) (4.8)

De plus, on sait que les fonctions (sin(mx))m≥1 sont deux à deux orthogonales
sur l’intervalle [0,π].
i.e :

π∫
0

sin(mx)sin(nx)d x =
{

0 si m 6= n
π
2 si m = n

Alors, la solution (4.8) sous sa forme réduite est

T (x, t ) =
√

2

π
(1+ t )e−t sin(x) (4.9)

Par conséquent, la donnée finale est

g (x) = T (x,1) = 2

√
2

π

sin(x)

e
(4.10)

4.2.2 Résultats numériques

En subdivisant l’intervalle [0,π] en N subdivisions de longueurs égales h =
π

N+1 et l’intervalle [0,1] en M subdivisions de longueurs égales l = 1
M+1 on

obtient la forme discrétisée du problème Pk :

Pk =


∂2Tk
∂t 2

(
xi , t j

)−24∂Tk
∂t

(
xi , t j

)+42Tk
(
xi , t j

)= 0 i = 0,1,2, .., N j = 0,1,2, ..., M
Tk

(
x0, t j

)= Tk
(
xN , t j

)= 0

Tk (xi , t0) = fk (xi ) , ∂Tk
∂t (xi , t0) = 0

dont la solution discrète est donnée par :

Tk
(
xi , t j

)= ∞∑
n=1

(
1+ t j n2)e−t j n2

 2

π

π∫
0

fk (x)sin(nx)d x


x=xi

sin(nxi )

Nous commençons par résoudre le problème P0 dans lequel on pose f0 (xi ) =
0 et ensuite pour passer au problème suivant, on utilise le processus itératif (4.3)
sous sa forme discrète :

fk+1 (xi ) = fk (xi )−ω(
Tk (xi , tM )− g (xi )

)
où 0 <ω≤ e

2



28 Chapitre 4. Régularisation du problème

Test avec donnée exacte :

. Résultat avec un pas d’espace N = 40 et un nombre d’itérations k = 40 :

FIGURE 4.1 – N = 40, ω= 0.6795, k = 40

Maintenant, et puisque en pratique la donnée g vient de l’expérience, donc
elle est sensée être entachée de bruit. Pour cela, et afin d’effectuer des tests de
stabilité, nous considérons la donnée bruitée

gδ = g +δ, où : δ= εrandn(size(g))

La commande MATLAB "randn(.)" renvoie un vecteur dont la distribution des
éléments est normalisée (moyenne nulle et variance σ2 = 1) et ε est un cœffi-
cient représentant le niveau de perturbation.

Tests avec donnée bruitée :

. Résultats pour différents niveaux de perturbation avec un pas d’espace
fixe N = 40 et un nombre d’itération k = 40 :
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FIGURE 4.2 – N = 40, ω= 0.6795, k = 40, ε= 10−3

FIGURE 4.3 – N = 40, ω= 0.6795, k = 40, ε= 10−2
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FIGURE 4.4 – N = 40, ω= 0.6795, k = 40, ε= 10−1



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire, la stratégie de régularisation suivie est basée sur la mé-
thode itérative de Kozlov-Maz’ya pour approcher la solution d’un problème ré-
trograde de conduction de chaleur de type biparabolique .

Les résultats obtenus dans le présent travail, ouvrent de nouveaux horizons
dans le développement des méthodes numériques pour la résolution de certains
problèmes inverses en thermique.

L’étude de problèmes inverses de conduction de chaleur d’ordre fraction-
naire (subdiffusion) est l’une des perspectives que nous prévoyons d’entamer
dans un futur proche.
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