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Résumé

e Dans ce travail, on s’intéresse a [’étude de la stabilité exponentielle ainsi qu’a
Pezistence et l'unicité de deux systémes thermoélastiques poreux des sols gonflants
par utilisation de la méthode des multiplicateurs et la méthode des semi-groupes,
respectivement, sous certaines conditions que les coefficients du systéme doivent les
vérifier. Ainsi le flux thermique dans notre cas va étre donné par la loi de Mazwell-

Cattaneo.

Mots clés: sols gonflants, microtempérature, stabilité exponentielle, théoréme de

Hille-Yosida, fonctionnelle de Lyapunov.



Abstract

e In this work, we are interested in the study of exponential stability and the exis-
tence and uniqueness of two porous thermoelastic systems for swelling soils using
the multiplier method and the semi-group method, respectively, under certain con-
ditions that the system coefficients must verify. In our case, heat flow is given by

Mazwell-Cattaneo’s law.

Keywords: swelling soils, microtempérature, exponential stability, Hille- Yosida the-

orem, Lyapunov functional.



Introduction générale

Introduction générale

La premiére théorie incluant un mélange visqueux de liquide, de solide et de gaz a
été proposée par Eringen [7]. Les équations de champ ont été obtenues en étudiant cette
combinaison résistante & la chaleur [3]. La théorie des milieux poreux, qui étudie ce type
de problématique, a également été utilisée pour classer les sols gonflants. En raison de
nombreuses recherches visant & atténuer les effets néfastes des sols gonflants, notamment
dans les domaines de [’architecture et du génie civil, ce sujet semble prometteur pour des
recherches plus approfondies. Pour plus d’informations, voir [1]-[13]. D’apreés la théorie

linéaire des sols élastiques poreux gonflants, les équations fondamentales du champ sont

P Rt = le + Gl -+ Hl, (001)

Pt = Py + Go + Ho,

ot p,, p, > 0 sont les densités du matériau solide élastique et du fluide, tandis que
leurs déplacements respectifs sont notés z, u. De plus, (Py, Gy, Hy) représentent la tension
partielle, les forces internes du corps et les forces éternelles agissant sur le déplacement.
(P, Gy, Hy) sont similaires, mais appliqués au solide élastique. De plus, les équations

constitutives des tensions partielles sont fournies par

P, ai,a Zs
o I , (0.0.2)
P2 Qag, a3 Uy

ol ay, ag > 0, et as # 0 est un nombre réel. A est une matrice définie positive avec
araz > a3. Quintanilla [13] a étudié (0.0.1) en considérant

G =Gy = £ (Zt - Ut) , Hy = agzge, Hy =0,

pour & > 0; la stabilité exponentielle peut étre atteinte. De méme, dans [17], les

chercheurs ont considéré (0.0.1) en prenant différentes conditions :
Gl = G2 = O, H1 = —pP (l’) Zt, H2 = O,

ot la fonction d’amortissement visqueux interne «y (x) a une moyenne positive. Ils ont
pu déterminer la stabilité exponentielle en utilisant [’approche spectrale. Pour en savoir
plus, voir [13]-[1]]. Récemment, les scientifiques ont manifesté un vif intérét pour la ther-

moélasticité de Lord Shulman, ce qui a donné lieu a une vaste collection de contributions
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visant & élucider cette théorie. Ce cadre théorique englobe ’examen d’un systéme com-
prenant quatre équations hyperboliques couplées a une dynamique de transfert de chaleur.
De plus, la théorie thermoélastique de Lord Shulman a été introduite pour introduire une
loi de conduction thermique plus robuste, car elle concerne les matériaux thermoélastiques
présentant des vibrations élastiques. Notamment, I’équation de la chaleur dans ce contexte
est elle-méme hyperbolique et correspond a I’équation initialement formulée par la loi de
Fourier. Pour approfondir les détails et acquérir une compréhension compléte de cette
théorie, il est recommandé au lecteur de consulter les documents suivants : [2],[10]. Les
principales équations évolutives régissant les modéles unidimensionnels de thermoélastic-
ité poreuse, qui intégrent o la fois les effets de la microtempérature et de la température

[6]-]8], peuvent étre exprimées comme suit :

p.ze = Ry (0.0.3)

’

Py = Hy+ G,
pRon, = Gu,,
pEy = P;+q-Q.

Dans le contexte fourni, les symboles R, Ry, H, E, n, q, G, () et P* désignent la
contrainte, la température de référence, la contrainte d’équilibre, le premier moment én-
ergétique, l’entropie, le vecteur de flux de chaleur, la force corporelle équilibrée, le flux
thermique moyen et le premier moment du flux thermique, respectivement. Pour sim-
plifier les calculs, nous firons Ry a 1. Ce travail aborde la contrepartie inhérente des
microtempératures dans la théorie de Lord Shulman. Dans ce cas, il devient possible

d’adapter les équations constitutives de la maniére suivante :

R=P +G,+ Hy, P* = —Fk4T,,

H = P + Ps, = Boze — Bru+a (10, +0), (0.0.4)
G:G2+H2, Q:(kil—kig)T—f-(k’—k’l)ex,
qg=k0, + kT, pE = =b(tT, +T) — pyti,.

Dans lequel le vecteur de microtempérature est indiqué par T, 7 > 0 est le paramétre

de relazxation et p,, p,, a1, as, as, a, b > 0. Les coefficients B, k, 3, désignent le couplage
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entre la température et le déplacement, la conductivité thermique, le couplage entre la
fraction volumique et la température, respectivement. En prenant ay # 0 et les coefficients

ki, ko, k4, py vérifient les inégalités
(l% < ayas, (005)

et
k? < kky. (0.0.6)

Dans le travail actuel, nous nous concentrons sur les effets thermiques, c’est pourquoi
nous supposons que a, b > 0 pour la capicité thermique. Sous les bonnes hypothéses,
on montre que le systéme est bien posé, et mnous utilisons la méthode énergétique pour
démontrer le résultat de la stabilité exponentielle. Dans ce travail les éléments suivants

sont pris en compte :

Gi1 =G, =0, P3:—,LL2<TTt—|—T),
H, =-p, (T@t + (9) , (0.0.7)
Hy = —f, (70; +0) — Bu,

En substituant (0.0.4)-(0.0.7) dans (0.0.3), on obtient

(

P20 = Q1 Zgg + Uy — Bo (7O, +6) dans (0,1) x (0,00),
WUt = A3y + 22z — PUy — 70, + 0
p tt 3 2 /B t ﬁl ( t ) dans (07 1) < (0’ OO) ’
iy (P4 T, (0.0.8)
a(tl;+0), = —Poza + Brur + kOypy + k1T,  dans (0,1) x (0,00),

\ b(TT +T), = kaToy — prottey — k2T — k10, dans (0,1) x (0,00).

avec les conditions aux limites et les données initiales suivantes

Uz (0,1) = uy (1,8) = 2, (0,t) = 2z, (1,t) =0, t >0, 0.0.9)
0(0,t)=0(1,t)=T(0,t) =T(1,t) =0, t > 0.

u(z,0) =u’ (z), u (2,0) =u' (z), 2(z,0)=2"(z), z€(0,1),

2 (2,0) = 2" (x), 0(2,0)=0"(z), O, (x,0)=0"(z), =€(0,1), (0.0.10)

T (5,0) =T (x), Ty (,0) = T (x), re(0,1).
Dans ce travail nous nous intéressons a l’étude de [’existence et l'unicité via la méthode
des semi-groupes pour le systéme (0.0.8)-(0.0.10). Dans la théorie des semi-groupes nous

utiliserons le théoréme de Hille- Yosida qui est un outil puissant et fondamental reliant les
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propriétés de dissipation énergétique d’un opérateur sans bornes A : D(A) C H — H
a Dexistence, unicité et régqularité des solutions d’une équation différentielle stationnaire
(probléme de Cauchy)
d'(t) = A(t)P(t), t>0
®(0) = Po.
Pour les résultats de la stabilité, nous utilisons la méthode du multiplicateur basée sur la
construction d’une fonction Lyapunov L équivalente o l’énergie E de la solution. Nous

désignons par L ~ E [’équivalence

pour deux constantes positives ¢, et co. Par exemple, pour établir une stabilité exponen-

tielle, il suffit de montrer qu’il existe une constante ¢ > 0, telle que
L'(t) < —cL(t), Vt>0. (0.0.12)

Ce travail est structuré comme suit : le premier chapitre contient des rappels et des
notions de base qui seront utiles a notre travail. Dans le deuxiéme chapitre, nous avons
étudié la stabilité d’un thermoélastique des sols gonflants via Lord Shulman avec des effets
de microtempératures. Dans le troisiéme chapitre, le méme systéme sera étudier dans le
cas ou l’effet de microtempérature est absent. Plus précisément, nous considérons le méme

systéme amorti uniquement des dissipations de type microtempérature.



CHAPITRE

1 Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons de quelques notions de base qui nous seront utiles dans

la suite. Dans ce qui suit, on désignera par 2 un ouvert borné de R™.

1.1 Quelques espaces de bases

Dans cette section, on introduit les espaces fondamentauz (Hilbert, Lebesgue et Sobolev).

Pour plus de détails voir H. Brezis et L.Sonrier [}], [9].

1.1.1 FEspace de Hilbert

Définition 1.1.1 /5] Un espace de Hilbert H est un espace vecrotiel avec le produit scalaire

(u,v) tel que ||u|| = v/{(u,v) est la norme qui soit H compléte.

1.1.2 FEspaces de Lebesgue

Définition 1.1.2 [5] Soit Q un domaine dans R"™, nous définissons l’espace LP(S)) comme

suit:

e pour 1 < p < oo, lespace LP(Q)) est l’espace des fonctions f réelles sur ) telles que

f est mesurable et

/ 1 (2)P dar < oo,

Si f € LP(Q), on définie la norme

D=

1@, = / PP da

Q



1.1. Quelques espaces de bases

e pour p = oo , l'espace [ € LP(Q)) est l'espace des fonctions mesurables [ qui sont
essentiellement bornées sur Q.

Si f e L>®(Q), ona

(@)oo = ess sup [f(z)] = inf{A = 0+ p{{z € O f(x) > A} = 0}

1.1.3 FEspace de Sobolev dans R"

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels partic-
uliérement adaptés a la résolution des problémes d’équation aux dérivées partielles. Ils

dowwent leur nom au mathématicien russe Serquei Lvovitch Sobolev.

Espace de Sobolev WT(Q)

Définition 1.1.3 Soient €2 un ouvert quelconque de R™ et P € R avec 1 < P < o0,
’espaces de Sobolev W1E(Q) est défini par

WHP(Q) = {ue LP(Q), Ig € LP(Q) tel que /u(x)gp
Q o

On pose
H'(Q) = W(Q).

Espace de Sobolev W™ (Q)

Définition 1.1.4 Soient €2 un ouvert quelconque de R™ , m > 2 et un réel P, 1 < P < o0,
l’espaces de Sobolev W™ (Q) est défini par

u € LP(Q), Ya avec |a| < m, g, € LP(Q)

m,P _
wmHQ) = tel que /uDo%pdx = (—1)|a/ga<pda:, Vo e C(Q2)
Q Q
N
ot € N" |a| = Zai et D% = %.
i=1
On pose

H™(Q) = W™2(Q).

L’espace W™ (Q) est muni de la norme

Hu”WmvP(ﬂ) = ||u||LP(Q) + Z ”DauHLP(Q)?

0<am



1.2. Quelques inégalités

et l’espace H™ est muni du produit scalaire

m

(1, 0)gn(y = (,0) 2y + ) (D, D*0) 120,

a=1

pour tout u,v € H™(Q).

Espace de Sobolev W, " (Q)

Définition 1.1.5 Etant donné le réel P, 1 < P < 0o, on appelle espace de Sobolev et on
note Wy (), Uadhérence de D(Q) dans W'?(Q) (resp HL(Q) si P = 2).

1.2 Quelques inégalités

1.2.1 Inégalité de Holder

Lemme 1.2.1 a) [5] Soient p et q¢ deux nombres réels conjugués c’est a dire % + é = 1.

Alors, pour tous f € LP(Q2) et g € LI(Q), on a f.g € L*(Q). En particulier, on a

a) Sip,q€ll,+oof

1
q

/\f(fﬂ)g(x)\dxé /\f(x)!pdx 5 /!g(a:)\qd:z:

Q Q
b) Sip=1, ¢ =+

/ F(@)g(x)] do < / @] dz | 9]y

Q

Remarque 1.2.1 L%négalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l'inégalité de

Hoélder dans le cas p =2, ¢ = 2.

1.2.2 Inégalité de Young

Lemme 1.2.2 [}/ Soient p, q deux mombres réels conjugués dans |1,+oo[, alors, pour
tout a et € R, on a
1 1
aff <-af+-p1.
p q
En particulier pour p=q =2, on a

1
af §€a2+gﬁ2, Ve > 0.



1.3. Inégalités intégrales

1.2.3 Inégalité de Poincaré

Lemme 1.2.3 Soit Q0 C R™ un ouvert borné. Il existe une constante ¢ > 0 vérifiant:
VfeHy (Q): 1flme < clVFllLag

A _(or of of
ol Vf = (6_901’ By T E) .
Notons qu’a partir de cette inégalité, on montre que ||V f| 2., définit une norme sur

H} () équivalente a la norme de H' (), et par conséquent Hj () est un espace de

Hilbert par rapport au produit scalaire:™

-9y = [V 2) Vg (o)

A

ol le

”»

signifie le produit scalaire dans R".
Aussi, on donne l'inégalité de Poincaré habituelle dans L? () a partir du lemme suiv-

ant

Lemme 1.2.4 Soit f € H} (Q). Alors il existe un constante C' positive vérifiant

1l 2@ S CUIVF @)L, -

1.3 Inégalités intégrales

On présente ici quelques inégalités intégrales connues et trés utilisées dans les théories de

la stabilité des systémes d’évolutions dissipatifs et aussi non dissipatifs.

Lemme 1.3.1 [9] Soient E : R, — R, une fonction continue décroissante et ® : R, —

R, une fonction strictement croissante de classe C*(R,) telle que

®(0) =0 et lim O(t) = +o0

t——+o0

Supposant que dp > 0 et d > 0 tels que

+oo
/ 1
/@ (t)EPHidt < EEP(())E(S)’ Vs > 0,

alors

o E(t) < E(0)e! W vt >0, sip=0.



1.4. Quelques notions sur les opérateurs

o B(t) < BO)(iky)r, ¥E>0, sip>0.

Dans le cas particulier ot ®(t) =t, on déduit les inégalités suivantes :

o E(t)<E0)e™™, Yt>0, sip=0.

o E(t) < E(0)(:X2)r, Wt>0, sip>0,

1+pdt
appelées respectivement, estimation exponentielle et estimation polynomaiale.

1.4 Quelques notions sur les opérateurs

Définition 1.4.1 [5] Un opérateur linéaire sur un espace X est une application linéaire
définie sur un sous espace vectoriel D(A) C X a valeurs dans X, (D(A) s’appelle le

domaine de l'opérateur A).

Définition 1.4.2 [5] Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur non borné sur H de

domaine D(A),on dit que

o A est dissipatif si
(Av,v) <0, Yve D(A).

o A est monotone si —A est dissipatif, i.e (Au,u) > 0 pour tout u € D(A).
o A est maximal monotone si de plus Im(I + A) = H, i.e:

VfeH, Jue D(A) tel que u+ Au = f.

Proposition 1.4.1 [5] Soit A un opérateur monotone mazximal, alors

e D(A) est dense dans H.
o A est un opérateur fermé.

e Pour chaque A > 0, (I + MA) est bijective de D(A) sur H, (I + MA)™! est un
opérateur borné et ||(I + ANA) ™| gy < 1.



1.5. Semi-groupe fortement continue d’opérateurs linéaires

1.5 Sema-groupe fortement continue d’opérateurs linéaires

Définition 1.5.1 [16] Soit X un espace de banach, soit L(X) [’ensemble de tous les
opérateurs linéaires bornés de X a X, une famille {S(t),t > 0} dans L(X) est un semi-

groupes d’opérateur linéaire borné sur X si
1. S(0) =1, ( I est lopérateur d’identité sur X ).
2. S(t; +t2) = S(t1)S(ta), Vti,ta >0 (la propriété semi-groupe ).
3. Pour chaque x € X, S(t)z est continue sur [0, 00).
Définition 1.5.2 [16] Le générateur infinitésimal, ot générateur du semi-groupe d’opérateurs
linéaires {S(t), t > 0}. L’opérateur A: D(A) C X — X défini par
t—0

D(A) = {x €X: hm% exz'ste} :

et défini par

Ax = limw pour x € D(A).

t—0

Dans le générateur infinitésimal du semi-groupe S(t), D(A) est le domaine d’un opérateur

A.

1.6 FExistence et unicité de la solution

Pour traiter lexistence et 'unicité de la solution on utilise le théoréme de Lax-Milgram

ot le théoréme Hille - Yosida.

Définition 1.6.1 [11] Soit V' un espace de Hilbert (réel) de produit scalaire noté (.,.),,
et de norme associée ||.||,,, on se propose de résoudre le probléme suivant
trouver u € V' tel que pour tout v € V on ait : A(u,v) = L(v),

on tmpose les conditions suivantes

1) L est une application définie sur V, a valeurs dans R vérifiant de plus
1. L est linéaire,
2. L est continue, i.e. il existe une constante C' > 0 telle que

pour tout v €'V, |L(v)] < C|v],.

10



1.6. Existence et unicité de la solution

2) A est une application définie sur V x V', a valeurs dans R™ vérifiant de plus
1. A est bilinéaire,

2. A est continue, i.e. il existe une constante M > 0 telle que

pour tout (u,v) € V2, |A(u,v)| < M ully vy

3. A est coercive, i.e. il existe une constante o > 0 telle que

pour tout v €'V, A(v,v) > a o] .

1.6.1 Théoréme de Lax-M:ilgram

Lemme 1.6.1 [11] Soit V' un espace de Hilbert réel, A une forme bilinéaire, continue et
coercive sur V et L une forme linéaire continue sur F'.
Alors, il existe un unique élément u de V' solution du probléeme variationnel. Si la forme

bilinéaire est symétrique, (i.e. si A(u,v) = A(v,u) pour tout u,v dansV ), en posent
1
pour tout v € V, E(v) = QA(U,U) — L(v), (1.6.1)

telle que (1.6.1) est équivalent a un probléme de minimisation pour la fonctionnelle quadra-

tique E.

1.6.2 Théoréme de Hille- Yosida

Théoréme 1.6.1 [}/ Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert

H. Alors pour tout ug € D(A) il existe une fonction
u € C*([0, +oo[; H) N ([0, +-00; D(A)),

unique tel que
% +Au=0 sur|0,+o0f,
w(0) =wuy  (donnée initiale),
de plus on a

du

) < t —
u)] < Juo| et |

= [Au(t)] < | Ao, Vi > 0.

11



1.7. Stabilité

1.6.3 Théoréme de Lumer-Phillips

Théoréme 1.6.2 [16] Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire défini, et D(A)
domaine dense dans X, alors A génére un Cy-semi-groupe de contractions sur X si et

seulement si

(i) A est dissipatif.
(i1) il existe X > 0 tel que \I — A est surjectif.

1.7 Stabilité

Présentons d’abord les concepts de base de stabilité.
Définition 1.7.1 [15] (Systéme autonomes et non autonomes ) Le systéme non linéaire
r = f(x,t), (1.7.1)

est dit autonome si f me dépend pas explicitement du temps, c’est-a-dire si [’équation

d’état du systéme peut s’écrire x = f(x) sinon, le systéme est appelé non autonome.

Point équilibre

[15]Un état x* est un état d’équilibre (ou point d’équilibre) du systéme si une fois que x(t)
est égal o x*, il reste égal a x* pour tout le temps future. Mathématiquement, cela signifie
que le vecteur constant x* satisfait f(x*) = 0, les point d’équilibre peuvent étre trouvés en

résolvant les équations algébriques non linéaires.

Définition 1.7.2 (Stabilité au sens de Lyapunov) Le point d’équilibre v = 0 de (1.7.1)

est
e Stable si, pour chaque € > 0, il y’'a § = d(e) > 0 tel que
|z(0)]| <6 = ||z(t)| <€, Vt>D0.
e Instable s’il n’est pas stable.

o Asymptotique stable s’il est stable et 0 peut étre choisi tel que

()] < 6 = Jim [l«(t)]| =0.

12



1.7. Stabilité

Définition 1.7.3 [15] (Stabilité exponentiel) Un point d’équilibre © = 0 est exponentielle-

ment stable s’il existe deux nombres strictement positifs o et \ tel que
vt >0, [lz(®)] < allz(0)] e

Notez que la stabilité exponentielle implique une stabilité asymptotique. Mais la stabilité

asymptotique ne garantit pas une stabilité exponentielle.

Définition 1.7.4 [15] Une fonction continue scalaire v(x) est dite localement définie pos-

itive si v(0) = 0 et dans une boule Bg,
r# 0= v(z) >0,

si v(0) = 0 et que la propriété ci-dessus s’applique o tout l’espace d’état, alors v(z) est

dite globalement définie positive .

Définition 1.7.5 Soit © = 0 wun point d’équilibre pour (1.7.1), D C R™ un domaine

contenant x =0 et V : D — R une fonction différentiable telle que

V(0)=0etV(x) >0 dans D — {0}.
V(z) <0 dans D.

Alors, x = 0 est stable, de plus si
V'(0) < 0 dans D — {0},

alors x = 0 est asymptotique stable.
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CHAPITRE

Les sols gonflants via
Lord Shulman avec effets

de microtempératures

2.1 Position du probléme

Considérons le systéme suivant :

(

P24 = 1 Zgx + QoUzy — Bo (T0w + 0,) dans (0,1) x (0,00),
WUtt = A3Ugy + Q225 — Buy — 70, + 0
Pullit ° 2 P = By (76: +9) dans (0,1) x (0,00),
— g (TThe + T2) (2.1.1)
a (7—‘91& + 9)1& = _Boztm + Blut + kemt + lew; dans (07 1) X (07 OO) )
\ b(TT+T), = kaTow — prottsy — koT — k10, dans (0,1) x (0,00).

Avec les conditions initiales suivantes

u(x,0) =u’ (), u (2,0) = u' (x), 2(2,0)=2"(x), 2€(0,1),
2z (2,0) = 2t (), 0(x,0)=6"(2), 0;(z,0)=0"(z), z€(0,1), (2.1.2)
T (z,0)=T°(z), Ty (z,0) =T (), z € (0,1),

ou ul, ut, 2°, 21, 6°, 0%, TO et T sont des fonctions données,
et les conditions aux limites
2, (0,1) = 2z, (1,t) = u, (0,8) = u, (1,¢) =0, t>0,
0(0,t)=60(1,t) =T(0,t) =T(1,t) =0, t>0.

(2.1.3)

Pour éliminer les termes non décroissants, on suppose que les conditions initiales

1 1
/ wdr = / uldr =0,
0 0

14
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2.2. Résultat d’existence et d’unicité

1 1
/ de = / 2tde =0,
0 0

Dans ce travail, nous montrons que les dissipations dues aux effets des microtempéra-

et

tures et la température sont suffisamment fortes pour stabiliser le systéme de maniére

exponentielle. la stabilité de ce systéme sera étudiée par la la méthode des multiplicateurs

2.2 Résultat d’existence et d’unicité

Dans cette section nous démontrons l’existence et ['unicite de la solution du systéme
(2.1.1)-(2.1.3), en utilisant la théorie des semi-groupes [12].

On consideére ’espace de Hilbert
H ={H?(0,1) x L*(0,1) x HZ (0,1) x L*(0,1) x Hy (0,1) x L?(0,1) x Hy (0,1) x L*(0,1)},

ou

HZ(0,1) ={¥ € H*(0,1), ¥, (0) =", (1) =0 }.

Ensuite, on définie la fonction vectorielle U = (z,v,u, ¢,0,9,T,S)T et on pose v = z;, et

¢d=uy, V=10, et S="1T;, donc le systéme (2.1.1)-(2.1.3) s’écrit sous la forme

U, = AU, t>0
U(0)=Up= (2° 2%, u° u', 6° HI,TO,TI)T,

ou lopérateur A : D(A) C H — H est défini par

0 I 0 0 0 0 0 0
apz (o @p? o -bp _Thp 0 0
pZ pZ pZ pZ
0 0 0o I 0 0 0 0
a2 )2 0 ap2 _B8 _B  _1h _H2p  _TH2p
A: Py Pu Py P, Py Pu Pu
0 0 0 0 I 0 0
0o -%p o 4 kpz 1 kp 0
0 0 0 0 0 0 0 I
0 0 0 -k -mp o0 @Bpr-p 1

15



2.3. Stabilité exponentielle

On muni 'espace H du produit scalaire, avec U = (z,v,u,$,0,9,T,S)T € H
~ 1 ~ N 3 ~ 3 5
<U7 U> ::§ {PUU + P¢¢ + 12,2, + A3UL Uy + Q2 (uxza: + uxzx)
+a [(TDQ +0) <TQ~9 + é)] + k70,0, + kymT, Ty + kot TT
+b [(TS +7) (Tg + T)] + k17 (éxT + HxT> } ) (2.2.1)
Le domaine de l'opérateur A est donné par
UeH /ue H?(0,1)NH (0,1), ve H?(0,1),
p e H(0,1)NH'(0,1), ¢ € H?(0,1),
0 e H}(0,1)NH*(0,1), ¥ € H} (0,1),
T e H}(0,1)nH?(0,1), S e Hj(0,1)

D(A) =

D’aprés [2], le domaine de l'opérateur A est dense dans H.
Proposition 2.2.1 A est un opérateur dissipatif, c¢’est a dire
(AU, U)y < 0.

Preuve En utilisant la définition du produit scalaire (2.2.1), on trouve

1 3k 1 1 kQ 1

(AU, U)H:—B/ ulde — — Hidx—kzl/ T?dx — | ko — =% /Tdego,
0 4 Jo 0 k) Jo

pour ko — % > 0. Alors lopérateur A est dissipatif.

Maintenant, en utilisant le Lemme de Lax—Milgram ou le théoréme de Hille-Yosida

pour obtenir le résultat suivant :

Théoréme 2.2.1 [2] Supposons que Uy € D(A). Alors, le probléme (2.1.1) admet une
unique solution U € C*([0, c0); H)NC® ([0, co); D(A)).

2.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section nous allons utiliser la technique des multiplicateurs qui se base sur la
construction d’une fonctionnelle de Lyapunov pour montrer la stabilisation exponentielle.
Nous commengons par lintroduction de quelques fonctionnelles et par la démonstration

de quelques lemmes qui nous seront utiles pour la suite de ce chapitre.
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2.3. Stabilité exponentielle

Lemme 2.3.1 Soit (z,u,0,T) une solution du systéme (2.1.1), alors la fonctionnelle

d’énergie E, définie par

1 [t 22 pyu? 4 ay 22+ agu? + 209,72, + a (70, + 6)°
E(t):—/ per Tl T ’ ? (r6: +6) dz, t >0,
2Jo kT02 + b (7T, + T)* + kyrT? + kotT? + 2ky 70, T

vérifié

1 1 2
) < B/ 2dr — — Hidx — k:4/ T?dr — <k2 — %) / T?dz, t>0, (2.3.1)
0 0

Preuve La multiplication de la premiére équation du systéme (2.1.1) par z;, la deuziéme

par uy , la troisiéme par (16, + 0) et la quatriéme par (71T, + T,

1 1 1
0, / zuzdr = / Zow2tdX + g / Upy 24 AT
0 0 0

1
—B, / (701 + 0.) zed,
0

1 1 1 1
Pu / U dT = a3 / Uy U dT + Qo / ZppUrdx — B ufdx
0 0 0 0

1 1
—B4 / (16, + 0) uydx — u2/ (1T + To) wpdzx,
0 0

1 1 1
a/ (104 + 0;) (10 + 0)dx = —BO/ 2e (0 + 0) dx + 34 / uy (70, + 0) dz
0 0 0
1

1
—H{:/ Ope (7O, + 0) dx + Ky / » (10, 4 0) dx,
0

1 1
b/ (TTu+ 1) (T + T)de = k4/ Tow (T +T) d:v—pLQ/ (T +T)dx
0 0 0

1
—k2/ T(tT;+1T) dm—kl/ 0, (T, +T)d
0 0

17



2.3. Stabilité exponentielle

En utilisant 'intégration par parties sur [0, 1] ainsi que les conditions aux limites (2.1.3),

nous trouvons

p. d ! =1 ! =1
52% Zidr = ay [z, — @ / Zp 2t dx + ag [ugze]i_,
0 0
1 1
—as / Uy 2eedr — Lo [(T0; + 6) zt]izé + B, / (160; + 0) z.d,
Py d ' : =1 ' =1 0
?“E uidr = as [upue]’—g — as / UpUyedr + ag [2pu] g
0 0
1 1 1
—ag/ 2pUppdT — B/ uldr — 61/ (10, + 0) uydx
0 0 0
1
T+ TV wlZ ity | (T4 T) v,
0
ad [ 1 1
5%/ (T‘gt+€>2 de = —60/ Ztx (T9t+9> d.ﬁC—Fﬂl/ Ut <79t+9) dx
0 0 0

1
k[0, (76 4+ 0)]=) — k / 0, (0, + 0,) da
0
1
iy [T (76, + )= — ky / T (701 + 0,) d,
b d 1 B 0l
57 / (T, + T de = ky|[Tp (7T + T))°Z) — ka / T, (1Tyy + T,) dx:
0 0
1 1
—,u2/ um(TTt—I—T)dx—k:g/ T(tT;+T)dx
0 0

1
—k:l/ 0. (7T, + T) da.
0
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2.3. Stabilité exponentielle

alors
1 1 1
p-4 Zdr = _ad zﬁdm—agi/ Uy 2y dT
2 dt J, 2 dt J, dt J,
1 1
+a2/ umzmdx—i—ﬁo/ (10, + 0) z,dx,
0 0
d ! as d ' !
%% i u?dw = —Ega i uidw—ag/o ZpUppdx
1 1
_ﬂ/ del‘ - 51/ (Tet + 0) Utdl'
0 X 0
+M2/ (7Ty + T') ugpdex,
ad ! 01 1
5&/ (Tet +9)2 dey = —@0/ Zix (’7‘9,5 ‘l‘e) d%"F@l/ Ut (7'(9,5 +0) dI
0 0 0
1 1 1
—kT / 0,0 pdx — k / 02dx — k1 / T, dx
0 0 0
1
—kl/ T0,.dz,
b d 1 ° 1 1 1
2%/ (7'Tt+T)2dx = —]{?47'/ Tde:E—kzl/ Twzdx—,uQ/ e (71T + T') dx
0 0 0
1 1
_kQT/ TT,dx — k:g/ T?dx — le/ 0. Tidx
0 0
1
—k1/ 0, Tdx.
0
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2.3. Stabilité exponentielle

donc
p,d [, ayd [, d /1
= — dr = ——— dr — as— 22l
thoztx Zdtozmx a2dt0uzx
1 1
+a2/ utxzwdx—i-ﬁo/ (704 + 0) 2y de,
0 0
d 1 d 1 1 1
Pu & ufdx - _Ba uidx—ag/ zzumcm—ﬁ/ ufdx
1 1
—51/ (160, + ) utd:c+u2/ (7T} 4+ T) uypde,
ad [t 01 ° 1
5%/ (10, +0)* dz = —50/ e (70t+9)d:p+61/ uy (70, + 0) dx
0 0 0
k? d 1 1 1
e / 02da — k / 02da — kyr / T0,.dx
1
—kl/ T0,dx,
0
bd (! kyr d ! ! !
5%/0 (rT, +T) dz = _%E i ng:p—l@l/o dem—,uz/o U (7T + T') dx
]{7 d 1 1 d 1
LI P / T2dg — kyr— / 0,Tdzx

1 1
+k17/ Hthdaz—kl/ 0. Tdx.
0 0
Par sommation, on trouve

; /1 P22 + pyud + a122 + agu? + 2a5u, 2, + a (70, + 6)°
0\ 4kr0? +b (7T, +T)° + kyrT? + kotT? + 2ky760,T

1 1 1 1
= —ﬁ/ uldr — k/ 02dr — 2k1/ 0, Tdx — k4/ T2dr — k:z/ T?dx.
0 0 0 0 0

Alors, I’énergie associée a ce systéme est définie par

1 1
E(t) = 3 / (pzzf + pyu? + a1 22 + asu? + 2au,2, + a (70, + 9)2
0

k702 + b (7T, + T)? + kaT2 + kot T? + 2k, 70,T) dz, t > 0,

et
1 1 1 1 1
E (t):—ﬁ/ ufdx—k/ eidx—%l/ edex—m/ nga;—kzz/ T?dr, t>0. (2.3.2)
0 0 0 0 0
On a

1 1
—le/ 0, Tdr < —kl/ 0, Tdx.
0 0

Grace a l'inégalité de Young, on arrive a

l{? 1 l{? 1 k,2 1
—£k1/ 0,Tdr < —/ 0dr + —1/ T?dw, (2.3.3)
\/E 0 4 0 k 0

20



2.3. Stabilité exponentielle

on substitue (2.3.3) dans (2.3.2) on trouve

1 1 1 2 1
E ()< -B [ ude— %/ 02dz — k;4/ T2dx — (/@ - %) / T2z, t>0, (2.3.4)
0 0 0 0

Remarque 2.3.1 L’énergie de ce systéme est positive, car

2 2
a (zx + %ux> — (% — ag) u? = a122 + 2092, U, + azu’, (2.3.5)
aq aq
et
k1 ? k% 2 2 2
KT 0y +—T | —7|—= —ko | T = k10; + 2k170,T + kotT". (2.3.6)
K K

Puis,substituons (2.3.5) et (2.5.6) dans E (t), on trouve

2
P2+ puui +a(ml +0)" + (z + —“)

1 1
E(t) = —/ - <% — a3> W2 +b (1T, + T)° + katT2 + k7 (0, + ’%T)2 de.
0 2
—T <?1 — ]’Cg) T2
Si
a% < ayas,
et
k;f < kko,
on arriwe 4 :
) p.22 + p,ud 4 a (10, 4+ 0)
2
E(t) > %/ +aq <zx + Z—jum> +b (7T, + T)2 > 0.
0
+hytT? + k7 (0, + k—/ﬁjT)2

Donc E (t) > 0, ¥Vt > 0.

Nous remarquons d’aprés la relation (2.5.4) que la fonction énergétique est non-croissante.
Or, cette inégalité n’implique pas nécessairement la décroissance exponentielle. A cet ef-
fet, nous devons construire une fonctionnelle de Lyapunov appropriée afin d’établir une

estimation de décroissance exponentielle de l’'énergie.

Lemme 2.3.2 Soit (z,u,0,T) solution du systéme (2.1.1), alors la fonctionnelle

1 1
L(t) = pu/ upzdr — pzﬁ/ zzdx, t >0, (2.3.7)
0 a2 Jo

21



2.3. Stabilité exponentielle

vérifié

/ a 1 1 1 2U2 1
]1(t)§_§/ ngx+cl/ U?dl’—i—cl/ <70t+6)2d1}+—2/ (TT;f—f—T)27 t>0,
0 0 0 a Jo
(2.3.8)
0ucl:max<%+wa %+¥)7QZ<G2_M).
2

4as a2

Preuve On multiplie la deuziéme équation du systéme (2.1.1) par z et on intégre sur

Uintervalle [0, 1], on trouve

1 1 1 1 1
pu/ upzdr = ag/ Ugpzdr + ag/ Zpp2dT — 6/ urzdr — 61/ (10; + 0) zdx
0 0 0 0 0

1
—Mz/ (1T + T)) zdz.
0
Par Uintégration par parties et les conditions aux limites (2.1.3), on trouve

d [* 1 B 1 B
pua/ UtZdlC - Pu/ Utthl' = as [sz]i;(l) — (13/ umzwdx + as [sz]i;(l]
0 0 0

1 1 1
—ag/ 22dr — 5/ upzdr — ﬁl/ (10¢ + 0) zdx
0 0 0
1
(T4 TV 4y [ (T4 T)
0
ainsy

d [ 1 1 1 1
pu—/ upzdr — pu/ wzdr = —CL3/ Uy 2 AT — ag/ 22dr — ﬁ/ wzdr  (2.3.9)
dt Jo 0 0 0 0

1 1
—51/ (10, 4 0) zdx + Mg/ (71 + T) zdz.
0 0

Maintenant, multiplions la premiére équation du systéme (2.1.1) par —Z—;’z, mtégrant sur

Uintervalle [0,1], on obtient

1 1 1 1
—pz%/ 2pzdr = a3a1/ Zpp2dx — ag/ Ugz 2T +- a?ﬁo/ (7012 + 0,) zdz.
a2 Jo 0 0 0

a2 a2

Par Uintégration par parties et les conditions aux limites (2.1.3), on obtient

1 1 1

as d as 2 asay -1 asay 2

—p,—— | zmzde+p,— [ zjde = — [2:2)520 + zidx
ag dt /o a2 Jo as az Jo

a?ﬁo

a2

1
—as [uxz]iié + ag/ Uy 2, AT + (70 + 0) z]ﬁié
0

_@350

a2

1
/ (10; + 0) z.dx,
0
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2.3. Stabilité exponentielle

alors
d 1 1
—p = ztzd:v + pz—/ a?’al/ 22dw —I—ag/ uzzpdr  (2.3.10)
d az Jo 0
1
—a?ﬁo/ (160 + ) z.dx,
a9 0

On fait la somme de (2.3.9) et (2.5.10), on obtient:

d 1 d 1 1 1
'O“d / wpzdx — —3— zzdr = — <a2 — a?’al) / zﬁdm + pu/ upzpdx
t 0 a/2 dt 0 a2 0 0

1 1 1
—B/ ugzdr — pZ%/ Z2dw + ,ug/ (1T + T) zpdx
0 a2.Jo 0

1
aBﬁO/ (16, + 0) z,dx.

(05} 0

1
—61/0 (16, + 0) zdx —

Alors
1 as [
L(t)= pu/ upzdr — ,02—/ zpzd,
0 az.Jo

et
/ asai 2 '
Lt = —la—— / “dr + pu/ wzpdx — 3 utzdx (2.3.11)

1
- / 2dx + MQ/ (7T, + T) zpdx — 51/ (10, + 0) zdz
0

1
_agﬂo/ (10 + 0) z,dx.

(Ig 0

En utilisant le fait que o = <a2 — %) et les inégalités de Young et de Poincaré, on

trouve
1 1 2 1
pu/ wzed sz%/ zfdx—l—w/ uidz, (2.3.12)
0 a2 Jo 4p.as Jo
—B/ upzdr < —/ / 22dx, (2.3.13)
0
—51/ (70 + 0) zdx < 1/ (7 9t+0)2d:c+§/ 22dz, (2.3.14)
0 0 0
1 2’“2 1 ) a [1
L1 / (7T, + T) zpdx < 72 / (7T, + T) de + 2 / 22dw, (2.3.15)
0 0 0
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2.3. Stabilité exponentielle

1 92 202 1 1
B agﬁo/ (7’9t + 9) zpdr < agfo / (Tet + ‘9)2 dx + % / Zidx’ (2‘3‘16)
0 0 0

as aas
On remplace (2.3.12), (2.5.13), (2.3.14), (2.3.15) et (2.3.16) dans (2.5.11), on trouve

2

, 1 1 1 9 1
L(t) < —%/ zidw—i—cl/ ufdm—f—cl/ (70, + 0)* dx + %/ (rT, + T)* dz,
0 0 0 0

p2as 2a§53+26?
Lul2 =1,

0l ¢; = max 26° +
1= «a dazp,’ a2

Lemme 2.3.3 Soit (z,u,0,T) solution du systéme (2.1.1), alors la fonctionnelle

1 1
L(t) = pu/ upudz + g/ wldr, t>0, (2.3.17)
0 0

vérifié
2

o [ U TN :
I(t) < —5/ uidr + pu/ urdr + 9. 22dw + 2—/ (tTy +T)" dx (2.3.18)
0 0 0

as . Jo as
3/3%

1
2@3/0 (16, + 0)* dx, t>0.

Preuve On multiplie la deuziéme équation du systéme (2.1.1) par w et on intégre sur

Uintervalle [0, 1], on obtient
1 1 1 1 1
pu/ upudr = a3/ Ugpudx + 0/2/ Zpapudr — 6/ uudx — p2/ (7T + Ty) udz
0 0 0 0 0

1
—51/0 (160; + 0) udz.

Par Uintégration par parties et les conditions auz limites (2.1.3), on trouvre

P! 1 - 1 -
e / ugudr — p, / updr = asfusul;Zp — as / wpdr + aglzzuli g
0 0 0

1 d 1 _
—a2/ Zptpdr — B=—— [ wldx — py [(7T;, +T) u]i;[l)
; 2dt J,

1 1
—f-,uz/ (7T + T) ugde — 51/ (16, + 0) udz,
0 0

donc

d [ 1 1 1
pu—/ wudr — pu/ uide = —a3/ uldr — 0/2/ 2y Uz dT (2.3.19)
dt Jo 0 0 0

d 1
_ﬁ_
2d1 J,

1
—51/0 (170; + 0) udz.

1
wrdx + i, / (71T + T) updx
0
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2.3. Stabilité exponentielle

FEnsuite

et

1 1 1
L) = —ag/o uldr — a2/0 zxuxdx—l—pu/o uldx

1

1
+M2/ (7T + T) updr — 51/ (10; + ) udx t > 0.
0 0

En utilisant les inégalités de Young, Poincaré et Cauchy—-Schwarz, on arrive a

1 3&2 1 1
—a ZpUgdr < —= 2d + = / uidx, 2.3.20
2/0> 2@3 \/0 6 0 ( )
1 32 [ , as [
u2/ (7T, + T updr < =2 | (7T, + T)" dx + —/ uldar, (2.3.21)
0 2a3 Jo 6 Jo
1 332 (! , as [
—ﬁl/ (16 + 0) udx < —1/ (16, +0)" dx + —/ uidz. (2.3.22)
0 2a3 Jo 6 Jo

On substitue (2.3.20), (2.5.21) et (2.53.22) dans I}(t), on obtient

3 2 1
Lt < ——/ud:t—i—pu/ d:c+2— 22dw
315

as Jo
422 (Tt+T) dx + 51/ (10, + 0)* dz > 0.
2a3 2a3 Jo

Lemme 2.3.4 Soit (z,u,0,T) solution du systéme (2.1.1), alors la fonctionnelle
1
I3(t) = —pz/ zzdx, t >0, (2.3.23)
0
vérifié, pour tout €3 > 0

1 1 1 1
I(t) < —pz/ 22dr + 03/ 22dx + 63/ uldr + 63/ (10, +0)*dz, t>0, (2.3.24)
0 0 0 0

az + BO

ou c3 = ay + 1o Ies

Preuve En multipliant la premiére équation du systéme (2.1.1) par —z et en intégrant

sur lintervalle [0, 1], on trouve

1 1 1 1
—pz/ 2pzdr = —al/ Zpp2dT — ag/ Ugp2dx + 50/ (704 + 0,) zdzx,
0 0 0 0
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2.3. Stabilité exponentielle

Par lintégration par parties et les conditions auz limites (2.1.3), on arrive &
d [t 1 1
—pza/ zezdr + pz/ Zdr = —aylz.2)"=5 + al/ 22dr — agu.2)*=}
0 0 0

1
+a2/ Uz zedx + Bo|(T0; + 0) z]izé
0
1
—60/ (16, + 0) z,dx,
0

on obtient

d I 1 1 1 1
—pz—/ zpzdx + pz/ Zidw = al/ 22dx + a2/ Uy Zpdr — ﬁo/ (10; + 0) z.dx,
dt Jo 0 0 0 0

alors

d 1
I3(t) = —pza/o zzdx, t>0,
et

1 1 1 1
I(t) = —pz/ 22dx + al/ 22dw + &2/ Uy Zpdx — 60/ (16, + 0) z,dx, t> 0.
0 0 0 0

En appliquant les inégalités de Young et de Poincaré, on obtient

1 1 @2 1
ag/ Uy 2pdr < 63/ udx + —2/ 22dx, (2.3.25)
0 0 des Jo
1 1 32
—Bo / (70, 4 0) zpdw < €3 / (76, + 0)* dx + =% / 22d, (2.3.26)

La substitution des estimations précédentes dans I} donne
/ 1 1 1 1
L(t) < —pz/ Z2dr + 03/ 22dx + 53/ uZdr + 53/ (76, + 0)* dx, t> 0.
0 0 0 0

N _ + a% + Bg
ou c3 = ay Ies et

Lemme 2.3.5 Soit (z,u,0,T) la solution du systéme (2.1.1), alors la fonctionnelle

1 1
Iy(t) = —a72/ 0,0dx — %/ 0*dx, t>0, (2.3.27)
0 0

vérifié, pour tout 4 > 0

1 1 1
) < —% / (70, + 60)* dz + 04/ 02dr + 54/ uldzx (2.3.28)
0 1 0

1 1
+ 54/ Z2dw + 64/ T?dz, t>0,
1 0

2,2 2.2 2.2
ot c4z(a—i—k7'—|—i°; 4 BTy BT ).

4eq 4ey
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2.3. Stabilité exponentielle

Preuve Multiplions la troisiéme équation du systéme (2.1.1) par —70 et intégrons sur

Uintervalle [0, 1], on trouve

1 1 1 1
—CLTQ/ Qttﬁdx—m-/ 0.0dx = BOT/ ztdex—ﬁlr/ u0dx
0 0 0 0

1 1
—kT/ 0..0dr — le/ T.0dx.
0 0

En intégrant par parties sur (0, 1), en utilisant les conditions auz limites (2.1.3), on

obtient
d 1 d 1 1 1
—CLTZ—/ Gteda:—cm-—/ 0*dr = —a72/ H?dx—i-ﬁOT[zt@]iié—ﬁoT/ 20, dx
1 1
—617/ uﬁdm—k;n[T@]ﬁ‘é%—k‘ﬂ/ T0,dx
0 0
1
—kT[0.0)°=5 + kT / 0%dz,
0
on arrive @
1 ar 1
IL(t) = —ar? / 0,0dr — — [ 6*dz, t >0,
0 2 Jo
et

1 1 1 1 1
I,(t) = —ar? / 02dx — B,T / 20,dx — BT / wfdx + ki / T0.dx + kT / 02dx,
0 0 0 0 0

en utilisant le fait que

1 1 1
/ (76, + 0)* dx < 2/ (Tet)2d33—|—2/ 0%dz,
0 0 0

alors
1 1 /1 , 1
—/ (16,)* dx < ——/ (10, +0) dx—l—/ 0%dz,
0 2 Jo 0

on substitue dans I,(t), on trouve
0 [ 1 1
@) < —5/ (79t+9)2d9€—|—a/ 92d:v—507/ 20, dx
0 o o
—517/ utedx+kr/ egdx—klr/ T,0dx, t>0.
0 0

0

Maintenant, en utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, on obtient

1 1
a/ 02 dx < a/ 02dx, (2.3.29)
0 0
1 1 2.2 1
—BoT / zi0,dr < g4 / 22+ 2 / 02dz, (2.3.30)
0 0 deq Jo

27



2.3. Stabilité exponentielle

1 1 2.2 rl
—617/ wlfdr < 54/ uldx + 1—/ 02dx, (2.3.31)
0 0 4e4 Jo
1 1 k272 [t
—ky 7 / T,0dx < &4 / T2dx + 22— / 02dz. (2.3.32)
0 0 deq Jo

En substituant les inégalités précédentes dans I} (t), on termine par
1 1 1
/ a 2 2 2
I,(t) < —5/ (16, +6) da:+04/ deas+€4/ uzdx

0 1 0

1 1
+ 54/ 22dw + 54/ T?dz, t>0,

1 0

2.2 2,2 2.2
oﬁc4z(a+k7+ﬁ°—7+’31—7+k” ).

4ey 4eyq 4eq

Lemme 2.3.6 Soit (z,u,0,T) la solution du systéme (2.1.1), alors la fonctionnelle
1 br 1
Is(t) = —br? / T,Tdx — > / T?dx, t>0, (2.3.33)
0 0
vérifié, pour tout 5 > 0

b (! ! Mo T
Ié(t)g—é/ (TTt—l—T)zdx+c5/ Tidx + =2
0 0

1 1
k
/ uldx + i 0%dx, t>0,
2 J, 2

0
(2.3.34)
ot c5 = (b+ kaT + 225 + ko7 + M7,

Preuve En multipliant la quatriéme équation du systéme (2.1.1) par —7T et on intégre

sur lintervalle [0, 1], nous obtenons
1 1 1 1
—T2b/ TttTd:E—bT/ T, Tdx = —k47'/ Tde:E—i—,MQT/ Uz ' dx
0 0 0 0
1 1
+/<727'/ T?dx + le/ 0, Tdx.
0 0

Par Uintégration par parties et les conditions aux limites (2.1.3), on trouve

d [! brd (! ! ! _
—b7'2% / T, Tdx — %E T?dx = —br? / TEdx + k47'/ T2dx + pyr[u )55,
0 0 0 0

1 1 1
—,u27'/ uthd.?c—l—kQT/ T2d:l;+k17/ 0, Tdx,
0 0 0
donc

1 1
b
Is(t) = —b72/ T, Tdx — % T?dz, t>0,
0

0
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2.3. Stabilité exponentielle

et
1 1 1
IL(t) = —b7'2/ T?dr + /4:47'/ T?dw — MQT/ w T dr +
0 0 0
1 1
—|—k27'/ T?dx + le/ 0,Tdx, t>0,
0 0
en utilisant le fait que
1 1 1
/ (tT, + T)* dx < 2/ (tTy)? dz + 2/ T?dx,
0 0 0
ce qui nous donne
1 1 1 1
—/ (7T,)? dx < ——/ (rT, + T)* da +/ T?dz.
0 2 Jo 0
On remplace dans I;(t), on trouve
b 1 1 1
ILt) < —5/ (TTt—l—T)Qda:ij/ T2da:+k47/ T?dx
0 0 0
1 1 1
—,uQT/ uLpdr + kgT/ T?dx + le/ 0, Tdx, t>0.
0 0 0

En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, on obtient

1 1
b/ T?dx < b/ T2dx, (2.3.35)
0 0
1 LT 1 [T 1
—,uQT/ uTpdr < 2= / dex%—i/ urde, (2.3.36)
0 2 0 2 0
1 1
kot / T?dx < kot / T2dx, (2.3.37)
0 0

1
M g, (2.3.38)

0

lm/er <"l27 02dx + —=
0

En insérant les relations (2.3.35) et (2.3.56), (2.3.37) et (2.3.38) dans I} (t), on obtient

b ! k !
Ig(t)g—i/ (TTt—i—T)2da:+c5/ T2dr + "2 Cddn + ;T/ Pdr, >0,
0 0 0

0
ot c5 = (b+ kaT + 125 + ko7 + 1T,

Lemme 2.3.7 La fonctionnelle L(t) définie par

L(t) = NE(t) + NIy (t) + I (t) + I3 (t) + Naly (t) + NsI5 (t), t >0, (2.3.39)
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2.3. Stabilité exponentielle

ot N, N1, Ny et N5 sont des nombres réels positifs a sélectionner de maniére appropriée
par la suite, et l’énergie E(t) est équivalente o L(t), cad:

il existe deux constantes positives 3, et 3, satisfont
B1E(t) < L(t) < ByE(t), t>0. (2.3.40)

Preuve on peut facilement prouver que l’énergie est équivalente a la fonctionnelle de

Lyapunov, on a
|L(t) = NE(t)| = [Ny (t) + Io (t) + I3 (t) + Naly (t) + NsIs5 ()|, t >0,

en rappelant les équations (2.3.7), (2.3.17), (2.3.23), (2.5.27) et (2.3.33) et en utilisant

linégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1 Nip.as [ 1
|L(t) — NE(t)] < Nlpu/ |usz| dx + a—z/ 22| do + pu/ \ugu| da
0 2 Jo 0

1 1 1
+§/ u2daz—|—pz/ |2e2] d + N4a72/ 10,0| dx
0 0 0

N 1 1 N b 1
+ 42“7/ 92dx+N5b72/ 17| da + 527/ T%dz.
0 0 0

En rappelant les inégalités de Young et de Poincaré

N ! N ! N !
IL(t) — NE@)| < —u / widy + —Lu / 2y + L= / 2dx (2.3.41)

N 1 1 1 1
—l—ﬂ/ 22dx + Du uidx + Du uidr + é/ uldr
2a0  Jy 2 Jo 2 Jo 2 /o

1 1 2 1 2 1

N. N.

4Bz zfda:jt&/ 22dx + aa7 / 07dx + aa7 / 0% dx
2 Jo 2 Jo 2 Jo 2 Jo

N 1 Nb2 1 Nb2 1
+ 4“7/ 2o + —2 / T2dy + =20 / T%dz
2 Jo 2 Jo 2 Jo

en utilisant le fait que

Nya (! Nya [*
—aa / (r0) 2 de = —2¢ / (70, + 0 — 0)* d (2.3.42)
2 Jo 2 Jo
1 1
< N4a/ (16, + 9)2 dx + N4a/ 0%dx
o1 o1
< N4a/ (10; + 0)2 dx + N4a/ Hidm,
0 0
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2.3. Stabilité exponentielle

et

1 1
Nsb / (rT,)’dr = Nsb / (rT,+ T —T)*dx (2.3.43)
0 0

2 2
1 1
< N5b/ (rT, + T)* dz + N5b/ T2dx
01 01
< N5b/ (tT, + T)* dz + N5b/ T2dx.
0 0

En substituant (2.3.42) et (2.5.43) dans (2.3.41), on obtient

N ! N N !
L) — NE(W)| < (1_ﬂu+f)_u) / ude( Py “’z&n%) / 2dz
0 0

2 2 2 2a9

1 1

Pu ﬁ 2 Nlpza3 P / 2
Pu P d P43 Pe

() o (g [

1 N 2 N 1
—I—N4a/ (70, + 0)* dx + ( 42a7' + 42a7' + N4a> / 02 dx
0 0

1 N, b 2 1
+N5b/ (7T, + T)? da + 577/ T2dx
0 0

Nsb !
+< 527+N5b)/Tjd:c,
0

[£(t) = NE()] < CE(1),

ce qui implique

d’ot
(N-AE{t) <L) < (N+)E({), t>0.

Alors, pour N assez grand, on trouve deux constante positives 3, et B, telles que
fi=N—-c>0et =N+,

nous trouvons l’estimation
BLE(t) < L(t) < B,E(t), t>0,

ainsi, L(t) et E(t) sont équivalentes.

Théoréme 2.3.1 Soit (z,u,0,T) la solution du systéme (2.1.1), alors l’énergie E (t)
décroit exponentiellement, c’est a dire qu’il existe deux constantes positives C' et d in-

dépendantes des données initiales telles que

E(t) < CE(0)e™ Yt >0, (2.3.44)
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2.3. Stabilité exponentielle

Preuve En différenciant ’équation (2.3.39), puis en rappelant les équations (2.3.1),
(2.3.8), (2.3.18), (2.3.24), (2.3.28) et (2.3.34), on obtient

L'(t) < NE'(t) + NiI; (t) + 15 (t) + I (t) + NIy (t) + NsI (t) .t >0,

1
L't < —5N/ dx—M 02dx—k4N/ T2dx
0

1
</<;2——) N/ T?dx ——/ 2dx+Nlcl/ ulda
0

1 9 N 1
+N101/ (Tet + 9)2 dx + Hal1 / ( Tt + T>2 dx — ?3/ Uid.%
0 0 0

(0%

1 3a 2 1 3
—i—pu/ 2da + / 2dz + “2/ (rTy + T)* da

35 1 1 1
1/ (9t+9)2dx—pz/ zfdx—irc;),/ zidx—l—e;g/ uZdx
2a3 0 0 0 0

! GN4 1 2 1
+€3/ (Tet + 9) dx — T (Tet + Q) dx + C4N4/ Qidl’
0 0 1

1 1 1
+€4N4/ U?dﬂ? + €4N4/ Zt2d$ + €4N4/ Tzdl‘
0 1 0

bN 1 1 N, 1
—75/ (77}+T)2dx+c5N5/ ngaﬁ%/ wldy
0 0 0

N 1
T 5/ 02dz,
2 Jo

Puzis, on trouve
1 1 1 1
Lt < —C’l/ urdr — 02/ 02dr — 6’3/ T2dx — 04/ 72
0 0 0 0
1 1
—05/ 22dw — Cﬁ/ (16, + 9)2 dx
0 . 0 ) X
_07/ (T} + T)2 dx — C’g/ uidr — C’g/ 22dx
0 0 0

avec C1, Cy, C3, Cy, Cs, Cq, C7, Cy, Cy sont données par

TN,
C, = ﬁN—N1cl—pu—€4N4—M22 :
LN ko7 ki
Cp = == —eaNy— =02, Cy = kN — 24Ny = 51N, CF(’@_?)N’
aN,  3a2 aN, 361
— _—— __N Y
Cs 5 20, c3, Cg 5 1= 5 , €3,
bN; 212N 312
07 — J_M_ﬁ, 08:%—53, CQZPZ_E4N47
2 Q 2a3 2
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2.3. Stabilité exponentielle

Afin de choisir les C; strictements positives nous choisissons les parameétres €; de la

maniére suivante:

G P
3 47 4 2N4
Alors, on arrive a
. TN, 3kN kTN,
¢y = ﬁN—NICl—Pu_%_Mzz 57 C2:T_C4N4_ 12 57
p ki
03 = ]{74N—EZ—C5N5, 04:(]{72—?)]\7,
aNy  3ad2 alN, 387  as
Cy = — ——— Co=———Nicp — — — —
5 5 25 C3, Lg 9 11 205 R
bNs 25Ny 3u3 as P
C; = ———=—— "= (Cg=—, Cg==.
! 2 a 2a57 ° 47 7T 2

Si nous choisissons nos paramétres de maniére appropriée, tous les coefficients C;, i =

1,..,9 deviennent posotifs. Tout d’abord, nous sélectionnons Ny assez grand pour que

3a2 2cs
Ny > i + —,
aas «

et, nous prenons Ny assez grand pour que

2Nie1  35°  a
11+ﬁ+3

N4 > a
a aas  2a

ensuite, nous choisissons N5 assez grand pour que

4uz N,y n 3u3

Ny > .
> bo bas

Enfin, nous choisissons N assez grand pour que [,E(t) < L(t) < B,E(t) reste valide
et

Nicy n Pu n P n 1oT N5
B g 28 26

Ainsi, on arrive a

4C4N4 4 2]{717'N5

N .
- 3% 3k %k

+, N>

L'(t)

IN

1
—Cn/ (uf + 02+ T2+ T2+ 22+ (10, + 0)* + (7T, + T)* + u2 + 27) da
0

< —ClgE(t), vt > 0,

ot C1y = max(C;), pouri=1,09.

En prenant le coté droit de l’équivalence (2.3.40), on obtient

,C/(t) < —Olgﬁ(t), Vvt > 0, (2345)
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2.3. Stabilité exponentielle

ot Ci3 = %—122, par une simple intégration de (2.3.45) sur [0,1] on obtient
L(t) < L(0)e 93 vt >0,
on utilise 'autre coté de la relation d’équivalence (2.5.40), on arrive a

E(t) < 0146_Cl3t, Vit > 0,

avec Cy = %?), d’ot le résultat désiré.
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CHAPITRE

Les sols gonflants via
Lord Shulman sans effets

de microtempératures

Dans ce chapitre, nous considérons le méme systéme que dans le chapitre précédent
(2.1.1), mais cette fois ci, nous supposons que les coefficients du systémes satisfont la

relation sutvante:

b:k1:k2:k4:[ﬁ220. (301)

Ainsi, en considérant les équations d’évolution mentionné précédemment:

Pz = Ry, (3.0.2)
puuee = Hy+ G,
PR, = o,
pEy = Pr+q—Q.

avec la condition donnée par (3.0.1). Alors, les équations constitutives (0.0.4) deviennent

comme suit:
R=P + G, + Hy, q = ko,,

H = P, pn = Boze — fru+a (10 + ), (3.0.3)

G =Gy + Hy, Q = ko,.
Rappelons que: 7 > 0 est le paramétre de relaxation et p,, p,, a1, as, az, a > 0.
Les coefficients B, k, 3, désignent le couplage entre la température et le déplacement, la
conductivité thermique, le couplage entre la fraction volumique et la température, respec-

tivement. En prenant ay # 0 et les coefficients a1, az vérifient :

a3 < aas, (3.0.4)
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Dans ce travail les éléments suivants sont pris en compte :

G1 =Gy =0,
Hy = —p,(m0; +0), (3.0.5)
Hy = —f (10, + 0) — Bus,
Maintenant, en remplacant (3.0.5) et (3.0.3) dans (5.0.2), on obtient le systéme suivant:
0.2t = 1255 + QoUyy — By (T01 + 0.) dans (0,1) x (0,00),
Pultt = A3Ugy + A2Zpp — Buy — By (10 +0),  dans (0,1) x (0,00),
a (70 +0), = —Pozz + Brur + kbyy, dans (0,1) x (0,00).
Considérons les mémes conditions initiales proposées précédemment, sauf que:
b="Fky =ky=ky =y =0, et les conditions auz limites
2, (0,t) = 2z, (1,t) =u (0,t) =u(l,t) =0, t>0,
6(0,t)=60(1,t) =0, t>0.

3.1 Position du probléeme

Considérons le systéme suivant :

P24 = 01 Zgz + QoUzy — Bo (TO1 + 02, dans (0,1) x (0,00),
Pultt = A3Ugy + A2Zpp — Buy — By (10 +0),  dans (0,1) x (0,00), (3.1.1)
a(10y+0), = —Boztz + Brup + kb, dans (0,1) x (0,00).

Avec les conditions initiales suivantes

w(x,0) =u’(z), us (2,0) = u* (2),2(x,0) =2%(z), x€(0,1), (3.1.2)
% (2,0) = 21 (z), 0(2,0) =6°(2),0,(x,0) = 0" (z), z€(0,1), -
ou ul, ut, 2°, 21, 6°, 0" sont des fonctions données,
et les conditions aux limites
2:(0,t) = 2, (1,1) = u, (0,t) =u, (1,£) =0, t >0,
(0,0 = 2 (1,6) = 0 (0,0) = s (1) 518

6(0,t)=60(1,t) =0, t > 0.
Afin de pouvoir utiliser l'inégalité de Poincaré pour z, on déduit de la premiére équation
du systéme (3.1.1) et les conditions aux limites
&2t
@/O 2z, t)dz = 0, Yt >0, (3.1.4)
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3.2. Résultat d’existence et d’unicité

ainst,
1 1 1
/ z(x,t)dx :t/ zl(x)dac—l—/ 2°(z)dz, Yt >0,
0 0 0
donc si on pose
1 1
Z(x,t) = z(x,t) — t/ dx —/ Adx, t >0, z€[0,1].
0 0
Alors, (Z, u,0) satisfait 'equation (3.1.1) et

1
/ Z(x,t)dx =0, t > 0,
0

Maintenant nous travaillons avec Z mais écrivons z pour la simplicité.

3.2 Résultat d’existence et d’unicité

Dans cette section, nous donnons des résultats d’existence et d’unicité pour le systéme
(3.1.1)-(3.1.3) en utilisant la théorie des semi-groupes.[12].
Si on note U = (z,v,u,,0,9)T, ot v =2, et p =u; et ¥ =0,

Alors, le systéme (3.1.1)-(5.1.3) peut étre réécrit comme suit :

Ut — AU, t> O,
U0)=Uy= (20, 2 w0, ut, 6, Hl)T,
ou Uopérateur A: D(A) C H — H est défini par
0 1 0 0 0 0
apz o @p? o -hp _Thp
Pz Pz Pz Pz
0 0 0 I 0 0
A=
a2 )2 0 a3 )2 B B1 _78
0 0 0 0 1 0
0 -—-%2p o & Epx _1

On consideére les espaces suivants :

HZ(0,1) = {¥ € H*(0,1), ¥, (0) = T, (1) =0},

et soit

H ={H?(0,1) x L*(0,1) x Hy (0,1) x L*(0,1) x Hy (0,1) x L*(0,1)},
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I’espace de Hilbert muni du produit scalaire suivant

<U, ﬁ> ::% /1 {pm”; + pgbq?b + 12,2 + azuy Uy + ag (Upzy + Uz Zy)
0
+a [(7'19 +0) (7'{9 + 9)] + /{:T@scém} :

pour U= (Zav7u7 ¢76719)T c H et U = (2,17,71, $7é75)T € H.

Le domaine de l'opérateur A est donné par

UeH /ze H?(0,1)NnH'(0,1), ve H2(0,1),
D(A) = we H?(0,1)NHy (0,1), ¢ € Hy (0,1), :
0 € Hy(0,1)NH?(0,1), ¥ € Hy (0,1)

et D(A) est dense dans H.

Donc, on a

1 1
(AU, U)y = —ﬁ/ urdr — k/ 02dr <0,
0 0

alors lopérateur A est dissipatif. Maintenant, en utilisant le Lemme de Lax—Milgram et
des arguments de régularité, nous pouvons prouver que l’opérateur I — A est surjectif.
Ainsi, en utilisant le théoréme de Lumer-Phillips, en déduit que A est un générateur

infinitésimal d’un Cy-semi-groupe sur H et on a alors le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1 [12] Soit Uy € D(A), alors le probléme (3.1.1)-(3.1.3) admet une so-
lution unique U € C' (R, D(A)) NC* (R, H). De plus si Uy € H, alors U € C (R, ,H).

3.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section nous prouvons le résultat de stabilité exponentielle pour le probléme
(3.1.1)-(3.1.3), en utilisant la technique des multiplicateurs. Pour atteindre notre ob-
jectif, nous devons construire une fonctionnelle de Lyapunov approprié pour établir une

décroissance exponentielle.

Lemme 3.3.1 Soit (z,u,0) une solution du systéme (3.1.1), alors la fonctionnelle d’énergie

E, définie par

1 /1
E(t) = 5/ (p. 22 4 pyul+a122 +agu? 4+ 2a9u, 2, +a (76, + 0)> +kr6%)dz, t >0, (3.3.1)
0
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satisfait
1
:—6/ 2dr — k /eidx, t>0. (3.3.2)

Preuve Multipliant la premiére équation du systéme (3.1.1) par z, la seconde par u; et

la troisiéme par (70, + 0) ,

1 1 1 1
pz/ zazdr = a; / Zpw2pdx + ag/ Ugp 2 dT — 60/ (104 + 0,) zede,
0 0 0 0

1 1 1 1
Pu / ugudr = as / Uprp U dT + Qg / ZpapUpdx — 3 ufdx
0 0 0 0

1
—54 / (16, + 0) uyde,
1 O1 1
a/ (104 + 0;) (10 + 0) dx = —BO/ 2 (TO; + 0) dx + 5, / ug (70, + 0) dx
0 0 0
1
0
En utilisant U'intégration par parties et les conditions aux limites (3.1.3), nous obtenons
P d ! 2 r=1 ! r=1 !
L zidr = ay|zz),_g— a1 Zp212dT 4 Qg [Up2y]t_g — G2 | UpZzipdx
1
—Bo [(T0; + 0) zt]f;(l) -+ Bo/ (10 + 0) zdx,
0
oo d [ - 1 - 1
| wldr = as [uxut]w_é — (13/ Ug U dT + Qo [zxut]z;é — ag/ 2 U dT
2 .dt ), ’ 0
—ﬂ/ 2dx — 51/ (10, + 0) uyde,
a d 1 1
——/ (16, + 0)*dx = —ﬁo/ 2z (T, + 6) dx + ﬁl/ ug (170, + 6) dx
1
[0, (76 4+ 0)]=) — k / 6, (0, + 0,) de,
0
alors
p,d [, ad (1, d /1
= — dr = ——— dr — as— 2 Zad
2dtoztx 2dtozxx agdtouzx
1 1
—i—ag/ UpZzdx + B / (16, + 0) 2 de,
0 0
1 1 1
&i ufdx = —%i uidm — ag/ 2y Ut AT
—6/ 2dx — B, / (16, + 0) wdzx,
a d 1 ) 1
—— | (70:4+0)"dx = —By | z(70:+0)de+ 5, | w (704 0)dx

1 1
—kT / 0,0,.dx — k / 02dx,
0 0
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3.3. Stabilité exponentielle

donc

d [* d [* d [*
&—/ zfdx - _uc zid:v—ag—/ Uy Zp AT

1 1
+as / utmzxdl. + /60 / (Tet + 9) thdxa
0 0

d 1 d 1 1
&—/ ufd:c - _Ba uidm — a2/ ZpUtyp AT

1 1
—ﬁ/ uldr — 61/ (16, + 0) udz,
ad [ ‘o ’ 1
el / (10, +0)*dx = —f, / 2o (TO; + 0) dx + 54 / u (160 + 0) dx
0 0 0

/{? d 1 1
——T—/ egd:p—k/ 02da.

En faisant la somme, on obtient

d 1 ZZZ+ uu2+az2+au2 1 1
— Pesi T Putl e T dr = —B/ urdr — k/ 02dx.
2dt Jo +2a0u,z, + a (76, + 9)2 + kTGi 0 0

Alors
1 1
E(t) = 3 / (PZZ? + puuf + alzi + ClgUi + 2a0u, 2, + a (70 + 9)2 + kT@i) dex, t>0,
0
et

1 1
E' (t) = —B/ uldr — k:/ 0%dx, t> 0.
0 0

Remarque 3.3.1 L’énergie de ce systéme est positive, car

2 2

a a

ay (zx + —2ux> — (—2 — ag) u? = 12 + 2032, u, + azu’, (3.3.3)
ai ai

en remplagant (3.3.3) dans E (t), on obtient

2
1Y p22 o+ puud +a(t0,+0) + k70 + ay (zz n Z—fux)
B=3 [

= dr, Vt>0.
2 _ (ﬁ _ a3> u2
al T

St

a% < aias,

on arrwe a :

1t ’
E(t) > 5/ (,ozzf + pul + a(10; + 0)° + k70 + +a (zm + %um) ) dx > 0.
0 ax

Donc E (t) >0, ¥Vt > 0.
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3.3. Stabilité exponentielle

Nous remarquons d’aprés la relation (3.5.2) que la fonction énergétique est non-croissante.
Or, cette inégalité n’implique pas nécessairement la décroissance exponentielle. A cet ef-
fet, nous devons construire une fonctionnelle de Lyapunov appropriée afin d’établir une

estimation de décroissance exponentielle de l’énergie.
Lemme 3.3.2 Soit

1 1
L(t) = pu/ wpzdr — pzﬁ/ zzdx, t >0, (3.3.4)
0 az Jo

et soit (z,u,0) solution du systéme (3.1.1), alors nous avons

1 1 1
I(t) < —%/ zﬁdm+c1/ u,?dx+c1/ (76, + 0)*dz, t>0, (3.3.5)
0 0 0

T 36° | phap  B3a383 |, 367 — (q, — wa
ou € = max ( 20 + dazp,’ 2aal + 2 ) ¥ = |02 a2 )

Preuve En multipliant la deuxiéeme équation du systéme (3.1.1) par z et on intégre sur

Uintervalle [0, 1], on obtient

1 1 1 1 1
pu/ Uy zdr = a3/ Ugp2dT + ag/ Zpp2dx — ﬁ/ upzdr — 61/ (16, + 0) zdx.
0 0 0 0 0

Par lintégration par parties et les conditions aux limites (3.1.3), on trouve

d [ 1 1
p“d_/ wpzdx — pu/ wzdr = as[ugz] =g — a3/ Uy 2, dT + ag]2,2)" 25
tJo 0 0
1 1 1
—az/ 22dr — ﬁ/ upzdx — 51/ (10 + 0) zdx,
0 0 0

aimnsi

d [ 1 1 1 1
pu—/ upzdr — pu/ wzpdr = —a3/ Uy 2 dT — ag/ 22dr — B/ uzdx (3.3.6)
dt Jo 0 0 0 0

1
—51/0 (170: + 0) zdx

Maintenant, multiplions la premiére équation du systéme (3.1.1) par —Z—zz, ntégrant sur

Uintervalle [0,1], on obtient

1 1 1 1
Qa asa a
—pz—3/ szdy = —— 1/ Zpw2dT — ag/ Uz 2dT + 360/ (701 + 0,) 2dz.
az Jo 0 0 0

a2 a2
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3.3. Stabilité exponentielle

Par lintégration par parties et les conditions aux limites (3.1.3), on trouve

3 d azay r= asay ! =
- Q_QE ZtZd:L‘ + pz_/ = - as [Zﬂ?z]a::(l) + as Jo ngl‘ - (1,3[U,$Z]$:(1)
1
+as / Uz dT + (3P (76, + 0) 2]3Z
0 a2
1
_a?’ﬁo/ (16, + 0) z.dx,
a2 Jo
alors
d ! 1 1 1
as dt J a2 Jo a2 Jo 0
_G?ﬁo

1
/ (16 + 0) z,dz,

(05} 0

On fait la somme de (3.3.6) et (3.3.7), on arrive &:

d 1 d 1 1 1
p“d_/ upzdr — p,— s / zizdr = — (ag — %> / zidw —|—pu/ U zpdx
tJo as dt a2 0 0
1 as [ 1
—B/ upzdx — pz—/ 22dw — 61/ (160 + 0) zdx
0 a2 Jo 0

1
_agﬁo/ (160; + 0) z,dx.
a2 0
Alors
1 1
L(t) = pu/ wpzdr — pz% zzdz,
0 a2 Jo
et
/ a5y L 1 1
Lt = - (a2 - ) / zrdx +pu/ wzdr — B | wzdr (3.3.8)
a2 0 0 0
1 1 1
_02@3/ 22dr — 61/ (16 + 0) zdx — GSBO/ (16 + 0) z,dx.
az Jo 0 az Jo

Une application des inégalités de Young et de Poincaré et en utilsant le fait que

on trouve
1 1 2 1
pu/ upzedr < pz%/ 22dx + P2 / urda, (3.3.9)
0 az Jo dazp, Jo
1 2 1 1
3
—ﬁ/ wzdr < i/ ufd;v—l—g/ 22dw, (3.3.10)
0 2a0 Jy 6 Jo
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1 1
—6/ (160 +0) zdx < 51/ (1 9t+9)2d35+g/ 22dz, (3.3.11)
0 2a Jo 6 Jo
—ai”—ﬁ“/l(fe —|—«9)zd:p<3a360/ (9+9)2dx+3/122da; (3.3.12)
as Jo ! ’ 2ca3 J, ! 6, © h

On remplace (3.3.9), (3.5.10), (3.3.11) et (3.5.12) dans (3.53.8), on trouve

1 1 1
L(t) < —%/ 22dx + 01/ uidx + cl/ (76, + 6)* dx,
0 0 0

382 + plaz  3ad2B3 + %) )

ol ¢; = max ( Tasp 20dd

Lemme 3.3.3 Soit

1 1
L(t) = pu/ ugudx + g/ wldr, t>0, (3.3.13)
0 0

et soit (z,u,0) solution du systéme (3.1.1), alors nous avons

as 1 1 Cl2 6
L(t) < ——/ udx + pu/ ulde + =2 de + 4
2 Jo 0 as as

/ (76, +0)*dx t>0. (3.3.14)

Preuve En multipliant la deuxiéme équation du systéme (3.1.1) par u et on intégre sur

Uintervalle [0, 1], on obtient

1 1 1 1 1
pu/ upudr = ag/ Ugpudx + ag/ Zegudr — B | wudr — 61/ (16 + 0) udz.
0 0 0 0 0

Par lintégration par parties et les conditions aux limites (3.1.3), on trouvre

d 1 1 B 1 B 1
pu—/ wudr — pu/ uide = as[uu)’=y — a3/ uldr + asfz,u)=) — (12/ 2y UpdT
dt Jo 0 0 0

Bl [, /
th/ dx — (5, i (16, + 0) udz,

alors

d 1 1 1
pu%/o wpudxr — pu/o uldr = —ag/o uldr — ag/o ZpUypdx — Q_dt 2d1(3 3.15)

1
—61/0 (160 + 0) udz.

Puis

1 1
L(t) = pu/ wudz + g/ uldr, t>0,
0 0
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3.3. Stabilité exponentielle

et

1 1 1 1
L(t) = —a3/ uidr — ag/ 2y Uypdx + ,ou/ uldr — 51/ (16; + 0) udz t > 0.
0 0 0 0

En rappelant les inégalités de Young, Poincaré et Cauchy—Schwarz, on obtient

1 a2 1 as 1
—a2/ Zoupdr < =2 22dw + —/ uldr, (3.3.16)
0 as Jo 4 Jo
1 [32 1 ) as 1
—51/ (70, + O ude <= | (70, + 0)" dx + —/ utdz. (3.3.17)
0 az Jo 4 /o

On remplace (3.5.16) et (3.3.17) dans 15(t), on arrive a

s [ 1 @2 [ 32 ! ,
L(t) < —3/ udx + pu/ uldr + —2/ 22dw + —1/ (16, +0)"dx t > 0.
0 0 as Jo

as Jo

Lemme 3.3.4 Soit
1
I3(t) = —pz/ zizdx, t >0, (3.3.18)
0

et soit (z,u,0) solution du systéme (3.1.1), alors nous avons pour tout 3 > 0
/ 1 1 1 1
L(t) < —pz/ Z2dw + 03/ 22dx + 53/ uldr + 83/ (16, +0)*dz, t>0, (3.3.19)
0 0 0 0
ol C3 = a1 + ﬁ + 6—3

4eg 4eg "

Preuve En multipliant la premiére équation du systéme (5.1.1) par —z et en intégrant

sur lintervalle [0, 1], on obtient

1 1 1 1
—pz/ 2pzdr = —al/ Zpp2dT — a2/ Ugp2dx + 50/ (704 + 0,) zdx,
0 0 0 0

Par Uintégration par parties et les conditions aux limites (5.1.3), on trouve

d 1 1 B 1 B
—p%/ zzde +pz/ e = —afz2]i; +a1/ Zdr — azlu,2]5
0 0 0

1
—1—a2/ Uz 2z dx + Bo|(T0; + 0) z]iié
0
1
—60/ (10, + 0) z,dx,
0

on obtient

d ! 1 1 1 1
—pz—/ zzdx + pz/ 22dr = al/ 22dx + ag/ Uy ZpdT — BO/ (16, + 0) z,dx,
dt Jo 0 0 0 0
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3.3. Stabilité exponentielle

alors

d 1
I3(t) = —pza/ zzdxr, t>0,
0

et

1 1 1 1
I(t) = —pz/ zidr + al/ 22dx + a2/ Uy 2y dT — 50/ (10; + 0) zpdz, t > 0.
0 0 0 0

Grace a les inégalités de Young et de Poincaré, on obtient

1 1 a2 !
ag/ Uy 2 dr < 53/ ulde + —= | 22d, (3.3.20)
0 0 €3
1 1 52
—BO/ (16 + 0) zpdx < 53/ (16, + 9) dr + — i 0 / 22dux, (3.3.21)
0 0 €3 Jo

En remplacant les estimations précédentes dans I on arrive a
, 1 1 1 1
Li(t) < —pz/ zidr + 03/ 22dx +63/ uldr +83/ (76, + 0)*dx, t> 0.
0 0 0 0
ol c3 = a1 + =
Lemme 3.3.5 Soit
1
0 0
et soit (z,u,0) solution du systéme (3.1.1), alors nous avons pour tout 4 > 0
0 [ 1 1 1
I(t) < —5/ (70, + 60)* dx + 04/ 02 dx + 54/ uld + 64/ 22dr, t>0, (3.3.23)
0 1 0 1
ouc4—(a+kr+ —i-il;).

Preuve Multiplions la troisiéme équation du systéme (5.1.1) par —70 et intégrons sur

Uintervalle [0, 1], on obtient

1 1 1 1
—a7‘2/ 0,0dx — aT/ 0,0dx = 607/ 2 0dr — 617/ w,0dx
0 0 0 0

1
—k:T/ 0..0dz.
0

En intégrant par parties sur (0, 1), en utilisant les conditions auz limites (3.1.3), on

arrive Q

1 1 1
d 2 _ 2
—ar? g7 Hthx Tog 0 dr = —ar /0 02dx + Byr[z0]°= BOT/ 20,dx

1
—517'/ wfdr — kt[0,0]°=5 + kT/ 02dzx,
0

0
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on trouve

Iy(t) = —ar / 0,0dx — — 92da: t>0,
0 2 Jo

1 1 1 1
I(t) = —CLTQ/ 07 dx — ﬂOT/ 20 dx — 617'/ ufdx + kT/ 0%dz,
0 0 0 0

en utilisant le fait que

et

1 1 1
/ (70, + 0)* dz < 2/ (Té’t)2da:+2/ 0%dx,
0 0 0

1 1 1
- / (16,)* dx < 1 / (76, + 0)* dx + / 0%dz,
0 2 Jo 0

on remplace dans I,(t), on obtient

alors

1 1 1
It < —g/ (THt—I—H)de—i—a/ 9%@—507/ 20 dx
0 0 0
1 1
—517'/ wldr +kt | 02dx, t>0.
0 0

En vertu de ["inégalité de Young et de l'inégalité de Poincaré

1 1
a/ 0*dx < a/ 0%du, (3.3.24)
0 0

1 1 2_2 1
—607/ 20 dx < 54/ 22dw + 40—7—/ 02dz, (3.3.25)
0 0 0

€4
1
=617 / ufdr < g4 / / 0%dz, (3.3.26)
0 0

En remplacant les inégalités précédentes dans I} (t), on termine par

1 1 1 1
It < —%/ (760, + 0)* dz + 04/ 02dx + 64/ uldx + 54/ 2dw, t>0,
0 1 0 1

01104—(a+/f7+’607 + & ).

4ey 4ey

Maintenant, on introduit la fonctionnelle de Lyapunov L et on montre qu’elle est

équivalente a l’énergie fonctionnelle.

Lemme 3.3.6 La fonctionnelle L(t) définie par

L(t) = NE®) + NiL (t) + I () + Iy (t) + NIy (1), t > 0, (3.3.27)

46



3.3. Stabilité exponentielle

ot N, N1 et Ny sont des nombres réels positifs a sélectionner de maniére appropriée par
la suite, et l’énergie E(t) est équivalente a L(t), cad:

il existe deux constantes positives 3, et 3, satisfont
B1E(t) < L(t) < ByE(t), t>0. (3.3.28)

Preuve on peut facilement prouver que l’énergie est équivalente a la fonctionnelle de

Lyapunov, on a
|L(t) = NE(t)| = [NiIy (t) + Io (t) + I3 (t) + Naly (2)], t >0,

en tenant compte de (3.3.4), (3.3.13), (3.5.18) et (3.3.22) et en utilisant l’inégalité de

Cauchy-Schwarz, on obtient

1 Nip.as ! 1
|IL(t) — NE(t)] < Nlpu/ lurz| dx + a—z/ |ztz|dm+pu/ |ugu| dx
0 2 Jo 0

1 1 1
+§/ w?dr + pz/ |2e2| do + N4a72/ 0,0| dz
0 0 0

N 1
+ 497 / 0%dz.
2 Jo

En appliquant les inégalités de Young et de Poincaré

N ! N ! N !
IL(t) — NE@t)] < —Pu / wldy + —Ln / 2y~ / 2dr (3.3.29)

N 1 1 1
+M/ 22dx + &/ uidz + &/ uZdw
200 Jy 2 Jo 2 Jo

B[ p. [ p. [
+3 i uidx—l—; i zfda:%—; 0 22dx

N 2 1 N 2 1 N 1
TRl / 02dz + 40T / 2dy + 27 / 02dz,
2 0 2 0 2 0

en utilisant le fait que

Nya (! Nya [*
0 0

1 1
< N / (76, + 0)* dz + Nya / 0*dx
0 0

IN

1 1
N4a/ (76, + 0)* dx + N4a/ 02 dx,
0 0
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3.3. Stabilité exponentielle

En remplacant (3.3.30) dans (3.3.29), on arrive &
Nlpu

1 1

Pu 5 Nip,  Nip,as  p, / 2
L(t)— NE(t < = d = d
e - NE0) < (S ) [ (Sea B B [

e B\ ', Nip.as | p. /1 2
Pu | 2 d T P
+(2+2)/Oux:c—|—( %, —|—2 Ozt

1 N 2 N 1
+Naa / (79t+9)2dx+( el 4aT+N4a) / 02 dzr,
0 0

2 2
ce qui implique
[£(t) = NE(t)] < ¢E(1),
d’ot
(N-=A)E(t) < L(t) < (N+)E(), t>0.

Alors, pour N assez grand, on trouve deux constante positives B, et (B, telles que B, =

N —c >0 et B, =N+, nous trouvons l'estimation
BiE(t) < L(t) < BLE(H), t>0,
ainsi, L(t) et E(t) sont équivalentes.

Théoréme 3.3.1 Soit (z,u,0) la solution du systéme (3.1.1), alors l’énergie E (t) décroit
exponentiellement, c’est a dire qu’il existe deux constantes positives C' et d indépendantes

des données initiales telles que
E(t) < CE(0)e™ ¥t >0, (3.3.31)

Preuve En différenciant ’équation (3.3.27), puis en rappelant les équations (3.3.2),
(3.8.5), (3.5.11), (3.5.19) et (3.3.23), on obtient

L'(t) < NE'(t)+ NI (t) + 15 (t) + 15 (t) + Naly (t), >0,
1 1 alN, [ 1
L'(t) < —BN/ ulrdx — kN/ 02 dr — T/ zidx+N101/ uldx
0 0 0 0

1 1 1
+N161/ (76, + 0)* dx — %/ uldr + pu/ uidzx
0 0 0

a2 (! 2 1
+2 | Pde+ 2 / (70, + 0)* du
as.Jo asz Jo

1 1 1 1
—pz/ zidr + 03/ 22dx + 53/ uldr + 53/ (70, + 6)* dz
0 0 0 0

alN. 1 1 1
_74 / (7'9,5 + 0)2 dx + C4N4/ Hidl' + €4N4/ U?dl’
0 1 0

1
+€4N4 / Zt2dl’
0
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3.3. Stabilité exponentielle

Puis, on trouve
1 1 1
L'(t) < —6’1/ uidr — 02/ 02dx — Cg/ 22dx (3.3.32)
0 0 0

1 1 1
—04/ (760, + 0)* dx — 05/ uidr — C’G/ 22w
0 0 0
ou C1, Cy, U3, Cy, C5, Cg sont définis comme suit

Cl = 5N—N1C1 — Pu —84N4, Cg = kN — C4N4,
C'3 = 5 — — —¢Gg, C’4:__]\[161__1_537
a

C5 = — —¢&3, 062p2—84N4.

Afin de choisir les C; strictements positives nous sélectionnons les paramétres €; de la
maniére suivante:
- as £4 = P
3= 7y E4= S
4’ 2Ny

Alors, on arrive a

Cl = 5N—N101—pu—%, ngkN—C4N4,

aN, a3 alNy BT as
Cy = =282 _ ="t Ny -8
3 9 a3 C3, Uy 9 1C1 s E
as P
Cs = —, Cg ==,
5 4, 6 2

Si nous choisissons nos paramétres de maniére appropriée, tous les coefficients C;, i =

1,..,6 deviennent posotifs. Tout d’abord, nous choisissons N1 assez grand pour que

2&2 203
Ny > 24 =
aas «

et, nous prenons Ny assez grand pour que

Ny >

2N101 i 2_5% i as .
a aas  2a

Finallement, nous choisissons N assez grand pour que [,E(t) < L(t) < B,E(t) reste

valable et

Nic;  p P calNy
+ = +5 N> :

B g 28 k

Tous ces choix avec la relation (3.5.32) conduisent &

L'(t)

IN

1
—Chy / (uf + 02 + 22 + (16, + )" +u> + z}) da
0

—CpE(t), Vt>0,

IN
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3.3. Stabilité exponentielle

pour certaines constantes positives Ci1 et Ca.

En prenant le coté droit de I’équivalence (3.3.28), on obtient

L'(t) < —Ci3L(t), YVt >0, (3.3.33)
ot Ci3 = %—122, une simple intégration de (3.3.33) donne

L(t) < L(0)e 9=t vt >0,
on utilise lautre coté de la relation d’équivalence (3.3.28), on arrive d

E(t) < Crue 93 ¥t > 0,

avec Ciy = ﬂﬁ(?), d’ot le résultat désiré.
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Conclusion

Conclusion

Ce travail étudie la stabilité d’un thermoélastique des sols gonflants via Lord Shulman
avec et sans effets de microtempératures. Nous avons établi que notre probléme était bien
posé en utilisant la méthode des semigroupes. De plus, nous avons utilisé la méthode

énergétique pour prouver la stabilité du systeme.

o1
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