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Résumé

Ce mémoire est dédié à l’analyse du nombre maximal de cycles limites apparaissant dans

des systèmes d’équations différentielles ordinaires dépendant d’un petit paramètre.

L’approche adopté repose sur l’usage de la théorie de la moyennisation. Deux grandes

catégories de systèmes sont examinées dans ce cadre.

La première catégorie

La premiére catégorie des systèmes différentiels polynômiaux généralisés de Kukles, expri-

més sous la forme suivanteẋ = −y + l(x)y,

ẏ = x − f (x) − g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

où les polynômes l(x) = εl1(x) + ε2l2(x), f (x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) =
εg1(x) + ε3g2(x), h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) et d0 = d1

0 + ε2d2
0, fi(x), gi(x),

li(x), hi(x) sont des polynômes de même dégrée n. di
0 ̸= 0 est un nombre réel pour tout i = 1, 2

et ε est un petit paramètre.

La deuxième catégorie

La deuxième catégorie s’intéresse à des systèmes différentiels de kukles défini parẋ = −y + l(x, y),
ẏ = x − f (x, y) − g(x, y)y − h(x, y)y2 − d1

0y
3 ,

où l(x, y), g(x, y), f (x, y), g(x, y) sont des polynômes de même degrés n ,di
0 ̸= 0. Des

exemples illustratifs sont fournis pour mieux comprendre le comportement de ces deux types de systèmes.

Mots clés :

Système dynamique - Cycle limite - Théorie de la moyennisation - Système polynômial - Système de

Kukles.
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Abstract

This thesis explores the problem of determining the maximum number of limit cycles in

certain classes of ordinary differential systems that depend on small parameter. The main

tool used in this study is the averaging theory, which provides a framework for analyzing

the behavior of such systems under perturbations.

The first class

The first class of systems investigated consists of generalized polynomial differential systems

of the Kukles type, described by the equationsẋ = −y + l(x)y,

ẏ = x − f (x) − g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

where l(x) = εl1(x) + ε2l2(x), f (x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) =
εg1(x) + ε3g2(x), h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) and d0 = d1

0 + ε2d2
0, where

li(x), fi(x), gi(x), hi(x) are polynomials of given degree n, di
0 ̸= 0 a réel number for all

i = 1, 2 and ε is a small positive parameter.

The second class

The second class focuses on Kukles type differential systems, which take the formẋ = −y + l(x, y),
ẏ = x − f (x, y) − g(x, y)y − h(x, y)y2 − d1

0y
3,

where l(x, y), f (x, y), g(x, y), and h(x, y) are polynomials of given degree n.

Both classes are examined through illustrative examples that demonstrate the application of theore-

tical results.

Keywords :

Dynamical system- limit cycle- polynomial différentiel system- Averaging theory - kukles system.
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Introduction Générale

L’étude des équations différentielles remonte au XVIIe siècle, initiée notamment par les travaux de

Leibnitz et Newton, dans le contexte de la physique classique. Ils ont posé les fondements du

calcul différentiel et intégral, offrant ainsi un outil mathématique puissant pour modéliser les phénomènes

naturels et comprendre des notions fondamentales comme les fonctions.

Au fil du temps, l’importance des équations différentielles s’est confirmée, incitant de nombreux ma-

thématiciens à développer des approches variées pour analyser leurs solutions. À la fin du XIXe siècle,

Henri Poincaré (1854–1912) [10] a apporté une contribution majeure en adoptant une pers-

pective géométrique pour étudier ces équations, s’intéressant davantage à la structure qualitative des

solutions qu’à leur résolution explicite.

C’est dans ce cadre qu’il a introduit les bases de la théorie des cycles limites , en

s’appuyant sur des concepts innovants comme la section de Poincaré .Plus tard, en 1900,

David Hilbert [6] a formalisé dans son célèbre sixième problème une question restée ouverte :

celle de la détermination du nombre et de la répartition des trajectoires périodiques isolées —appelées

cycles limites — dans les systèmes différentiels polynomiaux.

Ce questionnement a marqué un tournant dans l’analyse qualitative des équations différentielles et a

suscité un intérêt croissant pour la dynamique des systèmes.

Dans ce contexte, ce mémoire s’attache à explorer les propriétés qualitatives des systèmes différentiels

plans décrits par des équations de la forme :


dx

dt
= P (x(t), y(t)),

dy

dt
= Q(x(t), y(t)),

où P et Q sont des polynômes de variables réelles x et y.

La structure de notre travail est la suivante :

Le chapitre 1, introduit les bases essentielles des systèmes différentiels planaires, nécessaires

à la compréhension ultérieure.

Le chapitre 2, nous exposant la théorie de moyennisation du premier et second ordre.

Le chapitre 3, nous analysons les cycles limites d’une catégorie plus élaborée de systèmes

1



différentiels de Kukles, représentés par


ẋ = −y + l(x)y,

ẏ = x − f (x) − g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

où

l(x) = εl1(x) + ε2l2(x), f (x) = εf1(x) + ε2f2(x),
g(x) = εg1(x) + ε2g2(x), h(x) = εh1(x) + ε2h2(x), d0 = εd1 + ε2d2,

où li(x), fi(x), gi(x) et hi(x) des polynômes de degré n, di
0 ̸= 0 est un nombre réel pour tout

i = 1, 2 et ε est un petit paramètre.

Le chapitre 4, nous avons étudié les cycles limites de systèmes différentiels de kukles
généralisée, de la forme ẋ = −y + l(x, y),

ẏ = x − f (x, y) − g(x, y)y − h(x, y)y2 − d1
0y

3,

où l(x, y) = εl1(x, y), f (x, y) = εf1(x, y), g(x, y) = εg1(x, y), h(x, y) =
εh1(x, y), d0 = εd1

0 sont des polynômes de degré n, di
0 ̸= 0 et ε est un petit paramètre. Pour

chaque approche, nous illustrons nos analyses par des exemples.

Pour mener à bien nos calculs nous utilisons le logiciel Maple 13.

2



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 introduction

Dans ce chapitre nous rappelons quelques notions de base pour l’étude qualitative des systèmes dyna-

miques. Nous commençons par donner les notions du système dynamique, point d’équilibre, linéarisation

et portrait de phase. Ensuite nous présontons aussi la notion d’un cycle limite .

1.2 Systèmes différentiels polynomiaux

Définition 1.1

On appelle système différentiel autonome du plan un système de la forme.ẋ = P (x, y),
ẏ = Q(x, y).

(1.1)

■ Si P et Q sont des polynômes à coefficients réelles, on dit que (1.1) est un système différentiel

polynômial.

■ Si les fonctions P et Q sont des polynômes, on apelle alors le degré du système (1.1) le nombre

n = max(deg(P ), deg(Q)).
■ Si les polynômes P et Q s’écrivent sous la forme

P (x, y) =
n∑

i+j=0
aijx

iyn−j,

Q(x, y) =
n∑

i+j=0
bijx

iyn−j.

3



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

on dit que P et Q sont homogènes, dans ce cas, le système (1.1) s’appelle système différentiel polynômial

homogène.

Nous supposons que les fonctions P et Q sont de classe C1 (donc les conditions de Cauchy-Lipschitz

sont satisfaites en tout point ordinaire du système (1.1)).

1.3 Système dynamique et points d’équilibre

Un système dynamique est un phénomène qui évolue au cours du temps. Cette évolution est décrite

généralement par des équations différentielles ordinaires. Il peut être également :

– autonome : si l’évolution ne dépend pas du temps .

– non autonome : si l’évolution dépend du temps.

Définition 1.2

Un système dynamique sur Rn est une application

U : R+ × Rn → Rn

définie qui vérifie :

1. U(., x) : R+ → Rn est continue.

2. U(t, .) : Rn → Rn est continue.

3. U(0, x) = x.

4. U(t + s, x) = U(t, U(s, x)) ∀t, s ∈ R+, ∀x ∈ Rn.

1.4 Flot d’une équation différentielle

Définition 1.3

Soit le système non linéaire

ẋ = F (x), (1.2)
où x ∈ Rn et F (x) ∈ Rn. On appelle flot du système différentiel (1.2), l’ensemble des

applications

φt : Rn −→ Rn

définies par :

φt(x0) = φ(t, x0),
où φ(t, x0) est la solution de (1.3) telle que φ(0, x0) = x0.

4



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.5 Points d’équilibre et Linéarisation

1.5.1 Points d’équilibre

Définition 1.4

On appelle point d’équilibre ou point critique du système (1.2) tout point x0 ∈ Rn tel que :

F (x0) = 0.

Remarque 1.1

Un point qui n’est pas critique est dit régulier.

1.5.2 Linéarisation des systèmes

Les systèmes qui modélisent des phénomènes naturelles sont généralement non linéaires. Afin d’étudier

le comportement des trajectoires de ces systèmes, on se ramène à l’étude de ses systèmes linéarisés associés.

definition 1.5

Considérons le système différentiel linéaire du système (1.2), Le système

ẋ = Ax, (1.3)

oú A = DF (x0) =
(

∂Fi

∂xj
(x0)

)
1≤i,j≤n

, est appelé matrice jacobienne associée au système

(1.2) en x0.

Exemple 1.2

soit le système non linéaire suivant :ẋ = x(2 − x − y),
ẏ = x − y.

(1.4)

Les points d’équilibre de ce système sont : (0, 0) et (1, 1).

La matrice du système linéarisé est donnée par :2 − 2x − y −x
1 1

 .

La matrice jacobienne associée à (1.4) calculée en (0, 0) est

DF (0, 0) =
2 0

1 −1

 ,

et la matrice jacobienne associée à (1.4) calculée en (1, 1) est

5



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

DF (1, 1) =
−1 −1

1 −1

 .

Les systèmes linéaires du système (1.4) sont :

• au point (0, 0) ẋ = 2x,

ẏ = x − y,

• au point (1, 1) ẋ = −x − y,

ẏ = x − y.

Définition 1.6

Le point critique x0 est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres de la matrice jacobienne

Df (x0) n’a de partie réelle nulle.

Remarque 1.2

La linéarisation d’un système différentiel nous amène à l’étude de la nature des points critiques.

1.5.3 Classification et nature des points d’equilibre : Cas des systèmes li-

néaires

Définition 1.7

Soit le système différentiel linéaire (1.4), où A est une matrice constante inversible, et λ1, ...., λn

sont les valeurs propres de la matrice A.

• Si les valeurs propres λ1, ...., λn sont réelles non nulles et de signe différent, le point critique

x = x0 est un point selle, il est toujours instable.

• Si les valcurs propres λ1, ...., λn sont réclles non nulles ct de même signe on a trois cas :

1. Si λi < 0 pour tout i = 1, . . . , n, le point critique x = x0 est un nœud stable.

2. Si 0 < λi pour tout i = 1, . . . , n, le point critique x = x0 est un nœud instable.

3. Si λ1 = λ2 = · · · = λn = λ, le point critique x = x0 est un nœud propre, il est

stable si λ < 0 et instable si λ > 0.

• Si les valeurs propres λ1, . . . , λn sont complexes conjuguées avec Im(λi) ̸= 0 et i =
1, . . . , n, alors le point critique x = x0 est un foyer. Il est stable si Re(λi) < 0 et instable

si Re(λi) > 0 pour tout i = 1, . . . , n.

• Si les valeurs propres λ1, . . . , λn sont imaginaires pures avec Im(λi) ̸= 0 et Re(λi) = 0
pour tout i = 1, . . . , n, alors le point critique x = x0 est un centre et il est stable mais pas

asymptotiquement stable.

6



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.5.4 Classification et nature des points d’équilibre : Cas des systèmes non

linéaires

On considère le système non linéaire autonome (1.3) et son système linéarisé associé (1.4), le point

x0 est appelé :

• Puits si toutes les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles négatives.

• Source si toutes les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles positives.

• Selle s’il est hyperbolique et si la matrice A a au moins une valeur propre avec la partie réelle

négative et au moins une valeur propre avec la partie réelle positive.

1.6 Portrait de phase

Soit le système différentiel de la forme

ẋ = P (x, y),
ẏ = Q(x, y),

(1.5)

où P et Q sont des polynômes en x et y à coefficients réels de degré d. Les solutions (x(t), y(t))
du système ci-dessus représentent dans le plan (x,y) des courbes appelées orbites.

Définition 1.8

Les points critiques du système (1.5) sont des solutions constantes et la figure complète des orbites

du système, ainsi que ces points critiques représentés dans le plan (x, y), s’appelle le portrait de phase.

Le plan (x, y) est appelé le plan de phase.

1.7 Orbite périodique et cycle limite

Définition 1.9

On appelle solution périodique toute solution x = ϕ(t) du système (1.5) telle qu’il existe un nombre

T > 0 vérifiant :

ϕ(t + T ) = ϕ(t) (1.6)
Le plus petit réel T > 0 qui vérifie (1.7) est appelé période.

Définition 1.10

Un cycle limite C du système (1.5) est une trajectoire fermée isolée dans l’espace des phases. Ceci

signifie qu’il existe un voisinage de C dans lequel il n’ya pas d’autre courbes fermées. Quand toutes les

trajectoires voisines approchent du cycle limite C lorsque t → +∞, il est dit stable ou attractif, si

7



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

en revanche toutes les trajectoires voisines s’éloignent du cycle limite C lorsque t → −∞, il est dit

instable ou non attractif.

1.8 Quelques formules mathématiques

Dans notre étude, nous allons utiliser les fornules suivantes et pour plus de details voir [1].

•
∫ 2π

0
cosi θ sinj θ dθ



̸= 0, si i et j pair,
= 0, si i ou j impair,
= παk

2k−1k!, si i = 2k, j = 0,

= παk

2k(k+1)!, si i = 2k, j = 2,

= 3παk

2k+1(k+2)!, si i = 2k, j = 4,

= 15παk

2k+2(k+3)!, si i = 2k, j = 6,

(1.7)

où αk = 1 · 3 · 5 · · · (2k − 1), αk+1 = (2k − 1)αk.

•
∫ 2π

0
cosi θ sinj θ sin(2l + 1)θ dθ



̸= 0, si i pair et j impair,
= 0, si i impair ou j pair,
= πCi,l, i pair, j = 1 et 1 ≥ 0,

= πC̃i,l, i pair, j = 3 et 1 ≥ 0,

(1.8)

•
∫ 2π

0
cosi θ sinj θ cos(2lθ) dθ



̸= 0, si i impair et j pair,
= 0, si i pair ou j impair,
= πki,l, i impair, j = 1 et 1 ≥ 0,

= πk̃i,l, i impair, j = 3 et 1 ≥ 0,

(1.9)

où Ci,l, C̃i,l, Ki,l, k̃i,l sont des constantes non nulles.

•
∫ θ

0
cosi t sin t dt = 1

i + 1(1 − cosi+1 θ) (1.10)

•
∫ θ

0
cosi t sin3 t dt = 2

(i + 1)(i + 3) − 1
i + 1cosi+1θ+ 1

i + 3cosi+3θ. (1.11)
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CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

•
∫ θ

0
cos2i+1 t sin2 t dt =

i+1∑
l=0

γ̃i,l sin(2l + 1)θ, (1.12)
ou :

γ̃i,l =
γi,l − γi+1,l 0 ≤ l ≤ i,

−γi+1,l l = i + 1.

•
∫ θ

0
cos2 t sin2 t dt = 1

8θ − 1
32 sin(4θ). (1.13)

•
∫ θ

0
sin4 t dt = 3

8θ − 1
4 sin(2θ) + 1

32 sin(4θ). (1.14)

•
∫ 2π

0
sin4 t dt = 3π

4 . (1.15)
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Chapitre 2

Théorie de moyennisation

2.1 Introduction

L’approche de la moyennisation constitue un outil mathématique classique pour analyser les compor-

tements dynamiques des systèmes non linéaires, dans le cadre de la recherche de trajectoires périodiques.

Trouver des solutions périodiques à un système différentiel est en général une tâche complexe, sou-

vent hors de portée par des méthodes directes. La méthode de la moyennisation permet de transformer

cette difficulté en un problème plus accessible : la recherche des racines d’un système algébrique non

linéaire. Cette approche est aujourd’hui l’une des plus courantes, dans l’analyse qualitative des systèmes

dynamiques.

L’origine de cette méthode remonte aux travaux de Krylov et Bogoliubov en (1937)

[3], Bogoliubov et Mitropolskii (1961) [2]. Elle a été développée parVerhulst [13],

Sanders et Verhulst [12], Malkin (1956) [9], Roseau (1966) [11], Llibre et
Buica (2004) [4].

Le principe fondamental repose sur l’étude d’une équation différentielle perturbée que l’on peut ex-

primer sous la forme :
dx

dt
= εf (t, x, ε) (2.1)

où t ∈ R, x ∈ Rn, ε < 1 et f est T -périodique en t. L’objectif est alors de déterminer l’équation

moyennée :
dx

dt
= εF (x), (2.2)

où

F (x) = 1
T

∫ T

0
f (t, x, 0)dt,

et de rechercher les solutions périodiques de l’équation (2.1) à travers celle de l’équation moyennée (2.2).

10
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Ce chapitre est dédié à la présentation des principaux résultats associés à cette méthode, qui sera

exploitée dans le reste du mémoire pour l’étude des systèmes considérés.

2.2 Méthode de moyennisation du premier ordre

Ce théorème donne une approximation du premier ordre pour les solutions périodiques des systèmes

différentiels périodiques.

théorème 2.1
Soit le système différentiel suivant :

ẋ(t) = dx

dt
= εF1(t, x) + ε2R(t, x, ε) (2.3)

Où F1 : R × D → Rn, R : R × D×] − εf , εf [→ Rn, sont des fonctions

continues, T -périodiques en la première variable et D un sous ensemble ouvert de Rn. Nous

définissons

F10 : D → Rn comme suit :

F10(z) = 1
T

∫ T

0
F1(s, z) ds (2.4)

Supposons que :

(i) F1 et R sont localement lipschitziennes par rapport à x.

(ii) Pour a ∈ D avec F10(a) = 0, il existe un voisinage V de a tel que F10(z) ̸= 0
,pour tout z ∈ V̄ a et det(DzF10(a)) ̸= 0.

Alors, pour |ε| > 0 suffisamment petit, il existe une solution φ(t, ε) du système (2.3)

T -périodique isolée telle que φ(0, ε) → a quand ε → 0.

Exemple 2.1

Soit l’équation de Van Der Pol :

ẍ + x = ε(1 − x2)ẋ, (2.5)

11



CHAPITRE 2. THÉORIE DE MOYENNISATION

L’équation peut s’écrire sous la forme du système différentiel suivant : ẋ = y,
ẏ = −x + ε(1 − x2)y.

(2.6)

En coordonnées polaires x = rcosθ, y = rsinθ, le système perturbé (2.6) s’écrit sous la forme : ṙ = εr sin2 θ(1 − r2 cos2 θ)sin2θ,

θ̇ = −1 + ε(1 − r2 cos θ) sin θ cos θ.
(2.7)

on a : 1
1 − x

= 1 + x + x2 + O(x2), |x| < 1.

On pose :

x = ε(1 − r2 cos2 θ) sin θ cos θ,

Donc :

dr

dθ
= εr sin2 θ(1 − r2 cos2 θ) + O(ε2) = εF1(θ, r) + O(ε3). (2.8)

De (2.4) on obtient :

F10(r) = 1
T

∫ T

0
F1(θ, r) dθ = 1

2π

∫ 2π

0
rsin2θ(1 − r2cos2θ)dθ = 1

8r(r2 − 4).

Les cycles limites possibles pour l’équation (2.6) sont donnés par les racines positives de l’équation :

F10(r) = 1
8r(r2 − 4) = 0. (2.9)

Alors

F10(r) = 0 ⇒ r = 2 > 0,

et

F ′
10(r) = 3

8r2 − 1
2 ⇒ F ′

10(2) = 1 ̸= 0.

D’après le Théorème 2.1 le système (2.6) possède un seul cycle limite, pour|ε| > 0 suffisam-

ment petit .
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2.3 Méthode de moyennisation du deuxième ordre

le théorème suivant prouve une approximation du second ordre pour les solutions des certains systèmes

différentiels périodiques.

Théorème 2.2
Soit le système différentiel suivant :

ẋ(t) = dx

dt
= εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3R(t, x, ε), (2.10)

Où F1, F2 : R × D → Rn, R : R × D×] − εf , εf [→ Rn, sont des fonctions

continues, T -périodiques par rapport à t. D est un sous ensemble ouvert de Rn.

On dé nit F10, F20 : D → Rn telle que :

F10(z) = 1
T

∫ T

0
F1(s, z) ds, (2.11)

et

F20(z) = 1
T

∫ T

0

[
DzF1(s, z)

∫ s

0
F1(t, s) dt + F2(s, z)

]
ds (2.12)

Supposons que :

(i) Pour tout ∀t ∈ R, F1 ∈ C1, F1, F2, R et DxF1 sont localement lipschitziens par

rapport à x. R est différentiable par rapport à ε.

(ii) Pour V ⊂ D, un sous ensemble ouvert borné de Rn, et ∀ε ∈]−εf , εf [\0, il existe

aε ∈ V tel que :

F10(aε) + εF20(aε) = 0, et det (F ′
10(aε) + εF ′

20(aε)) ̸= 0.

Alors, pour |ε| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T -périodique isolée φ(0, ε) de

l’équation (2.10), telle que φ(0, ε) = aε.
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Remarques 2.1

— Si F10 n’est pas identiquement nulle, alors les racines simples positives de F10 + εF20
sont principalement les racines simples positives de F10 pour ε suffisamment petit. Dans

ce cas, le résultat précédent fournit la théorie

de la moyennée du premier ordre.

— Si F10 est identiquement nulle et F20 n’est pas identiquement nulle, alors les racines

simples positives de F10 + εF20 sont principalement les racines simples positives

de F20 pour ε suffisamment petit. Dans ce cas, le résultat précédent fournit la théorie de

la moyennée du second ordre.

Exemple 2.2

Soit le système différentiel

 ẋ = −y + ε(y2 + 8xy − 2x2) + ε2ax,
ẏ = x + 4εxy + ε2ay.

(2.13)

En coordonnées polaires, le système (2.13)peut s’écrire : ṙ = εr (8r cos2 θ sin θ − 7r cos3 θ + 5r cos θ + εa) ,

θ̇ = 1 − εrsinθ − 7εr cos2 θ sin θ + 8εr cos θ − 8εr cos θ,

d’où :

dr

dθ
= εr (8r cos2 θ sin θ − 7r cos3 θ + 5r cos θ + εa)

1 − εr sin θ + 7εr cos2 θ sin θ + 8εr cos θ − 8εr cos θ
,

ou bien :

dr

dθ
= − r2 cos θ(−8 cos θ sin θ + 7 cos2 θ − 5)ε + r

(
− 15r2 cos5 θ sin θ

+ 5 cos θ sin θ + 22r2 cos3 θ sin θ + 112r2 cos6 θ − 160r2 cos4 θ

+ 48r2 cos2 θ + a
)
ε2 + O(ε3)

Cette équation est de la forme (2.10) avec :

F1(θ, r) = −r2 cos θ(−8 cos θ sin θ + 7 cos2 θ − 5),

F2(θ, r) = r(−15r2 cos5 θ sin θ + 5 cos θ sin θ + 22r2 cos3 θ sin θ

+ 112r2 cos6 θ − 160r2 cos4 θ + 48r2 cos2 θ + a),

14



CHAPITRE 2. THÉORIE DE MOYENNISATION

F3(θ, r, ε) = O(ε3).

Donc nous allons appliquer le Théorème précédent.

F10(r) = −r2

2π

∫ 2π

0
cos θ

(
−8 cos θ sin θ + 7 cos2 θ − 5

)
dθ = 0,

et

∂F1

∂r
(θ, r) = −2r cos θ

(
−8 cos θ sin θ + 7 cos2 θ − 5

)
,

∫ s

0
F1(r, s)ds = r2

3
(
8 − 8 cos3 θ + 7 sin θ cos2 θ + sin θ

)
,

On trouve

f20(r) = 1
2π

∫ 2π

0

∂F1

∂r
(θ, r)

∫ θ

0
F1(s, r)ds + F2(θ, r)

 dθ,

= r(a − r2).
1. Si a > 0, l’équation f20(r) = 0 a une seule racine positive et d

drf20 = −2a ̸= 0. Alors

le système différentiel (2.13) a un cycle limite d’amplitude r =
√

a car :

d

dr
f20(

√
a) = −2a < 0.

2. Si a ≤ 0, alors l’équation f ′
20(r) = 0 n’a pas de racine, donc le système différentiel (2.13) n’a

pas de cycle limite.
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Chapitre 3

Nombre de cycles limites issus

d’un centre linéaire dans les

systèmes de Kukles généralisés

3.1 Introduction et résultats principaux

Dans [7], les auteurs se sont intéressés à déterminer, à l’aide de la méthode de moyennisation, le

nombre de cycles limites pouvant émerger des trajectoires périodiques autour d’un centre linéaire pour

un système polynomial de kukles s’écrivant sous la formeẋ = y,

ẏ = −x − f (x) − g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

(3.1)

où les polynômes f (x), g(x) et h(x) sont de degré n1,n2,n3. d0 ̸= 0 est un nombre réel.

Il a été démontré que ce système peut engendrer jusqu’à λ∗
1 = max

{⌊
n2
2
⌋
, 1
}

cycles limites à

l’aide de la première approximation de la méthode de moyennisation, et jusqu’à

λ∗
2 = max

{ ⌊
n1

2

⌋
+
⌊
n2 − 1

2

⌋
,
⌊
n1 + 1

2

⌋
,
⌊
n3 + 3

2

⌋
,
⌊
n2 + 1

2

⌋
+
⌊
n3

2

⌋ ⌊
n1 − 1

2

⌋
,⌊

n3 + 1
2

⌋
+
⌊
n2

2

⌋
, 1

}
En employant la deuxième approximation.
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CHAPITRE 3. NOMBRE DE CYCLES LIMITES ISSUS D’UN CENTRE LINÉAIRE DANS LES SYSTÈMES
DE KUKLES GÉNÉRALISÉS

Ce chapitre est consacré à l’analyse du nombre maximal de cycles limites pour une généralisation du

système de kukles, exprimée par

ẋ = −y + l(x)y,

ẏ = x − f (x) − g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

(3.2)

où l(x) = εl1(x) + εl2(x), f (x) = f1(x) + ε2f2(x), g(x) =
εg1(x) + εg2(x), h(x) = εh1(x) + εh2(x) et di

0 = εd1
0 + ε2d2

0 où

l1(x), f1(x), g1(x), h1(x) et f2(x) sont de même degrés n , di
o ̸= 0 est un nombre réel

pour tout i = 1, 2 et ε est un petit paramètre. Les principaux résultats de ce travail sont exposés dans

les Théorèmes 3.1 et 3.2.

3.2 Application de la méthode de moyennisation du premier

ordre

Dans cette section, en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre, nous étudions le nombre

maximal de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x.
d’une classe de systèmes différentiels de la forme :


ẋ = −y + εl1(x)y,

ẏ = x − ε
(
f1(x) + g1(x)y + h1(x)y2 + d1

0y
3) ,

(3.3)

Où l1(x), f1(x), g1(x) et h1(x) sont de degrés n , d1
0 ̸= 0 et ε est un petit paramètre.

Théorème 3.1
Pour |ε| > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent du

centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre

est

λ1 = max
{⌊

n

2

⌋
, 1
}

.
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DE KUKLES GÉNÉRALISÉS

Preuve du Théorème 3.1

Pour appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre, on écrit le système en coordonnées

polaires (r, θ) où x = r cos θ, y = r sin θ, et r > 0.

Nous prenons

l1(x) =
n∑

i=0
eix

i, f1(x) =
n∑

i=0
aix

i, g1(x) =
n∑

i=0
bix

i, h1(x) =
n∑

i=0
cix

i.

le système (3.3) devient :



ṙ = ε

 n∑
i=0

eir
i+1 cosi+1 θ sin θ −

n∑
i=0

air
i cosi θ sin θ

−
n∑

i=0
bir

i+1 cosi θ sin2 θ −
n∑

i=0
cir

i+2 cosi θ sin3 θ − d1
0r

3 sin4 θ

 ,

θ̇ = −1 + ε

r

 n∑
i=0

ri+1ei cosi sin2 θ +
n∑

i=0
air

i cosi+1 θ

+
n∑

i=0
bir

i+1 cosi+1 θ sin θ +
n∑

i=0
cir

i+2 cosi+1 θ sin2 θ + d1
0r

3 cos θ sin3 θ

 .

(3.4)
Considérons maintenant θ comme nouvelle variable indépendante, le système (3.1) s’écrit sous la

forme suivante :
dr

dθ
= εF1(r, θ) + o(ε2),

0ù

F1(r, θ) = (
n∑

i=0
eir

i+1 cosi+1 θ sin θ −
n∑

i=0
air

i cos4 θ sin θ −
n∑

i=0
bir

i+1 cosi θ sin2 θ

−
n∑

i=0
cir

i+2 cosi θ sin3 θ − d1
0r

3 sin4 θ

 .
(3.5)
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Alors

F10(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F1(r, θ) dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

 n∑
i=0

eir
i+1 cosi+1 θ sin θ −

n∑
i=0

air
i cosi θ sin θ −

n∑
i=0

bir
i+1 cosi θ sin2 θ −

n∑
i=0

cir
i+2 cosi θ sin3 θ − d1

0r
3 sin4 θ

dθ.

pour calculer l’expression exacte de F10(r) nous utilisons les expressions dans (1.7) . Nous obtenons

F10(r) = −1
2π

∫ 2π

0


⌊n

2 ⌋∑
i=0

b2ir
2i cos2i θ sin2 θ + d1

0r
3 sin4 θ

 dθ,

= −r


⌊n

2 ⌋∑
i=0

b2ir
2i αi

2i+1(i + 1)! + 3
8d1

0r
2

 ,

où αi = 3.5...(2i − 1).

Donc le polynôme F10(r) possède au plus λ1 = max
{⌊

n
2
⌋
, 1
}

racines réelles positives, alors

le système (3.3) a λ1 cycles limites. Par conséquent, le Théorème 3.1 est démontré.
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Exemple 3.1
Soit le systèmeẋ = −y + ε (y + yx2) ,

ẏ = x + ε (−x − x2 − 2y + 3yx + 5yx2 − 2y2x − y2x2 + y3) .
(3.6)

L’équation moyennée du premier ordre est

F10(r) = r
(
r2 − 1

)
, (3.7)

qui a exactement une seule racine positive r1 = 1. Nous concluons donc que le système (3.6) a

un seule cycle limite.

Figure 3.1 – Cycle limite pour ε = 0.001
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3.3 Application de la méthode de moyennisation du deuxieme

ordre

Dans cette section, en utilisant la théorie de moyennisation du deuxième ordre, nous étudions le nombre

maximal de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x
d’une classe des systèmes différentiels de la forme


ẋ = −y + εl1(x)y + ε2l2(x)y,

ẏ = x − ε(f1(x) + g1(x)y + h1(x)y2 + d1
0y

3)
−ε2(f2(x) + g2(x)y + h2(x)y2 + d2

0y
3)

(3.8)

oú li(x), fi(x), gi(x) et hi(x) sont des polynomes de degre n, d2
0 ̸= 0 , 1≤ i ≤ 2 et

ε est un petit paramètre .

Théorème 3.2
Pour |ε| > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent du centre

linéaire ẋ = −y, ẏ = x, en utilisant la méthode de moyennisation du second ordre est

λ2 = max
{

1,
⌊
n − 1

2

⌋
+
⌊
n + 1

2

⌋
,
⌊
n

2

⌋
+
⌊
n − 1

2

⌋
,
⌊
n + 3

2

⌋ }

Preuve du théorème 3.2

Pour appliquer la méthode de moyennisation du second ordre, on écrit le système (3.8) en coordonnées

polaires (r, θ) où :

x = r cos θ

y = r sin θ
; r > 0 avec


ṙ = xẋ + yẏ

r

θ̇ = xẏ − yẋ

r2

Nous prenons

l2(x) =
n∑

i=0
vix

i, f2(x) =
n∑

i=0
pix

i, g2(x) =
n∑

i=0
qix

i, h2(x) =
n∑

i=0
six

i.

Le système (3.8) devient :
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

ṙ =ε

 n∑
i=0

eir
i+1 cosi+1 θ sin θ −

n∑
i=0

air
i cosi θ sin θ

−
n∑

i=0
bir

i+1 cosi θ sin2 θ −
n∑

i=0
cir

i+2 cosi θ sin3 θ − d1
0r

3 sin4 θ


+ ε2

 n∑
i=0

vir
i+1 cosi+1 θ sin θ −

n∑
i=0

pir
i cosi θ sin θ

−
n∑

i=0
qir

i+1 cosi θ sin2 θ −
n∑

i=0
sir

i+2 cosi θ sin3 θ − d2
0r

3 sin4 θ

 ,

θ̇ =1 − ε

r

 n∑
i=0

eir
i+1 cosi θ sin2 θ +

n∑
i=0

air
i cosi+1 θ

+
n∑

i=0
bir

i+1 cosi+1 θ sin θ +
n∑

i=0
cir

i+2 cosi+1 θ sin3 θ + d1
0r

3 sin3 θ cos θ


− ε2

r

 n∑
i=0

vir
i+1 cosi θ sin2 θ +

n∑
i=0

pir
i cosi+1 θ

+
n∑

i=0
qir

i+1 cosi+1 θ sin θ +
n∑

i=0
sir

i+2 cosi+1 θ sin3 θ + d2
0r

3 sin3 θ cos θ

 .

(3.9)
Considérons maintenant θ comme nouvelle variable indépendante, le système (3.9) s’écrit sous la

forme suivant :

dr

dθ
= εF1(θ, r) + ε2F2(θ, r) + O(ε3),

où :

F1(r, θ) =
n∑

i=0
eir

i+1 cosi+1 θ sin θ−
n∑

i=0
air

i cosi θ sin θ−
n∑

i=0
bir

i+1 cosi θ sin2 θ

−
n∑

i=0
cir

i+2 cosi θ sin2 θ − di
0r

3 sin4 θ, (3.10)

22



CHAPITRE 3. NOMBRE DE CYCLES LIMITES ISSUS D’UN CENTRE LINÉAIRE DANS LES SYSTÈMES
DE KUKLES GÉNÉRALISÉS

et

F2(r, θ) =
n∑

i=0
vir

i+1 cosi+1 θ sin θ−
n∑

i=0
pir

i cosi θ sin θ−
n∑

i=0
qir

i+1 cosi θ sin2 θ

−
n∑

i=0
sir

i+2 cosi θ sin2 θ−di
0r

3 sin4 θ+
( n∑

i=0
cir

i cosi+1 θ sin θ−
n∑

i=0
air

i−1 cosi θ sin θ

−
n∑

i=0
bir

i cosi θ sin2 θ−
n∑

i=0
cir

i+1 cosi θ sin2 θ−di
0r

2 sin4 θ
)
×
( n∑

i=0
cir

i+1 cosi θ sin2 θ

−
n∑

i=0
air

i−1 cosi+1 θ −
n∑

i=0
bir

i+1 cosi+1 θ sin θ −
n∑

i=0
cir

i+2 cosi+1 θ sin2 θ−

d1
0r

3 sin3 θ cos θ
)
. (3.11)

Pour calculer F20(r), prenant F10(r) identiquement nulle ce qui équivaut à

F10(r) ≡ 0 ⇔
b2 = −3d1

0, si i = 1,

b2i = 0, si 0 ≤ i ≤
[

n
2
]

et i ̸= 1.
(3.12)

En remplaçant l’expression (3.12) dans (3.10) et (3.11) on obtient :

F1(r, θ) =
n∑

i=0
cir

i+1 cosi+1 θ sin θ −
n∑

i=0
air

i cosi θ sin θ −
|n−1

2 |∑
i=0

b2i+1r
2i+2 cos2i+1 θ

sin2 θ −
n∑

i=0
cir

i+2 cosi θ sin3 θ − di
0r

3 (−3 cos2 θ sin2 θ + sin4) .

(3.13)

F2(r, θ) =
n∑

i=0
vir

i+1 cosi+1 θ sin θ−
n∑

i=0
pir

i cosi θ sin θ−
n∑

i=0
qir

i+1 cosi θ sin2 θ

−
n∑

i=0
sir

i+2 cosi θ sin3 θ−d2
0r

3 sin4 θ+
 n∑

i=0
cir

i cosℓ+1 θ sin θ −
n∑

i=0
air

i−1 cosi θ sin θ

−
⌈n

2 ⌉∑
i=0

b2i+1r
2i+1 cos2i+1 θ sin2 θ −

n∑
i=0

cir
i+1 cosi θ sin3 θ

−d1
0
(
r2 sin4 θ − 3 cos2 θ sin2 θ

))
×
 n∑

i=0
cir

i+1 cosi θ sin2 θ −
n∑

i=0
air

i−1 cosi+1 θ

−
⌈n

2 ⌉∑
i=0

b2i+1r
2i+2 cos2i+2 θ sin θ −

n∑
i=0

cir
i+2 cosi+1 θ sin2 θ

−di
0r

3 (sin2 θ cos θ − 3 cos3 θ sin θ
))

. (3.14)

Alors

23



CHAPITRE 3. NOMBRE DE CYCLES LIMITES ISSUS D’UN CENTRE LINÉAIRE DANS LES SYSTÈMES
DE KUKLES GÉNÉRALISÉS

d

dr
F1(r, θ) =

n∑
i=0

ei(i+1)ri cosi+1 θ sin θ−
n∑

i=0
aiir

i−1 cosi θ sin θ−
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

b2i+1(2i+2)r2i+1

cos2i+1 θ sin2 θ−
n∑

i=0
ci(i+2)ri+1 cosi θ sin3 θ−3r2d1

0r
2(−3 cos2 θ sin2 θ+sin4 θ).

(3.15)
Et

y(θ, r) =
∫ θ

0
F1(s, r)ds,

Pour calculerl’expression de y(θ, r) nous utilisons les expressions (1.10) , (1.11),(1.12),
(1.13) et (1.14).Nous obtenons

y(θ, r) =
n∑

i=0

eir
i+1
( 1

i + 2
(
1 − cosi+2 θ

))
+

n∑
i=0

air
i
( 1

i + 1
(
1 − cosi+1 θ

))

−
⌊ n−1

2 ⌋∑
i=0

b2i r2i+2 γ̃i,ℓ sin(2ℓ + 1)θ −
n∑

i=0

cir
i+2
(

2
(i + 1)(i + 3) − 1

i + 1 cosi+1 θ + 1
i + 3 cosi+3 θ

)
− r3d0

(
sin(4θ)

8 − sin(2θ)
4

)
(3.16)

où

γ̃i,l =
γi−ℓ − γi+ℓ 0 ≤ ℓ ≤ i,

−γℓ−i ℓ = i + 1.

Maintenant, nous déterminons la fonction correspondante

F20(r) = F 1
20(r) + F 2

20(r),
Telle que

F 1
20(r) = 1

2π

∫ 2π

0
d

dr
F1(r, θ)y(0, r) dθ,

F 2
20(r) = 1

2π

∫ 2π

0
F2(0, r) dθ.

Dans les Lemmes qui suivant, nous calculons les intégrales F 1
20(r) et F 2

20(r).
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Lemme 3.1
L’intégrale F 1

20(r) est un polynôme de la variable r donnée par

F 1
20(r) =

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
r2i+2j+3N1 +

⌊n
2 ⌋∑

i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
r2i+2j+1N2

+
⌊n

2 ⌋∑
i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
r2i+2j+3N3 +

⌊n
2 ⌋∑

i=0
r2i+2j+3N4

+
⌊n−1

2 ⌋∑
j=0

r2i+3N5 +
⌊n

2 ⌋∑
i=0

r2i+5N6 (3.17)

où

N1 = e2i+1b2j+1

 (2j + 1)αi+j+2

(2i + 3)2i+j+3(i + j + 3)! − (i + 1)
i+1∑
l=0

γ̃i,lCi,l

 ,

N2 = −a2ib2j+1

 (2j + 2)αi+j+1

(2i + 1)2i+j+2(i + j + 2)! + i
i+1∑
l=0

γ̃i,lCi,l

 ,

N3 = −c2ib2j+1

 (2j + 2)(10i + 4j + 15)αi+j+1

(2i + 1)(2i + 3)2i+j+3(i + j + 3)! + (i + 1)
i+1∑
l=0

γ̃i,lCi,l

 ,

N4 = e2i(2i + 1)d1
0

 9αi

2i+3(i + 3)! + 2K2i+1,1 − K2i+1,2

16

 ,

N5 = a2i+1(2i + 1)d1
0

 9αi

2i+3(i + 3)! + K2i+1,2 − 2K2i+1,2

16

 ,

N6 = c2i+1d
1
0

(90i + 45)αi

2i+4(i + 4)! + (2i + 3)
K̃2i+1,2 − 2K̃2i+1,1

16

 .
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Preuve 1

Des expressions (3.15) et (3.16) nous avons

F 1
20(r) = 1

2π

∫ 2π

0
d

dr
F1(θ, r)y(θ, r)dθ

= 1
2π

 n∑
i=0

n∑
j=0

eiejr
i+j+1 (j + 1)

(i + 2)
∫ 2π

0
cosj+1 θ sin θdθ

−
n∑

i=0

n∑
j=0

eiaj
ri+jj

(i + 2)
∫ 2π

0
cosj θ sin θdθ

−
n∑

i=0

[n−1
2 ]∑

j=0
eib2j+1

ri+2j+2(2j + 2)
(i + 2)

∫ 2π

0
cos2j+1 θ sin2 θdθ

−
n∑

i=0

n∑
j=0

eicj
ri+j+2(j + 2)

(i + 2)
∫ 2π

0
cosj θ sin3 θdθ

−
n∑

i=0
ei

3ri+3

(i + 2)d1
0

∫ 2π

0

(
−3 cos2 θ sin2 θ + sin4 θ

)
dθ

−
n∑

i=0

n∑
j=0

eiej
ri+j+1(j + 1)

(i + 2)
∫ 2π

0
cosi+j+3 θ sin θdθ

−
n∑

i=0

n∑
j=0

eiaj
ri+j−1j

(i + 2)
∫ 2π

0
cosi+j+2 θ sin θdθ

+
n∑

i=0

[n−1
2 ]∑

j=0
eib2j+1

ri+2j+2(2j + 2)
(i + 2)

∫ 2π

0
cosi+2j+3 θ sin2 θdθ

+
n∑

i=0

n∑
j=0

eicj
ri+j+2(j + 2)

(i + 2)
∫ 2π

0
cosi+j+2 θ sin3 θdθ

+
n∑

i=0
ei

3ri+3

(i + 2)d1
0

∫ 2π

0

(
−3 cosi+4 θ sin2 θ + cosi+2 θ sin4 θ

)
dθ

−
n∑

i=0

n∑
j=0

aiej
ri+j

(i + 1)
∫ 2π

0
cosj+1 θ sin θdθ

+
n∑

i=0

n∑
j=0

aiaj
ri+j−1j

(i + 1)
∫ 2π

0
cosj θ sin θdθ


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+
n∑

i=0

⌈n−1
2 ⌉∑

j=0
aib2j+1

ri+2j+1(2j + 1)
(i + 1)

∫ 2π

0
cos2j+1 θ sin2 θdθ +

n∑
i=0

n∑
j=0

ai

cj
ri+j+1(j + 2)

(i + 1)
∫ 2π

0
cosj θ sin3 θdθ +

∫ 2π

0
cosj θ sin3 θdθ

n∑
i=0

ai
3ri+2

(i + 1)d1
0

∫ 2π

0

(
−3 cos2 θ sin2 θ + sin4 θ

)
dθ +

n∑
i=0

n∑
j=0

aiej
ri+j(j + 1)

(i + 1)
∫ 2π

0
cosi+j+2 θ sin θdθ−

n∑
i=0

n∑
j=0

aiaj
ri+j−1j

(i + 1)
∫ 2π

0
cosi+j+1 θ sin θdθ −

n∑
i=0

⌈n−1
2 ⌉∑

j=0
aib2j+1

ri+2j+1(2j + 2)
(i + 1)∫ 2π

0
cosi+2j+2 θ sin2 θdθ −

n∑
i=0

n∑
j=0

aicj
ri+j+1(j + 2)

(i + 1)∫ 2π

0
cosi+j+1 θ sin3 θdθ −

n∑
i=0

ai
3ri+2

(i + 1)d1
0

∫ 2π

0

(
−3 cosi+3 θ sin2 θ + cosi+1 θ sin4 θ

)
dθ

−
⌈n−1

2 ⌉∑
i=0

n∑
j=0

b2i+1ej

i+1∑
n=0

γ̃i,nr2i+j+2(j + 1)
∫ 2π

0
sin(2 + 1)θ sin θ cosj+1 θdθ+

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0

n∑
j=0

b2i+1aj

i+1∑
n=0

γ̃i,nr2i+j+1j
∫ 2π

0
sin(2ℓ + 1)θ sin θ cosj θdθ +

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0

b2i+1b2j+1
i+1∑
n=0

γ̃i,ℓr
2i+2j+2(j + 2)

∫ 2π

0
sin(2ℓ + 1)θ sin2 θ cos2j+1 θdθ +

⌈n−1
2 ⌉∑

i=0
n∑

j=0
b2i+1cj

n+1∑
n=0

γ̄i,nr2i+j+3(j + 2)
∫ 2π

0
sin(2ℓ + 1)θ sin3 θ cosj θdθ+

⌈n−1
2 ⌉∑

i=0
b2i+1

i+1∑
n=0

γ̄i,ℓ3r2i+4d1
0

∫ 2π

0
sin(2l + 1)θ

(
−3 cos2 θ sin2 θ + sin4 θ

)
dθ

− 2
n∑

i=0

n∑
j=0

ci4ej
ri+j+2(j + 1)
(i + 1)(i + 3)

∫ 2π

0
cosj+1 θ sin θdθ + 2

n∑
i=0

n∑
j=0

ciaj
ri+j+1j

(i + 1)(i + 3)
∫ 2π

0
cos4 θ sin θdθ + 2

n3∑
i=0

⌊n2−1
2 ⌋∑

j=0
cib2j+1

ri+2j+2(2j + 2)
(i + 1)(i + 3)

∫ 2π

0
cos2j+1 θ sin3 θ dθ
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+ 2
n∑

i=0

n∑
j=0

cicj
ri+j+1(j + 2)
(i + 1)(i + 3)

∫ 2π

0
cosj θ sin3 θ dθ + 6

n∑
i=0

ci
ri+4

(i + 1)(i + 3)d1
0

∫ 2π

0

(
−3 cos2 θ sin2 θ + sin4 θ

)
dθ +

n∑
i=0

n∑
j=0

ciej
ri+j+2(j + 1)

(i + 1)
∫ 2π

0
cosi+j+1 θ dθ

−
n∑

i=0

n∑
j=0

ciaj
ri+j+1j

(i + 1)
∫ 2π

0
cosi+j+1 θ sin θ dθ −

n∑
i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
cib2j+1

ri+2j+3(2j + 2)
(i + 1)∫ 2π

0
cosi+2j+2 θ sin2 θ dθ −

n∑
i=0

n3∑
j=0

cicj
ri+j+3(j + 2)

(i + 1)
∫ 2π

0
cosi+j+1 θ sin3 θ dθ

−
n∑

i=0
ci

3ri+4

(i + 1)d0
0

∫ 2π

0

(
−3 cosi+3 θ sin2 θ + cosi+1 θ sin4 θ

)
dθ

−
n3∑

i=0

n∑
j=0

ciej
ri+j+3(j + 1)

(i + 3)
∫ 2π

0
cosi+j+4 θ sin θ dθ +

n3∑
i=0

n∑
j=0

ciaj
ri+j+1j

(i + 3)
∫ 2π

0
cosi+j+3 θ sin θ dθ +

n∑
i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
cib2j+1

ri+2j+3(2j + 2)
(i + 3)

∫ 2π

0
cosi+2j+4 θ sin2 θ dθ

+
n∑

i=0

n∑
j=0

cicj
ri+j+3(j + 2)

(i + 3)
∫ 2π

0
cosi+j+3 θ sin3 θ dθ

+
n∑

i=0
ci

ri+4

(i + 3)3d1
0

∫ 2π

0

(
−3 cosi+5 θ sin2 θ + cosi+3 θ sin4 θ

)
dθ

− 1
8d1

0
n∑

j=0
cj(j + 1)rj+3

∫ 2π

0
cosj+1 θ sin(4θ) sin θ dθ + 1

8d1
0

n∑
j=0

aijjrj+2
∫ 2π

0
cosj θ sin(4θ) sin θ dθ

+ 1
8d1

0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
b2j+1(2j + 2)r2j+4

∫ 2π

0
cos2j+1 θ sin(4θ) sin2 θ dθ

+ 1
8d1

0
n∑

j=0
cj(j + 2)rj+4

∫ 2π

0
cosj θ sin(4θ) sin3 θ dθ + 3

8d1
0r

5

∫ 2π

0

(
−3 cos2 θ sin(4θ) sin2 θ + sin(4θ) sin4 θ

)
dθ + 1

4d1
0

n∑
i=0

cj(j + 1)rj+3

∫ 2π

0
cosj+1 θ sin θ sin(2θ) dθ
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− 1
4d1

0
n∑

i=0
ajjrj+2

∫ 2π

0
cosj θ sin θ sin(2θ) dθ − 1

4d1
0

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0
b2j+1(2j + 2)r2j+4

∫ 2π

0
cos2j+1 θ sin2 θ sin(2θ) dθ − 3

4d1
0

n∑
i=0

cj(j + 2)rj+4
∫ 2π

0
cosj θ sin3 θ sin(2θ) dθ

− 3
4d1

0r
5
∫ 2π

0

(
−3 cos2 θ sin2 θ sin(2θ)

)
dθ.

on utilisant les formules(1.7),(1.8) et (1.9) .Nous trouvons

F 1
20 =

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
c2i+1b2j+1r

2i+2j+3 (2j + 2)
(2i + 3)

αi+j+2

2i+j+3(i + j + 3)!

− 9di
0

⌊n
2 ⌋∑

i=0
c2ir

2i+3 (2i + 1)αi

2i+3(i + 3)! −
⌊n

2 ⌋∑
i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0

a2ib2j+1r
2i+2j+1 (2j + 2)

(2i + 1)
αi+j+1

2i+j+2(i + j + 2)! + 9di
0

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0
a2i+1r

2i+3 (2i + 1)αi

2i+3(i + 3)! −
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0
b2i+1c2j+1

(2j + 2)
2 r2i+2j+3

i+1∑
n=0

γ̃i,nCi,n

+
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

⌊n
2 ⌋∑

n=0
b2i+1a2jjr2i+2j+1

i+1∑
i=0

γ̃i,nCi,n

+
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

⌊ c−1
2 ⌋∑

i=0
b2i+1c2j

(2j + 2)
2 r2i+2j+3

i+1∑
n=0

γ̃i,nCi,n

−
⌊n

2 ⌋∑
i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
c2ib2j+1r

2i+2j+3 (2j + 2)αi+j+1

2i+j+2(2i + 1)(i + j + 2)!

+ 9di
0

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0
c2i+1r

2i+3 (2i + 1)αi

2i+3(i + 3)! +
⌊n

2 ⌋∑
i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
c2ib2j+1r

2i+2j+3

(2j + 2)αi+j+2

2i+j+3(2i + 3)(i + j + 3)! − 9di
0

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0
c2i+1r

2i+3 (2i + 3)(2i + 1)αi

2i+4(i + 3)!

− 1
16di

0

⌊n
2 ⌋∑

j=0
c2j(2j + 1)r2j+3K2j+1,2 + 1

16di
0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
a2j+1(2j + 1)r2j+3K2j+1,2
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+ 1
16di

0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
c2j+1(2j + 3)r2j+5K̄2j+1,2 + 1

8di
0

⌊n
2 ⌋∑

j=0
c2j(2j + 1)r2j+3K2j+1,1

− 1
8di

0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
a2j+1(2j + 1)r2j+3K2j+1,1 − 1

8di
0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
c2j+1(2j + 3)r2j+5K̄2j+1,1

Lemme 3.2
L’intégrale F 2

20(r) est un polynôme de la variable r donnée par :

F 2
2b(r) = −r


⌊n

2 ⌋∑
i=0

q2ir
2i αi

2i+1(i + 1)! − 3
8d4

0r
2



−
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
r2i+2j+3M1 −

⌊n
2 ⌋∑

i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
r2i+2j+1M2

−
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

⌊n
2 ⌋∑

j=0
r2i+2j+3M3 −

⌊n
2 ⌋∑

i=0
r2i+3M4

+
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

r2i+3M5 +
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

r2i+5M6, (3.19)

où

M1 = c2i+1b2j+1

 (i + j)αi+j+1

2i+j+2(i + j + 3)!

 ,

M2 = a2ib2j+1

 −αi+j+1

2i+j+1(i + j + 2)!

 ,

M3 = b2i+1c2j

 −3αi+j+1

2i+j+2(i + j + 3)!

 ,

M4 = c2i

−6d1
0(i2 + 1)αi

2i+2(i + 3)!

 ,

M5 = a2i+1

d1
0(6i + 6)αi+1

2i+2(i + 3)!

 ,

M6 = c2i+1

6d1
0(18i + 12)αi+1

2i+3(i + 4)!

 .
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Preuve 2

De l’ expressions(3.14) on a

F 2
20 = 1

2π

∫ 2π

0
F2(θ, r)dθ

= 1
2π

 n∑
i=0

vir
i+1

∫ 2π

0
cosi+1 θ sin θdθ −

n∑
i=0

pir
i
∫ 2π

0
cosi θ sin θdθ

−
n∑

i=0
qir

i+1
∫ 2π

0
cosi θ sin2 θdθ −

n∑
i=0

sir
i+2

∫ 2π

0
cosi θ sin3 θdθ

−di
0r

3
∫ 2π

0
sin4 θdθ +

n∑
i=0

n∑
j=0

eicjr
i+j+1

∫ 2π

0
cosi+j+1 θ sin3 θdθ

+
n∑

i=0

n∑
j=0

eiajr
i+j

∫ 2π

0
cosi+j+2 θ sin θdθ

+
n∑

i=0

⌊n3−1
2 ⌋∑

j=0
eib2j+1r

i+2j+2
∫ 2π

0
cosi+2j+3 θ sin2 θdθ

+
n∑

i=0

n∑
j=0

eicjr
i+j+2

∫ 2π

0
cosi+j+3 θ sin3 θdθ

+di
0

n∑
i=0

eir
i+3

∫ 2π

0
cosi+2 θ sin4 θdθ − 3di

0
n∑

i=0
eir

i+3
∫ 2π

0
cosi+4 θ sin2 θdθ

−
n∑

i=0

n∑
j=0

aicjr
i+j

∫ 2π

0
cosi+j+1 θ sin3 θdθ

−
n∑

i=0

n∑
j=0

aiajr
i+j−1

∫ 2π

0
cosi+j+1 θ sin θdθ

−
n∑

i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
eib2j+1r

i+2j+1
∫ 2π

0
cosi+2j+2 θ sin2 θdθ

−
n∑

i=0

n∑
j=0

aicjr
i+j+1

∫ 2π

0
cosi+j+2 θ sin3 θdθ

−di
0

n∑
i=0

air
i+2

∫ 2π

0
cosi+1 θ sin4 θdθ + 3di

0
n∑

i=0
air

i+2
∫ 2π

0
cosi+3 θ sin2 θdθ
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−
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

n∑
j=0

b2i+1cjr
2i+j+2

∫ 2π

0
cos2i+j+1 θ sin4 θdθ

−
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

n∑
j=0

b2i+1ajr
2i+j+1

∫ 2π

0
cos2i+j+2 θ sin2 θdθ

−
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
b2i+1b2j+1r

2i+2j+3



∫ 2π

0
cos2i+j+3 θ sin3 θdθ −

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0

n∑
j=0

b2i+1cjr
2i+2j+3

∫ 2π

0
cos2i+j+2 θ sin4 θdθ

− d1
0

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0
b2i+1r

2i+4
∫ 2π

0
cos2i+2 θ

sin5 θdθ + 3d1
0

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0
b2i+1r

2i+4
∫ 2π

0
cos2i+4 θ sin5 θdθ

−
n∑

i=0

n∑
j=0

cicjr
i+j+2

∫ 2π

0
cosi+j θ sin5 θdθ−

n∑
i=0

n∑
j=0

ciajr
i+j+1

∫ 2π

0
cosi+j+1 θ sin3 θdθ

−
n∑

i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
cib2j+1r

i+2j+3
∫ 2π

0
cosi+2j+2 θ sin4 θdθ −

n∑
i=0

n∑
j=0

cicjr
i+j+3

∫ 2π

0
cosi+j+2 θ sin5 θdθ + 3d1

0
n∑

i=0
cir

i+4
∫ 2π

0
cosi+3 θ sin4 θdθ

− d1
0

n∑
i=0

cir
i+4

∫ 2π

0
cosi+1 θ sin6 θdθ − d1

0
n∑

j=0
cjr

j+3
∫ 2π

0
cosj θ sin6 θdθ d1

0
n∑

j=0
ajr

j+2
∫ 2π

0
cosj+1 θ sin4 θdθ − d1

0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
b2j+1r

2j+4
∫ 2π

0
cos2j+2 θ sin5 θdθ

− d1
0

n∑
j=0

cjr
j+4

∫ 2π

0
cosj+1 θ sin6 θdθ − d1

0r
5
∫ 2π

0
cos θ sin7 θdθ

+ 3d1
0r

5
∫ 2π

0
cos3 θ sin5 θdθ + 3d1

0
n∑

j=0
cjr

j+3
∫ 2π

0
cosj+2 θ sin4 θdθ

+ 3d1
0

n∑
j=0

ajr
j+2

∫ 2π

0
cosj+3 θ sin2 θdθ + 3d1

0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
b2j+1r

2j+4
∫ 2π

0
cos2j+4 θ sin3 θdθ

+ 3d1
0

n∑
j=0

cjr
j+4

∫ 2π

0
cosj+3 θ sin4 θdθ

+ d1
0r

5
∫ 2π

0
cos2 θ sin5 θdθ − 3d1

0r
5
∫ 2π

0
cos5 θ sin3 θdθ (3.20)
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Nous utilisons les deux exprissions (1.7) et (1.15). Nous trouvons

F 2
20(r) = −r


⌈n−1

2 ⌉∑
i=0

q2ir
2i αi

2i+1(i + 1)! + 3
8di

0r
2



+
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
e2i+1b2j+1r

2i+2j+3
 αi+j+2

2i+j+3(i + j + 3)!



+ 3di
0

⌊n
2 ⌋∑

i=0
e2ir

2i+3
 αi+1

2i+3(i + 3)!

 − 3di
0

⌊n
2 ⌋∑

i=0
e2ir

2i+3
 αi+2

2i+3(i + 3)!



−
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
e2ib2j+1r

2i+2j+1
 αi+j+1

2i+j+2(i + j + 2)!



− 3di
0

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0

n∑
j=0

a2i+1r
2i+3

 αi+1

2i+3(i + 3)!

 + 3di
0

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0
a2i+1r

2i+3
 αi+2

2i+3(i + 3)!



− 3
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

⌊ i−1
2 ⌋∑

j=0
b2i+1e2j+1r

2i+2j+3
 αi+j+1

2i+j+2(i + j + 3)!



−
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

⌊n
2 ⌋∑

j=0
b2i+1a2jr

2i+2j+1
 αi+j+1

2i+j+2(i + j + 2)!



− 3
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

⌊n
2 ⌋∑

j=0
b2i+1c2jr

2i+2j+3
 αi+j+1

2i+j+3(i + j + 3)!



− 3
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
c2ib2j+1r

2i+2j+3
 αi+j+1

2i+j+3(i + j + 3)!



+ 9di
0

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0
c2i+1r

2i+5
 αi+2

2i+4(i + 5)!

 − 15di
0

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0
c2i+1r

2i+5
 αi+1

2i+4(i + 4)!



− 15di
0

⌊n
2 ⌋∑

j=0
e2jr

2j+3
 αj

2j+3(j + 3)!

 − 3di
0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
a2j+1r

2j+3
 αj+1

2j+3(j + 3)!



− 15di
0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
c2jr

2j+5
 αj+1

2j+4(j + 4)!

 + 9di
0

⌊n
2 ⌋∑

j=0
e2jr

2j+3
 αj+1

2j+3(j + 3)!



+ 3di
0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
a2j+1r

2j+3
 αj+2

2j+3(j + 3)!

 + 9di
0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
c2j+1r

2j+5
 αj+2

2j+4(j + 4)!



pour une exprission simplifée de (3.20) , on obtient le polynôme (3.19)

D’après le Lemme 3.1 et le Lemme 3.2, nous avons :
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F20(r) = F 1
20(r) + F 2

20(r)

= −r


⌈n

2 ⌉∑
i=0

q2ir
2i αi

2i+1(i + 1)! − 3
8d1

0r
2

 +
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
r2i+2j+3A1

−
⌊n

2 ⌋∑
i=0

⌊n−1
2 ⌋∑

j=0
r2i+2j+1A2 −

⌊n−1
2 ⌋∑

i=0

⌊n
2 ⌋∑

j=0
r2i+2j+3A3 −

⌊n
2 ⌋∑

i=0
r2i+3A4

+
⌈n−1

2 ⌉∑
i=0

r2i+3A5 +
⌊n−1

2 ⌋∑
i=0

r2i+5A6,

où

A1 = c2i+1b2j+1

 (j + 1)αi+2

(2i + 3)(2i + j + 1)(i + j + 3)! − (i + 1)
i+1∑
ℓ=0

γi,ℓCi+ℓ + (i + j)αi+j+1

(i + j + 3)! ,

A2 = a2ib2j+1

 −(j + 1)αi+1

(2i + 1)2i+j+1(i + j + 3)! + i
i+1∑
ℓ=0

γi,ℓCi+ℓ − αi+j+1

2i+j+2(i + j + 2)!

 ,

A3 = c2ib2j+1

 −(j + 1)(10i + 4j + 15)αi+1

(2i + 1)(2i + 3)2i+j+1(i + j + 3)! −
i+1∑
ℓ=0

γi,ℓCi+ℓ − 3αi+j+1

2i+j+2(i + j + 3)!,

A4 = c2id
′
0(2i + 1)

 9αi

2i+4(i + 3)! − 2K2i+1,2 − K2i+1,2

16 − 6(i + 2)αi

2i+3(i + 3)!

 ,

A5 = a2i+1d
′
0(2i + 1)

 9αi

2i+3(i + 3)! − K2i+1,2 − 2K2i+1,2

16 + (6i + 6)αi+1

2i + 2′i + 3)!

 ,

A6 = c2i+1d
′
0

(90i + 45)αi

2i+4(i + 4)! − K2i+1,2 − 2K2i+1,2

16 + (6i + 8 + 12)αi

2i+3(i + 4)!

 .

Donc le polynôme F20(r) possède au plus

λ2 = max
{

1,
⌊
n − 1

2

⌋
+
⌊
n + 1

2

⌋
,
⌊
n

2

⌋
+
⌊
n − 1

2

⌋
,
⌊
n + 3

2

⌋
,
⌊
n + 3

2

⌋ }

racines réelles positives, alors le système (3.8) a λ2 cycles limites.Par conséquent,le Théorème
3.2 est démontré
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Exemple 3.2
Soit le système

ẋ = −y + ε
(
y + yx2) + ε2 (yx + yx2) ,

ẏ = x + ε
(
−1 + x + x2 + 3yx + 3yx2 − y2 − 2y2x − 15y2x2 − y3)

+ ε2 (−x − x2 + y − 21yx2 − y2x2 − y3) ,
(3.22)

L’équation moyennée du deuxième ordre est

F10(r) = r
(
−3r2 + 2 + r4) , (3.23)

qui a exactement deux racines positives r1 =
√

2 , r2 = 1. Nous concluons donc que le

système (3.22) a deux cycles limites.

Figure 3.2 – Cycle limite pour ε = 0.001
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Chapitre 4

Analyse du nombre de cycles

limites dans une classe généralisée

de systèmes de kukles

4.1 Présentation du problème et résultats principaux

Dans l’article [9], les chercheurs ont exploré un système diffèrentiel du type suivantẋ = −y + l(x),
ẏ = x − f (x) − g(x)y − h(x)y2 − dy3,

(4.1)

Où l(x) = εl1(x), f (x) = εf1(x), g(x) = εg1(x),h(x) = εh1(x) et d = εd1
sont des polynômes de degrés m,n1, n2, n3, d1 ̸= 0 est un nombre rèel et ε est un petit paramètre.

Selon leur travaux, ce système (4.1) peut produire au plus λ= max
{
1, [m−1

2
]
,
[

n2
2
]}

cycles limites

via la théorie de moyennisation du premier ordre.

Dans ce chapitre, nous appliquons le Théorème (2.1) introduit dans le deuxième chapitre , pour

examiner le nombre maximal de cycles limites que peut gènèrer une pour une classe èlarge de systèmes

différentiels donnèes par

ẋ = −y + l1(x, y),
ẏ = x − f1(x, y) − g1(x, y)y − h1(x, y)y2 − d1y

3,
(4.2)

36



CHAPITRE 4. ANALYSE DU NOMBRE DE CYCLES LIMITES DANS UNE CLASSE GÉNÉRALISÉE DE
SYSTÈMES DE KUKLES

Où l(x, y) = εl1(x, y), f (x, y) = εf1(x, y), g(x, y) = εg1(x, y), h(x, y) =
εh1(x, y) et d = εd1 sont des polynômes de degré n de variable x et y. d1 ̸= 0 et ε est un

petit paramètre. Le rèsultat fondamental de cette ètude est prèsentè ci-après

Théorème 4.1
Pour |ε| > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites du système différentiel

(4.2) qui bifurquent d’un centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x en utilisant la méthode de la

moyennisation du premier ordre est :

λ3 = max
{⌊

n + 1
2

⌋
, 1
}

4.2 Preuve du Théorème 4.1

Pour démontrer le Théorème 4.1 , on utilise la méthode de moyennisation du premier

ordre. Nous écrivons le système (4.2) en coordonnées polaires (r, θ) où : x = r cos(θ), y =
r sin(θ), r > 0.

On écrit les polynômes l1(x, y), f1(x, y), g1(x, y), h1(x, y) apparaissant dans (4.2)

comme :

l1(x, y) =
n∑

i+j=0
eijx

iyj , g1(x, y) =
n∑

i+j=0
bijx

iyj

f1(x, y) =
n∑

i+j=0
aijx

iyj , h1(x, y) =
n∑

i+j=0
cijx

iyj

Telle que

ṙ = x(y + εl1(x, y)) + y(x − ε(f1(x, y) + g1(x, y)y + h1(xy)y2) − d1y
3

r
,

ṙ = −xy + xεl1(x, y) + xy + yε(f1(x, y) − g1(x, y)y − h1(x, y)y2) − d1y
3

r
,

ṙ =ε(
n∑

i+j=0
eijr

i+jcosi+1θsinjθ −
n∑

i+j=0
aijr

i+jcosiθsinj+1θ−
n∑

i+j=0
bijr

i+j+1cosiθsini+2θ −
n∑

i+j=0
cijr

i+j+2cosiθsinj+3θ − d1r
3sin4θ),
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et :

θ̇ = (x − ε(f1(x.y) − g1(x.y)y − h1(x.y)y2 − d1y
3)(x) − (−y + εl1(x.y)y)

r2 ,

θ̇ = (x2 − xε(f1(x.y) − g1(x.y)y − h1(x.y)y2 − d1y
3) + (y2 − εl1(x.y)y)

r2 ,

θ̇ = x2 + y2

r2 − ε(x(f1(x.y) − g1(x.y)y − h1(x.y)y2 − d1y
3)) + l1(x.y)y

r2 ,

θ̇ =1 − ε

r
(cos θ · f1(x, y) − cos θ · g1(x, y)y − cos θ · h1(x, y)y2 − cosθd1y

3

+ sin θ · l1(x, y)).

Par conséquent, le système (4.2) devient



ṙ = − ε

 n∑
i+j=0

eijr
j+1 cosi+1 θ sinj θ −

n∑
i+j=0

aijr
i+j cosi θ sinj+1 θ

−
n∑

i+j=0
bijr

i+j+1 cosi θ sinj+2 θ −
n∑

i+j=0
cijr

i+j+2 cosi θ sinj+3 θ − d1r
3 sin4 θ

 ,

θ̇ = 1 − ε

r

 n∑
i+j=0

aijr
i+j cosi+1 θ sinj+1 θ −

n∑
i+j=0

bijr
i+j+1 cosi+1 θ sinj+1 θ

−
n∑

i+j=0
cijr

i+j+2 cosi+1 θ sinj+1 θ +
n∑

i+j=0
eijr

i+j cosi θ sinj θ − d1r
3 sin3 θ cos θ

 .
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D’après le développement de Taylor on a

1
1 − x

= 1 + x + o(x2), |x| < 1,

où

x = ε

 n∑
i+j=0

eijr
i+j cosi+1 θ sinj θ −

n∑
i+j=0

aijr
i+j cosi θ sinj+1 θ

−
n∑

i+j=0
bijr

i+j+1 cosi θ sinj+2 θ −
n∑

i+j=0
cijr

i+j+2 cosi θ sinj+3 θ − d1r
3 sin4 θ

 ,

donc
dr

dθ
= εF1(r, θ) + O(ε2),

où

F1(r, θ) =
 n∑

i+j=0
eijr

i+j cosi+1 θ sinj θ −
n∑

i+j=0
aijr

i+j cosi θ sinj+1 θ

−
n∑

i+j=0
bijr

i+j+1 cosi θ sinj+2 θ −
n∑

i+j=0
cijr

i+j+2 cosi θ sinj+3 θ − d1r
3 sin4 θ

 .

Soit F10 l’équation moyennée du premier ordre associée au système (4.2). En utilisant la notation

introduite dans le chapitre 2, on calcule F10,

F10(r) = 1
2π

∫ 2π

0
F1(r, θ)dθ,

Alors

F10(r) = 1
2π

∫ 2π

0

 n∑
i+j=0

eijr
i+j cosi+1 θ sinj θ +

n∑
i+j=0

aijr
i+j cosi θ sinj+1 θ

+
n∑

i+j=0
bijr

i+j+1 cosi θ sinj+2 θ +
n∑

i+j=0
cijr

i+j+2 cosi θ sinj+3 θ − d1r
3 sin4 θ

dθ.
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Avec

∫ 2π

0
cosi+1 θ sinj θdθ =

 παij si i impair et j pair
0 sinon,∫ 2π

0
cosi θ sinj+1 θdθ =

 πδij si i pair et j impair
0 sinon,∫ 2π

0
cosi θ sinj+2 θdθ =

 πγij si i pair et j pair
0 sinon,∫ 2π

0
cosi θ sinj+3 θdθ =

 πβij si i pair et j impair
0 sinon,∫ 2π

0
sin4 t dt = 3π

4 .

on obtient

F10(r) = 1
2


n∑

i+j=0
i impair, j pair

eijαijr
i+j +

n∑
i+j=0

i pair, j jpair

aijδijr
i+j

+
n∑

i+j=0
i pair, j impair

bijγijr
i+j+1 +

n∑
i+j=0

i pair, j impair

cijβijr
i+j+2

 .

D’où le polynôme F10(r) possède au plus

λ3 = max
{⌊

n + 1
2

⌋
, 1
}

racines réelles positives. Alors le système (4.2) a λ3 cycles limites.

Ceci complète la preuve du Théorème 4.1.
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Exemple 4.1
Soit le système

ẋ = −y + ε (x + y + xy + y2) ,

ẏ = x + ε (−2y2 − 3y − 11x2y − 3y3 − y2x2 − y3x − y4) .
(4.3)

L’équation moyenne du premier ordre est

F10(r) = 1
4r

(
r2 − 4

)
, (4.4)

qui a exactement une seule racine positive r1 = 2. Nous concluons donc que le système (4.3) a

un seul cycle limite.

Figure 4.1 – Cycle limite pour ε = 0.0001
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Conclusion et perspectives

Ce mémoire s’est attaché à l’étude des cycles limites au sein de certains systèmes différentiels poly-

nomiaux à deux dimensions, en s’appuyant sur la méthode de moyennisation d’ordre un et deux. Cette

approche nous a permis d’estimer le nombre maximal de cycles limites dans les systèmes considérés.

Notre travail s’inscrit dans le cadre du 16ème problème de Hilbert, plus précisément dans sa seconde

partie, qui visent à déterminer le nombre possible de cycles limites dans des systèmes différentiels plans.

Dans la suite de nos recherches, il est envisagé d’approfondir l’application de la moyennisation d’ordre

deux à une nouvelle classe de systèmes différentiels perturbés, définis par un ensemble d’équations géné-

rales, comme celui défini par le système :
ẋ = −y + l(x, y),
ẏ = x − f (x, y) − g(x, y)y − h(x, y)y2 − d1y

3,

Où l(x, y) = εl1(x, y)+ε2l2(x, y), f (x, y) = εf1(x, y)+ε2f2(x, y), g(x, y) =
εg1(x, y) + ε2g2(x, y), h(x, y) = εh1(x, y) + ε2h2(x, y) et di

0 = εd1
0 + ε2d2

0 sont

des polynômes de même degré n de variables x et y, di
0 ̸= 0 et ε est un petit paramètre.

Une exploration plus approfondie de ces systèmes pourrait enrichir notre compréhension des compor-

tements des dynamiques complexes qu’ils peuvent engendrer.
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