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Résumé

Ce mémoire est dédié a I’analyse du nombre maximal de cycles limites apparaissant dans
des systémes d’équations différentielles ordinaires dépendant d’un petit parameétre.
L’approche adopté repose sur l’usage de la théorie de la moyennisation. Deux grandes

catégories de systémes sont examinées dans ce cadre.

La premiere catégorie

La premiére catégorie des systémes différentiels polynémiaux généralisés de Kukles, expri-

més sous la forme suivante
y=1a— f(x) - g(x)y — h(x)y* — doy?,

ou les polynoémes l<$> = €l1<$> + 8212(.117), f(a:) = Efl(.’ﬂ) + E2f2<$), g(.T) =
egi(x) + e3go(x), h(x) = ehi(x) + 2ho(z) et dy = d} + 2d3, fi(x), gi(x),

li <£l]’), hl(ﬂj) sont des polynomes de méme dégrée n. d6 7é 0 est un nombre réel pour tout 1= , 2

et € est un petit parametre.

La deuxieme catégorie

La deuxiéme catégorie s’intéresse a des systemes différentiels de kukles défini par

=~ f(z,y) = glz,y)y — h(z,y)y* — dyy®,
ol l(.ilf, y), g(ZC, ’y), f(ZC, ’y), g(CU, y) sont des polynoémes de méme degrés 77 ,d6 7& 0. Des

exemples illustratifs sont fournis pour mieux comprendre le comportement de ces deux types de systémes.

Mots clés :

Systéeme dynamique - Cycle limite - Théorie de la moyennisation - Systéme polyndmial - Systeme de

Kukles.



Abstract

This thesis explores the problem of determining the maximum number of limit cycles in
certain classes of ordinary differential systems that depend on small parameter. The main
tool used in this study is the averaging theory, which provides a framework for analyzing

the behavior of such systems under perturbations.

The first class

The first class of systems investigated consists of generalized polynomial differential systems

of the Kukles type, described by the equations
&= —y+I(z)y,
y=1a— flz) - glz)y — h(z)y’ — doy’,

where [(z) = celi(x) + (), f(x) = efi(z) + e fo(x), glx) =
eqi(r) + 3ga(x), h(z) = ehi(x) + 2hg(x) and dy = df + £2d3, where
li (IE), fl (ZB), gi (.I’), hz (CL‘) are polynomials of given degree 7, d6 7& 0 a réel number for all

1= 1, 2 and € is a small positive parameter.

The second class

The second class focuses on Kukles type differential systems, which take the form

T =—y+Il(z,y),
y=x— f(r,y) — g(z,y)y — h(z,y)y* — diy?,

where l(.fL’, y), f(ZE‘, y), g(.ﬁC, y), and h(.fL’, y) are polynomials of given degree 77.
Both classes are examined through illustrative examples that demonstrate the application of theore-

tical results.

Keywords :

Dynamical system- limit cycle- polynomial différentiel system- Averaging theory - kukles system.
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Introduction Générale

L’étude des équations différentielles remonte au XVII® siecle, initiée notamment par les travaux de
Leibnitz et Newton, dans le contexte de la physique classique. Ils ont posé les fondements du
calcul différentiel et intégral, offrant ainsi un outil mathématique puissant pour modéliser les phénomenes
naturels et comprendre des notions fondamentales comme les fonctions.

Au fil du temps, 'importance des équations différentielles s’est confirmée, incitant de nombreux ma-
thématiciens a développer des approches variées pour analyser leurs solutions. A la fin du X1x° siecle,
Henri Poincaré (1854-1912) [10] a apporté une contribution majeure en adoptant une pers-
pective géométrique pour étudier ces équations, s’intéressant davantage a la structure qualitative des
solutions qu’a leur résolution explicite.

C’est dans ce cadre qu’il a introduit les bases de la théorie des CyCIGS limites , en
s’appuyant sur des concepts innovants comme la section de Poincaré .Ppius tard, en 1900,
David Hilbert [6] a formalisé dans son célebre sixieme probléme une question restée ouverte :
celle de la détermination du nombre et de la répartition des trajectoires périodiques isolées —appelées
CyCIGS limites — dans les systemes différentiels polynomiaux.

Ce questionnement a marqué un tournant dans l’analyse qualitative des équations différentielles et a
suscité un intérét croissant pour la dynamique des systémes.

Dans ce contexte, ce mémoire s’attache & explorer les propriétés qualitatives des systemes différentiels

plans décrits par des équations de la forme :

™ = P(a(0), y(1),

Y _ Qlalt), ylo),

ot P et Q sont des polynoémes de variables réelles I et 1.

La structure de notre travail est la suivante :

Le chapitre ]_, introduit les bases essentielles des systemes différentiels planaires, nécessaires
a la compréhension ultérieure.

Le chapitre 2, nous exposant la théorie de moyennisation du premier et second ordre.

Le chapitre 3, nous analysons les cycles limites d’'une catégorie plus élaborée de systemes



différentiels de Kukles, représentés par

{$y+K@%
j=1x— f(x) - g(x)y — hz)y* — doy’,

ou

S~

(2) = eli(x) + %la(), f(x) = e fa(x) + & fo(x),
g(x) = egi(x) + 2ga(x), h(x) = ehy(x) + €2ha(x), dy = edy + €°dy,

ou lz (33'), fz <SI§'>, gi (33) et hz (LL') des polynoémes de degré 71, d6 7é (0 est un nombre réel pour tout
1= 1, 2 et € est un petit parametre.
Le chapitre 4, nous avons étudié les cycles limites de systémes différentiels de kukles

généralisée, de la forme

{iz—%H@w%
y=1z— f(x,y) — g(z,y)y — h(z,y)y* — diy?,

ol l(l’, y) - 5l1(£€, y)a f(xa y) - €f1(ZC, y)a g(.CU, y) - ggl<x7 y)7 h('x?y) -
€h1 (J?, y), do = €d(1) sont des polynémes de degré 71, d6 7£ 0 et € est un petit parametre. Pour

chaque approche, nous illustrons nos analyses par des exemples.

Pour mener a bien nos calculs nous utilisons le logiciel Maple 13.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 introduction

Dans ce chapitre nous rappelons quelques notions de base pour 1’étude qualitative des systemes dyna-
miques. Nous commencons par donner les notions du systéme dynamique, point d’équilibre, linéarisation

et portrait de phase. Ensuite nous présontons aussi la notion d’un cycle limite .

1.2 Systemes différentiels polynomiaux

Définition 1.1

On appelle systeme différentiel autonome du plan un systéme de la forme.
T = P(z,y),
y=Q(z,y).

W si P e Q sont des polyndmes a coefficients réelles, on dit que (11) est un systeme différentiel

(1.1)

polynoémial.

B Si les fonctions P et Q sont des polynomes, on apelle alors le degré du systeme (11) le nombre
n =maz(deg(P), deg(Q)).

W siles polyndémes P et Q s’écrivent sous la forme

Plr,y)= Y aya'y" 7,

i+ =0

n . .

Qz,y) = > byx'y".
i =0
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on dit que P et Q sont homogenes, dans ce cas, le systéme (1.1) s’appelle systéme différentiel polynomial
homogene.
Nous supposons que les fonctions 1~ et (/ sont de classe (donc les conditions de Cauchy-Lipschitz

sont satisfaites en tout point ordinaire du systeme <11))

1.3 Systeme dynamique et points d’équilibre

Un systeme dynamique est un phénomene qui évolue au cours du temps. Cette évolution est décrite
généralement par des équations différentielles ordinaires. Il peut étre également :

— autonome : si ’évolution ne dépend pas du temps .

— non autonome : si I’évolution dépend du temps.

Définition 1.2

Un systeme dynamique sur R™ est une application
U:R"xR"— R"
définie qui vérifie :
1. U( ZI?) : RT — R” est continue.
2. ( > R™ — R" est continue.
3. U(0,2) =
Ut +s x) U(t,U(s,x)) Vt,s € RT, Vz € R™.

).l;

1.4 Flot d’une équation différentielle

Définition 1.3

Soit le systéme non linéaire

i = F(x), (1.2)

on x € R" et F(ﬂ?) € R" on appelle flot du systéeme différentiel (1.2), I'ensemble des

applications

(ptiRn—>Rn

définies par :

9015(370) - ¢<t7 xO)?
ol gD(t, CE()) est la solution de (1.3) telle que gO(O, 330) = Xy.
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1.5 Points d’équilibre et Linéarisation

1.5.1 Points d’équilibre

Définition 1.4

On appelle point d’équilibre ou point critique du systéme (1.2) tout point L € R™ tel que :

Remarque 1.1

Un point qui n’est pas critique est dit régulier.

1.5.2 Linéarisation des systémes

Les systemes qui modélisent des phénomenes naturelles sont généralement non linéaires. Afin d’étudier

le comportement des trajectoires de ces systemes, on se ramene a I’étude de ses systémes linéarisés associés.

definition 1.5

Considérons le systéme différentiel linéaire du systéme (1.2), Le systéme

T = Az, (1.3)

on A = DF(330> = (gF’ (CE()>> , est appelé matrice jacobienne associée au systeme
Lj 1<i,j<n
(1.2) en Ig.

Exemple 1.2

soit le systeme non linéaire suivant :

t=x(2—x—y), (1.4)

Yy=x—y.
Les points d’équilibre de ce systeme sont : (0, 0) et <1, 1)
La matrice du systeéme linéarisé est donnée par :
2—2x —y —=x
1 1

La matrice jacobienne associée a (14) calculée en (O, O) est

2 0

et la matrice jacobienne associée a (14) calculée en (1, 1> est
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-1 -1

DR, =7

Les systémes linéaires du systéme <14> sont :

au point (0,0)

T =2,

y=r-—y,
au point (1,1)

& =—r—y,

y=r—y.

Définition 1.6

Le point critique X est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres de la matrice jacobienne

Df(l'o) n’a de partie réelle nulle.

Remarque 1.2

La linéarisation d’un systéme différentiel nous amene a I’étude de la nature des points critiques.

1.5.3 Classification et nature des points d’equilibre : Cas des systemes li-

néaires

Définition 1.7

Soit le systeme différentiel linéaire (1.4), ot A est une matrice constante inversible, et )\1, ceeny )\n

sont les valeurs propres de la matrice A.

Si les valeurs propres )\1, ceeny )\n sont réelles non nulles et de signe différent, le point critique
T = X est un point selle, il est toujours instable.
Si les valcurs propres )\1, ceeny >\n sont réclles non nulles ct de méme signe on a trois cas :

1. Si >\z <0 pour tout 1= 1, ..., N, le point critique T = XI() est un noeud stable.

2.510 < )\Z pour tout 1= 1, ..., N, le point critique X = X () est un neeud instable.

3. Si )\1 = )\2 = = )\n = )\, le point critique & = () est un nceud propre, il est
stable si A << 0 et instable si A > 0.

Si les valeurs propres )\1, ce 7>\n sont complexes conjuguées avec Im()\z) 7& Oet?z =
1, ..., N, alors le point critique £ = Z() est un foyer. Il est stable si RG()\Z) < 0 et instable
si Re()\Z) > O pourtout 2 =1,...,n.

Si les valeurs propres )\1, ce >\n sont imaginaires pures avec Im()\l) 7& 0 et Re()\z) =0
pour tout 1= 1, ..., N, alors le point critique & = X() est un centre et il est stable mais pas

asymptotiquement stable.
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1.5.4 Classification et nature des points d’équilibre : Cas des systémes non
linéaires
On considére le systéme non linéaire autonome (1.3) et son systéme linéarisé associé (1.4), le point
X est appelé :
o Puits si toutes les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles négatives.
« Source si toutes les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles positives.

o Selle s'il est hyperbolique et si la matrice A a au moins une valeur propre avec la partie réelle

négative et au moins une valeur propre avec la partie réelle positive.

1.6 Portrait de phase

Soit le systeme différentiel de la forme

T = P(z,y),
y=Q(x,y),

ot P et Q sont des polynémes en X et Y a coefficients réels de degré d. Les solutions (m(t), y(t))

(L.5)

du systéme ci-dessus représentent dans le plan (x,y) des courbes appelées orbites.

Définition 1.8

Les points critiques du systéme (1.5) sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites
du systeme, ainsi que ces points critiques représentés dans le plan (Z’ , Y ), s’appelle le portrait de phase.

Le plan <£II, y) est appelé le plan de phase.

1.7  Orbite périodique et cycle limite

Définition 1.9

On appelle solution périodique toute solution I = gb(t) du systeme (1.5) telle qu’il existe un nombre
T > 0 vérifiant :

¢t +T) = ¢(t) (1.6)

Le plus petit réel T7>0 qui vérifie (1.7) est appelé période.

Définition 1.10

Un cycle limite C du systéme (1.5) est une trajectoire fermée isolée dans ’espace des phases. Ceci
signifie qu’il existe un voisinage de C' dans lequel il n’ya pas d’autre courbes fermées. Quand toutes les

trajectoires voisines approchent du cycle limite C lorsque T — 400, il est dit stable ou attractif, si
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en revanche toutes les trajectoires voisines s’éloignent du cycle limite C lorsque t — —0Q, il est dit

instable ou non attractif.

1.8 Quelques formules mathématiques

Dans notre étude, nous allons utiliser les fornules suivantes et pour plus de details voir [1] .

# 0, si ¢ et j pair,
=0, si 2 ou j impair,
2 . . = ot sit =2k, 5 =0,
o / " cos’ Osin’ 0 do Qk;(f; . ] (1.7)
0 :m, SlZZQk,]ZQ,
= gty Sii=2k, =4,
= Qkig&ofg)!: i1 = 2k7 ] - 67
ou O — 1 35<2k— 1),ak+1 = (2/6— 1)&k.
=0, si ¢ pair et j impair,
2 , : =0 Sl ¢ Impair ou j pair
. / " cos’ Osind Osin(21 + 1)0 d6 ’ o p' J DAt (1.8)
0 =nCyy, i pair, j=1et1>0,
= 7C;y, i pair, j =3et 1 >0,
£ 0, si ¢ impair et j pair,
2 : , =0 sl ¢ pair ou j impair
o / " cost @ sind 6 cos(210) d ’ o b o J Hpatt, (1.9)
0 = 7k, ¢impair, j =1et1 >0,
— 7k;y, 4 impair, j =3 et 1 >0,
ou Uy 1, éi7l7 Ki,l; ]:31'75 sont des constantes non nulles.
o /0 cos' tsint dt = ! (1 — cos"™1 ) (1.10)
0 1+ 1
0 2 1 : 1 ,
. / cos' tsin®t dt = — , ———cos" 0+ ——cos"0. (1.11)
0 (i+1)(E+3) i+1 i+ 3
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0 . i+1
. /0 cos?™ tsintdt = 3" 7 sin(20 + 1)6), (1.12)
=0

ou :

Fig = Vil — Yit+1, 0<I<q,
- —Yi+1, =1+ 1.

0 1 1
. /0 cos tsin’ t dt = <0 — 3 sin(4). (1.13)
6 31 1
. /0 sint t dt = <0 — sin(20) + - sin(40). (1.14)
2T 3
. /O sintt dt = R (1.15)



Chapitre 2

Théorie de moyennisation

2.1 Introduction

L’approche de la moyennisation constitue un outil mathématique classique pour analyser les compor-
tements dynamiques des systemes non linéaires, dans le cadre de la recherche de trajectoires périodiques.

Trouver des solutions périodiques a un systéme différentiel est en général une tdche complexe, sou-
vent hors de portée par des méthodes directes. La méthode de la moyennisation permet de transformer
cette difficulté en un probleme plus accessible : la recherche des racines d’un systéme algébrique non
linéaire. Cette approche est aujourd’hui I'une des plus courantes, dans I’analyse qualitative des systémes
dynamiques.

L’origine de cette méthode remonte aux travaux de KI’yIOV et BOgOliU.bOV en (1937)
3], Bogoliubov et Mitropolskii (1961) [2]. Elle a ¢t¢ développée par Verhulst [13),
Sanders et Verhulst [12), Malkin (1956) [9), Roseau (1966) [11], Llibre et
Buica (2004) [4].

Le principe fondamental repose sur ’étude d’une équation différentielle perturbée que I'on peut ex-

primer sous la forme :

dx

& cft, e (2.1)
dt

ontl € R7 T € Rn7 € < let f est T—périodique en T. L’objectif est alors de déterminer I’équation

moyennée :

dx

- = eF(z), (2.2)

F(o) = 7 J) 6,00,

et de rechercher les solutions périodiques de 1’équation (2.1) a travers celle de I’équation moyennée (2.2).

10



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

Ce chapitre est dédié a la présentation des principaux résultats associés a cette méthode, qui sera

exploitée dans le reste du mémoire pour ’étude des systemes considérés.

2.2 Méthode de moyennisation du premier ordre

Ce théoreme donne une approximation du premier ordre pour les solutions périodiques des systemes

différentiels périodiques.

théoreme 2.1

Soit le systéme différentiel suivant :

x(t) = - = eFy(t,z) + *R(t, z,¢) (2.3)

on F1 - Rx D — R" R:RxX DX] — €f,€f[—> R™, sont des fonctions
continues, T—périodiques en la premiere variable et D un sous ensemble ouvert de IR™. Nous

définissons

Fio: D — R" comme suit :

T
Fi(2) = — [ Fils,2)ds (2.4)
T JO
Supposons que :
(i) F 1 et R sont localement lipschitziennes par rapport a .

(ii) Pour @ € D avec F10<a> = (), il existe un voisinage V' de @ tel que Fl()(Z) 7é 0
,pour tout 2 € Vaet det(DZFl()(CL)) 7é 0.

Alors, pour ‘6‘ > () suffisamment petit, il existe une solution gO(t, 8) du systéme (2.3)
T'-périodique isolée telle que QO(O, 8) — @ quand € — 0.

Exemple 2.1

Soit I’équation de Van Der Pol.

i+x=ce(l—a%t, (2.5)

11



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

L’équation peut s’écrire sous la forme du systeme différentiel suivant :

{¢:% (2.6)

y=—x+e(l—2%)y.

En coordonnées polaires T = TCOSQ, Yy = Tsz'n@, le systéme perturbé (2.6) s’écrit sous la forme :

r=er sin? 0(1 — r? cos® 0)sin?0, 2.7)
0 =—1+¢e(1 —1r?cosf)sinfcosb. '
o ! =l+z+22+0@?), |z <1
l—x ’ '
On pose :
z=¢e(1 —1r?cos®0)sin 6 cos b,
Donc :
Zg — ersin® 0(1 — r? cos? 0) + O(?) = e F1(0,7) + O(e%). (2.8)

De (2.4) on obtient :
1 2m

1,7
Fl()(’r) = T/O F1<(9,7"> df = % 0

rsin*0(1 — r’cos*0)dl = 8T<T2 —4).

Les cycles limites possibles pour 1’équation (2.6) sont donnés par les racines positives de ’équation :

1
ﬂdngmﬂ—4)=0 (2.9)
Alors

F10<T’>:0$7":2>0,

et

Flo(r)=2r— 3 = F{,(2) =1 #0.

D’apres le Théoreme 2.1 1e systéme (2.6) possede un seul cycle limite, pour‘é“ > () suffisam-

ment petit .
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CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

2.3 Meéthode de moyennisation du deuxieme ordre

le théoréme suivant prouve une approximation du second ordre pour les solutions des certains systémes

différentiels périodiques.

Théoreme 2.2

Soit le systeme différentiel suivant :

d
©(t) = df — e[ (t, ) + 2 Fy(t, x) + 2 R(t, x, €), (2.10)

Ou Fl,FQ RxD — Rn,R R x DX] — Ef,Ef[-) R™, sont des fonctions

continues, T—périodiques par rapport a t. D est un sous ensemble ouvert de IR™.

On dé nit Fl(), Foy: D — R" telle que :

Folz) = ;/OT Fi(s, ) ds, (2.11)

et

Foo(2) = ;,/OT D.Fi(s,2) [ Filt,s)dt + Fy(s, 2)| ds (212)

Supposons que :

(i) Pour tout YVt € R, F1 € Cl, Fl, FQ, R et DxFl sont localement lipschitziens par
rapport a I . R est différentiable par rapport a £.

(ii) Pour V' C D, un sous ensemble ouvert borné de R" et Ve E] —EfEf [\O, il existe
a: € V tel que :

Fiola:) + eFyla:) =0, et det (Fjy(a.) + eFyy(a.)) # 0.

Alors, pour ‘6 ‘ > 0 suffisamment petit, il existe une solution T—périodique isolée QO(O, g > de
I’équation (2.10), telle que gO(O, 8) = Q..

13



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

Remarques 2.1

— s F 10 n’est pas identiquement nulle, alors les racines simples positives de F 10+ € F: 20

sont, principalement les racines simples positives de F 10 pour &€ suffisamment petit. Dans
ce cas, le résultat précédent fournit la théorie

de la moyennée du premier ordre.

— si P! 10 est identiquement nulle et F: 20 n'est pas identiquement nulle, alors les racines
simples positives de F 10 T+ € F: 920 sont principalement les racines simples positives
de F: 90 pour &€ suffisamment petit. Dans ce cas, le résultat précédent fournit la théorie de

la moyennée du second ordre.

Exemple 2.2

Soit le systeme différentiel

L 2 9.2 2
{m— Y+ e(y” + 8xy — 22°) + e*ax, (2.13)

Y = x + dexy + 2ay.
En coordonnées polaires, le systéme (2.13)peut s’écrire :
7 = ¢er (8rcos? fsin@ — Trcos® O + 5rcos + ea),
0 =1 — ersinf — Ter cos® Osin 6 + 8r cos§ — Ser cos b,

d'oi ;
dr  er(8rcos®0sinf — 7rcos® 0 + 5rcos 0 + a)
d) 1 —ersind+ Ter cos? fsin 6 + 8er cos ) — Sercos )’
ou bien :
d?“ 2 . 2 2 ) :
pr ikl cos O(—8 cos @ sin O + 7 cos™ 6 — 5>€+T< — 1577 cos” Osin 0

+5cosfsinf + 22r2 cos® Osin  + 11272 cos® @ — 16072 cos* 0
+ 48r% cos® 0 + a) g2 4+ 0(e?)

Cette équation est de la forme (2.10) avec :

F1(0,7) = —r*cos 0(—8cos O sin 6 4 7 cos® § — 5),

Fy(0,7) = r(—15r% cos® @sin 6 + 5 cos O sin § + 2212 cos® f sin
+ 112r% cos® 6 — 16012 cos* O + 48r% cos® 6 + a),

14



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

F3<9, T, 5) = O(Eg).

Donc nous allons appliquer le Théoréeme précédent.

2

Fio(r) = —27” 0277 cos f (—8 cosfsin 6 + 7cos” 0 — 5)df =0,
7r
et
F
8(91(9, r) = —2rcosf (—8cosfsinf + 7cos* 6 — 5)
r
2

/OS Fi(r,s)ds =

On trouve

3 (8—800839—|—781H9COS29+81H(9)7

2 or

= r(a —r?).

faolr) = 1/02” [aFl(e,r) /OH Fi(s,r)ds + Fy(0,7)| df,

1. sia > 0, I’équation f20 (T) = () a une seule racine positive et d%lnfgo = —2a 7é 0. Alors
le systeéme différentiel (2.13) a un cycle limite d’amplitude T = \/5 car :

if2o(ﬁ> = —2a < 0.

2. 514 S 0, alors I’équation fé()(’f’) = 0Ona pas de racine, donc le systéme différentiel (2.13) n’a

pas de cycle limite.
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Chapitre 3
Nombre de cycles limites issus
d’un centre linéaire dans les

systemes de Kukles généralisés

3.1 Introduction et résultats principaux

Dans [7], les auteurs se sont intéressés a déterminer, & 'aide de la méthode de moyennisation, le
nombre de cycles limites pouvant émerger des trajectoires périodiques autour d’un centre linéaire pour

un systéme polynomial de kukles sécrivant sous la forme

{i% (3.1)

y=—x— f(z) - g(z)y — h(x)y* — doy’,

ol les polynémes f(l’), g(l’) et ]’L(CL’) sont de degré 71,192,13. d() 7é 0 est un nombre réel.
Il a été démontré que ce systeme peut engendrer jusqu’a )\T = Inax { {%J , 1} cycles limites a

I’aide de la premiere approximation de la méthode de moyennisation, et jusqu’a

- [ [2] [ ) )+ B P

] 5]

En employant la deuxieme approximation.
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CHAPITRE 3. NOMBRE DE CYCLES LIMITES ISSUS D’UN CENTRE LINEAIRE DANS LES SYSTEMES
DE KUKLES GENERALISES

Ce chapitre est consacré a 'analyse du nombre maximal de cycles limites pour une généralisation du

systéme de kukles, exprimée par

T =—y+I(x)y,

=~ f(z) — gla)y — B — dos’ .
on l(z) = el(z) + el(x), fx) = filz) + e fo(z), g(x) =
eqi(x) + ega(x), h(x) = chi(x) + eha(x) o d) = edy + &d3 on

l1<£13), fl (x), a1 (.’If), h1<$) et fQ(JZ) sont de méme degrés n dz 7& 0 est un nombre réel
pour tout i = 1, 2 et £ est un petit parametre. Les principaux résultats de ce travail sont exposés dans

les Théoremes 3.1 et 3.2.

3.2 Application de la méthode de moyennisation du premier
ordre

Dans cette section, en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre, nous étudions le nombre

maximal de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire T = -y, Yy=21x.

d’une classe de systemes différentiels de la forme :

T =—y+eli(x)y,

g =x—¢e(filz) + g(x)y + h(x)y* +dgy’) (3.3)

Ou ll(J?), fl (I), a1 (l’) et hl (l’) sont de degrés T , d(l) ‘T/ 0 et € est un petit parametre.

Théoréeme 3.1

Pour |€| > () suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent du

centre linéaire T = -, y — X en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre

o [3a]

est
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CHAPITRE 3. NOMBRE DE CYCLES LIMITES ISSUS D’UN CENTRE LINEAIRE DANS LES SYSTEMES
DE KUKLES GENERALISES

Preuve du Théoréme 3.1

Pour appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre, on écrit le systeme en coordonnées
polaires (7, 0) o & = 1 cos 6, y = rsinf, et r > 0.

Nous prenons

Lz) =Y e, filz) =Y aix’, gilx) =Y bix', hilz) =3 ¢a'
i=0 i=0 i=0 i=0

le systéme (3.3) devient :

7= (Z er ™ cos™ Osin — 3 a;r' cos' B sin @

i=0 i=0
— 3 bir o' Osin? 0 — Y ¢ cos’ Osin® 0 — dir® sin 9)
i=0 i=0
0=—1+-— (Z e cos'sin® @ + 3 art cos' O
i=0

+ 3 bir ™ cos™ Osind + Y ¢ cos™ ! Osin? 6 4 dir® cos O sin® 0
= i=0
(3.4)

Considérons maintenant & comme nouvelle variable indépendante, le systeme (31) s’écrit sous la

forme suivante :

dr

%5 = eFn,0) + ol),

On
Fi(r,0) = (X eir'™ ™ cos™ Osin — 3 agr' cos* Osin® — - bir' cos' 0 sin? 6
i=0 i=0 i=0
0 (3.5)
— Y ¢ir™? cos @ sin® O — djr® sin 0

18
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Alors

1 2m
Fy(r) = o= | Fi(r,0)d6
2m /0
1 jon n . . ) n . : )
= — S eir ™ cos ™ Gsing — 3 a;r' cos' fsinh —
20\ (5o =0
g il i 2 N2 i 3 13 4
S bir'™ cos' @sin® 0 — > e’ cos Osin® 6 — dyr sin® 6 | d6.
pour calculer ’expression exacte de F 10(’/" ) nous utilisons les expressions dans (1.7) . Nous obtenons

5]

—1 ,on . .
Fio(r) = 5 b S boir* cos® Osin® 0 + dgr® sin* 0 | db),
i=0
5] 3
_ 2 @i D12
= —r 2 bair 2+ 1)] + 8d0r :

ot o = 3.5...(2 — 1).

Donc le polynéme F 10 (7“) posséde au plus )\1 = max { LgJ , 1} racines réelles positives, alors

le systeme (33) a )\1 cycles limites. Par conséquent, le Théoréme 3.1 est démontré.

19



CHAPITRE 3. NOMBRE DE CYCLES LIMITES ISSUS D’UN CENTRE LINEAIRE DANS LES SYSTEMES
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Exemple 3.1

Soit le systeme

T =—y+e(y+yr?),
y=1x+e(—x— 2% — 2+ 3yz + Syx® — 2%x — v a? + ).

(3.6)

L’équation moyennée du premier ordre est
Fio(r) =71 (r* = 1), (3.7)
qui a exactement une seule racine positive '] = 1. Nous concluons donc que le systéme (3.6) a

un seule cycle limite.

cycle limite foue==0.001
39 =
¥
s i

A
g Hof

Fi1GURE 3.1 — Cycle limite pour € = 0.001
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3.3 Application de la méthode de moyennisation du deuxieme

ordre

Dans cette section, en utilisant la théorie de moyennisation du deuxieme ordre, nous étudions le nombre

maximal de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire T = -y, Y=2

d’une classe des systémes différentiels de la forme

&= —y+eli(z)y + ()Y,
g =1z —e(fi(z) + gi(x)y + h(2)y’ + djy’) (3.8)
—e%(fa(r) + g2(2)y + ha(2)y® + diy’)
ot ;(x), fi(), gi(z) et hi(Z) sont des polynomes de degre 1, d3 # 0 ;1< 1 < 2 et

£ est un petit parametre .

Théoréme 3.2

Pour ‘6 | > () suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent du centre

linéaire T = —Y, y = X, en utilisant la méthode de moyennisation du second ordre est

o —mae{ 1 [ [ [E] 4 [P [

Preuve du théoréme 3.2

Pour appliquer la méthode de moyennisation du second ordre, on écrit le systéme (3.8) en coordonnées

polaires (7“, 9) ou :

T+ yy

T = rcosb -0 r= .

Do avec S

y = rsinf A

r2
Nous prenons
lo(x) =3 Uixia folr) = Zpiflfiy g2(x) = C]iflfiy ho(w) = > SiCUi-
i=0 i=0 i=0 i=0

Le systéme (3.8) devient :
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7 =¢ (Z e;r ™ cos™ Gsinf — 3 a;r' cos' @ sin @
i=0 i=0

n ] ) n
— 3 bircos’ Osin® 0 — 3 ¢r' ™2
i=0 i=0

2 (Z vir"™ cos™™ @sin @ — 3 pirt cos' Bsin @
=) i=0

cos' Osin® 6 — d r3sin 9)

n n
— Y gt cos' Osin® 0 — Y sirt T2 cos’ Osin® O — dar® sin 9)
=0 i=0
. g n . . n .
0=1—- (Z eir' ™ cos' @sin® 0 4+ 3 ar’ cos
T \i=0 i=0
' 72 cos™ @ sin® O + dir® sin® 0 cos 9)

+ 3 bireos™ Gsinf + 3 ¢
= i=0

i+1 0

2 n n
— (Z vir ™ cos' @sin? 0 + 3" pir' cos' 6
i=0 i=0
. n .
0s ™ Osin® + Y st cos’™ Osin® 0 + dr® sin® 0 cos

= (3.9)

IS
"

+ 3 qr'™
1=0

Considérons maintenant & comme nouvelle variable indépendante, le systeme (3.9) s’écrit sous la

forme suivant :

d
—5 = eF(0.1) + E2Fy(6,7) + O(Y)

ou :

(r,0) =Y eir'™ cos™  Osin@— 3" a;r’ cos’ sin@— Y byr' cos' Osin® 0
' i=0 i=0

— > ¢ cos' Osin® § — dir® sin® 6, (3.10)
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et

n . .
Fy(r,0)=>" v cos™ 1 P sinf— Z p;! cos' 0 sin § — Z qir 1t cos’ O sin? 0
1=0 1=0 =0

n .
— Y sir' 2 cos' B sin? O—djyr® sin 9—|—< S ¢t cos’™ @ sin 6— Z a;r' 1 cos’ O sin @
i=0 1=0 1=0

— Y bir' cos’ @sin? 0" ¢ cos’ O sin? —diyr? sin? 0) X ( S i cos' @ sin® @
i=0 i=0 i=0

— > airteos™ 0 Z bir' ™ cos™ Osinh — 3 ;' cos' @ sin’ O
1=0 1=0
dir® sin® 6 cos 0) : (3.11)
Pour calculer F 20 (7“)7 prenant F 10(7“ ) identiquement nulle ce qui équivaut a

by = —3dp, si i=1,
by =0, si 0<i<|[3| et i#1.

En remplacant I’expression (3.12) dans (3.10) et (3.11) on obtient :

Fio(r) =0 & (3.12)

nfl‘

n . . n . . 2 . .
Fi(r,0) =X cir'™ cos™ @sinh — 3 air’ cos' Osinf — 3 bojr? T cos® TG
i=0 i=0 i=0 (3,13)

sin?@ — " e’ cos' Osin® 0 — dir? (-3 cos? fsin®  + sin4) :
i=0

n . .
Fy(r,0) =>" v cos™ B sin 6— Z p;r! cos® 0 sin f— Z qirt cos' O sin? 0
1=0 1=0 1=0

no
—>" 572 cos' Osin® O—dir® sin 9+<Z cirt cos™™ 0sinh — Z a;r'! cos' @ sin @
1=0 1=0
H

— 3 by eos® T Osin? 6 — 3 e cos' Bsin® 6

—d; (7“2 sin @ — 3 cos? 6 sin’ 9)) X (Z cir™cos' @sin?0 — > airt T cos' 6
i=0 i=0
2] 242 . 2i+2 2 il g o2
— " b1 cos® T Osinh — > cir' T cos'™ Osin® 0
i=0 i=0
—djr® (sin® 0 cos§ — 3cos® Osinf)) . (3.14)

Alors
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d n , . n . . %3] ,
%Fl(r? ) = 2%] ei(i+1)r' cos™ O sin O— ;} a;ir" " cos' 6 sin f— ;} b2i+1(2i+2)r2’+1

cos? G sin? 03" ¢;(i+2)r" cos' O sin® 0—3r2d}r?(—3 cos® 0 sin® f+sin’ 9).
i=0
(3.15)

Et

y(0,r) = /09 Fi(s,r)ds,

Pour calculerl’expression de Y <9, 7“> nous utilisons les expressions ( 1.1 0) , ( 1.1 ].) , ( 1.1 2) ,
( 1. 13) et (1 . 14) .Nous obtenons

n n

y(0,r) = Z eiri Tl (H% (1 — cos'*? 0)) I Zairi (H_% (1 cos'™! 9)>

i=0 i=0
5] n ) . .
_ C2i42 - . _ it2 . i1 i+3
2 bos 1 Fie sin(2¢ + 1)0 ZO: cir ((z TGt it cos' 0+ T3 cos 6)
3 sin(40)  sin(20)
r°do (8 — (3,16)
ou
- )i =i 0S8 <0,
Yil =

—Yi—i =1+ 1.
Maintenant, nous déterminons la fonction correspondante
_ 1 2
Fao(r) = Fy(r) + F(r),

Telle que

1 o d
Fy(r) = o | - Fa(r,0)y(0,r) db,
1 27

F220(r):27T | Fo(0,7) d.

Dans les Lemmes qui suivant, nous calculons les intégrales F. 210 (’I“) et I 220(7“).
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L’intégrale F. 210 (T’) est un polynéme de la variable 7" donnée par

F21()( ) I‘ij I‘ij TQ@+2]+3N + I_ZJ I‘z 7421+2(7—|—1]\/-
=0 7=0 =0 75=0

L%J = 5]

z: Jj=0 1=0
=) 5]
4+ Z T,22+3N5 + Z T2Z+5N6 (317)
j=0 i=0
Qitj+2 : L
N, = i b 1 i CZ )
1= €2i+1 2g+1(2+322+]+3<z+]+3> (7 + >l§)’7,l N
2] + 2 az+]+1 a3
Ny = ;b + 10
—a2i0925+1 ( 2i + 1)20H5+2(5 + j + 2)! le Vil
(27 4+ 2)(10i + 45 4+ 15)cviqj41 . itl
N3 = b +1 105
RCAR ( 20+ 1)(2¢ + 3)21H343(1 + j + 3)! 0 )E),Y i

% 2K9it11 — Koiy12
1= 2t ) 0(2’+3(z+3)! 16
. 9av; Koiy19 —2K9i419
Ns = agi1(2i + 1)dg | > ’
5 = 02 (2 +1) O(2Z+3(z’+3)!+ 16 ’
90z + 45)&1 K%—I—l 2 — 2[(21'4—1 1
Ng = ¢9;11d} <. 2 + 3 : = .
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Preuve 1

Des expressions (3.15) et (3.16) nous avons

Lo dﬂ(@ r)y(6,1)d6

27‘(’ 0 dr
+1

5 (B ey

Fiy(r) =

/O27T cos’ 1 0 sin 0do

n o n r,ni—l—jj I »
_ . J g
Z;) ]go €0 ) /o cos’ 0 sin 6d6
%5 pit22(2
S J+2) p2m g, o
_ Z;) ];) eibaji1 (i+2) /0 cos 0 sin” 0dO
n o n T'i+j+2(j 4+ 2) o .
— €;Ci cos’ B sin® Hdb
go j;) T(i+2) J
n 3 143
— > e i+ : / —3cos? fsin?  + sin? 0) do
i=0
non Z+]+1(]+1) o
_ . 1+7+3 :
Z;) ]go €€ ) /0 cos 0 sin 0d0
n o on 7ai-ﬂ—j—lj o w
_ . +i+2 g o
Z;) ];) €ia; (i+2) /0 COS 0 sin 6d6
5] P22
3 J+2) p2m iaiysg, o
+ Z;) ggo eibajt1 ) /0 cos 0 sin” 0do
o i+7+2 -3
+ z;)g;o €iC; (i+2) /0 oS 0 sin” 6d0
3 143 27r
+ > e (z: dy / —3cos' ™ @sin® 0 + cos'? 0 sin* 0) db
i=0
S 3" ey [ cos? 1 9 sin 06
— a;je;——— COS sin
i=0 j=0 J (Z + 1) 0
n o on 1+5—1,
+>. > azajz J / cos’ fsin Qde)
1=0 5=0
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n—1
n 2] P25 1) o . n
+> Y aibejig : cos? T @sin20d0 + 3 Y a;

b S a (14+1) /0 i=0 j=0 Z

ritiT(j 4 2) o o n 3rit? 27
Cj it D) /0 cos’ O sin® 0d6 + /0 cos’ 0 sin® 0d6 Z%) aiwdé/
2 ) i 2 .y LA D) e e
(—3 cos” @ sin” 0 4 sin 9) do+ > > aiej / cos' ™ 0 sin OdH—
i=0 =0 (i+1) Jo
piti=1; /277 o 0 |55 P2 (2] 4 9)
)

I G sin 6df — ib
oS sin ZZO jz a;bji1 it 1)

i=0j=0 (i+1) /0

o n n 1+j+1 2
052 0sin?0do — S > aicjr U+2)

/0 ‘ i=0 j=0 (i+1)
/7T

> > aa;
2
n 3 1+2 I ‘ _
i irl)dé /0 (-3 cos' ™ @sin? 6 4 cos' ™ O sin* 0) do

cos" ™t fsin® 0dO — " a;—

iz (i

— > Y boirie; Y Finrt (G + 1)/0 sin(2 + 1)f sin 6 cos’ ™ Odh+
n=0

1=0 35=0
LHTAJ n 141 9 1 L%J \_nTil
> boiria; Z i T ]/ sin(20 + 1)@sinfcos’ d6 + S 3

=0 j=0 i=0  j=0
n 1—|

i+1 L 2 . z
bzi+1b2j+1 Z ’~)/i7g7"2z+2]+2<j + 2) /O sin(% + 1)9 sin? @ cos® 1 6d6 + Z
n=0 1=0

]

.

n n+1 %443 27 3 ;
bois1C; Y Yinr? (G 42 sin(2¢ 4 1)8 sin” 6 cos’ 0dO+
0 7 =0 0
j: n=

[HT_l—‘ 141
Z %41 Z Vi 537"2Z+4d0/ sin(20 + 1)6 (—3 cos? @ sin? 0 + sin* 8) do

itj+1
I

z+]+2<] + 1) 90 r
Ae;— ' cos’ 71 0 sin OdO + 2 Ci; _
=0 j=0 J<Z+1><Z+3>/ 7,2:()]2:0 i+ 1)(i +3)

ns |25 pit2it2(2;
2 i : :
/ cos® O sin 0df) + ZZZO jZ Cibaj1 (i + 1)(i +3)

2m : .
/0 cos@t 9 sin® 0 do
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H—]-f—l(] T 2) Ti+4
+2 ciC cos’ Osin®0do+ 6 ¢ _ d}
I T I
- n n +7+2( 1 T o
/02 (—3cos®Osin® 0 + sin* 0) df + Z:O Zo Ciejr 0 Jijl;r ) /02 cos' 0 df
i=0j
it n L7 i+2j43 (0 ;
J [Pl g o r (2j +2)
- CiQ; COS 0 sin @ df — c;by; .
;%)]Z T (i +1)/ ;0 EO T+ 1)

cos' T2 9 sin? 0 dh — E E C;C; ,

dO / 27r —3cos' T3 Osin® 0 + cos' fsin 9) db

2 "
/0 cos' Tt 0 sin3 9 do

3TZ+4

(i +

- Z+]+3<] +1) i+ . J
— Ci€i , cos 1 0 sin 6 do + CiQ;
Sl gk %% e

n 7] 243 (0
2 i3 (27 +2) f2r
/0 cos'™ T @sin 0 do + Z§ ) jE Czbgﬁ_l (i+3) /0 C

_Zcz

Tz—l—]—i—l

0s' T2t 9sin? 0 do

T’Z+j+3<j +2)
+ Z Z CiCi ,
1=0j= ’ ( +3>

+ Z cZ 3d0 / —3cos' ™ @sin® 0 + cos™ O sin® 0) df

1 .
—§%2@0+UW”
7=0

™ . 1 n . e .
/02 cos’ T sin(46) sin 6 df + Sdé > agjrit? /02 cos’ 0 sin(46) sin 6 df
=0
el

27 - .
/0 cos' I3 0sin® 0 do

—_

+ ;d(l) S boji(25 +2)r¥ T /% cos? 1 fsin(40) sin” 6 df
=0
1 n
é Z (7 +2) J+4/ cos’ 0sin(46) sin® 6 df + d

3 cos® 0 sin(46) sin® @ + sin(46) sin® ) df + dO Z c;(4 + 1)r!™s
1=0

\

/ cos’ ! @ sin O sin(26) df
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— 4d(1) 3 ajjr3+2 /02 cos’ 0 sin 6 sin(26) df — 4d(1) > boja(2) + 22+
i=0 i=0

/027r cos? 1 9 sin® O sin(26) df — zd(l) ;) cj(j + 2)ritt /0277 cos’ fsin® 0sin(26) df

— ldor /0 (—3 cos” @ sin® §sin(26)) df.
on utilisant les formules(1.7),(1.8) et (19) .Nous trouvons

o 2] + 2) A it9
Fl _ 1 bos 22—|—2j—|—3< _ (v
50 E) j;o C2i+102j+17 (20 + 3) 21+3+3(5 4 j + 3)!

5] o (20 + Doy 5] %]

- 9dZ Z CQZ‘T21+3% - Z
0 i=0 2Z+3 (Z + 3)' i=0 j=0
241 (2] +2) Qg jt1 ;
zb ] 2z+2]+1< _ J 9!
Gt Qi+ 1) 272 (i 1+ j +2)1 0
e 203 (2t + Doy e Rl (27 +2) gipojs ' H .
Z i1 23(i 4 3)1 Z:O ;) b2i+1C2j+1 5 " R ZO%',nCz',n
L?J 3]

i1
. 24241 " &
+ > > baipragir T Y Y0 Cin

n=0 1=0
=] 15 9 41
+2) gy L
52¢+102j<]2>7“22+2‘7+3 > YinCin
n=0

J il 22543 (2] + 2)tiyj41
C2i025+1T 9 o0 A
=0 20171221 4+ 1)(i + j + 2)!

=0
L" ] i+ Da B
+9dZ Z 02i+17~21+3<2+> Z Z 02262] o 2i4+275+3

La
o 1
I

_|_

~.
M+
o
~.
I
o

— |

N3

|

,_
3

B |
—_

W
<
I

no
H

i=0 27430 + 3)! i=
n-1 . .
(2] + 2) 142 o %3 J i (20 4+ 3)(2 + 1)y
3700 _— | — Yo Z C2i+1T Al |
20053(20 + 3)(i 4+ j + 3)! i=0 20H4(7 + 3)!

. : 1 , .
- TGdZ Z CQj(Q] + 1)7"2‘7+3K2j+1,2 + T6d6 Z:O a2j+1(2] + 1)7"2‘7+3K2j+172
]:
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| . A 1 . -
+ — 6 Z 02j+1<2] + 3)7“2]+5K2j+1,2 + éd 02j<2] + 1)T2J+3K2j_|_1’1

2] . 1 1%

2 8dé ‘Zo Coj41(27 + 3)r¥ P Kaj i1
j= j=

L’intégrale F. 220 <7° ) est un polynéme de la variable " donnée par :

(]

5] 3
200N L2 Q; 92
Fa(r) = =r| L o G+ 1 80
MR gy W iy,
=0 j=0 i=0 j=0
1

- 5]
_ Z Z 7,,22+2]+3M3 . Z 7°2Z+3M4

i=0 ;=0 i=0
e I - I

+ r My + > rT T M, (3.19)
1=0 1=0

ou

1+ J)iria
M, = 02¢+1sz+1( (b J) e )

2007+2(5 4 j + 3)!

o — O+
M2 — a’27,b2j+1 (2Z+]+1(Z +] + 2>|) )

— 3111

—6d5(i% + 1)y
My = coi [ —2 “,
4 CQ( 2i+2(j + 3)|
dj(6i + 6) i1
My = agiy |2 ,
g a“l( 2i+2(j + 3)|
6d5(18i + 12)cv 11
Mﬁ:c?i“( 28(j +4)1 )
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Preuve 2

Del expressions(3.14) on a

2T

1
F220 = o F2<97 r)do
=3 (g: vt /0 cos' 1 B sin BdO — E)piri /027r cos’ B sin Hd#

— ; qiri+1 /027r cos’ O sin® 0dH — ; siriw /027T cos’ 0 sin® 0d6

3/ sin® 0df + Z Z e;C;T HJH/ cos' T @ sin® 0db

1=07=0
non Cor
+> > eiajr”]/ cos' T2 0 sin 6dA
i=0 =0 0
ng—1
n =5 or .
+Z Z 62b2j+1rz+2j+2/ Z+2j+3081n29d9
i=0 j=0 0
n n
+ >
1=07=0

eiCjT Z+]+2/ cos' 3 9 sin® 6d6

i N~ i3 [P i42 g d i N~ i3 (2T i g 2

+dy Y eir /0 cos' = 0sin” 0dO — 3dy Y e;r /0 cos”" 0sin” 6d0
=0 1=0

n n L 2 L
— > 3 aeirt™ / cos' ™ g sin® Adh
i=0 =0 0

n_n o _
— > ¥ aar™ 1/ cos'™ 1 G sin Hdh
i=0 j=0 0
n—1
n L'z i+2j 1 (2T 2542 g o2
— > > eibyar /0 COS 0 sin” 6df
1=0 7=0

LA itj+l (2T iti42 g3
— > > aicr / COS 0 sin” 6do
i=0 j=0 0

~dy " a2 [ cos™ ! Osin' 0d6 + 3d) z air™? [ cos™? Osin® 00
i=0 0 0
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ﬁ
‘:
M“‘
L

n . 27 L .
Z 1T pRiti+2 /o cos2itiT1 g sin 0do
J=0

ﬁ
3 ~.
rol
= O

Mw\

n . o o _
Z boit1a,7 Zﬂ“/o cos? 2 9 sin? 0de

I\
= O
I
)

J
— bai+1b2j417

,_
S
B |
[
— .
3
B |
—_

2i4+2j+3

~

|
o
.

|
o

—_

n—

J

M?

2 " .
/0 cos® I3 9 sin® 0do —
n—1
2
d1L Jb, 2i+4 [27 2i+2 g
—dy Y boipar | cos
i=0

n—1

2 . T .
sin® 0df + Sdé > b2 /0 ’ cos? ™ 9 sin® 0de
i=0

n 2
Z i 1CiT 22+2j+3/ 2z+j+2 0 sin 0d9

n

n L 2 L
>3 cl-cjr”]”/ cos'™ @ sin® fdH—
i=0 j=0 0
n n L 27 s .
SN gttt / cos' T @ sin® 0de
i=0 j=0 0

n—1
nLTJ 19iig [2T 1919 4 non i3
=3 Y cibgjpar ™I /0 cos’ T2 Osin® 0d — Y Y it
i=0 j=0 i=0 j=0

n
/0 " o5t 0 sin® 0d6 + 3dy > cir'tt /0 " o3 0 sin’ 06
i=0
n . 2 . n . 2 .
—d5 > '™t /o cos' ™ Osin® 0df — df Y- cjr TP /0 cos’ 0 sin® 0df d;
i=0 j=0
n . 2 : 27
—dy Y cjr7+4/() cos’ ™ 0 sin® do — d(l)fr5/0 cos 0 sin’ §df
=0

27 n . 27 .
+ 3dyr® /0 cos® O sin® 0dO + 3dy Y cjritS /0 cos’ % 0 sin* Odb
j=0
n—1

n . 2 . 2 . 2 .
+3dy S ar ™ /0 cos’ T3 0sin? 0dO + 3d;, S b2j+17“2‘7+4/0 cos? T @ sin® 0db
j=0 j=0
+3dg S et /0 " o5 3 9 sin' b
j=0
+ dpr® /O27r cos? 0sin® 0df — 3dgr® /027T cos® @ sin® Odf (3.20)
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Nous utilisons les deux exprissions (1.7) et (1.15). Nous trouvons

L

2 _ 20
Fso(r) = —r Z;) q2iT m

L JLLlJ

= .
, L 2i42j+3 Q4 j+2

3 7

n

LQJ O ij .
Sdz RE i+1 _ 3 28 Q42
3dy 2 ear (2Z+3( Fayn) T 2 e g g

]
_ o 2i42j+1 Qitj+1
2 2 eaibypr (2i+j+2(i+j+2>!)

n 5]
' ' @i i i Q;
—3dy X X Cb2z'+17°2l+3 <2i+3<.+1 ) +3dy > a2i+17“2 2 (H)

i=0 j=0 i+3)! = 2iH3(7 + 3)!
5t 5] .
—3 b ) 2142543 . t+7+1
;} = 2i+1€2j+17 22+j+2<l' + 5+ 3)!

2 L
B , 2042541 Qijtj+1
2, 2 bt <2i+j+2(z' +j+ 2)!)

B , 2042543 Qitj+1
3 Z 2 b21+102~7r (2i+j+3(i+j—l—3)!)

i=0 ;=0
5] 5] .
_3 Do 2203 [ i+j+1
z’ZO — 2025 +17 22+]+3(Z'+j_|_3)!

[ s R
[ )

( 2145 o i ) 2145
Oy 2 caar 2i+4(z'+5)!) oy 2 e (2”4(i+4)!

L%J "5 ]
— 15d! g3 (Y ) gy T N e n S
15d}, ggo €T (2j+3( +3>,> 3d;, ggo a2j+17 (2j+3(]‘+3>!>

|5 _ 5] .
B i 2j+5 Qj+1 i 2§43 Qj+1
1oy 2 ot (2~7+4< y ) + 9% o et (2j+3<j+3>!>
%7

2]
’ - 243 % i ' 2745 %
+ 3dj, j;o 25417 (2]+3< +3)! ) +9dy EO 217 (2j+4(j + 4)!)

pour une exprission simplifée de (3.20) , on obtient le polyndme (3.19)

D’apres le Lemme 3.1 et le Lemme 3.2, nous avons :
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Fy(r) = Fyy(r) + Fy(r)

1] 2] 2]
9 o 3.1 9 2i+25+3
r (iO 92ir 2L+ 1! 8 o | =0 j=0 '
n| | n=1 nolin 2
R I
i=0 4j=0 =0 j=0 i=0

1=0 1=0
(J + Daige : fasd (i + 7))t
Ay = ci41b2; : e — —(i+1 i 0Cigp + 0
bt 2‘7+1((22+3)(22+]+1)(2+]+3)! ( >g§0” G+ 3)
_(] + 1>&i+1 . i+l CYfH_ i1
Ay = aoiba; ,_ itCivy — —=— . ;
2= i ((2i+ 1)2i+3+1( 4 5 + 3)! 12 il 20HIF2(j + j + 2)!
— (7 + (02 + 45 + 15)cipq AR 3Qitj+1
A = cobo, = LN Gy — —— 2% |
3T ((2@ @i+ 324+ 8 T GG 4 13
. 9oy 2K9i4192 — Koiz12  6(1+2)q;
Ay = id, 2 1 - — ! Lmd
1= Caido(20+1) (22+4(z‘ +3)l 16 23(i +3)! )
. ov; Koit12—2Ksi112 (604 6)aitq
As = a9 1d)(2 1 . — ’ ’ .
5 = azi1dy(20 +1) (21+3(i+3)! 16 Yty
A — o d, <9OZ + 45)OJZ _ KQH_LQ — QKQH_LQ <6Z + 8 + 12>OJZ
07 TR0 it 1 1)) 16 23 (; + 4)!

Donc le polynéme F: 20(7" ) possede au plus

e 52| 5] [+ 5] 1S )

racines réelles positives, alors le systéme (38) a )\2 cycles limites.Par conséquent,le Théoreme

3.2 est démontré
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Exemple 3.2

Soit le systeme

i=—y+e(y+yx’)+e (yr+yz?),
y=x+8(—1+x+x2+3y:c+3yx2—y2—2y2x—15y2x2—y3)
+ £2 (—x—x2+y—21yx2—y2x2—y3),

(3.22)
L’équation moyennée du deuxiéme ordre est
2 4
Fl()(T) =r (—37’ +24+7r ) , (323)
qui a exactement deux racines positives 1 = \/E , Ty = 1. Nous concluons donc que le

systéme (3.22) a deux cycles limites.

cyele litite four e=0.001
i s

FI1GURE 3.2 — Cycle limite pour € = 0.001
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Chapitre 4
Analyse du nombre de cycles
limites dans une classe généralisée

de systemes de kukles

4.1 Présentation du probléme et résultats principaux

Dans Particle [9], les chercheurs ont exploré un systéme difféerentiel du type suivant

{j; = —y+1(z),
y=x— f(z)— g(x)y — h(z)y* — dy°,

oul(x) = ely(z), f(x) = efi(z), g(x) = egi(x).h(x) = chi(x) et d = edy
sont des polynomes de degrés 711,101, 19, 13, d1 7& () est un nombre reel et € est un petit parameétre.

Selon leur travaux, ce systéme (4.1) peut produire au plus A= max { 1, [mT—l} , [%} } cycles limites

(4.1)

via la théorie de moyennisation du premier ordre.
Dans ce chapitre, nous appliquons le Théoréme (2.1) introduit dans le deuxiéme chapitre , pour
examiner le nombre maximal de cycles limites que peut générer une pour une classe elarge de systémes

différentiels donnees par

y=z— filz,y) — qi(z,y)y — ha(z,y)y? — dry?,
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Ou l(ﬂ?,y) - 8ll<x7y>v f(xay) — 8f1<13,y>, g<$7y) - €g1<33,y>, h(CE,y) -
6h1($, y) et d = Edl sont des polynomes de degré 7l de variable I et . d1 7£ 0 et € est un

petit parametre. Le resultat fondamental de cette etude est présente ci-apres

Théoréeme 4.1

Pour |E ‘ > () suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites du systéme différentiel
(4.2) qui bifurquent d’un centre linéaire r = Y, y = —X en utilisant la méthode de la

moyennisation du premier ordre est :

{21

4.2 Preuve du Théoreme 4.1

Pour démontrer le Théoreme 4.1 , on utilise la méthode de moyennisation du premier
ordre. Nous écrivons le systéme (4.2) en coordonnées polaires (?“, 9) on: T =T COS(Q), Yy =
rsin(6),r > 0.

On écrit les polynémes ll(x, y), f1 (ZC, y), [%1 (CU, y), hl(l’, y) apparaissant dans (4.2)

comme :

hiz,y)= > ex'y ., qi(z,y)= Y bijz'y’

i+7=0 i+j=0
file,y) = > aya'y’ , h(r,y)= > cjz'y’
i+5=0 i+7=0
Telle que
o wlyteh(zy) +yl@ —e(filwy) + gi(@ )y + hlzy)y”) — diy’
r Y

—xy + zely(x,y) + 2y + ye(filz,y) — g1z, 9)y — hilz, y)y*) — diy?
/’n Y

T =

i=e( Y eyr'tcos0sin’0 — Y a;ir'cos'Osin T O—

i+j=0 i+j=0
> bijrzﬂﬂcos’@sml”@ - > cijrl+3+2005’93in]+39 — dyr’sind),
i+j=0 i+j=0

37



CHAPITRE 4. ANALYSE DU NOMBRE DE CYCLES LIMITES DANS UNE CLASSE GENERALISEE DE
SYSTEMES DE KUKLES

et :

(x —e(filzy) — gi(zy)y — Mlzy)y® — diy®) (@) — (—y + eli(z.y)y)

0 =
72 ’
o (@ —we(filey) — gilzy)y — mzy)y’ — diy’) + (y° — ela(z.y)y)
7”2 )
g_ vty ealfiley) —giley)y — zy)y’ - dy’)) + Lizy)y
7”2 T2 ’

0 =1— i(cos& - filz,y) — cos@ - gi(z,y)y — cos@ - hi(z,y)y* — cosOdy®
+sinf - l1(z,y)).

Par conséquent, le systéme (4.2) devient

r=—¢ ( > eyritheos™ sin? @ — S0 a;r" cos' Osind T O
i+j=0 i+j=0

- > bz-jrlﬂle cos' Osin/ 20 — > cijrz+3+2 cos' Osin? 3 0 — dyr? sin 8) :

i+5=0 i+j=0
; e ¢ A A SR A8 . il it +1
0=1——1{ > ai r™cos" 0sin/"0— > byr™" cos" Osin’" 0
T \i+j=0 1+7=0

- > ch?““LJJr2 cos 1 @sin’ o+ e cos’ O sin’ 6 — dyr3 sin® @ cos 9)

38



CHAPITRE 4. ANALYSE DU NOMBRE DE CYCLES LIMITES DANS UNE CLASSE GENERALISEE DE
SYSTEMES DE KUKLES

D’apres le développement de Taylor on a

1

=1 2 <1
e +x +o(x%), |z :

ou
r=c| 2 eyr"cos™ Osin? @ — 3 a;r" cos' Osind T O
i+j=0 i+j=0
n W o n o 3 _
— > by cos' Osind 0 — >0 cr T cos’ Osind TP 0 — dyrPsin 6|

donc

dr 9
i eFyi(r,0) + O(e7),

ou
n SR . n o -
Fi(r,0) = X eyr'™cos™ Osin? 6 — > a;;r"7 cos' Osin? T 0
i+j=0 i+j=0

- > bijrzﬂH cos' Osin/ 20 — > cier”Q cos' Osin? ™ 0 — dyr®sin* 0
1+75=0 i+j=0

Soit F 10 Péquation moyennée du premier ordre associée au systéme (4.2). En utilisant la notation

introduite dans le chapitre 2, on calcule F 10,

1 2
F10(7“> = 277'/0 F1<7", (9)d9,
Alors
1 2 n . . . n L . .
Fio(r) =— > oeyr'™ cos' ™ Gsin’ 9+ 3 a;jr' 7 cos' 0 sin/ 19
2m 70\ =0 i+j=0

+ > bijrlﬂﬂ cos' Osin/ ™20+ Y cz-jrlﬂ” cos' Osin? 3 0 — dyrd sin* 0

39



CHAPITRE 4. ANALYSE DU NOMBRE DE CYCLES LIMITES DANS UNE CLASSE GENERALISEE DE
SYSTEMES DE KUKLES

Avec
27 mToy; Sl e impair et 7 pair
[ cos™ gsind pdp = § T " P PRSP
0 0 sinon,
27 wd;; sl pair et § impair
/ cos’ 0 sin/ Tt 0dl = ij Sttp J mp
0 0 sinon,
27 ;5 Sl pair et 7 pair
/ cos' @sind 2949 = T PP J P
0 0 sinon,
2 i3 7B sit pair et j impair
/ cos’ 0 sin? T3 0do = .
0 0 sinon,
3
/ sinttdt = =,
4
on obtient
10(r) = 5 > eijagr ™+ Y. agoqr
i+j=0 i+j=0
7impair, j pair i pair, 7 jpair
n i n L ivo
(3 1
+ > bywr™T X cByr™
i+7=0 147=0
1 pair, 7 impair i pair, 7 impair

D’oti le polynéme Fl()(?“> possede au plus

{757

racines réelles positives. Alors le systéme (4.2) a )\3 cycles limites.

Ceci complete la preuve du Théoréme 4.1.
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Exemple 4.1

Soit le systéme

i=—y+e(lr+y+azy+y?),

(4.3)
=2 +¢e (=2 -3y — 1a?y — 3y3 — y?2? — 3z — y?).
L’équation moyenne du premier ordre est
1 2
Fio(r) = u (r* —4), (4.4)
qui a exactement une seule racine positive '] = 2. Nous concluons donc que le systéme (4.3) a

un seul cycle limite.

cyrele lirdte pour ==0.0001
] Fe BT

FI1GURE 4.1 — Cycle limite pour £ = 0.0001
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Conclusion et perspectives

Ce mémoire s’est attaché a 1’étude des cycles limites au sein de certains systémes différentiels poly-
nomiaux a deux dimensions, en s’appuyant sur la méthode de moyennisation d’ordre un et deux. Cette
approche nous a permis d’estimer le nombre maximal de cycles limites dans les systemes considérés.

Notre travail s’inscrit dans le cadre du 16éme probleme de Hilbert, plus précisément dans sa seconde
partie, qui visent & déterminer le nombre possible de cycles limites dans des systémes différentiels plans.

Dans la suite de nos recherches, il est envisagé d’approfondir ’application de la moyennisation d’ordre
deux a une nouvelle classe de systemes différentiels perturbés, définis par un ensemble d’équations géné-

rales, comme celui défini par le systéme :

g =1~ f(z,y) = g(z,y)y — h(z,9)y* — diy’,
oul(z,y) = eli(x, y)+ela(x,y), f(x,y) = efiz,y)+e folw, y). g(z,y) =
egi(x,y) +e%ga(w,y), h(z,y) = chi(w,y) +ha(2, y) ev dfy = ed + 7d sont
des polynomes de méme degré 71 de variables X et 1/, dzo # 0 et € est un petit parametre.

Une exploration plus approfondie de ces systémes pourrait enrichir notre compréhension des compor-

tements des dynamiques complexes qu’ils peuvent engendrer.
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