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Résumé

Ce travail de mémoire est consacré a 1’étude du nombre maximal de cycles limites des systémes
différentiels ordinaires dépendant d’un petit parametre. Plus particulierment, on étudie deux classes
de systemes différentiels, en utilisant la théorie de moyennisation.

La premieére classe concerne ’étude des systemes différentiels polynomiaux généralisés de la forme :
&= —y + e(ki(x)y) +*(k2(2)y),
j=1x—e(g1(@) + fr(@)y + hi(2)y® + pr(2)y?),
—€%(g2(2) + fa(x)y + ha(2)y* 4 pa(2)y?),

ot g;(z), fi(x), hi(x),pi(z) et k;i(z) (1 <i<2)sont des polyndémes de degrés donnés.

La deuxiéme classe concerne ’étude des systemes différentiels polynomiaux généralisés de la forme:

y=—x—e(ga(z) + for(z,y)y),

ot g11(x), f11(x), g21(x) et fo1(x) sont des polyndémes de degrés donnés.

{ =y —e(g911(x) + fui(z,v)y),

L’étude des deux classes est illustrée par des exemples.

Mots clés :

Systeme dynamique - cycle limite - théorie de la moyennisation - systéme polynoémial.



abstract

This work is devoted to study the maximum number of limit cycles of ordinary differential systems
depending of small parameter. Using the averaging theory of first and secend order, we study two
classes of generalized differential systems.

The first class deals with generalized differential system of the form:

= —y+ ek (2)y) + &2 (k2(2)y),
g =z —e(gi(z) + fr(x)y + hi(2)y® + pi(2)y?),
—e2(g2(2) + fo()y + ha(x)y® + p2(x)y?).

Where g;(z), fi(x), hi(z),p;(x) and k;(z) (1 <14 < 2) are polynomails of given degree.
The second class is studied the generalized polynomial differential system of the form :

{ &=y —e(gu(@)+ fulz,y)y),
¥ =—z—¢(g921(®) + fa1(2,9)y) ,

Where g11(), f11(2), g21(x) and f21(x) are polynomails of given degree.

Keywords :

Dynamical system - Limit cycle - polynomial differential system - averaging theory.
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Introduction

La théorie des systémes dynamiques prend une place de plus en plus importante
en mathématiques. Généralement un systéme est dit dynamique lorsqu’il évolue
au cours du temps. On représente cette évolution par des équations différentielles
ou des applications. Ainsi, I’étude des systémes dynamiques traite donc I’évolution
temporelle des systémes chimiques, physiques, biologiques ou économiques.

Une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions in-
connues et leurs dérivées. L’ordre d'une équation différentielle correspond au degré
maximal de la différentiation auquel I'une des fonctions inconnues a été soumise.

Un des principaux problémes de la théorie qualitative des équations différentielles
est la de détermination des cycles limites. Un cycle limite d'une équation différentielle
est une orbite périodique isolée dans I’ensemble des orbites périodiques des équations
différentielles .

En 1881-1886 Poincaré a défini la notion d’un centre comme étant un point isolé
singulier entouré par des orbites périodiques. Alors une fagon de produire des cycles
limites est de perturber un systéme qui a un centre.

IT y a cing méthodes pour analyser le nombre de cycles limites bifurquant des
orbites périodiques ayant un centre.

La premiére méthode est basée sur ’application de retour de Poincaré.

La deuxiéme méthode est basée sur 'intégrale de Poincaré Melnikov.

La troisiéme est basée sur l'intégrale Abélienne.

La quatrieme est la méthode du facteur intégrant inverse.

La cinquiéme est la méthode de la moyennisation. Cette méthode est la base de
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notre travail.

Les chercheurs ont étudié plusieurs équations différentielles planaires en utilisant
les méthodes précédentes pour la détermination des cycles limites.

En général, obtenir des solutions périodiques est un probléeme difficile et souvent
impossible. La méthode de la moyennisation réduit ce probléme difficile des systémes
différentiels & la recherche des racines positives d’un systéme algébrique non linéaire.
Cette méthode est I'une des plus importantes méthodes de perturbations utilisées
actuellement dans ’étude des solutions périodiques des systémes dynamiques. Elle
a été introduite par Krylov et Bogoliubov en 1937 [27] et Bogoliubov et Mitropolskii
(1961) [8]. Elle a été msuite développée par Verhulst [49], Sanders et Verhulst [46],
Malkin (1956) [44], Roseau (1966) [45], Llibre et Buica (2004) [9]...

L’idée de base est de considérer une équation différentielle perturbée mise sous

la forme standard suivante.

dx

— =cf(t,x,€), 1
= cf(t.e) ()
outel CR,z e R" e<<1et fest T-périodique en t, et de déterminer 1’équation

moyennée associée a cette équation

dx
— =cF(x), ii
=R () (i)
ou
1 T
Pla) = [ (ts.0)e
T Jo
et chercher les solutions périodiques de 1’équation .
Ce mémoire comporte 4 chapitres :
Le chapitre 1, est un rappel de notions générales sur les systémes dynamique.
Le deuxiéme chapitre, on expose la théorie de la moyennisation du premier et
deuxiéme ordre.
Nous avons illustré ces méthodes par des exemples.
Le troisiéme chapitre, nous avons étudié le nombre de cycles limites d’une classe

de systémes différentiel, planaires généralisée de la forme :

& = —y+e(ki(2)y) + & (ka(2)y),
g =1z —c(g(x) + fr(@)y + b (2)y” + pr(2)y?®)
—e*(ga(x) + folz)y + ho(2)y® + p2(2)y?),

2
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ou g;(x), fi(z), hi(x),pi(x)et ki(x) (1 < i < 2) sont des polynomes de degrés
ni, N9, N3, k. € est un parametre réel supposé petit.
Dans le chapitre 4 nous avons étudié les cycles limites d’une classe de systémes

différentiels plus généralisée de la forme :

=y —e(gn@)+ fulz,y)y),
y=—z—¢(gau(®) + falz,y)y),

(1)

ot g11(z), f11(x), g21(x) et fa1(x) sont des polyndmes de degré k, 1, m et n, respective-
ment, et € est un petit paramétre. On y trouvera un exemple pour chaque méthode.

Nous utilisons le logiciel Maple 13 pour effectuer les calculs.



Chapitre
Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons introduire des notions de base sur les systémes

dynamiques qui seront utiles par la suite.

1.1 Systémes dynamiques

Définition 1.1. Un systéme dynamique sur R™ est une application U : Rt x R" —

R™ définie et continue sur tout R™ x R", telle que
i) U(0,z) ==z
i) U(t+s,x)=U(t,U(s,x)) pour t,s € RT x € R".
Un systéme dynamique sur R" est linéaire si
o(t,ax + By) = ap(t,x) + Be(t,y),Va, B € R,t € Rtet x,y € R™.
Exemple 1.1. Soit le systeme
&= Az, 2(0) = xo, (1.1)

ot A est une matrice constante, t € R et x € R™. La solution de (1.1)) est donnée
par
z(t) = ey,
le systeme (1.1)) engendre un systéme dynamique
U:RT xR" — R,

Ult,z) = ez

4



1.1 Systémes dynamiques

1.1.1 Flot d’une équation différentielle

Définition 1.2. Soit le systéme non linéaire
T =F(x), (1.2)

ouz € R" et F(xz) € R". On apelle flot du systéme différentiel (1.2), I’ensemble des

applications ¢; : R" — R" définies par
¢t($0) = ¢(t7 xO)a

ou ¢(t, zo)est la solution de (|1.2)) telle que ¢(0,x¢) = xo

Remarque 1.1. Le flot est dit autonome si F' ne dépend pas explicitement du temps

t, sinon il est dit non autonome.

1.1.2 Points d’équilibre et linéarisation
Points d’équilibre

Définition 1.3. On apelle point d’équilibre ou point critique du systéme (1.2)) tout
point zp € R" telle que, F(zo) = 0.

Linéarisation

La démarche la plus naturelle pour étudier le comportement des trajectoires
d’un systeme différentiel autonome non linéaire, au voisinage d’un point d’équilibre,
consiste & se ramener au systéme linéaire associé, puis a faire le lien entre les tra-

jectoires des deux systémes.

Définition 1.4. On apelle systéme linéairisé du systéme (1.2)) au voisinage du point
d’équilibre xg, le systéme

& = Az, (1.3)
ou A = DF(x) est la matrice jacobienne de F' au point x :

DF (o) = (gi @@)Kwsn. (1.4)




1.1 Systémes dynamiques

Exemple 1.2. Soit le systéme non linéaire suivant

T =—3x 15
y':2y—|—:173. (1-5)

L’origine est le seul point d’équilibre de ce systéme. La matrice jacobienne asso-

ciée a ((1.5)) calculée en (0,0) est

-3 0
DF(0,0) =
0 2
Donc le systéme linéairisé est
T =—3T

(1.6)
Définition 1.5. Le point critique x( est dit hyperbolique si aucune des valeurs
propres de la matrice jacobienne D f (z9) n’a de partie réelle nulle.

Remarque 1.2. La linéarisation d’un systéme différentiel nous amene a [’étude de

la nature des points critiques.

1.1.3 Portrait de phase

Soit le systéme différentiel de la forme :

i = P(z,y),
y = Qz,y),

(1.7)

ou P et () sont des polynémes en x et y a coefficients réels de degré d. Les solutions
(z(t),y(t)) du systéme ci dessus représentent dans le plan (z,y) des courbes appelées

orbites.

Définition 1.6. Les points critiques du systéme (|1.7]) sont des solutions constantes
et la figure compléte des orbites du systéme, ainsi que ces points critiques représentés

dans le plan (x,y) s’appelle portrait de phase. Le plan (x,y) est appelé plan de phase.



1.1 Systémes dynamiques

1.1.4 Nature des points d’équilibre

On utilise la linéarisation pour ’étude de la nature des points d’équilibres.

Définition 1.7. Soit le systéme différentiel linéaire ((1.3)), ot A est une matrice
d’ordre 2. Soient A; et Ay les valeurs propres de cette matrice. On distingue les

différents cas selon les valeurs propres \; et Ay de la matrice A.

(i) Si Ay et A9 sont réelles non nulles et de signe différent, le point critique x = z

est un point selle, il est toujours instable.
(i) Si A1 et Ay sont réelles non nulles et de méme signe on a trois cas :
(a) Si A1 < Ay <0, le point critique & = xy est un noeud stable.
(b) Si 0 < Ay < Ag, le point critique = x( est un ncend instable

(¢) Si Ay = A = A, le point critique = x( est un neend propre, il est stable

si A < 0 et instable si A > 0.

(iii) Si A1 et Ag sont complexes conjuguées et Im(A; o) # 0, alors le point critique

x = o est un foyer. Il est stable si Re(A12) < 0 et instable si Re(A;2) > 0.

(iv) Si A et Ay sont imaginaires pures avec Im(A;2) # 0 et Re(A12) = 0, alors le
point critique z = x( est un centre et il est stable mais pas asymtotiquement

stable.

1.1.5 Stabilité des points d’équilibre

L’étude de la stabilité d’un point d’équilibre nous ameéne a connaitre le compor-

tement des trajectoires voisines de ce point d’équilibre.

Définition 1.8. Soit le systéme

d
d—f = f(t,z),r €R"t € R, (1.8)

Supposons que f satisfait les conditions du théoréeme d’existence et d’unicité de la
solution et soit ¢(t) la solution du systéme (|1.8). On dit q’un point d’équilibre p est
stable si Ve > 0, 46 > 0, tel que

o(t) —pl| < 6= ||o(t) —pl| < e Vit >t

7



1.1 Systémes dynamiques

Définition 1.9. On dit q’un point d’équilibre p est asymtotiquement stable s’il

existe un voisinage de p tel que pour tout x dans ce voisinage tliin o(t) = p.
—+00

Théoréme 1.1. Soit le systéme linéaire . Le point x = xg est asymptotique-
ment stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A ont des parties réelles
strictement négatives.

St A a au moins une valeur propre avec la partie réelle strictement positive, alors le

point x = xq est instable.

1.1.6 Orbite périodique et cycle limite

Définition 1.10. On appelle solution périodique toute solution x = ¢(t) du systéme

(1.2)) telle qu'il existe un nombre 7" > 0 vérifiant :

o(t+T)=o(t). (1.9)

e Le plus petit réel T' > 0 qui vérifie (1.9)) est appelé période.

e A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans ’espace des phase.

Exemple 1.3. L’oscillateur harmonique est régi par ’équation différentielle

&4 w?x =0 qui équivaut au systéme

T =y.
Y= —w?r
s . . dy 2 -
Ce systeme s’intégre facilement puisque T = —w”— ce qui donne pour ensemble
T
de solutions
y? + wia? = C.

Autrement dit, ce systéme posséde une famille continue & un parameétre de solu-

tions périodiques représentées dans le plan de phase par des ellipses.

Définition 1.11. Un cycle limite C du systéme ((1.2) est une trajectoire fermée
isolée dans l’espace des phases. Ceci signifie qu’il existe un voisinage de C dans

lequel il n’ya pas d’autre courbes fermées.

8



1.1 Systémes dynamiques

Remarque 1.3. Si toutes les trajectoires voisines s’ approchent du cycle limite C
lorsque t — 400, il est dit stable ou attractif. Si en revanche toutes les trajectoires
voisines s’éloignent du cycle limite C lorsque t — 400, il est dit instable ou non

attractif.

Définition 1.12. I’amplitude d’un cycle limite C est la valeur maximale de la

variable x de ce cycle limite

Exemple 1.4. Soit le systeme
i =azr —y—ar(z? +y?),
y=a+ay—ay(e® +y?),

tel que o € R est un parametre.

En coordonnées polaires x = rcosf et y = rsin @, le systéme précédent devient
7= ar(l—r?),
0=1,

r = 1 correspond & l'orbite périodique est un cycle limite stable pour a« > 0, et
instable pour @ < 0. Si @ = 0 le systéme a une infinité de nombre des orbites

périodiques et il n’ya pas des cycles limites. (Voir figures (1.1),(1.2) et (1.3)).

Remarque 1.4. Les cycles limites apparaissent seulement dans les systéemes diffé-

rentiels non linéaires.
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Chapitre

Théorie de moyennisation

La théorie de la moyennisation est un outil classique pour étudier le compor-
tement des systémes dynamiques non linéaires, et en particulier, de leurs orbites
périodiques. Dans ce chapitre nous allons introduire les résultats principaux sur la

théorie de la moyennisation utilisés pour accomplir les travaux de ce mémoire.

Notation
D,F : La matrice jacobienne de la fonction F' par rapport a x;
ou F: D — R, D est un sous ensemble ouvert de R".
D2F :  Matrice dont les composantes sont les dérivées de deuxiéme ordre

ou la matrice Hessienne.

Jr(a) : Le jacobien de F' calculé en (a).

2.1 Meéthode de moyennisation du premier ordre

Ce théoréme donne une approximation du premier ordre pour les solutions pé-

riodiques des systémes différentiels périodiques.

Théoréme 2.1. Soit le systéme différentiel suivant :

x(t) = % =cF\(t,x) +*R(t, z,¢). (2.1)

Ou F1:RxD—R"R:RxDx|—¢eys,ef[—> R", sont des fonctions continues,

T- périodiques en la premiere variable et D est un ouvert de R"™. Nous définissons

11



2.1 Méthode de moyennisation du premier ordre

Fio: D — R" comme suit :

1

Fo(z) = 7 /O Fi(s, 2)ds. (2.2)

Supposons que :

(i) Fy et R sont localement lipschitziennes par rapport a x.

(ii) Pour a € D avec Fip(a) =0, on a Jp,(a) # 0

Ou D, Fy désigne la matrice jacobienne de Fyy par rapport a x.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution @(t, ) du systéme
T-périodique isolée telle que ¢(0,e) — a quand e — 0.

Les hypothéses de ce théoréme sont plus faibles que celui dans le théoréme (11.5)
de Verhulst [12], ou a la place de (i) il suppose que :

(j) Fi,R, D, F\,DF, et D,R sont définies continues et bornées par une constante
M (indépendante de €) dans [0,+o00[xD, —ef < e < ;.

A la place de(ii) il suppose que :

(77) Pour a € D avec Fip(a) =0, on a Jg,(a) # 0.

Preuve du théoréme Voir [12]

Exemple 2.1. Considérons le systéme suivant :

T=Y (2.3)
j=—x+ey’ —y)

En coordonnées polaires x = rcost, y = rsinf, Le systéme perturbé (2.3) s’écrit sous

la forme
r=ersin?(—1+ r?sin6
e ) 24
0 = —1 — &(cosfsin § — r*(cos § sin @ + cos® § sin 0))
On sait que :
1_I:1—|—x+x2+0(x3) si |zl <1 (2.5)
Do :
dr c 20002 2 2 2
g —crsin O(r<cos®0 +1 —r?) + O(e*)
=eF1(0,7) + O(e?) (2.6)

12



2.1 Méthode de moyennisation du premier ordre

De (2.2)) on obtient

1

Fiolr) =2 /0 Fi(0,r)d0

1 2

-1
:?r(?)rQ —4)

rsin? 0(r’cos*0 + 1 — r?)df

Les cycles limites possibles pour ’équation (2.3)) sont donnés par les racines positives

de l’équation

-1
Fio(r) = ?r(:sr? —4) =0. (2.7)
2
On a Fl()(?”):O = ’l“zg\/§>0
-9 1 2
et F{O(T):?’fjﬁ—é = F{O(g\/g):—l#o

D’apres le théoreme (2.1)) le systeme ([2.3|) posséde un seul cycle limite, pour, |e| > 0

suffisamment petit.

Exemple 2.2. On considere le systéeme

T =1.
(2.8)
y=-cv—c(—2+z—ay+2>+y°)y.

En coordonnées polaires, ce systeme devient

i = —ersin®(0) (2r* — 2+ rcos(f) — r*sin(0) cos(d) — r* cos®(6))
0=—1—¢ (r* (2 cos(8) sin(f) — cos®(0) sin(#) — cos® () + cos*(6)
+rsin(f) cos*()) — 2sin(6) cos(h)) ,

ou d’une maniere équivalente

dr

pr i sin*(6) (2r® — 2 + 7 cos(#) — r*sin(6) cos(6) — r* cos*(A) + O (£7) .

On trouve
Fio(r) —2rm + 7)== 0,

T or

2
cette équation admet une seul racine positive r = - 14, alors pour |e| > 0 suffi-

samment petit le systeme (2.8]) admet un seul cycle limite.
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2.2 Méthode de moyennisation du deuxiéme ordre

2.2 Meéthode de moyennisation du deuxiéme ordre

Le théoréme suivant prouve une approximation du second ordre pour les solutions

d’un certain systémes différentiels périodiques.

Théoréme 2.2. Soit le systéme différentiel suivant :

d
(t) = d—f = eF\(t,2) + 2 Fy(t,x) + 2 R(t, x, €). (2.9)

Ouw Fi,Fy : RxD — R", R: R x Dx] —¢ey,e5[—> R", sont des fonctions
continues, T- périodiques par rapport a t. D est un sous ensemble ouvert de R".
On définit Fig, Fog : D — R" telle que :

Fio(z) = %/o Fi(s,z)ds, (2.10)

et

Faolz) = % /0 (D.Fi(s, 2) /0 Rt $)dt + Fas, 2)|d=. (2.11)

Supposons que :

(i) Pour tout ¥Vt € R, Fy € C', F\, Fy, R et D, F| sont localement lipschitziennes par
rapport a . R est différentiable par rapport a e.

(it) Pour V. C D, un sous ensemble ouvert borné de R", et Ve €] — e4,e4[\0, il
existe a. € V tel que : Fio(a.) + eFy(as) = 0, et dg(Fio(as) + eFa(as, V,0)) #0 .
Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution p(t, ) du systéme
T-périodique isolée telle que ¢(0,e) — a quand ¢ — 0.

(j) Fi,R, D, F\,DF, et D,R sont définies continues et bornées par une constante
M (indépendante de €) dans [0, +o00[xD, —ef < e < ;.

(77) Fio(z) =0, Vz € D et pour a € D avec Fy(a) =0, on a Jpy,(a) # 0.

Preuve du théoréme [2.2] Voir [12]

Exemple 2.3. Soit le systéme différentiel

&= —y+e (y* + 8xy — 22%) + 2ax,
ye v+ Soy = 207) (2.12)
= x + dexy + ay.
En coordonnées polaires, le systéme (2.12) peut s’écrire
r=cer (8rcos298in9 — Trcos® 6 + 5rcos 6 —I—ea) ,

O =1—ersinf + Ter cos® 0 sin 6 + 8er cos  — 8er cos b,

14



2.2 Méthode de moyennisation du deuxiéme ordre

d’ou
dr er(8rcos®0sing — 7rcos® 0 4 5rcos + ca)
dd 1 —cersind + 7ercos20sin + 8=r cos @ — 8r cosh’
ou bien
d
d—; = —1r2cosf (—80056’81119 + Tcos? 6 — 5) e+r (—157‘2 cos’ fsin 0

+ 5cos@sinf + 2212 cos® Osin @ + 11272 cos®  — 160r% cos* 0
+48r% cos® 0 + a) 2 + O (€°) .
Cette équation est de la forme avec
Fi(0,7) = —r?cosf (—8cosfsinf + Tcos” 6§ — 5) .
F5(6,r) =r (—15r" cos® #sin 6 + 5 cos 0 sin 6 + 22r” cos” f sin
+11272 cos® @ — 160r% cos* 6 + 4817 cos? § + a) .
Fy(0,r,2) =0 (%)

Donc nous allons appliquer le théoreme précédent

2 2m
fo@r) = 2_7’/ cos (—8cosfsinf + 7cos®f — 5) df
™ Jo
* OF
8—1(0,7“) = —2rcosf (—8cosfsinf + 7cos’ 0 — 5),
r
0 2
/ Fi(s,r)ds = 3 (8 —8cos® @ — Tsinf cos® f + sinb) .
0
On trouve

 [OF ’
0 =g [ G [ R s+ R

=r (a — r2) .
1. Sia >0, alors le systeme différentiel (2.12)) a un cycle limite stable d’amplitude
d
r=+/a car d—f%(\/a) = —2a < 0.
r

2. Si a <0, alors Uéquation f*°(r) = 0 n’a pas de racines donc le systéme

différentiel (2.12)) n’a pas de cycles limites.
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Chapitre 3

Cycles limites d’'un systeme différentiel

polynomial genéralisé

3.1 Introduction

Dans larticle [4], les auteurs ont étudié le systéme suivant :
T ==y,
g =1 —e(gi(@) + fi(2)y + ha(2)y* + pi(2)y’)
— X(ga(a) + fo()y + ha(2)y” + pa(2)y?),
ou g;(z), fi(z), hi(z), pi(z)et (1 < i < 2) sont des polynémes de degré ny,ng,n3 et €
est un parameétre réel supposé petit.
Dans ce chapitre, en utilisant la théorie de la moyennisation du premier et du
deuxiéme ordre, nous étudions le nombre maximal de cycles limites qui bifurquent
des orbites périodiques du centre lineaire d’une classe de systémes différentiels gé-
néralisée de la forme
&= —y +e(ki(2)y) + &2 (ka(2)y),
g =1 —e(i(2) + fi(x)y + hi(2)y* + pi(2)y), (3.1)
— e*(ga(x) + fo(x)y + ha(2)y” + pa(z)y?),
ou g;(x), fi(x), hi(x), pi(x)et k;i(z) (1 <i < 2)sont des polyndomes de degré ny, no, ns, k
et € est un paramétre réel supposé petit.

Nos principaux résultats sont les deux théorémes suivants :
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3.2 Preuves des résultats

Théoréme 3.1. Pour |g| > 0 suffisamment petit, le nombre mazimum de cycles
limites qui peuvent bifurquer du centre linéaire & = —y, y = x du systéeme (3.1)), en

utilisant la méthode de la moyennisation du premier ordre est

U
2

Théoréme 3.2. Pour || > 0 suffisamment petit, le nombre mazimum de cycles

M= 2]

limites qui peuvent bifurquer du centre linéaire & = —y, y = x du systeme (3.1)), en

utilisant la méthode de la moyennisation du deuxieme ordre est

v ma{ ]+ 5] ] e [P [ e [+ [ e

2| 3 B ] 2 B+ 3

3.2 Preuves des résultats

3.2.1 Preuve du théoréme (3.1)

Pour appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre, on écrit le systéme

(3.1) en coordonnées polaires (r, 0)

x =rcosb, y =rsind, r > 0.
Posons
ni A no ' ns A no A
= Z a;z’, filz) = Z bz, hi(z) = Zci:v’ et pi(z) = Zci:v’,
i=0 i=0 =0 =0

k
i=0
(3.2)
Le systéme (3.1)) devient

( k
F o= € (Z d;r™ cos™t Asinh — ZGZT cos' fsin 6 — Zb 71 cos? @ sin? 6

=0 =0 =0
n3
—ch cos’ O sin® 0 — Zf“ 3 cos’ @ sin? 9)
=0
f - 1-° (Zar cos’“Q%—Zbr”l ”163m0+2q os™ 0 sin? 0
=0

+ E fir'™3 cos™ @sin® + E d;rt cos' Osin? 6

\ =0 =0

17



3.2 Preuves des résultats

Considérons maitenant ¢ comme nouvelle variable indépendante le systéme (3.3])

s’écrire sous la forme suivante

dr
i =eFy(0,7) + o(e?),
ou
k . . nl . . n2 . .
Fi(0,r) = Z d;r T costt fsin 6 — Z a;r' cos' fsinf — Z b;r 1 cost Osin? @
i=0 i=0 i=0
n3 . . n2 . .
— Z e cos' O sin® 0 — Z f;r3 cos’ O sin 6.
i=0 i=0
Alors
1 2r
FlD(T) :%/ F1<0,7")d9
2w
(Z dir™ cos™ hsinf — Z a;r'cos'0sin @ — Z br T cost sin? @
=0

- Z Cﬂ”iH cos' fsin® 0 — Z f,ri3 cos’ O sin? 9) db.
i=0

i=0
Pour calculer I'expression exacte de Fio(r), nous utilisons les expressions des inté-

grales de I’annexe A. Nous obtenons

2

1 i+1 B a2 < i+3 i id
Fio(r :2— Zbr /cos 0 sin H—Zofﬂ’ cos' fsin” 0 | do

0

—
S8
-

= — , b,% + = 3f2i 7 air2i+1,
= \2H [+ 1)L 272 (i 4 2)]

ol a; = 3.5....(2i — 1).
Donc le polynéme Fio(r) posséde au plus A\; = [%} + 1 racines réelles positives,

alors Le systéme (3.1]) a au plus A\; = [%} + 1 cycles limites.

Exemple 3.1. Soit le systéeme :

&= —y+e(yz’ +y)
(3.4)
y:x+5(1—x+12y—37y9€2—y2—y2:1:—|—y2:v2—y3—|—16y3z2).
En coordonnées polaire (r,0) ot

x =rcosb, y =rsind, r > 0.

18



3.3 Preuve du théoréme (3.2))

Ce systeme (3.4]) devient de la forme

( 3 . 2 .
sintcost —r“sint

r=¢ (r4sintcost2 —rtsintcost + r?sintcost® —r
+2r3sint cost® 4 sint — 16r° sint? cos t* 4+ 167* sin t? cos t* — 367> sin t? cos t*
—r3sint? 4+ 12rsin t2) ,

0=1+c¢ (—367’2 sintcost® 4+ 16r*sint cost® — r?sint cost + 12sint cost

cost
—16r*sint cost® — 2r2 cost? + —— + 13 cost® + 2r? cost* — rcost + r cost?
T

\ —r3cost® — 1) .

Pour déterminer les cycles limites, on résout [’équation
Fio(r) = r* = 5r* 4 6. (3.5)
L’équation (3.5) posséde deux racines positives 7 = V2,1 =+/3.

D’aprés le théoréme (2.1)) le systéme (3.4) a exactement deux cycles limites qui

bifurquent des orbites périodiques du centre lineaire & = —y,y = .

3.3 Preuve du théoréme (3.2

Nous utilisons la méthode de la moyennisation du second ordre on écrit le systéme

(3.1) en coordonnées polaires (r, 6)
x =rcosb, y =rsind, r > 0.

Tenant compte de (3.2)) et en posant

n1 n2 n3
g2(z) = Zpﬂi; fo(x) = Z Qiﬂfi, ha(z) = Z Siiﬂi,
=0 =0 i=0
no k
Py(z) = Z w;xt, ko(z) = Z hix'.
i=0 i=0
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3.3 Preuve du théoréme (3.2

Le systéme (3.1]) devient

(

k ni n2
F=¢ E dirTt cos™ O sinf — E a;r' cos' Osin @ — E b;r'tt cos® O sin® 0
i—0 =0 =0
n3 no k
— E c;r' 2 cost fsin® 0 — 5 fir'™3 cos' fsin? 0 | + &2 5 hirttt cos™™t @ sin O
i—0 i—0 i—0
1 n2 ns
— g Pyr'cos' fsinf — E gt cos® 0sin? 6 — E S;r+2 cos® O sin® @
i—0 =0 =0
n2
— g w;r™3 cos' fsin? 4 | |
i—0
c ni no ns3
0=1-—- g a;rt cos™ O + g brtt cost O sin O + E e cos™ O sin? 0
r
=0 i—0 =0
no K 52 ni
- E firtT3 cos™™ O sind 6 + E d;ricos'fsin?0 | — — E p;r’ cos't 0
r
i—0 i—0 =0
no n3 no
- g g cos™™ B sin 6 + E s;7 2 cos™ Osin? 0 + g w;rt3 cost™ sin® 6
i—0 =0 i—0
k
+ g hirtt cos® 6 sin® 0
\ =0
(3.6)

Considérons maintenant # comme nouvelle variable indépendante, le systéme ({3.6)

s’écrit sous la forme suivante

d
d_g =cFy(0,7) +Fy(0,7) + o(e?),
ol
k . . nl . . n2 . .
Fi(0,r) Z d;r ™ cos™ fsinh — Z a;r' cos' fsinf — Z b;r' Tt cos® O sin® 0

=0 =0 =0

n3 n2

— Z c;riT? cosi 2 fsind 0 — Z fir'™3 cos' fsin? 6.
=0 =0

(3.7)
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3.3 Preuve du théoréme (3.2))

k ni n2
Fy(0,r) = Z hirttt cos™t O sin @ — Zpiri cos' fsin 6 — Z qr" cos® Osin? 6
=0

=0 1=0

ns no 1 k
— E s;7 2 cost A sin® O — E wri T3 cost fsint 6 + = E d;r T costt O sin O
r
i—0 i—0

1=0

1 no ns3
— E a;r' cos" @ sin @ — E bt cost fsin? 6 — E c;r 2 cos' O sin® 0
=0 =0 i=0

n2 k ny
- E fir'™3 cos’ sin | x 5 d;r 1 cos’ O sin® 0 + E a;ricos™t o
1=0 i=0 =0
n2 n3 no
+ E bir'™ cos™™ @sin 6§ + E cir'™? cos™™ fsin? 6 + E fir™3 cos™ O sin® 0
=0 =0 1=0
(3.8)
Déterminant la fonction Fyy(r) correspondante. Pour cela, posons Fijg = 0 qui est

équivalante a

(
bQZO, ZZO,
—3 . %)

i i—2 1<i< |:_:| ’ 3.9
by 22._1f2 2 A2 5 ( )
boi = fai—a =0, L= [@] + 1.

\ 2

En remplagant 'expression (3.9)) dans (3.7)), nous avons

k n [n2271]
Fi(0,r) = Z d;r cos™™ fsinh — Z a;r cos' fsin O — Z baip 1722 cos® T @ sin? 0
=0 i=0 i=0
. [t 2]
— Z cir'? cos' fsin® 0 — Z fair1r? ™ cos® ! fsin* ) — Z 7 foi o (cos* 20

i=0 i=0 i=0

49+ 1 A 21+ 2 -

— Z + cos® § + i cos? 20 ) .

21 —1 21 —1

Alors
d—Fl(Q, r) = Z(z + 1)d;r* cos™™ O sin ) — Z ia;r' ™ cos’ @ sin ) — Z (20 +2)
"
i=0 i=0 i=0

ng—1
n [
boi 17 cos® ! fsin? 0 — E (i + 2)c;r'™™ cos' O sin® 6 — E (204 4)

i—0 i—0
< - 7] . | b+l
foir1r® 3 cos® 1 hsint O — Z2:(;(22' + D)r* foi g ((:os222 0 — 5 1 cos? @
21+ 2 :
+2Z,—+1 cos?t? 9> .
’l R

(3.10)
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3.3 Preuve du théoréme (3.2))

Et
0 = F d
n(0.1) / 0.1
:/ <Z dirt cos™ e sina) — Zar cos’ i sin ) — z:brerl cos’ 1 sin? 9
0 \i=0 =0

n3
- Z cir T cos’ Y sin® o — Z fir'™3 cos’ ¢ sin? ¢> dip.
i=0 i=0

En utilisant les intégrales de ’annexe, on trouve

k ni [ 1]
. 1 A 1
= ; dir”lm (1 — cos'? 0) — g a;r' - (1 os'tlh g boit1

— — 1+ 1
i+1 n3
- . 2 cos't1 g 008”3 0
2142 ~ : i+2
r sasin(20+1)0 — cr - - - — + —
Zv’l ( ) ; ((2—1—1)(1—1—3) i+ 1 i+ 3 )
[#2] 1 i+1 (%] i+1
— Z foivar Zi+d Z%lsm 20+ 1)0 — fai_or?itl Zﬂllsm 210,
i=0 1=0

(3.11)
ol

, Vg = 2%t + Yir2r, 0 <1<,
5 Yig = Yirrt, 0<1<4,
Vil = y Vil =

. —2%ig1i41 T Vig2ir1, =141,
—Yit1,i+15 =1+ 1.

’Yi+2,i+2a [=1i+2.
( 47 + 1 22+2 )
ﬂz 1,0 — % 1Bz Bz—i-lla OSZSZ—L
= 47 +1 22+2
il = - i 4 ) l:.’
Bi 22._15,l+2Z 5+1z i
21+ 2 .
5z+1 i1 =1+ 1.
\ 27 —

Maintenant, nous déterminons la fonction correspondante

Fo(r) = F210(7") + F220<7")a
avec

27 d

Fi(r) = 5~ /0 R0,y (6, )b,
1 2m

Fr) = 5~ /0 Fy (0, r)db.

™

Dans les lemmes qui suivent, nous calculons les intégrales Fy,(r) et Fi(r).
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3.3 Preuve du théoréme (3.2))

Lemme 3.1. L’intégrale Fy,(r) est un polynéme de la variable r donnée par

53] ["2{1] [3] 72

ou

~ . ALy (j+1) Qljgj42 2
Ny = d2i+1 b2j+1 (Z + 1) Z’Yj,lci—i-l,l + — - ; ; -r f2j+1

20 4+ 3 27HH2(i + j + 2)

2 j+2 3a
. ~ i+j+2
’ (Q +1) 2 TiiCrar+ 20+ 32HH3(i+ j + 4)!>

=0
Ny = doi fos - 2+1§ﬁ Koy +— e ity
— i c 5 — 7 i . N - - . .
2 2iJ2j 22 - G 0101 i+ 2 21_2(l_ 1)[ 21—}—]—1(2_’_])!
_4Z +1 a; _ Q41 214 2 (078N _ Ot j42
20— 1\271())  2H(i+j+ 1)) 20— 1 \2(G+ 1)l 20t (i+j +2)]
J+1 .
~ = Jj+1 Qitj+1 2
N3 = &2ib2j+1 (Z ; 'Yj,lCi,l + %+ 1 2i+j+1<2' it 2)! +r agifgj_H
J+1 .
. = J+2 3itjt1
X i OZ ; . - . )
(Zz%’l it 2 + 1 20H+2(4 4 5 + 3)!

J+1

(22 + 1 Zﬁ l 3(2j + 1)Q’z+j+1 )

N4 = 0,27,+1f2] 2 22+]+2(2j _ 1)(2 +] + 2)

()10 £ 15)ann . A )

N5 = baiy109 - 1 1Ci
5 2i+1C2j ((Qj—l—1)(2j+3)21+]+2(i+j+3)! +(+ )Z%,l i

=0

J+2 . . .
No = ifaj <(Z +1) lz;w@,z 2320+ 1)(20+ 3) (i + j + 4)!

J+1

N7 = Cait1f2j-2 ( Zﬁﬂ TR 2 (it +3) )
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3.3 Preuve du théoréme (3.2))

Preuve. Des expressions ( - et - nous avons

d

dr

k7] j+1 o

— Z (i + 1)d;bgj 72712 Z Y. / cos"™! §sin 0 sin (21 + 1)0d6
0

i=0 ;=0 1=0

[%] J+2

k 21 "2 1
Z (i + 1)d; foj_or' ¥ T Zﬁjl/ st 0 sin 0 sin(20)0d0 + Z Z
0

=0 j=0 =0 5=0
j+2 ni [HQT_l]
(i 4+ 1)d; foj 4yt Z%l / os" Osinfsin(20 + 1)0d0 + > Y iaiby
n2 1 =0 4j=0
J+1 T j+2
”2”127”/ cos' fsin 0 sin(2 HdH—I—Z Z ia; fajar +23+32’yj1
=0 5=0
[ 2] J+1

27 21
/ cos'’ 6 sin 0 sin (20 + 1)0df + Z Z 1a; foj— orit2 Z Bji / cos' 6 sin 0
0

=0 7=0

[n22_1] k

Sin(20)0d0 — Y Y byjardaar®

i=0 j=0

2042 [, :
,Z——'— / cos? 9 sin? (1 — cos’ 2 ) df
J+2

n

2 1 no 1]
202 [T _ . &
+ Z szlﬂaj 2+J+1F/o cos® @ sin? (1 — cos’ ' 0)df + Z ZbQi+1Cj

i=0 j=0 i=0 =0

5[]

2 ] / C
» . 2 T cos’
P23 / cos® 1 9 sin? 6 ( ‘ : - - ) df + Z Z Cibaj1
) G+DG+3)  j+1 j+3

i=0  j=0
L ns ]

(1 + 2>r2i+2j+3 Z Vi / cos' O sin® @ sin(2[ + 1)0d0 + Z Z Cifojt (i + 2)r21+2j+5
=0 ’ =0 j=0

j+2 2 n3 72] 1

Zéj,l/ cos' 0 sin® @ sin (20 + 1 9d9+2 fajoa(i +2) zﬂﬁzzﬁl

= i =0 j=0 1=0

27 2 4 )
/ cos’ O'sin® 0 sin(210)d0 — Z Z Faipadyrtits 2:2 / cos®t1 g sint 0
["%=] &

. ! 244 [ .

x (1 — cos’™ )df) — Z Z f2i+1ajr2””3,lT+2/ cos® fsin* 0(1 — cos’t 0)db
, . J 0
=0 j=0
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3.3 Preuve du théoréme (3.2))

NS

[ ] k ) ot . i | i
+ f?i—2dj7"2i+j+1M / (COS%_Q 0 — (40 +1) cos™ 0 + (2i 4 2) cos™*? 9)

g j+2) 2i — 1 2i — 1

M

2i+1

[#]
1— it2 g d(9 . p2iti
(1 —cos + Z fai—oa;r i

—y

) 44 21
cos?i-2g (4i —l—.l)cos 7
21—1

3 o

—
3
ol

-

3

2T
214 2 2i+2 9 o ‘
( Z+22~)iof >> f2i_20jr22+3+2/(c0822_28

A J .0 .
(4 + '1) cos? 6 N 21: + 20032”29) ( | 2 | B (:o.sJJrl 0 CQS]+39d9))
2 — 1 2 — 1 G+DG+3)  j+1 j+3

En utilisant les intégrales de [’annexe A on a

> (1 — cos’ Tt 9) do +

o

5] 252 .

Fyo(r) Z Z dait1boj 1 T (i + 1 Z%ZCZHZ — Z Z dai foj _or? T2
=0 j=0 =0 j=0

o ][] e [

(i =+ 1) ZBj,lKiH,l - Z Z d21+1f2;+17“22+2]+5 Z +1 Z’YJZCHU
1=0

=0  j=0 =0 -
[22] 1 (5] [ ] j+1

2i42j+1: N ~ 2i42j43 N £
g ;b ™ ZE ¥i1Cia + E ag; fojprtr ™ g'Yj,lCi,l

=0 =0 i=0 j=0 l 0
nqp—1 n n 1 —
24 ) i+ 1) i

+ a27;+1f2j727" Z lel - Z Z 52z+1d23+17“21+2]+3

0 1=0 i=0 j=0

w\g

]

[en]

2i+2j+1 (

=0 3 2

("] 2]

+ boit1a9;T
j=0 =0

(i+1) Qg j42
27 + 3 2072(i 1 j + 2)|

(=] %]

gitaj+1 L+ 1 Qitjt1
55 +12+1(i 4 j 1 2)!

i (2 + Dty (2 + D)2
+ E: E:b%HQJ2+%+3(@J+1 ] : TSI
J=

2+ 2 (24327 2(i + ] +3)

["73] (%] j+1 (%] [*%]
+ C2iboj 1T 21+2]+3 (i +1 Z’Yglczl + Z Z C2ifoj4+1 7"2Z+2J+5(2 +1)

j=0 i=0 =0 j=0
j+2 ] [2] j+1 enlien

% é + Z ZCQZ-‘rlfQ] 222+3Z/BJZKZl_ Z Z f2i+1d2j+1r2i+2j+5

1=0 i=0 j=0 i=0  j=0

n

m‘H

n2 1
1+ 2 3ai+j+2 2+2< 3 142 3061'_;,_‘4_1
+ ip1ag T T 4 R
2j + 3203 (5 + j + 4)! E: ﬁ+1” 2j 4+ 120+5+2(j + j + 3)!

][]

1=0

+ foir1C9;(7 + 2)7“2i+2j+5 ( i1 + 502

j=0 i=0

25
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3.3 Preuve du théoréme (3.2))

7] [
- 2 2 f2‘ 2d2,r21+23+1 (27, + 1) Q1 At j 49+ 1 (7]
== I 45+ 4 22 — D 2>+ ) ) 20— 1\ 2-1()!
. %]”W
Qi . 20+ 2 Qit1 Qitj+2 Z "
2Hi(i4+j+1))  2i—1\2(i+1) 24+ (i + j+2)! ~ = 2zt
(2] [*5]
siv2jrs 90U +2)(47 + 14i 4+ 2Dy 204243
r + fai—aCojar
2320+ 1)(2i +3)(i + j + 4)! —
_ Qg1 3(] + 2)(4] + 147 + 21
200033+ 5+ 4)! (204 1)(20 + 3)
(3.13)
Pour une expression simplifiée de (3.3]), on obtient le polynéme (3.12)).
Lemme 3.2. L’intégrale F2 (r) est un polynome de la variable v donnée par :
9 20 pocy p
[F] [54] [*%] 5] [%]
F220(7‘) _ Z z—HS + Z Z 2@+2J+3S + Z Z 22+2j+55
=0 =0 j5=0 =0 7=0
3] [#] (3] %] [ 2]
1 PG, PG, P22+ G
i=0 j=0 i=0  j=0 =0
(2] [ ] 2] %] [ H%
_ 2243 g Z P22 G 223 G
=0 j=0 =0 j=0 =0 j=0
(3.14)
ol
Q; 3y
S = ’L—z 2 i,—l,
P iy T e 1 )
(20 + 2j) it jp2

S = doj1bois ) —— ,

3(2Z + 2] - 12)C)éi+j+1

2 (i + j +4)!

2+ (i + j + 1) 2i2(i+j+2)1(2j —1)(2i—1) )’

Qitj+1 2
2 (i 4+ 2)! + 17ag; f2j41
3<Z + 1)Oéi+j
i+j+2)(25 1)
Qitj+1
(i+j+3)

150441
25 H3(j 4 j + 4)!
200G+ 5+ 3)1(25 — 1)

53 = d2i+1f2j+1

Sy = da; faj—2 (

S5 = a2ib2j+1

Qitj+1
2H2(i 4 j + 3)!

S = agiy1f2j-2 273

Sy = b2i+102j 9itj+2

Sg = C2if2j+1

Sy = Ci41 f2j—2
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3.3 Preuve du théoréme (3.2))

Preuve. En remplacant l’expression (3.9) dans (3.8]), nous avons
k n1 n2
= Z hyr™tt cos™t @ sin ) — z:pirZ cos' 0 + Z qirt cos' B sin? @

n3 n2
— E s;7 72 cos' @ sin® 0 — E w;ri T cos' fsint 0 + = ( g d;ri T cos' O sin 6
i=0

i=0
1 (%] ng
— Z a;ricos' fsinf — Z b2i+1ri+1 cos? 1 fsin?H — Z e cos' O sin® 0
. i=0 j=
"2 n
| 2it4 2041 g i d &2 2i+1 G2i—2 2 20+2
— f21+17" 08 fsin® 0 — ZT foio ( fsin” 0 — 9 cos™ 0

1= 0

sin”6)) (Zdr’“ cos' Osin’ § — Zalr cos' 6 + Zbr”l st hsin g

("] %]
2
+ E e cost O sin? 0 + E foipar? T cos® T2 9 sin® 6 + E P2 oo

=0 i=0

B %+2 .
(co Zi-lgsing — 2@ + : cog?t! Qsin0)) )

7 —

Alors
1 27
F220(7’) = _7'('/ FQ(@,T)dQ
1 no 2 27 k [nQTil]
=5 —qu“* /cos@sm 0do — Zwr /COS 6 sin’ ¢9d9—|—z
T 1=0 0 1=0 0 i=0 j=0
2 i ["22*1] 27
diij+1Ti+2j+3/cosi+2j+3 0 sin? 0db + Z Z dif2j+17“i+2j+5/cosi+2j+3 0
9 i=0 =0 9
k ["72] 2m .
. . . 2 2
sin? 0d0 + Z Qi T2IT2 / cos'™ @ sin # ((:052J1 0sin @ — 2‘7. i ]
1=0 j=0 J —
n 2% 2 w5
cos¥ ! @ sin §) df — Z Z ibgj T2 / cos' T2t 9 sin? 9dh — Z
i=0 j=0 9 i=0 j=0
27 n ["72] 27
aif2j+1rz+23+4 / cost 2 9 sint 0do — Z Z a,ifgj_grz+2j+1 / cos' @ sin 6
9 i=0 j=0 9
. [nQil] 21
2j—1 2] +2 5 12§42 2i+j+2
cos fsinf — — ——— COs f@sind | dO — Z Z boit1a,T cos 0
=0 4=0 0
[n22_1] n3 2m [n22_1] k
sin® 0dh — Z Z boiprcr? it / cos? 12 9 gin® 0dh — Z Z boiy1dr? T3
i=0 =0 0 i=0 ;=0
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3.3 Preuve du théoréme (3.2))

2 )

no—1
ns |°% 2m ns "]

/Coszz+y+lgsjn4 2B cib2j+1r’+2j+4/cosl+2j+2081n4 0do—> " > ¢
=0 j=0

0 i=0 j=0 0

§

2 ["2 ] 27

n3
f2j+1r’+23+6/cos’+23+2 0sin®0do — E E cifgj_zr“r?”g/COSZQSiHSG

0 i=0 j=0 o
[nrl] n1 2

2

27+ 2 . o o
(COSQJ Losing — 2‘7 + N cos? 1 @ sin 9) df — Z Z f2¢+1ajr2l+1+4 / cos2itit2 g
0

J i=0 j=0

[n22_1] k

I:nz—l] o
2 ns3
Sil’l4 60— E E f2i+1Cj7’2l+]+6 / COS2Z+]+2 0 sin6 0do — E E f2¢+1dj7"22+3+5

=0 j=0 0 i=0 j=0

2 [@] 2

o L . 2+ 2 A
/COSzH_]-H 0sin® 6 — Z Z fZi_gaszz—erl / (COSzZ_2 0sin? 6 — 22 + | cos? 6 sin? 9)
Z —
0

0 i=0 =0

w3

(2] ns 2

. » o 2%+ .
cos’ 1 Odo — fai_acjr® T3 / (cosm2 Osin? 6 — h cos? 0 sin? 0) cos’ 1 0
/L J—
—0 j—0

3

[72] k 21
21+ 2 4 .
sin® 0dO — Z foi_od;r® %3 / <Cos2’ 20sin%0 — 21 + : cos? 0 sin? (9) cos’ 0 sin? 0df

- 1 —
=0 5=0 0

En utilisant les intégrales de 'annexe A, nous avons

[#] N (7] 30, (2] 122
2 _ 2141 v _ 2i+3
Fy(r) = £ a2i" —21-“(2._'_ 1)! L Wa;T 2+2(; 1 2)! + ; ]Zo dit1b2j41
ny
22543 Qitj+2 4 el iy fajar2H2+s 3iyjt2
2 (i 4+ 3 g e 20HiHA(j + j + 4))!
5] %] Qg 1+1 ittt
oy fyi o2 T2+ [ i+j _ _ Yitj+
+;J: 2ifogat QI+ j+ 1) 2 — 12+ (i 4 j + 2)!
(3] %] N (3] %]
425 i+j+2 2i+2j+3
a2ibgj+17’21+23+1 P W T Z ai foj+17
i=0 =0 ni+i+2t I o
n1 1 Q
3057:+j+1 Z i o f ' 7’27"+2j+1 Oéz+j . 1 + 1
R P4 ) 21
. ] 3 R 5] 5]
2i+j+1(;+f' + 2)!) - by G T
J : i=0 =0 J =0 j=0
[ —
s 3ty i 3y
b2i+102j7“2l+2]+3 iR + Z Z b2z+1d2]+1r2 23 - i+l

22+]+3(/L+j +3 21+J+3('L+]+3)'
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n3
2

30él‘+‘ . .
j+1 2i+2j+5
E E 02¢f2j+17’ J
=0

3.3 Preuve du théoréme (3.2))

] (%]
B Coibgy P22
2o 2 2743 (3 + j + 3)! pars
(] [ '
o grlit2its 30y, _ il
2i+1/2j-2 20HIH2(j 4§+ 2)! 20— 1
%] %]

2
150411 Z
Co; -
|
, 0
1
Qitj+1
i E g f2i+102j
=0 j=0

2i+j+3(2' +j+ 4>. —
no—
21+2]+33
2iHi+3(; + j 4 3)!

3y
j+1
+ Jaiv1a9;7
15t

20+i+2(j 4 j 4 3)!
15« ol
i i
i+j+ _ E E f2i+1d2j+1r2 i 21 4 5 + 4)!

P22
20+ j+ 4 = g
(2] [ :
. Z Z f2i—2a2j+1r2i+2j+1 < _ O‘4i+1. B z-—i- 1 _ Oéi‘+j+1‘ )
= = QI+ + 1) 20— 120 (i + § + 2)!
(2] [ :
_Z Z Jai—202 +1T21+2J+3( 3ai+j. - Z.+ ! — Sa.i+j+.1 )
= = 2HI2(4 4+ 5+ 2) 20— 12H5+2(4 + 5 + 3)!
%] 3 S0, 1 3au,
. Z Z le 2d 7,,2z+2j+3 ( _ O{H—J—.l . 7'.+ _ .O‘H-J' ) )
= 2L (G + 5+ 1) 20— 120 (4 + § + 2)]
(3.15)

Pour une expression simplifiée de (3.15]), on obtient le polynome

D’aprés le lemme 1 et lemme 2, nous avons

Fao(r) = Fy(r) + F(r)
%] 2] =] (][]
_ r2i+1M1 + P22+ + T2i+2j+lMg
i=0 i=0 j=0 i=0 j=0
(2] 5] 2] "% (5] 7]
+ Zr2z‘+2y+3M + Z 21+23+5M + Z Z 22+2j+3M
i=0 j=0 i=0 j=0 §j=0
(2] 3 3] [
+ T21+2j+3]/\\4/7 4 P22+
=0 75=0 =0 j=0
ou
—~ Qy 3
M, = ggj————— 20 g
iy e o)
j+1 )
J 2Z +] + 2)ai+]'+1 _I_ f,"2a f A
+QWﬂH@+]+m 2z

Z%lozz

M2 = a2ib2j+2 (
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3.3 Preuve du théoréme (3.2))

2 . .
i 3(2t +j + 3)aiyj
G G g0 4 g + 3)

et (S8 + )

My = bois109; ( j+1 fwcﬂ (12 (2+j i;;ﬁ . )12037]1; (1191 ? i4i>))cii+j+l> |
ot (), S B )
My = exnfoj-s (2 Gk i@l - s ;ﬁi;ﬁfgx%!)

My = daisrbajin ((Z +1) i%,z&uﬂ,z + 3(43.(22jfé);ij‘:ji3—:i6+_j2_?(;)i?rjﬂ> ;

Li+1 o 21 g (824457 + 120 — 18§ — 6i + 3 + 16i5% + 16/)ctis 1
T2 12 212+ 1) 21 (i + j + 1)1(20 — 1)
(=120 + 1652 4 20 — 166252 + 160> — 16:*5 + 56i%) — 185 + 16) vy 12
202 (i j+ D20 —1)(25 — 1) )

Jj+1

Mg = dy; foj » (—(i +1) Zﬁlcﬂrl,l +

=0

(24i* — 1252 + 125 — 18§ — 181 — 72) i1 44
24 (i + j + 3)! |

Pour trouver les racines positives réelles de Fy(r), nous devons trouver les racines

ng—l TL3—1
1
2 T 2

[l Bl e 2] B ] [ e g+ 51}

Exemple 3.2. On considere le systeme :

dun polynome dans 72 de degré égal au max { [%] +1, [%] +

¢

i=—y+e(y+yz®)+ 2’y

32
yzx—e(—1+x—|—(m—3x2)y+(1+m—x2)y2+<1+—x)y3> (3.16)

27
2 342 2 2 2y,.3
—?lx+ 3—§m y+ (1+2%)y* + (1+32%)y° ).

\

En coordonnées polaire (r,0) ot

xr =rcosb, y =rsinf, r > 0.
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3.3 Preuve du théoréme (3.2))

Ce systéme (3.16)) devient de la forme :

4
) . 32 , . . ) )
r =€ (smt + =rtsint?cost® — r?sint? cost + 2r¥sint cost® — sintr® cost

. ) 32 ) . .
—sint cos t*r? + r*sintcost? — 2—77"4 sint? cost + Ar3sint? cost? — risint? | .
37
+e? (— sintr* cost? — sintr? + sint cot t*r* — 3sint? cost® + r° + 37“3 sint? cos t?

+3sint?r® cost* + r¥sintcost® — rcostsint — sintr® — 3rsint? + sin tr? cos t2)

. cost 32
0 :1—|—5( —2T2COSt2+4T2SintCOSt3+2—77”3Si11t(308t4—|—7“008t3—T2SintCOSt
r

3 . )
—rcost+ 2r¥costt — 1 — 2—7"3 sintcost? — r3cost® + 2 cost® — rsint cos t2>
+e? <—r2 sintcost + 12 cost® + rcost® — 3sintcost + 37"2 sint cos t>

—3rtsintcost® — 3 cost® — cost? + 3rtsintcost® — r? cos t? + 72 cos t* — rcos t> .

\

Pour déterminer les cycles limites, on résout l’équation :

1 7 49
F. =r|—=r"— =ty =r?-1). 1
20(7) r<36r 5" ~|—36r ) (3.17)

L’équation (3.17) posséde 3 racines positives r = 1,1 = 2,et r = 3.
D’apres le théoreme (2.2)) le systéme (3.16|) a exactement trois cycles limites qui

bifurquent des orbites périodiques du centre lineaire.
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Chapitre |

Nombre maximal de cycles limites d'une

classe de systémes différentiels via la

théorie de la moyennisation

4.1 Introduction

Dans 'article [10], les auteurs ont étudié le systéme suivant

&=y —e(gulr)+ fulr)y),
y=—x—c(gu(x)+ fa(r)y),

(4.1)

ot g11(x), fi1(x), go1(x) et for(z) sont des polynomes de degré k,l, m et n, respecti-
vement, et € est un petit parametre.
Dans ce chapitre, on va utiliser le théoréme 2.1 du chapitre 2 afin d’étudier le

nombre maximal de cycles limites du systéeme différentiel généralisé de la forme

T=y—¢ )+ z, ,
Y (911( ) f11( ?J)y) (4.2>
y=—x—¢(ga1(®) + far(x,9)y),
ol g11(x), g21(x) sont des polyndomes de degré k,m et fi1(x) et far(x) sont des poly-

nomes de degré [,n en x et y, respectivement, et € est un parameétre suffisamment

petit.

Théoréme 4.1. Pour |e| > 0 suffisamment petit, le nombre mazimum de cycles

limites qui peuvent bifurquer du centre linéaire & = —y, y = = du systéeme (4.2), en
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4.1 Introduction

utilisant la méthode de la moyennisation du premier ordre est

g [}

4.1.1 Démonstration du théoréme [4.1]

Pour démontrer le théoreme [4.1| on utilise la méthode de moyennisation du
premier ordre. Nous écrivons le systéme en coordonnées polaires (r,6)

oux =rcosfety=rsinfd,r>0.
Avec ceci, le systéme (4.2)) se met sous la forme standard pour pouvoir appliquer la

méthode de moyennisation

fu(z,y) Z aijaz'y’, fa(z,y) Z aijor'y’, g (2 Zbux

l+j 0 i+7=0
et go1(z E biox".

Le systéeme (4.2) devient

( ! k
F=—c ( E a;j1r' 7 cos™ G sin? 0 + g biar' cos™ O+

i+5=0 i=0

n m
g ai jor' 7t cos’ O sin’ T 6 + E b; o1 cos’ O sin 9) ,

i+5=0 i=0
n m (4.3)
0=—-1—c¢ E ai,j72r1+3 cos™ fsin’ Tt H + E bmrl_l cost
i+5=0 =0
— E a; 17" cos' Osin? T 0 — E biar' ™! cos’ fsin 9) .
\ 7z+j 0

On considére maintenant # comme nouvelle variable indépendante, le systéme (|4.3))

s’écrit sous la forme

! k

dr o . . . .

5 =¢ E a;j1r" 7 cos™ G sin/t 0 + E biar' cos O+
i+35=0 i=0

n m
E a;jor It cos' Osin T2 0 + E b; 27" cos' 6 sin 9) +0 (%),

i+75=0 i=0
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4.1 Introduction

l

27 k
Fio(r) =5 E a;j1r' 7t cos™ G sin/ T 0 + E biar'cos"™ 0
s
0 i+j=0 i=0
n m
+ E aijor' T cos O sin’T? 6 + E bi o1 cos' @ sin 6 | db.
i+j=0 i=0
Pour calculer 'expression exacte de Fjg on utilise les formules suivantes
0
0 si ¢ pair ou j pair,

2m
/ cos'™ @ sin? ™ dl =
0 Qu; sl 4 1mpair et 7 impair,
2 0 si 7 pair
y )
/ cos' Tt 0dl =
0 B; si ¢ impair 0d0,
o 0siii . . .
o si ¢ impair ou j impair,
/ cos' §sin’ 2 0df =
0

7i;j S1 ¢ pair et j pair,

2
/ cos'@sinfdh = 0, pour i =0,1,...
0

d’ou
! k
— i+j+1 i
Fio(r) = E a; jar 7 oy g biar' B;
i+j=2, si ¢ impair et j impair 1=1,7 impair
n
i+j+1
+ > i 27T i
i+7=0,7 pair etj pair
R [ E—=1| n . ..
Donc le polynéme Fip(r) a au plus max< |= ——|, |=| ¢ racines positives
2171 2 |’L2 ’

et de plus on peut choisir les coefficients a;;; avec ¢ impair et j impair, a; ;2

avec ¢ pair et j pair et b;; avec ¢ impair de tel que Fio(r) admet exactement
[ kE—1 n . . . . . )
max i [5] racines positives simples. Ceci compléte la démonstra-

tion du théoréme A.11

Exemple 4.1. Soit le systéeme :

56 8 32
i=y+e(5P + —ayt — P+ 2P+ — —1" — 2% ),
Y= —x+5(y—10y$2—y3).
En coordonnées polaire (r,0) ot
x =rcosb, y =rsinf, r > 0.
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4.1 Introduction

Ce systéme (4.4) devient de la forme

( 2 2
r=¢ %r%ost‘l _ 32 r"cost® + =r°cost® — o7 costt — @r
9 315 9 9 9

56
+r + 57’5 cost> —r3 ),

3 cost?

98 32 67
0=—-1+¢ —ETQ costdsint + ﬁ sintcost™r® + 57’4 sin t cos t

]. 2 . 56 4 . 2 4 . 5
——r“sintcost — —r*sintcost — =r sintcost” | .
L 9 9 9

Pour déterminer les cycles limites, on résout l’équation :
1 7 49
Fio(r)=r (—TG ——rt 4 —r? - 1) . (4.5)

L’équation (4.5) posséde 3 racines positives r = 1,17 = 2,et r = 3.
D’apres le théoréme le systeme (4.4) o exactement trois cycles limites qui bi-

furquent des orbites périodiques du centre lineaire.
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Conclusion est perspectives

La recherche des solutions périodiques des équations différentielles perturbées
par un parameétre suffisamment petit peut étre étudiée par la méthode de la moyen-
nisation.

Dans ce travail nous avons étudiés deux classes de systémes différentiels polyno-
miaux a centres linéaires. En appliquant la méthode de la moyennisation, on a réussi
a faire apparaitre un certain nombre de cycles limites, ce qui est considéré comme
une contribution de la résolution du 16°™° probléme de Hilbert.

Notre travail future consistera a ’application de la méthode de la moyennisation

du deuxiéme ordre au systéme différentiel perturbé suivant :

i=y—e(gu(x) + fulz,y)y) — (gr2(z) + fr2(z, v)y) |
g =—x—e(g(x) + fr(z,9)y) — € (g2a(x) + foolz, m)y).

Ou 911@)7 fn(x)a 921@)7 glz(x)v f12(I), 922@)7 f22($) et f21(I> sont des polynomes de

degré k,l, m et n, respectivement, et £ est un petit paramétre.
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Annexe A .Formules

Dans cette annexe, nous rappelons certains formules qui seront utilisées au cours

de ce travail. Pour i, j > 0, nous avons

2m
/ cos'0sin’0dh # 0, sii et j pair,
0

(O, siiou jimpair ,
%, si i=2k et j=0,
/O27r cos'0sin’6dl = %7 si i=2k et j=2,
%, si i—2k et j—4,
k%, si i=2k et j=6,

OflOék:1'3'5"'(2]{?—1),Oék+1:(2/{3+1)ak
2m
/ cos' @ sin Osin(2] + 1)0df # 0,si i pair et j impair,
0
) 0, si 1 impair ou j pair;
/ cos' 0 sin’ fsin(21 + 1)0d = mCiy, 1pair, j=1letl>0,
0 ~
wC;y, 1pair, j=3 et 1> 0,
2m
/ cos’ §sin’ §sin(2160)dH # 0,si i impair et j pair,
0
) 0, si i pair ou j impair;
/ cos' §sin’ §sin(2160)dH = 7K,;, iimpair, j=1et1> 0,
0

7r[~(i,l, i impair, j=3 et 1 > 0,
ol

Cii, Ciy K;, K, sont des constantes non nulles .

/ cos' tsintdt = ——(1 — cos™ ).
0 141
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4.1 Introduction

2 1

0
. , 1
/ cos' tsin® tdt = — cos’™t 4+ ——
0 1+ 3

(i+1)(i+3) i+1

0 i
/ cos?ttdt = Z Yisin(20 + 1)6,
0 1=0

o 1 /2 !
21 :
/0 cos® tdt = o < Z, )9 + ?:O B;,sin(216),

ou

38
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