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Abstract 

 

   The aim of this work is to find a periodic solutions for non periodic- 

infinite horison minimisation prblems. 

       In first stop we give the functional spaces essential for our work,  

after that, we define the two importantes operators : average  

operator M, and extension operator V. 

   Finally, and using the orthogonal projection theorem on a closed  

convex sef, we give a solution for an optimal control problem in the  

Hilbert space 𝐿2. 

 

      

 



Résumé 

 

    Le but de ce travail est la recherche des trajectoires périodiques  

optimales pour un modèle qui n’est pas périodique. 

    On a commencé par un rappel des outils indispensables, en  

particulier l’introduction des deux opérateurs oxiliaires : Opérateur  

de la moyenne M et opérateur de prolongement V, qui vont nous  

servir à expliciter la solution de notre problème. 

    En fin, on traite un problème de contrôle optimale sur l’espace  

Hilbertien 𝐿2(𝑅+), en utilisant le théorème de la projection  

orthogonale sur un convexe fermé. 
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Introduction générale

Prévoir l’avenir proche était toujours le souscis principal d’un écono-
miste, et cela afin de minimiser ces couts et ainsi maximiser le mieux ces
bénifices, il faut savoir alors sur quoi s’appuyer au juste pour prendre une
décision optimal. Pour cela, la construction d’un modèle mathématique re-
présentatif fiable est nécessaire. Dans ce mémoire, on veut justment prévoir
le prix optimal qu’on proposera pour un produit qui subbit une fluctuation
périodique (variation saisonnièrre dans le langage économique). La réponse
à cette question passe par l’etude du modéle de control optimal suivant

Minimiser 1
2

∫ +∞

0
e−rt|x(t)− p(t)− ta|2dt

pour p T − périodique, a ∈ Rn

 , (0.1)

où le prix cherché est représenté par (p(t)), qui est une fonction pé-
riodiques par rapport au temps. Remarquons que ce problème de mi-
nimisation dépend aussi de quelques conditions irrégulièrres ou alátoires,
représentées par x(t), avec (x ∈ L2(R+)), et aussi par la tendance du mar-
ché, donnée par la fonction linéaire (t 7−→ a(t).)
Notons que la présence de la fonction (e−rt) repésente économiquement un
taux d’actualisation ou la préférence du présent (limt−→+∞ e

−t = 0.)

pour p ∈ P 0
T (R+, ν;Rn), une solution du problème (0.1) est donné dans

un théorème d’existence, dans le chapitre 3, et où .
L’espace P 0

T (R+, ν;Rn) est la fermeture de l’espace P 0
T (R+, ν;Rn) des fonc-

tions continues et T-périodiques, dans L2(R+, ν;Rn).

Les livres de Colonius ([5]) et Kovaleva ([7]) contiennent plusieurs types
de tels problèmes, issus de la science physique ou de la chimie, qui motivent la
recherche des solutions périodiques pour des problèmes de contrôle optimal.

Plan du mémoire
Nous décrivons maintenant le contenu de ce mémoire :

Dans le chapitre 1 , on présente les notations des espaces fonctionnels
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indispensables pour notre travail.

Dans le chapitre 2, on étudie les propriétés de l’opérateur V , qui pro-
longe une fonction définie sur [0, T [ en une fonction T -périodique définie sur
le domaine R+, par

V [u](t) := u(t− kT ) pour t ∈ [kT, (k + 1)T [.

On introduit aussi l’opérateur M , qui associe a une fonction f définie sur
R+, sa moyenne pondérée définie sur [0, T [, par

∀f ∈ L2(R+, ν;Rn), Mf (s) := (1− e−rT )
+∞∑
k=0

e−rkT f(s+ kT ).

Dans le chapitre 3, on va se servir des opérateurs V etM pour explici-
ter la projection orthogonale d’une fonction f de L2(R+, ν;Rn) sur l’espace
de Lebesgue des fonctions T -périodiques P 0

T (R+, ν;Rn), et établir donc, une
forme explicite de solutions du problème (0.1), pour p ∈ P 0

T (R+, ν;Rn).



Chapitre 1

Notation et préliminaire

1 Espaces vectoriels normés

Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur K = (R ou C) , on appelle
norme sur E une fonction notée x→ ‖x‖ telle que

1. ‖x‖ > 0 et ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0 .

2. ‖λx‖ = |λ|‖x‖,∀λ ∈ K
3. ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.

On dit alors que (E, ‖...‖) est un espace vectoriel normé .
On déduit de (3) la propriété (souvent utile !)

‖x− y‖ > |‖x‖ − ‖y‖|

.

2 Espaces de Banach

Définition 1.2 Une suite (xk)k∈N d’éléments d’un espace normé E est dite
suite de Cauchy si :

(∀ε > 0)(∃Nε > 1) ∀k, l > Nε : ‖xk − xl‖ 6 ε.

Corollaire 1.1 Tout suite convergente d’un espace vectoriel normé est de
Cauchy.

Définition 1.3 On dit qu’un espace vectoriel normé E est un espace com-
plet si toute suite de Cauchy de E est convergente dans E .
Dans ce cas E est appeller espace de Banach.

4
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Exemple 1.1 Soit E =]0, 1].
Pour R munit de la topologie usuelle, (]0.1], |.|) n’est pas un sous-espace de
Banach car il existe la suite

(xn);xn =
1

n
: ∀n ∈ N∗

avec (xn) de Cauchy mais

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

1

n
= 0 /∈]0, 1]

c-à-d
0 /∈ E

3 Espaces de Hilbert

Définition 1.4 Soit E un espace vectoriel sur K. Une application
a de E × E vers K, (x, y) 7−→ a(x, y),
est dite bilinéaire lorsqu’elle est linéaire par rapport à chacune de ses

variables, c’est-à-dire :
— pour y ∈ E fixé, l’application x → a(x, y) est linéaire.
— pour x ∈ E fixé, l’application y → a(x, y) est lin’eaire.

Autrement dit , pour tout x, y, z ∈ E et λ, µ ∈ K :

a(λx+ µy, z) = λa(x, z) + µa(y, z)

.
a(x, λy + µz) = λa(x, y) + µa(x, z).

Définition 1.5 Soit E un espace vectoriel réel. Une application

〈., .〉 E × E → R
(x, y) 7→ 〈x, y〉

est appelée produit scalaire si elle possède les propriétés suivantes :

1. Elle est bilinéaire.

2. Elle est symétrique, c’est-à-dire

∀x, y ∈ E, 〈x, y〉 = 〈y, x〉.

3. Elle est positive c’est-à-dire

∀x ∈ E, 〈x, x〉 > 0.
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4. Elle est définie c’est-à-dire

〈x, x〉 = 0⇒ x = 0.

C-à-d Un produit scalaire sue E est une forme bilinéaire symétrique
définie positive et on a

‖x‖E = 〈x, x〉1/2 =
√
〈x, x〉

Exemple 1.2 Dans R2 , l’application

〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = x1y1 + x2y2

définit bien un produit scalaire.

Définition 1.6 On appelle espace préhilbertienne un K-espace vectoriel H
muni d’un produit scalaire 〈, 〉.

Définition 1.7 Un espace de Hilbert (ou hilbertienn) est un espace préhil-
bertienn complet.

Proposition 1.1 Un sous-espace vectoriel F d’un espace de Hilbert (H, 〈., .〉),
muni du produit scalaire restreint à F , est un espace de Hilbert si et seule-
ment si il est fermé dans H.
Ainsi les sous-espaces de Hilbert sont les sous-espaces vectoriels fermés.

Remarque 1.1 En dimension finie, tout espace préhilbertien est un espace
de Hilbert et tout sous-espace vectoriel est femré.Cela n’est plus vrai en di-
mension infinie

4 Projection Orthogonale

Définition 1.8 Soit E un R-espace vectoriel et A une partie de E , A est
convexe si

∀x, y ∈ A,∀α, β ∈ R : α+ β = 1, on a α.x+ β.y ∈ A.

Remarque 1.2 Soit E un R-espace vectoriel, alors tout sous espace vecto-
riel de E est une partie convexe de E.

Théorm̀e 1.1 Si C est un sous- ensemble convexe et fermé d’un espace de
Hilbert H, on a alors les résultats suivants :
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1. Pour tout x ∈ H, il existe un unique xc ∈ C tel que

‖x− xc‖ = inf
y∈C
‖x− y‖

. On appelle xc projection de x sur C et on note xc = Pc(x).
2. Le point xc = Pc(x) est caractérisé par

∀y ∈ C,Re〈x− xc, y − xc〉 6 0

.
3. Si C est un sous- espace vectoriel fermé de H, la caractérisation

s’écrit

∀y ∈ C, 〈x− xc, y〉 = 0 (x− xc orthogonal à C)

.
4. La projection Pc est contraction H → C

∀x, y ∈ H, ‖Pc(y)− Pc(x)‖ 6 ‖x− y‖

.

5 Rappel sur la théorie de mesure

Définition 1.9 Soit X un ensemble. On appelle tribu ou γ− algèbre sur X,
une famille Π de parties X possédant les propriétés suivantes :

1. X ∈ Π.

2. si A ∈ Π alors Ac = X/A ∈ Π.
(Ac = X \Aest le complémentaire de A dans X).

3. si ∀n ∈ N, An ∈ Π alors ∪
n∈N

An ∈ Π

Les éléments de Π sont appelés les parties mesurables de X .On dit que
(X,Π) est un espace mesurable.

Conséquences
1. Φ ∈ Π car X ∈ Π

2. Si ∀n ∈ N, An ∈ Π alors ∩
n∈N

An ∈ Π car

∩n∈NAn = (∪n∈NAn)c et ∪n∈N An ∈ Π

3. Evidament tout ensemble X pssède au moins une tribu, par exemple
a Pi = {φ, X} la plus petite.
b P(X) la plus grande.

Remarque 1.3 Une tribu sur X est toute ensemble de parties qui contient
l’ensemble X et qui est stable par passage au complément et par réunion
dénombrable.
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5.1 Tribu engendrée

Définition 1.10 Soit F une famille de partie de X. On note

Γ(F ) = ∩Π; Π est une tribu sur X et F ⊂ Π),

alors Γ(F ) reste une tribu sur X, appellée la tribu engendrée par F.
[Γ(F ) est la plus petite tribu sur X qui contient F. ]

5.2 Tribu de Borel

Définition 1.11 Soit (X, τ) un espace topologique. On appelle tribu de Borel
sur X la tribu engendré par les ouverts de X , Π = Γ(τ).C’est la plus petit
tribu qui contient la topologie τ .

5.3 Propriétés élémetaires de mesures

Définition 1.12 a) Une mesure est une fonction définie sur une tribu,
à valeurs dans R+, et qui poss‘éde la propriété de l’additib=vité dé-
nombrable. Ceci signifie que pour toute famille dénombrable d’élé-
ments disjoints de R, on a :

µ(
+∞⋃
i=1

Ai) =
+∞∑
i=1

µ(Ai)

b) Un espace mesuré est un espace mesurable menu d’une mesure dé-
finie sur la tribu de ces ensembles mesurables.

c) Une mesure complexe est une fonction définie sur une tribu, à
valeurs dans C, et qui poss‘éde la propriété de l’additib=vité dénom-
brable.

6 Les espaces Lp(espace de Lebesgue)

Définition 1.13 Soit (X,Π, µ) un espace msurable et p ∈ [1,+∞[ , On
définit

Lp(X,Π, µ) = {f : X 7−→ R mesurable :

∫
X
|f(x)|pdµ <∞}.

Pour f ∈ Lp(X,Π, µ), on note :

‖f‖p =

∫
X

(|f(x)|pdµ)1/p,

alors ‖f‖p est un norme sur Lp(X,Π, µ).
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Théorm̀e 1.2 (Théoreme convergence dominée de Lebesgue )
Soit (fn) une suite de fonction de Lp.On suppose que

1. fn(x)→ f(x) p.p sur Ω

2. il existe une fonction g ∈ Lp telle que pour chaque n, |fn(x)| 6 g(x)
p.p sur Ω (1).
Alors

f ∈ Lp(Ω) et ‖fn − f‖Lp −→ 0

Théorm̀e 1.3 (Théorème de convergence monotone de Beppo-Levi)
Soit (fn) une suite croissante de fonctions positives de Lp telle que

sup
n

∫
fn <∞,

alors fn(x) converge p.p sur Ω vers une limite finie notée f(x) ; de plus

f ∈ Lp et ‖fn − f‖Lp −→ 0.

Théorm̀e 1.4 (Inégalité de Shwartz)
Si f et g sont deux éléments de L2(R), alors leur produit f · g est élément de
L1(R) et leur somme f + g est élément de L2(R). En outre , on a l’inégalité :

|
∫ +∞

−∞
f(x)g(x)dx| 6

√∫ +∞

−∞
|f(x)|2dx ·

∫ +∞

−∞
|g(x)|2dx

Définition 1.14 Soit β(R+) désigne la tribu de Borel de R+ . Nous défi-
nissons la mesure positive finie

υ : β(R+) −→ R+

par

υ(B) :=

∫
B
erdµ pour tout B ∈ β(R+),

er est la densité de υ par rapport à µ,[15].
pour p ∈ [1,∞[, on note par Lp(µ) l’espace

Lp(R+, µ,Rn) = {u : R+ −→ Rn µ−mesurabble : |up| soit µ− intgrable},

ainsi la norme sur Lp(µ) est définie par

∀u ∈ Lp(µ), ‖u‖Lp(µ) = (

∫
R+

|u|p)
1
p .

De même on note pas Lp(υ) l’espace

Lp(R+, υ,Rn) = {u : R+ −→ Rn υ −mesurabble : |up| soit υ − intgrable},
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par suite la norme sur Lp(υ) est définie par

∀u ∈ Lp(υ), ‖u‖Lp(υ) = (

∫
R+

|u|p)
1
p

.
Notons que

u ∈ L1(R+, υ,Rn)⇐⇒ eru ∈ L1(R+, µ,Rn),

et
‖u‖L1(υ) = ‖eru‖L1(µ).

L’espace de Hilbert L2(R+, υ,Rn) est muni du produit scalaire

(u, v)L2(υ) =

∫
R+

eru.vdµ = (
√
eru,
√
erv)L2(µ)

Remarque 1.4 L2(R+, υ,Rn) ⊂ L1(R+, υ,Rn) et on a

∀u ∈ L2(R+, υ,Rn), ‖u‖L1(υ) 6
1√
r
.‖u‖L2(υ)

En effet, en applicant l’inégalité de Cauchy-Shwartz, on a∫
R+

‖f(t)‖R+dυ =

∫
R+

‖f(t)‖nR.χR+dυ

6 (

∫
R+

‖f(t)‖2Rndυ)1/2.(

∫
R+

(χR+)2)1/2,

d’où ∫
R+

‖f(t)2Rn‖dυ <∞.

Définition 1.15 Pour tout T ∈]0,∞[

P 0
T (R+,Rn) est l’espace des fonctions continues et T-périodiques de R+ dans Rn



Chapitre 2

Opérateur de la moyenne.
Opérateur du prolongement

Notre approche pour expliciter l’ecriture de la solution du problème (0.1)
est d’introduire deux opérateurs V et M et montrer ainsi que la projection
orthogonale d’un élément f ∈ L2(R+, µ;Rn) sur P 0

T (R+, µ;Rn) qui est la
solution du problème de minimisation (0.1), s’écrit justement V (M(f)).

B(R+) désigne la tribu de Borel de R+, B(R+) désigne la tribu de Le-
besgue sur R+, et

µ : B(R+)→ [0,+∞[,

la mesure de Lebesgue. En utilisant la fonction

er : R+ → R+, telle que er(t) := e−rt,

nous définissons la mesure positive finie

ν : B(R+) −→ R+, par ν(B) :=

∫
B
erdµ;

er est la densité de ν par rapport à µ ([1], p.437).

Pour m ∈ [1,+∞[ , Lm(R+, υ;Rn) désigne l’espace des (classes d’équi-
valences de) fonctions Lebesgue-mesurables u : R+ → Rn, telles que |u|m
est υ-intégrable sur R+. La norme usuelle de Lm(R+, υ;Rn) est notée par
‖ · ‖Lm(π).

Le produit scalaire de L2(R+, ν;Rn) est noté par

(u | v)L2(ν) :=

∫ +∞

0
e−rtu(t) · v(t)dt,

il fournit une structure d’espace de Hilbert à L2(R+, ν;Rn).

11
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Définition 2.1 Soit (Ω, T , µ) un espace mesuré et A ∈ P(Ω)

A est µ− négligeable⇐⇒ (∃N ∈ T tel que A ⊂ N et µ(N) = 0).

Remarque 2.1

i) Comme B(R+) est la tribu µ−complétée de la tribu de Borel sur R+,
elle contient toutes les parties µ−négligeables de R+.

ii) Soit A ∈ B(R+), alors

A µ− négligeable⇐⇒ A ν − négligeable.

Proposition 2.1 On a

L2([0, T [, ν;Rn) = L2([0, T [, µ,Rn) =: L2(0, T ;Rn).

Démonstration

L2([0, T [, µ;Rn) ⊂ L2([0, T [, ν;Rn),

car

f ∈ L2([0, T [, µ;Rn) =⇒
∫ T

0
‖f(t)‖2Rndµ(t) < +∞,

et puisque
∀t ∈ [0, T ], e−rt ≤ e0 = 1,

alors ∫ T

0
‖f(t)‖2Rne−rtdµ(t) <

∫ T

0
‖f(t)‖2Rndµ(t) < +∞,

d’où
f ∈ L2([0, T [, ν;Rn).

Réciproquement, si
g ∈ L2([0, T [, ν;Rn),

alors
t 7−→ e−rt‖g(t)‖2Rn ∈ L1([0, T [, µ;Rn),

et comme ∀t ∈ [0, T ],

e−rT ‖g(t)‖2Rn ≤ e−rt‖g(t)‖2Rn ,

on a
t 7−→ e−rT ‖g(t)‖2Rn ∈ L1([0, T [, µ;Rn),

donc |g|2 ∈ L1(µ), et par suite g ∈ L2(µ)

�
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1 Opérateur de la moyenne

Proposition 2.2 Soit g ∈ L2(R+, ν;Rn). Alors les assertions suivantes sont
satisfaites.

i) La fonction

s 7−→
+∞∑
k=0

e−rkT g(s+ kT ),

est dans L2(0, T ;Rn), et l’égalité suivante∫ +∞

0
e−rtg(t)dt =

∫ T

0
e−rs(

+∞∑
k=0

e−rkT g(s+ kT ))ds,

est vérifiée.

ii) De plus, si g(t+ T ) = g(t) pour µ-p.p. t ∈ R+, la formule précédente
devient ∫ +∞

0
e−rtg(t)dt =

1

1− e−rT

∫ T

0
e−rsg(s)ds.

Démonstration
En utilisant la σ-additivité des mesures positives avec une densité mesurable
positive, on a

+∞ >

∫ +∞

0
e−rt‖g(t)‖2Rndt =

+∞∑
k=0

∫ kT+T

kT
e−rt‖g(t)‖2Rndt,

et en utilisant le théorème du changement de variable ([8], Théorème 8.4.10,
p.374) on obtient

+∞ >
+∞∑
k=0

∫ T

0
e−rse−rkT ‖g(s+ kT )‖2Rnds,

et en utilisant le théorème de Beppo Levi ([8], Théorème 2.4.5, p.107), on
obtient

+∞ >

∫ T

0
e−rs

+∞∑
k=0

e−rkT ‖g(s+ kT )‖2Rnds.

Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski, nous avons

‖
∑+∞

k=0 e
−rkT g(s+ kT )‖2Rn = ‖

∑+∞
k=0 e

− rkT
2 e−

rkT
2 g(s+ kT )‖2Rn

≤ (
∑+∞

k=0 e
−rkT ).(

∑+∞
k=0 e

−rkT ‖g(s+ kT )‖2Rn)

= 1
1−e−rT .

∑+∞
k=0 e

−rkT ‖g(s+ kT )‖2Rn ,
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ce qui implique ∫ T

0
e−rs‖

+∞∑
k=0

e−rkT g(s+ kT )‖2Rnds

≤
∫ T

0
e−rs

1

1− e−rT
.

+∞∑
k=0

e−rkT ‖g(s+ kT )‖2Rnds < +∞.

Et donc on a

(s 7−→
+∞∑
k=0

e−rkT g(s+ kT )) ∈ L2(0, T ;Rn).

De plus, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski, et en pro-
cédant comme ci-dessus, on a, pour tout m ∈ N

‖
∑m

k=0 e
−rkT g(s+ kT )‖2Rn ≤ 1

1−e−rT .
∑m

k=0 e
−rkT ‖g(s+ kT )‖2Rn

≤ 1
1−e−rT

∑+∞
k=0 e

−rkT ‖g(s+ kT )‖2Rn .

D’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue sur L2 ([8], Théo-
rème 4.2.3, p.190)∫ +∞

0
e−rtg(t)dt =

∑+∞
k=0

∫ kT+T

kT
e−rtg(t)dt

=
∑+∞

k=0

∫ T

0
e−rse−rkT g(s+ kT )ds

=

∫ T

0
e−rs(

+∞∑
k=0

e−rkT g(s+ kT ))ds,

ce qui achève la preuve de i)

Puisque g est T -périodique, pour prouver l’assertion ii), il suffit de noter
que

+∞∑
k=0

e−rkT g(s+ kT ) =
1

1− e−rT
g(s).

Définition 2.2 Soit M l’op’erateur défini par

M : L2(R+, ν;Rn) −→ L2(0, T ;Rn)

f 7−→Mf ,

avec

Mf (s) := (1− e−rT )

+∞∑
k=0

e−rkT f(s+ kT ). (1.1)
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Mf est une fonction définie sur [0, T ], comme une moyenne pondérée de la
fonction f définie sur R+. Pour assurer que l’opérateur M est bien définie,
on donne la proposition suivante.

Remarque 2.2 D’aprés la proposition l’opérateur M est bien définie .

Propriété 2.1 L’opérateur M est linéaire .

En effet, puisque Mλf = λMf et Mf+g = Mf +Mg pour λ ∈ R et pour f et
g dans L2(R+, ν;Rn).

2 Opérateur de prolongement

Définition 2.3 Soit u : [0, T [ −→ Rn. L’opérateur de prolongement V est
un opérateur qui prolonge la fonction u en une fonction T -périodique définie
sur R+

V [u] : R+ → Rn,

en posant
V [u](t) := u(t− kT ) pour t ∈ [kT, (k + 1)T [. (2.2)

Pour assurer que V est bien définie on donne la proposition suivante

Proposition 2.3 Les assertions suivantes sont satisfaites

i) P 0
T (R+, ν;Rn) = {u ∈ L2(R+, ν;Rn) : u(t + T ) = u(t) µ − p.p t ∈

R+}.
ii) Si ϕ ∈ L2(0, T ;Rn) alors V [ϕ] ∈ P 0

T (R+, ν;Rn).

Démonstration
Dans cette preuve, P 0

T désigne P 0
T (R+, ν;Rn) et

P ′T := {u ∈ L2(R+, ν;Rn) : u(t+ T ) = u(t) µ− presque tout t ∈ R+}.

En utilisant l’assertion i) de la Proposition [2] , on sait que P 0
T ⊂ P ′T .

Inversement, pour u ∈ P ′T , puisque

C∞c (]0, T [,Rn) est dense dans L2(0,T;Rn)([?], Corollaire 4.23,p.109)

∀ε ∈]0,+∞[, ∃ ϕε ∈ C∞c (]0, T [,Rn) :

∫ T

0
‖u(t)− ϕε(t)‖2Rndt ≤ ε2.

Puisque
Suppϕε ⊂]0, T [
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on a
V [ϕε] ∈ C0(R+,Rn).

De plus, en utilisant la Proposition 2.2, on a∫ +∞

0
‖u(t)− V [ϕε](t)‖2Rndt =

∑+∞
k=0

∫ T

0
e−rse−rkT ‖u(s+ kT )− V [ϕε](s+ kT )‖2Rnds

=
∑+∞

k=0 e
−rkT

∫ T

0
e−rs‖u(s)− ϕε(s)‖2Rnds

≤ 1
1−e−rT

∫ T

0
‖u(s)− ϕε(s)‖2Rnds

≤ 1
1−e−rT ε

2.

On obtient donc que u ∈ P 0
T . Ceci montre que P ′T ⊂ P 0

T , et par conséquent
l’égalité est prouvée. La preuve de i) est alors terminée.

Montrons ii)
Pour ϕ ∈ L2(0, T ;Rn), on a

V [ϕ](t+ T ) = V [ϕ](t) pour µ− p.p. t ∈ R+.

En utilisant (i), il suffit de prouver que V [ϕ] ∈ L2(R+, ν;Rn). Cette dernière
condition résulte des relations suivantes.∫

R+

e−rt‖V [ϕ](t)‖2Rndt =
∑+∞

k=0

∫
[0,T ) e

−rse−rkT ‖V [ϕ](s+ kT )‖2Rnds

=
∑+∞

k=0 e
−rkT ∫ T

0 e−rs‖ϕ(s)‖2Rnds

≤ 1
1−e−rT

∫ T
0 ‖ϕ(s)‖2Rnds < +∞.

Propriété 2.2 L’opérateur V est un opérateur linéaire, car V [λϕ] = λV [ϕ]
et V [ϕ + ψ] = V [ϕ] + V [ψ], pour λ ∈ R, et pour ϕ et ψ des fonctions de
[0, T [ dans Rn.

Propriété 2.3 Soit ϕ ∈ C0([0, T [,Rn). Les assertions suivantes sont équi-
valentes

i) V [ϕ] ∈ C0(R+,Rn)

ii) V [ϕ] ∈ P 0
T (R+,Rn)

iii) ϕ(0) = lim
t→T−0

ϕ(t).
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Démonstration
Comme V [ϕ] est T -périodique sur R+, i) et ii) sont clairement équivalentes.
Si i) est vérifiè alors

ϕ(0) = V [ϕ](T ) = lim
t→T−0

V [ϕ](t) = lim
t→T−0

ϕ(t),

ce qui donne iii).
Inversement si iii) est vérifie on a

ϕ(0) = lim
t→T−0

ϕ(t),

et puisque ϕ est continue sur [0, T [ et

V [ϕ](t) = ϕ(t), ∀t ∈ [0, T [,

alors V [ϕ] est continue sur [0, T [. Reste à montrer que V [ϕ] est continue à T
inférieurement . On a V [ϕ](T ) = ϕ(T − kT ), or T ∈ [T, 2T [ et donc k = 1.
D’où

V [ϕ](T ) = ϕ(T − T ) = ϕ(0) = lim
t→T−0

ϕ(t).

Car t ∈ [0, T [, on a donc

V [ϕ](T ) = lim
t→T−0

ϕ(t) = lim
t→T−0

V [ϕ](t).

ce qui implique que V [ϕ] est continue en T . Et donc V [ϕ] est continue en
[0, T ]. En utilisant le même raisonnement, on obtient la continuité de V [ϕ]
sur [kT, kT + T ]. Puisque ([kT, kT + T ])k∈N est un recouvrement fermé de
R+, qui est localement fini, alors $[ϕ] est continue sur R+ ([9], Point 6 p.19,
et Point 3 p.20).



Chapitre 3

Problèmes dans des espaces de
Lebesgue de fonctions
périodiques

Dans ce chapitre, nous proposons d’abord une formule explicite de la pro-
jection orthogonale d’une fonction f de L2(R+, ν;Rn) sur l’espace de Le-
besgue des fonctions T -périodiques P 0

T (R+, ν;Rn). Nous donnons après une
formulation précise du problème (0.1). Nous établissons par la suite un ré-
sultat d’existence, en explicitant la solution.

Théorm̀e 3.1 Soit f ∈ L2(ν). La projection orthogonale de f sur P 0
T (ν) est

V [Mf ].

Démonstration
En utilisant la proposition2.2, nous savons que

V [Mf ] ∈ P 0
T (ν).

Puisque

P 0
T (ν) est un sous-espace vectoriel fermé de l’espace hilbertien L2(ν),

la projection orthogonale de f sur P 0
T (ν) existe et elle est unique. Si on

note par p cette projection, p est caractérisée par la propriété suivante

∀q ∈ P 0
T (ν;Rn), (f − p | q)L2(ν) = 0,

c’est à dire
∀q ∈ P 0

T (R+, ν), (f | q)L2(ν) = (p | q)L2(ν). (0.1)

18
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Soit q ∈ P 0
T (R+, ν;Rn), alors en utilisant la proposition 2.2 et la périodicité

de q, on obtient

(f | q)L2(ν) =

∫ T

0
e−rs(

+∞∑
k=0

e−rkT f(s+ kT )) · q(s)ds.

Cette dernière équation implique

∀q ∈ P 0
T (R+, ν;Rn), (f | q)L2(ν) =

1

1− e−rT

∫ T

0
e−rsMf (s) · q(s)ds. (0.2)

En remplaçant f par g ∈ P 0
T (R+, ν;Rn) dans les calculs précédents, on ob-

tient

(g | q)L2(ν) =

∫ T

0
e−rs

1

1− e−rT
g(s) · q(s)ds,

ce qui implique

∀g, q ∈ P 0
T (R+, ν;Rn), (g | q)L2(ν) =

1

1− e−rT

∫ T

0
e−rsg(s) · q(s)ds. (0.3)

Prenant g = V [Mf ] dans (0.3), on obtient

∀q ∈ P 0
T (R+, ν;Rn), (V [Mf ] | q)L2(ν) =

1

1− e−rT

∫ T

0
e−rsMf (s) · q(s)ds.

Alors, d’après (0.2), on obtient

∀q ∈ P 0
T (R+, ν;Rn), (f | q)L2(ν) = (V [Mf ] | q)L2(ν),

en utilisant (0.1), on obtient la conclusion annoncée.

�

Corollaire 3.1 Soit f ∈ L2(R+, ν;Rn). Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

i) f est orthogonale à P 0
T (R+, ν;Rn) dans L2(R+, ν;Rn).

ii) Pour p.p. s ∈ [0, T [,
∑+∞

k=0 e
−rkT f(s+ kT ) = 0.

Démonstration
L’assertion i) est équivalente à V [Mf ] = 0. D’après la définition de $, don-
née par (2.2),

V [Mf ] = 0 sur R+ ⇐⇒Mf = 0 sur[0, T [, (0.4)

et du Théorème 3.1, l’equation 0.4 est équivalente à l’assertion ii)

�
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Remarque 3.1 Si f est orthogonale à P 0
T (R+, ν;Rn) dans L2(R+, ν;Rn),

et si f ≥ 0 sur R+, alors, du Corollaire 3.1, on a

f(s+ kT ) = 0 pour tout k ∈ N et p.p.s ∈ [0,T[),

ce qui implique que
f = 0 µ− p.p. sur R+.

�

Nous considérons maintenant l’espace L(R+,Rn), des fonctions de R+

dans Rn de la forme
a := [t 7→ ta]

où a ∈ Rn. L(R+,Rn) est un sous-espace vectoriel de L2(R+, ν;Rn) qui est
isomorphe à Rn, il est donc de dimension finie.

Lemme 3.1 P 0
T (R+, ν;Rn)⊕ L(R+,Rn) est un sous espace vectoriel fermé

de L2(R+, ν;Rn).

Démonstration
Notons d’abord que

P 0
T (R+, ν;Rn) ∩ L(R+,Rn) = {0}.

Puisque pour u dans cette intersection

∃a ∈ Rn tel que u = a,

et d’après la proposition 2.2

(t+ T )a = Ta µ− p.p t ∈ R+.

Pour t satisfaisant cette égalité, on obtient que

Ta = 0,

ce qui implique que
a = 0, puisque T 6= 0.

La somme directe algébrique

P 0
T (R+, ν;Rn)⊕ L(R+,Rn)

est donc bien définie.

Puisque P 0
T (R+, ν;Rn) est fermé dans L2(R+, ν;Rn) et

dimL(R+,Rn) < +∞,
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en utilisant le Corollaire 5, p. 228, dans [10], on affirme que

P 0
T (R+, ν;Rn)⊕ L(R+,Rn)

est une somme directe topologique. D’ou les projecteurs

π1 : P 0
T (R+, ν;Rn)⊕ L(R+,Rn)→ P 0

T (R+, ν;Rn)

définis par
π1(p+ a) = p

et
π2 : P 0

T (R+, ν;Rn)⊕ L(R+Rn)→ L(R+Rn),

π2(p+ a) = a,

sont linéaires continus, cf. Théorème T.2, XVII , 1, 3 , p. 228 dans [10].

Montrons, maintenant, que le sous-espace vectoriel

P 0
T (R+, ν;Rn)⊕ L(R+Rn),

est fermé dans L2(R+, ν;Rn).
Soit (pm + am)m∈N une suite de

P 0
T (R+, ν;Rn)⊕ L(R+Rn)

qui est convergente dans L2(R+, ν;Rn). Alors, c’est une suite de Cauchy,
et puisque π1 et π2 sont linéaires continus sur un espace normé, ils sont
uniformḿent continus. Par conséquent

(pm)m∈N = (π1(pm + am))m∈N,

et
(am)m∈N = (π2(pm + am))m∈N,

sont des suites de Cauchy.
Puisque

P 0
T (R+, ν;Rn) et L(R+Rn)

sont complets, il existe

p ∈ P 0
T (R+, ν;Rn) et a ∈ L (R+Rn)

telles que
lim

m→+∞
pm = p, et lim

m→+∞
am = a.

Alors
lim

m→+∞
(pm + a)m = p+ a ∈ P 0

T (R+, ν;Rn)⊕ L(R+Rn).
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�

Nous précisons, maintenant le problème (??). On fixe arbitrairement x ∈
L2(R+, ν;Rn), et on considère le problème de minimisation

Minimiser E(p, a) :=

∫ +∞

0
e−rt|x(t)− p(t)− ta|2dt

pour p ∈ P 0
T (R+, ν;Rn), a ∈ L(R+,Rn).

 (0.5)

Remarque 3.2 Le problème (0.5) peut s’écrire

Minimiser E(p, a) :=

∫ +∞

0
e−rt|x(t)− (p(t) + ta)|2dt

pour p ∈ P 0
T (R+, ν;Rn), a ∈ L(R+,Rn).

 (0.6)

= Minimiser ‖ x(t)− [p(t) + ta] ‖L2
(R+,ν,Rn)

, (0.7)

ce qui signifier :

Pour x ∈ L2(ν), on cherche l’élément (p+ a) ∈ P T0 + L(R+,Rn), le
plus proche de x.

Ce problème se traduit justement par

la projection orthogonale de l’élément x de L2(ν) sur le
sous-espace vectoriel fermé P T0 + L(R+,Rn).

Définition 3.1 Soit M1 l’opérateur défini par

M1 : L2(R+, ν;Rn) −→ L2(0, T ;Rn)

x 7−→M1
x ,

avec

M1
x(s) :=

(1− e−rT )2

Te−rT

+∞∑
k=0

e−rkT (kT )x(s+ kT ). (0.8)
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Théorm̀e 3.2 Pour tout x ∈ L2(R+, ν;Rn), il existe un élément (p̂, â) ∈
P 0
T (R+, ν;Rn)× L(R+,Rn), solution du problème (0.5).
De plus, on a

â =
r

T

∫ T

0
e−rs(M1

x(s)−Mx(s))ds,

avec Mx défini par (0.8), et où

p̂ = V [Mx]− V [Mâ].

Démonstration
En utilisant le Lemme 3.1, puisque

P 0
T (R+, ν;Rn)⊕ L(R+,Rn)

est un sous-espace vectoriel fermé de l’espace de Hilbert

L2(R+, ν;Rn).

D’après le théorème de la projection orthogonale sur un sous espace fermé
d’un espace de Hilbert, la solution du problème (0.5) existe, et elle est unique.

Pour la description de la solution du problème (0.5), on note que

E(p̂, â) = inf{E(p, a) : p ∈ P 0
T (R+, ν;Rn), a ∈ L(R+,Rn)}

= inf
a∈L(R+,Rn)

(
inf

p∈P 0
T (R+,ν;Rn)

E(p, a)
)
.

Notons par pa la projection orthogonale de x− a sur P 0
T (R+, ν;Rn), alors

∀a ∈ L(R+,Rn), inf
p∈P 0

T (R+,ν;Rn)
E(p, a) = E(pa, a),

et par conséquent on obtient

E(p̂, â) = inf
a∈L(R+,Rn)

E(pa, a). (0.9)

Puisque
E(pâ, â) = inf

p∈P 0
T (R+,ν;Rn)

E(p, â) ≤ E(p̂, â),

et puisque (pâ, â) est optimal, alors

E(p̂, â) ≤ E(pâ, â),



24

ce qui implique que
E(pâ, â) = E(p̂, â),

et en utilisant l’unicité de la solution optimale, on trouve

p̂ = pâ. (0.10)

Puisque pâ est la projection orthogonale de x− â sur P 0
T (R+, ν;Rn), en uti-

lisant le théorème 3.1, on obtient

pâ = V [Mx−â] = V [Mx]− V [Mâ],

et donc, pour tout s ∈ [0, T [

pâ(s) = Mx(s)− (1− e−rT )
∑+∞

k=0 e
−rkT (s+ kt)â

= Mx(s)− (1− e−rT )
∑+∞

k=0 e
−rkT sâ− (1− e−rT )

∑+∞
k=0 e

−rkT (kT )â

= Mx(s)− sâ− (1− e−rT ) Te−rT

(1−e−rT )2 â,

ce qui implique

∀s ∈ [0, T [, pâ(s) = Mx(s)− sâ− Te−rT

(1− e−rT )
â. (0.11)

D’où la dernière formule du théorème est prouvée. Il reste à prouver la for-
mule pour â. Introduisons la fonction

F : Rn → R,

définie par
F (a) := E(pa, a).

En utilisant (0.9) et (0.10), on remarque que

F (â) = inf
a∈Rn

F (a).

En utilisant le Théorème 3.1, et le fait que pa est une projection orthogonale
de x− a sur P 0

T (R+, ν;Rn)

pa = V [Mx −Ma].

Et donc nous pouvons préciser la forme de la fonction F . En effet, en utilisant
la Proposition 2.3, on obtient
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F (a) =

∫ +∞

0
e−rt‖x(t)− V [Mx](s) + V [Ma](t)− ta‖2Rndt

=

+∞∑
k=0

∫ T

0
e−rse−rkT ‖x(s+ kT )− VMx(s+ kT )

+VMa(s+ kT )− (s+ kT )a‖2Rnds

=
+∞∑
k=0

∫ T

0
e−rse−rkT ‖x(s+ kT )−Mx(s)

+sa+
Te−rT

(1− e−rT )
a− (s+ kT )a‖2Rnds

=
+∞∑
k=0

∫ T

0
e−rse−rkT ‖x(s+ kT )−Mx(s) +

Te−rT

(1− e−rT )
a− kTa‖2Rnds,

ce qui donne la formule suivante

F (a) =
+∞∑
k=0

∫ T

0
e−rse−rkT ‖x(s+ kT )−Mx(s) +

Te−rT

(1− e−rT )
a− kTa‖2Rnds.

(0.12)
De cette formule, F est une fonction convexe quadratique, et donc, son point
de minimum, â, est caractérisé par

DF (â).z = 0 pour tout z ∈ Rn.

Un calcul simple montre que cette dernière équation est équivalente à
+∞∑
k=0

∫ T

0
e−rse−rkT (

Te−rT

(1− e−rT )
− kT )(x(s+ kT )−Mx(s)

+
Te−rT

(1− e−rT )
â− kT â)ds = 0,

qui est équivalent à∫ T

0
e−rs

+∞∑
k=0

e−rkT (
Te−rT

(1− e−rT )
− kT )(Mx(s)− x(s+ kT ))ds

= (

∫ T

0
e−rs

+∞∑
k=0

e−rkT (
Te−rT

(1− e−rT )
− kT )2ds).â


. (0.13)
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Pour simplifier cette dernière formule, nous utilisons les égalités

+∞∑
k=0

e−rkT (kT ) =
Te−rT

(1− e−rT )2
,

et
+∞∑
k=0

e−rkT (kT )2 =
T 2e−rT (1 + e−rT )

(1− e−rT )3
,

obtenues par la différentiation de la série

S(z) :=
+∞∑
k=0

e−kz.

Les coefficients de â dans (0.13) sont∫ T

0
e−rs

+∞∑
k=0

e−rkT (
Te−rT

(1− e−rT )
− kT )2ds

= 1−e−rT
r

∑+∞
k=0 e

−rkT (T
2e−rT e−rT

(1−e−rT )2 + (kT )2 − 2Te−rT kT
1−e−rT )

= 1−e−rT
r (T

2e−rT e−rT

(1−e−T )3 + T 2e−rT (1+e−rT )
(1−e−T )3 − 2Te−rTTe−rT

(1−e−T )3 )

= T 2e−rT

r(1−e−rT )2 (e−rT + 1 + e−rT − 2e−rT ).

Ceci implique la formule suivante∫ T

0
e−rs

+∞∑
k=0

e−rkT (
Te−rT

(1− e−rT )
− kT )2ds =

T 2e−rT

r(1− e−rT )2
. (0.14)

Le premier terme de (0.13) est∫ T

0
e−rs

+∞∑
k=0

e−rkT (
Te−rT

(1− e−rT )
− kT )(Mx(s)− x(s+ kT ))ds

=

∫ T

0
e−rs(

Te−rT

(1− e−rT )2
Mx(s)− Te−rT

(1− e−rT )2
Mx(s)

− Te−rT

(1−e−rT )2Mx(s) +
∑+∞

k=0 e
−rkT (kT )x(s+ kT ))ds

= −Te−rT
(1−e−rT )2

∫ T

0
e−rsMx(s)ds+

Te−rT

(1− e−rT )2

∫ T

0
e−rsM1

x(s)ds

.
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D’où∫ T

0
e−rs

+∞∑
k=0

e−rkT (
Te−rT

(1− e−rT )
− kT )(Mx(s)− x(s+ kT ))ds =

Te−rT

(1−e−rT )2

∫ T

0
e−rs(M1

x(s)−Mx(s))ds


. (0.15)

D’après (0.14) et (0.15) dans (0.13), on obtient la formule annoncée de â.

�
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