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Résumé

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre de 1’étude de la commande optimale, en analysant
deux approches fondamentales : les probléemes de commande optimale sans contraintes et
ceux soumis a des contraintes sur la commande. Dans le cas sans contrainte, le probleme
consiste a minimiser une fonctionnelle cotit sous un systeme dynamique d’état donné. La
résolution s’appuie sur le Principe du Minimum de Pontryagin (PMP) et la méthode de
Riccati, permettant de fournir des conditions nécessaires d’optimalité. Lorsque des con-
traintes sont imposées sur la commande des stratégies spécifiques sont prises. L’une de
ces stratégies est le contréle Bang-Bang, ce dernier caractérise des problemes de temps
minimal, ou la commande alterne entre ses valeurs extrémes pour atteindre 1’état final
dans un temps optimal. Des applications concretes illustrent ces résultats, notamment
dans la gestion optimale de l'irrigation et I’alunissage d'un vaisseau spatial.

Mots clés: commande optimale, contraintes, principe du minimum de pontryaguin,
méthode de riccati, controle Bang-Bang, temps minimal.

Abstract

This memory is part of the study of optimal control, analyzing two fundamental ap-
proaches: unconstrained and constrained optimal control problems. In the unconstrained
case, the problem consists in minimizing a cost functional under a dynamic system of
given state. The solution is based on the Pontryagin Minimum Principle (PMP) and
Reccati’s method, providing optimality’s necessary conditions . When constraints are
imposed on the control, specific strategies are adopted. One such strategy is Bang-Bang
control, which characterizes minimum-time problems, where control moves from one ex-
treme value to another to reach the final state in optimal time. Concrete applications
illustrate these results, including optimal irrigation management and lunar landing of a
space network.

key words: Optimal control, constrained, pontryagin’s minimum principle, Reccati’s
method, Bang-Bang control, minimum time
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0.1 Introduction 7

0.1 Introduction

Le controle optimal est un élément clé de la théorie du controle, visant a définir les re-
gles de contréle nécessaires pour faire évoluer un systeme dynamique d’un état initial a un
état final, tout en cherchant a minimiser (ou maximiser) un critére de performance spéci-
fique. En d’autres termes, cela revient a gérer un systeme afin d’atteindre la performance
optimale en fonction d’un but établi. Ce domaine d’étude a de multiples applications
dans divers secteurs tels que 'ingénierie, I’économie, la robotique, ’aéronautique et les
systemes énergétiques. L’objectif principal est 'optimisation des ressources, du temps ou
des performances globales.

Ce travail est consacré a I'’étude du contrdle optimal des systemes, c-a-d des sys-
temes dynamiques dont la progression est uniquement influencée par I’état et le controle,
sans aucune dépendance temporelle explicite. On accorde une attention spécifique aux
contrdle bang-bang, qui sont des contrdles adoptant des valeurs extrémes de fagon discon-
tinue. Ces derniers sont souvent présentes dans les problemes ou le controle est assujetti
a des restrictions de type « tout ou rien », comme c’est le cas pour les moteurs électriques
fonctionnant & pleine puissance ou arrétés.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres, Dans le premier chapitre on donne toutes
les définitions , lemmes, et théorémes nécessaires pour développer le reste du travail.
Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude du probleme de controle optimal sans con-
traintes . On a défini différents types de probleme d’optimalisation; probleme de Lagrange
,Mayer et Bolza . Nous donnons deux approches pour détermines les conditions néces-
saires d’optimalité , le Principe du Minimum de Pontriaguine (PMP) et méthode de
Riccati. Dans le chapitre trois , Nous étudions le probleme de controle optimale avec con-
traintes , plus particulierement le probleme de contréle optimal des systemes dynamiques
autonomes Bang-Bang . Afin d’illustre les notions théoriques , Nous donnons deux exem-
ples pratiques , le premier dans le domaine de 'irrigation et le secons dans I’Astronomie.



Chapter 1

Rappels mathématiques

Définition 1.1 Probléeme de Cauchy
Soit le probléeme suivant:

{a‘:_g(x,t) , tela,b] (1.1)

z(tg) =z , to € [a,b]
avec f :[a,b] x R* = R™ xy € R™.

Ce probleme est appelé probleme de Cauchy et (to, xg) est appelée condition initiale

. Définition 1.2 Extremum(minimum,maximum)

1. z* réalise un maximum pour la fonctionnelle J (ou J(z*) est une valeur maximale

de J) : SiVe > 0; VaeQ; |x — 2| <0;alors: J(x) < J(x%)
2. z* réalise un minimum pour la fonctionnelle J (ou J(z*) est une valeur mainimale
de J) : SiVe > 0; VxeQ; |x —x*| <0 ;alors: J(z*) < J(z)

Définition 1.3 Variation d’une fonctionnelle
lorsque J est une fonctionnelle définie sur un ouvert {2 d’'un espace normé E, On appelle
variation de la fonctionnelle J en x dans directions yeF |, la limite si elle existe suivant :

0J(z,y) = limj(x +ey) = Jlw)

e—0 €

Définition 1.4 Accroissement d’une fonctionnelle
Accroissement d’une fonctionnelle notée AJ est définie par :

AJ = J(x(t) + 0z(t)) — J(x(t))
ou dz(t) est la variation de la fonction z(t) .Ainsi I'accroissement AJ(x(t),dz(t)) de la

fonctionnelle dépend de la fonction x(t) et de sa variation dx(t).

Théorémel.1 Théoréme de Taylor & deux variables [2]
On suppose que f(x,y) et toutes ses dérivées d’ordres inférieur a (n + 1) sont continues
dans

D={(z,y);a<z<b; c<y<d} (c.d f(z,y) eC)

Soit (zg,yo) € D ; il existe € compris entre x et 1z, et n compris entre y et yy avec :
f(z,y) = Pu(z,y) + Ru(2,y)

8
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ou :
Pafe,) = £ ) + (2 = au) (o) + (5 = 1) 3 0 o)+

(z — 20)* O*f (y — o) O°f
+Tm(xo,yo)+Tay (20, y0) + -+
o f
n+
+ ZC] (y — o)’ axn,—jayj(xo,yo)

Pour j =0, on trouve :
0 0
Pafe.y) = £ )+ (& = au) (o) + (3 = ) 3 s )+

(y — yo)
21

(x —xo)" O"f
+ T 81’" (I'(), y())

(x — x0)? O?

f °f
9] @(ﬁoayo) + 8—($0,y0> +eeet

1 n+1 ) an-‘rl f

Z Oiﬂ(x — :Bo)"+1_j(y - yo)jm(& n)

Ru(z,y) = m -

Définition 1.5.
Counsidérons 'accroissement de la fonctionnelle J :

AJ = J(y(t) +oy(1)) — J(y(1))
Nous utilisons la série de Taylor autour de y(t) + dy(t) pour J(y(t) + 0y(t)) ; alors :

AT = J(0) + s by(t) + 5T %(0) 4= (D)
y(t) 0y?(t)
aJ 0*J
= ——dy(t 5
000+ S0 +
=0J 4+ 02T +0°T + ...
Ou 0J = %5y(t) et 0%J = BBQ{t 62y(t) sont respectivement la premicére et la deuziéme

variation.

Théoréme 1.2 (Théoréme fondamental ) [10]
Soit y*(t) un extremum, la premiére variation de J doit étre nulle en y*, i.e
dJ(y*(t),y(t)) =0 pour toute variation admissible dy(t).

Lemme 1.1 (Lemme fondamental ) [10]

Sil'intégrale f; f(y)n(y)dy, ou f(.) est une fonction continue par morceaux dans I'intervalle
[a, b], s’annulant pour toute fonction n € C*([a; b)) telle que n(a) = n(b) = 0, alors f(.) est
identiquement nulle dans [a, b].

Définition 1.6. Ensemble accessible
Considérons le systeme controlé
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avec x(0) = xo.
L’ensemble des points accessibles a partir de zg en un temps 7' > 0 est défini par
Acc(zg, T) = {zu(T) | w e L=([0,T],R™)} (1.3)

ol ,(t) est la solution du systeme (1.2) associée au commande u.
Autrement dit Acc(xg,T') est 1" ensemble des extrémités des solutions de (1.2) au temps
T, lorsqu’on fait varier la commande u , on pose Acc(zg,0) = {zo}. ,voir figure ( 1)

Acc(xo, T)

Figure 1.1: Ensemble accessible

Définition 1.7. Controlabilité du systéme

Le systeme contrdlé : (1.2) est dit contrdlable en temps T' si Ace(xg, T) = R™ Li.e.,
pour tous xg,r; € R™ | il existe un contrdle u tel que la trajectoire associée relie xy a
en temps T .

Définition 1.8. Commande optimale

La commande optimale consiste a chercher une commande admissible u*(t) qui permet
de transférer le systéme d’un état initial a 1’état final tout en respectant des contraintes
physiques et en minimisant des fonctions objectifs (critéres ou indices de performances).

Le probleme de la commande optimale est formulé en précisant les éléments suivants :

o Modele du systeme a commander, sous forme :

J(u) = S(z(ty),t5) +/f F(x(t),u(t),t)dt

to

tel que
#(t) = g(x(t),ult), ), tefto, ]
et les Conditions aux limites (états initiales et états finales) sont sous l'une des
forme suivants :
(to), x(ty) fize,et to,ty fize.
(to), x(ty) fixze,et to,ty libre.
x(ty), x(ty) libre,et to,t; fize.
(to), z(ty) libre,et to,ty libre.

(1.4)
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ou z(t) € R, u(t) € U, Vt € I est un intervalle de R qui contient l'intervalle [¢y, ]
et U est un sous-ensemble non vide de R".

S, F et g sont des fonctions vectorielles réelles suffisamment régulieres par rapport
a leurs arguments.

« Contraintes.
o Critere de performance a optimiser (minimiser ou maximiser).

Pour un systéeme dynamique, on cherche une commande permettant de transférer le
systeme d’un état initial vers un état final.

La commande optimale est en général soumise a diverses contraintes liées a sa réali-
sation (accélération limitée, vitesse de montée en puissance bornée)

Définition 1.9. Commande admissible
On appelle commande admissible toute fonction continue par morceau u(t),
t1 <t <ty avaleur dans V (espace vectorielle)

Définition 1.10. Calcule des variations [§]

Soit [t1,tf] un intervalle de R et soit E 'ensemble des applications de classe C'! définies sur
[t1,t¢] & valeurs dans R.Le probléme consiste a déterminer I'extremum d’une fonctionnelle
définie sur E . Par exemple, si £ = C'([t1,ts], R) et

J(z) = / " P(a(t), i), £)dt (1.5)

et si, en outre ,F(y(t), 2(t),t) est de classe C? et y(t) de classe C'! avec
x(ty)) =A , z(ty) =B (1.6)

L’objective de probleme de calcul des variations est de minimiser J(z) tel que = € E et
vérifiant les conditions aux limites (1.6) , en utilisons I’équation d’Euler-Lagrange :

oF 0 0F

ox at(%)

Définition 1.11. Matrice symétrique et propriétés

Une matrice symétrique A de M,,(R) est dite symétrique positive si pour tout X € R"
on a
XTAX >0.

Elle est dite symétrique définie positive si pour tout X € R™ non nul, on a

XTAX > 0.



Chapter 2

Probleme de commande optimale
sans contrainte

2.1 Exemples et Objectifs

Pour introduire la notion de la commande optimale, considérons ’exemple suivant:
Pour arréter la rotation d’un rotor tournant a une vitesse constante, on peut lui appli-
quer une charge extérieure C(t) perpendiculaire a son axe de rotation. Il s’agit alors de
déterminer la commande C(t) qui permet d’amener la vitesse de rotation du systéme de
V=1 v=20

Cette détermination répond souvent a un objectif tel que, I'arrét du systeme en un
temps minimum. Trouver C(t) qui répond a cet objectif, est 'objet de la théorie de la com-
mande optimale. Le probleme de détermination d'une commande optimale d’un processus
peut s’énoncer comme suit:

Un processus dynamique étant donné et défini par son modele (représentation d’état, ma-
trice de transfere, équations aux différences,...), trouver parmi les commandes admissibles
celles qui permet a la fois:

o de vérifier des conditions initiales et finales données.
« de satisfaire diverses contraintes imposées

o d’optimiser un critere choisi.

La théorie de la commande optimale a un champ d’application extrémement vaste:
o Régulation de la température d’une piece ou d’un four en utilisant le minimum
d’énergie.

e Probleme de poursuite: on souhaite que la sortie du systeme suive le mieux possible
la consigne désirée ou prévue. Il s’agit dans ce cas de déterminer la commande qui
minimise 1’énergie de poursuite.

D’un point de vue formel, le probleme de commande optimale est un probleme de
minimisation ou de maximisation d’'une fonctionnelle; c¢’est-a-dire, un probleme de calcul
des variations.

12



CHAPTER 2. PROBLEME DE COMMANDE OPTIMALE SANS CONTRAINTE 13

2.2 Position du probleme

1]

Considérons le probleme de commande optimale suivant :

J(u(t)) = S(x(ty),ty) + /0 f F(a(t), u(t), t)dt (2.1)

#(t) = g(x(t), u(t), t) (2.2)
avec x(0)=xz9€ Dy et x(ty) =21 € Dy
tel que weUtel=]|0,tf]

ou Dy ensemble de départ et D; ensemble d’arrivée sont des sous-ensembles de R™, I un
intervalle de R, zy = x(0) est I'état initiale du systeme (2.2), z(t;) est sa position termi-
nale. En pratique, I’état du systéme peut représenter la vitesse, la température, etc. u(.)
est la commande du systeme .U est I’ensemble des applications mesurables, localement
bornées sur I a valeurs dans {2 C R™, qui est I’ensemble des commandes admissibles (u;)
d’ott on peut minorer et majorer les u;(t) par des constantes, —1 < u; < +1.

> (2.2),est le systéme dynamique du commande optimale.

> J(u,ty) = S(x(ty), ty) + ftif F(z(t),u(t),t)dt est la fonction cotlit ou objectif, la fonc-
tion colit comporte deux parties :

o g(x(ty),ty) , est le coit terminal, il a du poids quand le temps final est libre, sinon
il est constant.

. ft';f F(z(t),u(t),t)dt est le cotit intégral.
2.3 Différents types de probleme de la commande op-
timale :

2.3.1 Probleme de Lagrange

On considérera un systeme dynamique dont I’évolution est régie par I’équation différen-
tielle ordinaire

#(t) = g(z(t),ult),t) € fto, ty] (2:3)

ol les commandes u(.) sont des fonctions définies de [ty,¢s] dans R. Etant donné une
fonction colit F' : [t,tf] X R x U — R, on définit le probléeme de minimisation :

Min / 7 P(e(t), u(t). )t (2.4)

to

tel que z(ty) = xo est une condition initiale donnée

Ainsi, la formulation (2.4) est appelée probleme de Lagrange. Nous présentons, ci-
dessous, deux formulations alternatives.
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2.3.2 Probleme de Mayer

Ici, le critere a minimiser est différent de celui du probleme de Lagrange. I1 dépend
uniquement de la valeur terminale de I’état commande du systéeme. On considere le
systéme (2.3) et soit la fonction S : R — R, on définit le probléme d’optimisation par

min  S(x(ty),t5) (2.5)

tel que
x(tg) = o est une condition initiale donnée

2.3.3 Probléme de Bolza

L’avantage du probleme de Bolza est que c¢’est un probleme qui regroupe deux problemes
de commandes optimales :

d’une part le probléme de Lagrange (2.4) et d’autre part le probleme de Mayer (2.5)
donné par :

nm{S@@ﬂy+/fF@@%mw¢mt (2.6)

to
et satisfait la condition initiale
J](to) = 2o

Remarque 1 Les trois formulations sont équivalentes dans le sens ot on peut toujours
se ramener de ['une a ['autre.

Exemple

Dans cet exemple nous allons transformés le probleme de Lagrange en probleme de Mayer.
Considérons le probleme suivant:

J(u(t)) :/0 (z(t)* +u(t)?) dt (2.7)

#(t) = u(t), x(0)=0 (2.8)

On introduit une nouvelle variable z5(¢) définie par :

o(t) = 2(t)? + ult)?,  22(0) =0, (2.9)

alors, on obtient le systeme :

{m:l(t) = Z(t), 21(0) = 8 (2.10)

{u(t) = i (1), 21(0) = 8 (1) (2.11)
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En substituant (1) et (2) dans (2.7) on trouve :

/0 " () — 22(8) + :2(8)

:Af@@::@% = 3(1) — 22(0) = 2(1)
Ainsi, on a

J(u(t)) = zo(1) (2.12)

Il s’agit désormais d’un probleme de type Mayer, car le colit dépend uniquement de 1’état
final.

Transformation du probleme de Mayer au probléme de Bolza

Considérons un probleme de Mayer :
J=z(1)? (2.13)

#(t) = u(t), 2(0)=0 (2.14)

Nous transformons le probléeme (2.13)-(2.14) eu un probléme de Bolza en posant simple-
ment :

F(z,u,t) =0 (2.15)

Donc :

1
J:x(l)Q—l—/ 0-dt
0

Ainsi le probleme de Mayer est donc un cas particulier du probleme de Bolza (ou de
Lagrange avec F' = 0).

Ici nous considérons le probleme de Bolza transformé au probléme de
Mayer

J:xuf+/dmo%ﬁ (2.16)

(t) =u(t), «(0)=0 (2.17)

On introduit :

Le critere devient alors :

J = 29(1) + 21(1)?

On a alors un probleme de type Mayer.
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2.4 Probleme de Commande optimale sans contraintes
Soit le systeme d’équation d’état :
T =g(z,u,t) (2.18)

Considérons le probleme de commande optimale de type Bolza suivant :
ty
J(u) = S(x(ty)) —i—/ F(xz(t),u(t), t)dt (2.19)
to

qui satisfait les conditions aux limites sous I'une des forme suivants :
x(to),x(ty) five et to,ty fize.

x(to), x(ty) fize et to,ts libre.
x(to), x(ty) libre,et to,ty fize.
x(to), x(ty) libre, et to,ty libre.

ou z(t) € R, u(t) € U, Vt € I est un intervalle de R qui contient 'intervalle [to,?f] et
U est un sous-ensemble non vide de R". S, F' et g sont des fonctions vectorielles réelles
suffisamment régulieres par rapport a leurs arguments.

Notre objective est de déterminer les conditions nécessaires d’optimalité du probleme
de commande optimale (2.18)-(2.19), pour cela nous allons utilisées deux approches ; Le
Principe du Minimum de Pontriaguine(PMP) et la méthode de Riccati .

2.4.1 Principe du Minimum de Pontriaguine (PMP)

[4]
Considérons le probléme de commande optimale de type Bolza (2.18)-(2.19)
On définit 1”"hamiltonien par :

H(x(t), u(t), A(t),t) = F(x(t),u(t),t) + N g(x(t), u(t), ) (2.20)

ou A est appelé état-adjoint.

Le principe du minimum de Pontriaguine énonce que la trajectoire optimale minimise
I’hamiltonien du systeme. Autrement dit :

H(z,0,\t) < HZ,u,\t), YueU, tEeltytf] (2.21)

Le long de la trajectoire optimale, on dispose d’’un certain nombre d’équations perme-
ttant de résoudre le probleme de commande optimale. Ces équations sont généralement
établies en utilisant le calcul des variations.

L’extrémalité de la solution conduit a un jeu d’équations, appelées équations canoniques
de Hamilton, qui régissent les dynamiques de 1’état d’’une part et de I"’état adjoint d”’autre
part :



CHAPTER 2. PROBLEME DE COMMANDE OPTIMALE SANS CONTRAINTE 17

o l’équation d’état

i(t) = 3D = @(t) = g(z(t), #(),1) (2.22)
o ¢tat adjoint
At) = —% = At)=— aift) ) 82?15) (2.23)

» si aucune contrainte n’est imposée sur u , alors on a :

OH OF . Of

5alt) 0 = 5urty + (t)au(t>=o. (2.24)

Selon la nature du probleme, on aura encore certaines relations additionnelles, ces
relations provenant des conditions, en ¢y d”’une part et en ¢y d”’autre part, sont appelées
équations de transversalité :

Conditions de transversalité :

e A D’état initial :

dS oS \"
<—H<t0) + 8_150) (5750 + (/\(to) + 6_%) (51’0 =0. (225)
« A D’état final :
dS dS\"
<H(tf) + a—tf) oty + (—A(tf) + a—xf) dxp = 0. (2.26)

Les relations (2.25) et (2.26) donnent les conditions supplémentaires qui servent a résoudre
I'ensemble des équations (2.22)-(2.24)

2.4.2 Différents cas de transversalité :

La relation (2.25) et (2.26) respectivement nous permet de distinguer quatre types de con-
ditions de transversalité différents selon que 'on considere tr,t et/ou x(ts), z(to) libres
ou fixes.

Etat initial :

Type (1): t, fixe, z(to)fixe.
Puisque ¢y et z(ty) sont fixes, dty et dzy, sont nuls dans la condition de transversalité
(2.26).
Il n’y a aucune condition supplémentaire a part celles imposées par la formulation du
probléme.

Type (2) :ty libre, z(t,) fixe.
Le temps final ¢, est libre et x(to) est fixe, alors dt( est arbitraire et comme x(ty) est fixe
dxy, est nul donc le coefficient de 0ty dans la condition est nul :
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oS

—H*+ = =0 2.27

], o
Type (3) :ty fixe, x(ty) libre.

to est fixe et z(ty) est libre, alors oz, est arbitraire et comme ¢, est fixe dty est nul le

coefficient de dxy, dans la condition (2.26) est nul :

[(%) + A*(t)] = 0 (2.28)

Type (4) :, to libre, x(ty) libre.
to et x(to) sont libres alors dxy, et dtg sont arbitraires donc les coefficients des 0ty et dxy,
(2.31) et (2.32) dans la condition (2.26) sont nuls :

- [H* + %] = 0 (2:29)
KZ—D + X‘(t)] =0 (2:30)

Etat final :

Type (1): t; fixe, x(ts)fixe.
Puisque  t; et x(ts) sont fixes, oty et dx;, sont nuls dans la condition de transversalité
(2.26).
Il n’y a aucune condition supplémentaire a part celles imposées par la formulation du
probleme.

Type (2) :t; libre, x(ty) fixe.
Le temps final ¢y est libre et z(¢s) est fixe, alors 0t; est arbitraire et comme x(ty) est fixe
0xy ; est nul donc le coefficient de 6ty dans la condition est nul :

[—H* + @} =0 (2.31)
ot |,

Type (3) :t; fixe, z(ty) libre.
ty est fixe et z(ts) est libre, alors dx;, est arbitraire et comme t; est fixe oty est nul le
coefficient de dx;, dans la condition (2.26) est nul :

K%ﬁ) + X“(t)]tf —0 (2.32)

Type (4) :, t; libre, z(t;) libre.
ty et x(ty) sont libres alors dx;, et oty sont arbitraires donc les coefficients de les 6ty et
dxs, (2.31) et (2.32) dans la condition (2.26) sont nuls :

- [H* + a_s] =0 (2.33)
ot |,

[(%) + A*(t)Lf —0 (2.34)



CHAPTER 2. PROBLEME DE COMMANDE OPTIMALE SANS CONTRAINTE 19

En générale les équations différentielle obtenue par PMP sont difficiles voir impossible
a résoudre analytiquement d’otu la simplification obtenu considérant un probléme que nous
appellerons probleme linéaire quadratique (LQ)

2.5 Probléme de commande Linéaire Quadratique (LQ)

Le probléeme de commande linéaire quadratique (LQ) figure dans plusieurs domaine

économie automatique et ingénieur. Il est formulé d’un systeme dynamique linéaire et
une fonction cotit quadratique .
On distingue plusieurs types de problémes LQ; linéaire-quadratique Gaussien (LQG),
linéaire quadratique avec trajectoire de référence (LQT), linéaire quadratique avec con-
traintes, LQ différé (retarder), LQ discret(temps discret). Dans ce travaux on s’intéresse
au régulateur linéaire quadratique (LQR) dont on distingue deux approches, les LQR a
temps fini et temps infini (¢ — oo)

2.5.1 Commande régulateur linéaire quadratique a temps fini

Considérons le probleme commande optimale (2.18)-(2.19) mais en prenant
g=A(t)x+ Bu et S=1uz(ty) gz(ty) et F()=1(2’Qx+uBu).
Nous reformulons le probleme précédent de la maniere suivant :

x(t) = A(t)x(t) + R(t)u(t)
{ (0 = 2 (2.35)

muni d'un coflit quadratique de type Bolza :

) = goltngatts) + 5 [ @OQa(t) + /()R (1)) (2.36)

tel que le point initiale zy € R™ étant fixé ,x(ts) est libre , ¢, est fixe, u(t) € R™ définie
continue par morceau et R, (), g € M, sont des matrices symétriques définies positives.

2.5.2 Conditions Nécessaires d’optimalité (C.N.O)

Nous allons déterminer les conditions nécessaires d’optimalité en utilisant la méthode
de multiplicateur de Lagrange ou le systéeme dynamique (2.35) est considéré comme une
contrainte différentielle d’égalité en utilisant la théorie du calcul des variation [8].

En effet, soit A(t) € R" et la fonctionnelle augmentée est donné par

To(u(), A(1)) %:U’(tf)gm(tf) + /0 f {%x'@x + %u’Ru + A(Az + Bu— a':(t))} dt (2.37)

On note par = et u la trajectoire optimale et la commande optimale. Considérons alors
des perturbations sur la commande u dans L?([0,¢;],R™) du type

Uper = u(t) + du(t) (2.38)
engendrant les trajectoires :

Tper (t) = x(t) + dz(1) (2.39)
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avec 0x(t) = 0 au points t = 0.
Soit le systeme dynamique suivant

i(t) = Az + Bu,
tel que il vérifie la variation suivante:

di(t) = Adx + B.ou
En substituant (2.38) et (2.39) dans (2.37), on obtient :

Jo = AJ = J(tpers Tper ) — J(u, 7, 1)
To(u, \) = %(@(tf) 4 Sa(ty)) galts) + Sx(ty) + % /Otf 2(8) + 63(8) Vg (t) + S (t))+
(u+ Su) Rlu + 5u) — (#(t) + 66(t))
_ %((h'(tf) + () g alty) + Sa(ty)) + /Otf %[533' +2]Q(x + 0)] (2.40)

+(0u’ + v )R(u + du) + A[A(z + éx) + B(u + ou)] — (2" + d2")

J(u, A) = %(S'U(tf)g(fv(tf))) + 22/ (ty)gox(ty) + 02’ (tr)gox(ty)+

ty 1
/ 5(3:’(]:& + 202’ q0x + v Ru + 20u' Ru + 6u' Rou)+
0

ty
/ N(Az 4+ Bu — ') + N (Adx + Béu — ox')dt
0

D’ou
Jo(u, \) = J1+ 8J5(u, A) + 62T (u, \)
ou :
I
Jy=a'(ty)gx(ty) + 5 / (2'Qx + v Ru)dt
0

tr
8 Ja(u, N) = 0! (ty)gx(ty) + / dzqx + duqu + A(Adx + Béu — 0&)dt
0

1 I
62 Jy(u, \) = §5x(tf)g59'c(tf) + 5/ (62" qox + dugdu)dt.
0
D’aprés les prépriorités de g, Q et Rona: §J > 0 . Il est nécessaire que dJ = 0 sinon

veut obtenir Jy > Ji.
Considérons d.J, puis intégrant par parties le terme :

/ 7 NS0z

ty
dJa(A,u) = / (0x gz 4+ duRu + 62’ A\ + S'uB' X + §'x X' )dt
0

+82' (tg)gx(ty) — N(tp)oz(ty) + A(0).02(0) =0
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d'ou : dz(0) =0, et :

5.7 (u, \) = / 7 [62(Qu + AN + X) + Su(Ru + BN)dt + 62" (t)[gz(ts)) — A(ts)] = 0

Alors, on choisit A(t) tel que
N'=-Qr— Ru

avec une condition finale par rapport

Aty) = go(ty)
Donc il reste : .
f
dJy = / du'(Ru+ B'N\)dt =0
0

D’apres le lemme fondamental , on a :

Ru+BX=0
ou encore :
u=—R'B\ (2.41)
On résume :
T =Ax+ Bu état
A= —Qz — AT \co-état (2.42)
u = —R BT A\commande

avec z(0) =xo  et, A(ty) = gz(ty)

En substituant u = —R™' BT\ dans équation (2.42); du systéme (2.42) :

i(t) = Az(t) — BR™'BT\
At) = —Qu(t) — ATA(t) (2.43)
x(0) = xg

Aty) = gx(ty)

Le systéme obtenu (2.43) est un probléme aux limites. Le systéme a 2n inconnues
généralement et est difficile a résoudre. Pour cela on propose la méthode de Riccati pour
obtenir la solution

2.5.3 Méthode de Riccati

Parmi les techniques qui permettent de trouver la solution du systeme d’équations
différentielles (2.43) on propose la méthode de Riccati, on cherche la solution sous forme:

At) = K (t)z(t) (2.44)

ou K(t) est une matrice carrée n X n.
Alors , en substituant (2.44) dans (2.41)

w=—RBTK(t)x(t)
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Par différenciation de (2.44) on a
At) = K(t)z(t) + K(t).2(t) (2.45)
et on substituant (2.35)dans (2.45) on a

Mt) = K(t)z(t) + K(t)Az(t) — K(t)BR™*B'K (t)z(t)

A(t) = [K(t) + K()A— K@)BR'BTK(t)] 2(t) (2.46)

D’une autre part, on a :

At) = —Qux(t) — ATA() (2.47)
De la relation (2.46)et(2.47) on a

—Qu(t) — AK(t)x(t) = K(t) + K(t)A— K(t)BR'B'K(t)| z(t)
Alors on abouti a I’équation de Riccati est :

{K(t) + KA~ K@)BR'BTK(t)+ ATK(t) + Q=0 (2.48)

K(ty) =y

On a n? équations différentielles non linéaires pour calculer la matrice K (t) et n? condi-
tions finales en ¢t = t;. K (t) peut étre déterminée de facon unique.

2.5.4 Commande régulateur linéaire quadratique a temps infini

Nous nous interessons ici au probleme des régulateur linéaire quadratique a temps
infini ¢; — oo donne par le systeme dynamique (2.35) et le cout :

(si g=0) J(u) = /Oo% (z"Q(t)z + u" R(t)u) dt. (2.49)
et le systeme
&= Ax + Bu (2.50)

Ou A, B, ¢, R sont des constantes de R, etp, R sont deux matrices définies positives .

Le systeme (2.50) est controlable, alors la matrice de Riccati K(t) — K, est une ma-
trice constante lorsque t; — oo.

On obtient alors I’équation de Riccati stationnaire :
Lorsque t; = 00

K =—-KA-AK-Q+KBR'BK

0=-KA—-AK—-Q+KBR'BK (2.51)

L’équation (2.51) est une équation matricielle, non pas une EDP.
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La commande optimal est donné par :
Ult)=—-R 'B'Kux(t)

U vérifie :

= Ar — BRT'B'Kx(t)
#=(A-BR'BK)x

T = Ax
Remarque 2 Si on prend g =0 et t; — oo le probléme LQR (2.35)-(2.36) est équivalent
au probleme LQR a temps infini.
Propriétés de la Matrice K (t) :
1. K(t) est une matrice symétrique.
2. K(t) est semi définie positive.
3. J(u) = 5(='(0)k(0)x(0))

1) K(t) est symétrique :

ki ki kis
K(t) = |ki2 koo ko3
kiz  kog k33

Remarque : Puisque K est symétrique, il y a seulement %n(n—i—l) équations différentielles
a résoudre.

2) K(t) semi définie positive = K >0

Considérons :

oL N0z(t) = XN(0)2(t) + N(t)a(t)

=12'(t) (—A'\ — pu) + X (Az + Bu)

= -1 A—2'pu+2’A\N+ NBu
D’autre part :

u=—R'B'\
Ru=—RR'B'\

Ru=—B'\
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WR=-NB=\NB=—uR
u=—-R B\
Ru=—RR'B'\ (Id) = Ru=—B'\
WR=-NB=\NB=—iR

— (N(t),u(t)) = —2'Qx — v'Ru

Intégrant de t a ¢ :

Ntpa(ts) =N (a(t) = = [ Qo+ u'Ru
N()x(t) = N(tp)z(ty) + /t f ©'Qr 4+ v'Ru

N(t)z(t) = /t ' ' Qu + u' Ru + ' (+t5)gx(ty)

2 (1)K (H)z(t) > 0

Ceci signifie que K est semi définie positive.

3) J=12(0)K(0)x(0)
En effet, si @(t) = 0, on obtient :
iy
[x’(t)gx(tf) + / 2'Qr + v Rudt
t z(t)=z(0)
= 2'(0)K(0)z(0)

= J(u) = 2(0)K(0)(0) = ﬂm:%ﬂmmmmn

Donc la valeur optimale de la fonction cotit J(u) est donnée par :

S (OK(0)2(0)
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2.5.5 Exemple

On consideére un systéme linéaire défini par :

&(t) = Az(t) + Bu(t), x(0) =g

A=) =)

L’objectif est de minimiser le cotlit quadratique donné par la fonctionnelle suivante :

ou :

1 1"
J(u) = =2 (T)gx(T) + —/ (xT(t) [al 0} z(t) + ruz(t)) dt
2 2 0 0 (0%)
Alors le systéme d’équations obtenu :
10 1 10 g 0 B -
A_|:_w 2w:|7B_|:b:|7q_|: :|,R—T,g—g

On déterminer la commande optimale :

Ut)=—-R 'B'Kux(t) (2.52)
Uit = -0 b [ﬁ; g] (j) (2.53)

Maintenant on va Etablir 1’équation différentielle de Riccati que doit satisfaire la matrice
symétrique K (t)

K(t)+ KA—KBR'B'K +Q + ATK =0 (2.54)
' Kll K12:|
tel que K=" .
a [Ku Ko

d’aprés la remplacement chacun des valeurs des paramétresK, K, A, B, Q, R dans Péquation
(2.54) , On trouve :

( . b2
Ky —2wKig — —Kiy +a; =0
r

. b2
Ko+ K1 +2wK 9 — wKy — ?K12K22 =0

. b?
KQQ + 2K12 + 4{.4}[(22 — 7[(222 + Qg = 0
\

Quand t — oo on suppose que K(t) =0
On obtient donc I'équation algébrique de Riccati Systeme stationnaire obtenu :

( b2
2&)K12——K122+061 =0 (1)
sz
Kll + 2&)K12 — WKQQ — 7K12K22 = 0 (2)
b2
2K 15 + dwKoy — ?K§2 +as=0 (3)
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K1 Ky
Ky Ko
On résout (1) comme une équation quadratique en K5 on trouve :

® o, r 407
—K12—2WK12—041 =0=>Kip=— 2wt 4w2—|——a1
r 2b2 r

En remplagant K7, dans (3), on obtient une équation quadratique en Ky :

Calculons maintenant implicitement la matrice K(oo) = [

bQ
2K12 + 4(.UK22 — 7K222 + ap = 0
Une fois K719, Koo connus, on calcule Ky; depuis (2) :
2

b
Ky = wKa + 7K12K22 — 2wki9

Alors La matrice stationnaire K (0o) est définie implicitement comme suit :

Kll K12

ou Kjg, Ky, K71 sont déterminés par les équations (1), (3), (2)
Ky Ky

finalement en remplace les valeurs de la matrice K (co) dans I’équation (2.52) pour trouver
la commande optimale.



Chapter 3

Probleme du contrdéle optimal sous
contraintes

Dans ce chapitre, nous aborderons des problemes de controle optimal inaccessibles
aux méthodes classiques. Nous expliquerons comment le Principe du Minimum de Pon-
triaguine (PMP) permet de résoudre certains cas de controle en temps minimal.

3.1 Probléme en temps minimum

3.1.1 Position du probleme

Le but du probleme s’agit de trouver le controle optimal u*(¢) € R™ qui satisfait la
contrainte :

ug| <1 (3.1)
pour tout t >0 et 1<j7<mn quifait évoluer le systeme dynamique linéaire :
dy
— =Ay+ B 3.2
o = Ay + Bu (3.2)

(ou: y € R", A matrice n X n constante , B € R" vecteur constant)
d’un état initial y(to) = yo en un autre état final (origine) y(¢;) = 0 en temps minimum.

Notre objectif est de trouver un contrdle optimal w*(t) qui ameéne 1”état a une cible
donné en temps minimum . Nous donnons le détaille ci-dessous

1) Indice de performance

L’indice de performance associé a la formulation du systéeme en temps minimal, décrit par
le systeme (3.2) et le contrdle (3.1) S’écrit :

J(u(t)) :/fF(y(t),u(t),t) dt:/fldt:tf—to (3.3)

to to

ou ty est fixé et t est libre. Cependant, il convient de noter que si 5 est fixé, la quantité
t —1o devient une constante, rendant alors la minimisation sans objet.Il est donc essentiel
que ty soit effectivement une variable libre.

27
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2) Hamiltonien

Nous définissons le Hamiltonien H pour le probléme décrit par le systéme (3.2) et 'indice
de performance (3.3) par

H(y(t), M), u(t) = 1+ AT[Ay(t) + Bul(?)] (3.4)

ou A € R” est I’état adjoint.

3) Equation d’état et équation adjointe

Soient u*(t) y*(t) et A*(¢) les valeurs optimales alors , y*(¢) et I’état adjoint A(¢) sont
donnés par les relations suivantes :

0= (55) =+ s (3.5)
\ * _ OH ATy
A(t) = (8y>*_ ATNY(t) (3.6)
avec les conditions aux limites
v (to) =vo , y'(ty)=0 (3.7)

4) Condition d’optimalité

Faisant appel au principe de Minimum de Pontryagin et la condition (3.3), pour le controle
optimal en fonction du Hamiltonien :

H(y"(t), N (1), u"(t)) = 1+ [Ay"(0)] "X (8) + (u* ()" BTN (t)
< 1+ [Ay" (@] M) + (u(t)" BTN () (3.8)
ou encore sous forme plus compacte :

[w (@) BA(t) < [u(®)]" BTN (2)

[w ()] g™ () < [u(®)]"q"(t) (3.9)

ou ¢*(t) = BTX*(t).

5) Commande optimale

Nous obtenons le contrdle optimal u*(¢) a partir de (3.8). Si:

o ¢*(t) est positive, la commande u*(t) doit étre la plus petite valeur de la commande
admissible (-1) de sorte que :

Mine<1 {w @ ¢ (1)} = —¢"(t) = —lg" ()] |u(t)] <1 (3.10)
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o ¢*(t) est négative, le contrdle u*(t) doit étre la plus grand valeur de la commande
admissible (+1) de sorte que :

Minju<i {u® ¢ ()} = +¢"(t) = —lg= )], |u(t) <1 (3.11)
Ainsi, de (3.10) et (3.11), le contrdle optimale v*(¢) est

+1 sigx*(t) <0
u*(t) =< —1 sigx(t) >0 (3.12)

indétermination si ¢ x* (t) =0
De ce fait, nous pouvons écrire le contrdle (3.12) sous la forme
u*(t) = —Sgng * (1)) (3.13)
ou la fonction de signe est définie par g = Sgng; et
+1 g; <0
Sgn(g) =< —1 g >0 (3.14)

indtermination g; =0

6) Loi de contrdle bang-bang

Pour un systéme de controle en temps minimum soit normal, le controle optimal est donné
par (3.13).
u*(t) = —=Sgn {q*(t)} = —=Sgn {BTA*(t)} (3.15)

pout te[to, 7] .

7) Condition pour que le systéme de contréle en temps minimum soit normal

Nous déterminons les conditions nécessaires pour que le systeme ne soit pas singulier.
De ce fait, nous obtenons les conditions pour que le systéme soit normal. Ainsi, la solution
de I’équation adjointe (3.6) est le contrdle optimal est donnée par (3.6) est:

A (t) = exp (—A"t) A*(0) (3.16)

En supposant que la condition initiale \*(0) est un vecteur non nul, tenant compte de la
relation (3.16), la loi de contrdle (3.15) devient :

u*(t) = —Sgn (g" exp (—A"t) A*(0)) (3.17)
ou par composantes.

ul(t) = —Sgn [b;pexp_AT/\*(O)} : (3.18)

J

supposons qu’il existe un intervalle de temps [T, T3] ou la fonction ¢ * (¢) est nulle.
Alors , nécessairement toutes ses dérivés sont nulles dans cet intervalle .
C’est a dire :

G (1) = b"e N (0) = 0 (3.19)
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Gi(t) = bTATe 2"\ (0) = 0 (3.20)

¢y (1) = BT AT D AT (0) = 0 (3.21)
tel que t € [T}, T3] Ou sous forme compacte
T T *
G; exp(=A"t) A*(0) =0

Ou
Gy=1[b; Ab; A%j ...A""Vp]

La matrice G doit étre non singuliére. Dans la condition (3.21), la matrice exp(e=4"t)
est définie et a A*(0) # 0, alors la matrice G est singuliere. Ainsi, pour le systeme de
controle de temps minimum, pour éviter un comportement singulier, la matrice G doit
étre non singuliere.

8) Unicité du contrdle optimal

Si le systeme de controle en temps minimum est normal, alors le contrdle est unique.

9) Nombre de commutations

Le résultat est s’inscris sous le théoréme suivant :

Théoréme [3]

Si le probleme original (3.2) est normal , et si toutes les valeurs propres du systéme sont
réelles alors le controle optimale u*(t) peut sauter au plus (n — 1) fois de : (+1) a (-1) ou
I'inverse.

Exemple 3.1.1

Le controle en temps minimum d’un systéme harmonique

Position du probleme
Soit le mouvement simple sans frottement d’'une masse. Le mouvement est décrit par
mij(t) = f(t) (3.22)

oum est la masse, y(t), y(t) et §(t) sont respectivement la position, la vitesse, 'accélération
et f(t) est la force externe appliquée au systeme.
Posons

z1(t) = y(t), x2(t) = y(t) (3.23)

Par conséquent, (3.22) s’écrit sous forme d’un systéme d’équations différentielles d’ordre

1:
{;i:l(t)
(1)

(t)
M (3.24)

o)
u(
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ou u(t) = %

On suppose que le controle u(t) vérifie
lu(t)| <1, t€ [to,ty] (3.25)

La contrainte est due aux limitations physiques telles que le courant dans un circuit ou
la force maximale exercée par un moteur.

L’objectif est de transférer le systeme (3.22) et (3.24) d’un état initial en un état final en
un temps minimum.

Solution du probleme

1. L’indice de performance

ty
J:/ dt = t; —t, (3.26)
to
ou to est fixé et ¢y est libre.

2. Hamiltonien
Nous formons le hamiltonien H pour le probleme décrit par le systéme (3.24) et 'indice
de performance (3.3) :

H(x(t), AMt), u(t)) = Ai(t)z2(t) + Aa(t)u(t) (3.27)

3. Minimisation du Hamiltonien
D’apres le principe du Minimum de Pontriaguine , on a

H(z*(t), \*(t),u"(t)) < H(z"(t),\"(t),u(t)) pour |u| <1 (3.28)
En substituant (3.27) dans la condition (3.28), nous avons alors
L4+ AT (0)x5(t) + A5 (t)u™(t) < 14+ Aj(8)xs(t) + N5 ()u(t) (3.29)

D’apres le résultat de la section précédente , le controle optimale (3.14) est donnée en
terme de la fonction signe :

u'(t) = —sgn(X3(t)) (3.30)

4) Equations adjointes

{X{(t) - o (3.31)

() = -5

- *
Ox3

(3.31) est un systeme d’équations différentielles ordinaires d’ordre 1. D’ou la solution :

(1) = Xi(0
{A;u) = 3500) = X0} .



CHAPTER 3. PROBLEME DU CONTROLE OPTIMAL SOUS CONTRAINTES 32

5) Contréle en temps minimum

D’apres la solution (3.32), nous constatons que la solution de I’équation adjointe A (%)
est une droite, et qu’il y a quatre solutions possibles comme le montre la figure (3.1). Le
controle optimal possede au plus un saut. Donc, le controle optimal u(t) doit avoir une
des quatre formes :

+1 quand t € pas de saut

[O’ tf]
ult) = -1 quand t € [0,tf] pas de saut (3.33)
+1 quand t € [0,t,],e = =1, t € [ts, tf]
-1 quand t € [0,t5],e = +1, t € [ts, tf]
Ainsi, les quatre séquences de commande possibles sont :
®
t
+1 ur(t) +1 //w///
0 pt 0 i
L A, (2) .
B . u*(t)
(a)2,(0) > 0; 2,(0) <0 (b)2;(0) <0; A,(0) >0
*
b v +1
Ay (t) :
0 >t 0 >t
12 (t)
-1 &
-1 f—7
u*(t)
(A (D) <0; 2,(0) <0 (d)A,(®) > 0; A,(0) > 0
Figure 3.1: Les équations adjointes et les contréles correspondants
6) Trajectoires optimales (courbes paramétriques)
La résolution du systeme différentiel (3.24) donne :
5(t) = §(0) + u*t

ou u*(t) = £1. Afin de représenter les équations d’état dans le plan de phase, nous
¢éliminons le temps ¢ de (3.34).
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Figure 3.2: Trajectoires de phase planes pour u=+1(ligne discontinue)
et u=-1 (ligne en pointillé)

D’ou
t) — 220
¢ — 22lt) —220) (3.35)
u
Pour des raisons de simplicité, on écrit z(¢) au lieu de x*(¢t) et x(0) = .
Substituons (3.35) dans I’équation n°1 du systeme (3.34), on a :
L o 2
21(t) = o+ — (239 — 73) (3.36)
2U0
ou nous utilisons u* = +1.
Si
t= Q?g(t — T90
u=u"=+1 (3.37)
{901(15) =10 — 3 (€3(t) + 23) = C1 + 523(1)
mais si
t = Tong — T9 (t)
u=u"=—1 (3.38)
{xl(t) =219 + 5 (239 (t) — 23(1)) = C1 + 323(t)

ou Cy =z — %1:%0 et Oy =x19+ %xgo sont des constantes.

Ainsi, on constate que les relations (3.37) et (3.38) représentent une famille des
paraboles dans le plan de phase (z1,z5) comme le montre la figure (3.2). En remplagant
dans (3.36)t par par tg, on obtient :
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D’ou

1 1
= 0=z — 51’%0 +0 = X109 = §U33’30

Récrivant ceci pour n'importe quel état initial 1 = x19, x2 = x99, NOUs savons :

7) La courbe de commutation

(3.39)

(3.40)

(3.41)

D’apres la figure (3.2), il y a deux courbes v_ et 7, qui transféerent n’importe quel état

initial (x,z2) en origine (0,0).

o La courbe 7, est le lieu géométrique de tous les points (x1,x2) qui peuvent étre

transférés au point origine (0,0) par la commande v = +1 :

(3.42)

o La courbe ~_ est le lieu géométrique de tous les points (z1,x2) qui peuvent étre

transférés au point origine (0,0) par la commande u = —1 :

La courbe de commutation complete v est définie par :

1
v =(21,20) 1 1= —1te |2 v =7- Uy

(3.43)

(3.44)
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u*=-1

""1";.- -]__r —_ ]_.r+ U ']_.-'_

¥
Il

Figure 3.3: la courbe de commutation pour le controle en temps minimum d’un systeme
harmonique

8) Régions dans le plan de phase

Définissons les régions dans lesquelles nous devons appliquer la commande u* = +1
ouu* = —1.

Soit R_ la région des points a gauche de la courbe de commutation ~, qui définit la région
des points tels que :

1
R, = {(ml,@) P < =5 ’1'2’} (3.45)

Soit R, la région des points a droite de la courbe de commutation ~y, qui définit la région
des points tels que :

1
R, = {(I‘l,l‘g) 1T > T |x2|} (3.46)

qui définie la région des points a droite de la courbe de communication
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Figure 3.4: Différentes trajectoires produites par quatre ordres d’exécution

9) La loi de commande
*

La notation “x” indique les valeurs optimales. La commande en temps minimum u*, une
fonction de I'état (xy,z5), sera donnée par :
ut =u"(x1,x9) = +1 pour (z1,m9) € v UR,
u =u*(r1,29) = =1 pour (z1,22) €y_-UR_
Indépendamment, définissant z = z; + %x2|x2|, nous obtenons :
z>0 = u'=-1
(3.47)

z2<0 = u'=+1

10) Temps minimum

To + \/4r + 223 si (x1,22) €ER_ ouxg > %x2|x2|
tr =< —x9+ +/—4x; + 223 si (x1,20) € Ry ou g < —%.7:2\.2:2\ (3.48)

E2Y si (z1,22) € Ol &y = 5T|as]
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3.2 Exemples et applications

Exemple(1) Automatiser la gestion de lirrigation

Notre probleme consiste a étudier 'automatisation de gestion de l'irrigation dans une
petite ferme , un jardin ou un verger.

Le probleme est que nous avons recours a une pompe pour l'arrosage des plantes lorsque
le sol commence a secouer.Toutefois, le dispositif d’irrigation ne donne pas la possibilité
de moduler le flux : soit il marche & plein régime (’eau s’écoule), soit il cesse totalement
de fonctionner.Ainsi les détecteurs évaluent le taux d’humidité du sol.

L’idée général est de conserver ce taux d’humidité dans une fourchette optimale (par
exemple entre 40% et 60%).

e Sile taux d’humidité du sol tombe sous la barre des 40%, on active la pompe
(u=1).

o Si 'humidité excede 60%, on arréte la pompe (u = —1) .

c-a-d, le systeme bascule entre les deux états marche et arrét selon les valeurs d’humidité.

Formulation Mathématique du probléeme
Nous formulons le systeme dynamique comme suit :
dx(t)

dt
L’indice de performance

= —ax(t) + fu(t) avec: a, >0 (3.49)

tr
J(u) :/ Ldt =ty
0
Ou : z(t) : Humidité actuelle du sol, indiquée en pourcentage .
u(t) : Controle de la pompe, tel que :u(t) € {0,1} .
u(t) = —1: pompe désactivée (c’est-a-dire irrigation OFF) .

u(t) = 1 : pompe activée (irrigation ON).

o Lorsque la pompe est en marche, le taux d’humidité croit a un certain niveau con-
stant o > 0.

e Quand la pompe est éteinte, ’humidité diminue (évaporation + absorption des
plantes) a un taux constant 5 > 0.

Le systeme bang-bang devient :

)1 i z(t) < Tmin
ult) = {O si x(t) > Tmax (3:50)
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Nous determinons la solution a travers les étapes ci-dessus :
Hamiltonien

H =14 \t)(—ax(t) + pu(t)) (3.51)

Equations d’état et adjointe

A(t) = —%—Ix{ = a\(t)
At) = Cre™

Commande optimale

—1 siA(t) >0

u*(t) = —Sgn(A(t)) = {+1 si A(t) <0

Determination de I’état selon les différents cas de la commande optimale u(t)
Cas 1 : u(t) = +1 (pompe activée)

P1(t) = —ax(t) + = z(t) = (xo — g) e+ g (3.52)
Cas 2 : u(t) = —1 (pompe éteinte)
To(t) = —ax(t) — = z(t) = (1’0 + g) e — g (3.53)

Loi de commande bang-bang

La commande optimale est donc de type bang-bang, et donnée par :

u* (1) = —Sgu(F'A(1) = —Sen(A(1))

D’ou :

#1(t) = o(t),  @2(1) = u(?)

Le systeme dynamique final s’écrit donc sous forme d’état :

{x’l(t)

D’apres la condition du minimum, le controle optimal est donné par :

(t)
t)

T
u

(

u*(t) = —sgn(Aa(t))
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u*(t) = —sgn(Aa(t)) = ¢ —1 si A\o(t) >0
indéfini  si Ag(t) =0
On suppose que le systeme change de commande a 'instant t; :
o Phase 1: u(t) = +1 sur [0, ]
o Phase 2 : u(t) = —1 sur [ty tf]

Phase 1 : u=+1
La solution de I’équation différentielle est :

A linstant de commutation ¢ = ¢;, on a :

SR ) P 0

(0%

Phase 2 : v = —1

On reprend la solution a partir de 1’état x1, donc :

x(t) = (Jn + g) et _ é

«

A linstant final ¢ = tf,ona:

xy = x(ty) = (:vl + g) o-attg—t) _ B (2)

«
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Les solutions sont présentées dans les figures suivants :

Evolution de x(t) pour différentes constantes a et B

w5 =10
£ il f=d 0
— m=li f=18
w=L0 =20
1 =20 f=14
— e f=i0
-1 -:___""E_ ——————
1 s ]
[ 1 T 3 [ 5
Commande bang-bang u(k)
1
_i il
-1
] 1 E ] a 5
Wetpn !
Figure 3.5: Trajectoires de phases pour différents constantes
Trajectoire x(t) avec point de commutation margqué (s, x)
— ga]l fed0-wsl
= @=Ll f=30 - =1
& fSsich poet a=1.0, p=2.0
2t — =2, =10 -u=1
mmr g, =Ll - sl
Simieh sl a=0.% f=20 &  Saiich poset @=2.0, f=1.0
3.0, P=i0-um) — gwin fe]0-an]
K s gl P=l0-us] an: gul, f=I0-ws-]
1 ®  SEECn pointasln =1 #  S&NCh poer @=10, p=2.0
£ o
_1.
=2F

Temps

Figure 3.6: Trajectoires avec les points de commutations
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Exemple 2

Alunissage d’un vaisseau spatial

Le probléme s’agit d’appliquer le principe du minimum de pontryaguine (PMP) pour
le probleme suivant : L’allunissage d’un visseau spatial en identifiant le taux de con-
sommation de carburant idéal wu(t) durant la descente . IL’objective est de réduire la
consommation du carburant tous en repectant les contraintes nécessaires .

Position du probleme

min / 7 ult) dt (3.54)

0<u(t)<1

Vérifiant le systeme d’équations différentielles :

0 = 2,(t)
Ba(t) =—g+oaid (3.55)
is(t) = —oul(t)

$1(0> = ho
1’2(0) = Vo
x3(0)(:)M +F (3.56)
X1 tf =
ro(ty) =

e «,0 : constantes
o u(t) : niveau d’utilisation du carburant
o i(t) = w5(t)

o x1(t) représente l'altitude verticale du vaisseau, tandis que sa dérivée xs(t) indique
sa vitesse verticale

o L’accélération est donnée par :

a(t) = —g + aa;ﬁ) (3.57)

e Iy : accélération
e ¢ : accélération gravitationnelle lumiere

. Ja% : la pousse générée par le moteur (la force populaire produite dépendante
du carburant restant z3(t))

e I3 : masse restante
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L’Objective est de minimiser la fonctionnelle (3.54) et de trouver les condition néces-

saires d’optimalités en utilisant le PMP pour cela conduisant le hamiltonien

Alors le hamiltonien est donné par

H(z, A\, u) = ou(t) + A (t)xa(t) + Xa(t) (aa

Equations canoniques de Hamilton :

Hxl =0 = Al(t):Kl
/\Q(t) = —]{w2 = —/\1(t) = /\Q(t) = —Kit+ Ky
H

Ao (t)u(t) N )\;:,(t) B a(—Klt—l—Kg)u(t)

=0
3(t) z3(t)
Analyse du Hamiltonien comme fonction de u :
_ Aa(t)
H(u) = M (t)zao(t) — Aa(t)g + oo 0 o(As(t) — 1) u(t)
3

(3.59)

H (u) est une fonction affine qui est minimale en ses bornes inférieure ou supérieure suivant

le signe de ¢ (t) implique contréle optimal tout ou rien

. Oc)\z(t)
) {1 sigo(t) <0 & 22 41 < \(t)

T )0 sige(t) >0 < °;§2(§Q+1>A3(t)

Remarque 3 condition de singularité
OZ)\Q(t)
5(t)

Cette condition de singularité ne peut jamais étre physiquement satisfaite

+1—X3(t) =0

u(t) est indéterminée si ¢o(t) =

Etude du signe de ¢5(t) = [ca2) — 5(A5(t) — 1)] ;

x3 (t)

_ 8¢2 (t) . )\1 o Kl

ot Tzt Cm)

e leére commutation au plus en .
o Pour tg — t. u*(t) =0 et pour t. — t; u*(t) =1

Pour u=0on a:

2

t
t):—g?‘i‘vot‘i‘ho

1 (
iy(t)=—g = x5(t)=—gt+C1=—gt+ v
a3(t) =0 = x3(t)=m(0)=M+F

(3.60)

(3.61)

(3.62)
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Equation de la trajectoire en chute libre :

v — 75(t)

T3 (t) = ho + 2 2 (3.63)

Conditions finales au point . :

* gtf
L. = — 2 +U0tc+h0
T3 = —gle + Vo (3.64)
o, =M+ F

Etude de I’arc de trajectoire t. — tpyu=1:

#i(t) = 25(t) =

zi(t) = 23°(t)
=
t2 m(0)  am(0)

Q o(t —t. o(t —t.
ﬁ(t):—g?—i-vot—i-ho-l- > + S [1—%]1@;‘1—%

0 TN
Ty(t) = =g+ ——=
2 g CEg(t)

—gt +vg — alog

m(0) —a(t —t.)
m(0)

210
3(t)
73(1)

Conditions finales : m}, {3, .

-0 =
—ot +m(0) + ot. = —o(t —t.) + m(0)

gty . am(0)  am(0 o(th —t.

m(0) — o (t5 — t.)
m(0)

0= —gt} +vo— alog

my = —o(t; —t.) +m(0)
Equations de la surface de commutation :

m(0)/o > 0" =t; —t. >0 (3.65)

B g6*2

am(0
et am(0)

ob*

m(0)

*

af* —

log‘l—

of*

m(0)

x5, = g0" +alog |1 —
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Remarque 4 o FEn éliminant 0*, on obtient la surface de commutation

F(aie, x5,) = 0.

o —00*/m(0) est la proportion de masse initiale consommeée.

Approximation de la surface de commutation : pour o6*/m(0) < 0.25,

of* of* o20*?
1_ LA 3.66
‘ m(0) m(0)  2m(0)? (3.66)
ao 2% 020*2 ac? wt
o= (g < _ _ - Te 3.67
.= (1= i) \/ as/m(0)  m(OF ~ m(0) g 367
Remarque 5
ao 2x7 .\ %
> t 0= L 3.68
m@ =4 T\ arm@) (3.65)
Espace réalisable :
2
0" 0 < a1, <025 amU(O)
<025 = (3.69)
0) = 2
m(0) “05a™ 9 02550 <, <
o o

oua=0.5 (ﬁ(%) — g) et b= #‘2’(20) et la surface de commutation approximée :

F(T10 T20) = btae + 2021 | 2 + awpe = 0 (3.70)
a

Données numériques :
. ho = 100m
o m(0) = 1500 kg

e g=1.63m/s*

o =50kg/s

e a=200m/s

Remarque 6 la surface de commutation et la trajectoire (t. — ty) optimale sont dis-
tinctes.
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Résultats :
ty =12.61s
t. =9.68s
m} = 1353.5 kg
J* =146.5kg
x], = 23.63m

x5, = —15.78 m/s

Les bornes pour x. et g :
0<z.<141.65m (3.71)

—44m/s < 29. <0 (3.72)

Surface de commutation approximée :

(10 T20) = bage + 2024 | € + age = 0 (3.73)
a

avec )
ao ao
a=05——=—-9g|, b= P YOy (3.74)
m(0) 2m?2(0)
Trajectoire: optimales de I'alunizsapge
100
& | | | ]
= 0 —
= -50 —
2 -100 —
150 1
=
200 _
12
-20
) ]
E —
ﬁ 20 —
i
F .35
o -40
0 2 4 8 2 10 12
1500
= | I |
2 1480 — —
T 1480 — = —
B
i 1440 — —
o 1420 |— - _
e 1400 L. I ] t _I :I ._I
o 2 4 8 2 10 12
Tamne [=]

Figure 3.7: Trajectoires optimales de I’alunissage sous contrdle Bang-Bang : évolution de
I'altitude, de la vitesse verticale et de la masse au cours du temps.
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Cette simulation met en évidence 'efficacité du controle Bang-Bang dans le cadre
d’un probleme de controle optimal. Elle permet de satisfaire les contraintes d’atterrissage
(position et vitesse nulles).
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Conclusion

Le controle optimal est une stratégie mathématique visant a atteindre un objectif
spécifique de maniere optimale, selon un critere de performance défini. Il permet de
déterminer la commande qui minimise (ou maximise) une fonction cofit tout en respectant
les contraintes du systeme.

Ce mémoire explore les notions, les bases théoriques et les applications pratiques du
contrdle optimal des systemes dynamiques, en mettant la valeur sur son efficacité dans
la commande des systémes autonomes. Cette étude souligne la profondeur théorique et
I'efficacité pratique de la théorie du controle optimal lorsqu’elle est appliquée aux systemes
autonomes dans la stratégie Bang-Bang
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