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Résumé
Dans ce mémoire, on considere un systeme linéaire unidimensionnel de gonflement des sols
poreux élastique sous 1’effet thermal avec deuxieme son ou la conduction thermique est
donnée par la loi de Cattaneo-Maxwell. On établit un résultat d’existence et d’unicité en
utilisant la théorie des semi-groupes. Apres, on montre que la dissipation donnée uniquement
par le deuxiéme son est suffisante pour assurer la stabilité exponentielle de la solution en
utilisant la méthode multiplicative, pour construire une fonctionnelle adéquate dite de
Lyapunov équivalente a 1’énergie du systeme. De plus, le résultat obtenu ne dépend pas
d’aucun nombre de stabilité. Finalement, on illustrer les résultats obtenus par une simulation
numérique en effectuant une discrétisation temporelle en utilisant un schéma d’Euler et une
discrétisation spatiale en utilisant la méthode des différences finis.
Abstract
In this doccument, we consider a one-dimensional linear system of swelling porous-elastic
soils with thermal effect and second sound where the heat conduction is given by Cattaneo-
Maxwell law. We establish an existence and uniqueness result using the semi-group theory.
Then, we show that the dissipation given only by the second sound is strong enough to
stabilize exponentially the system based on the energy method by constructing an appropriate
Lyapunov functional equivalent to the system’s energy using the multipliers method.
Furthermore, our result does not depend on any stability number. Finally, we present some
numerical simulation to illustrate the theoretical result obtained by carrying out a temporal
discretization using Euler scheme and the classical finite difference method for the spatial
discretization.
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Introduction

Beaucoup de chercheurs se sont intéressés aux milieux poreux gonflants
et cela tient & sa prévalence dans diverses domaines tels que la science du
sol, I'hydrologie, la géotechnique, la chimie, la génie mécanique et autres
domaines de la science. L’étude du comportement asymptotique des sols
gonflants, a suscitée un grand intérét chez de nombreux chercheurs et cela
dit de nombreux travaux qui ont été réalisés dans ce domaine qui appartient
a la théorie des milieux poreux lors de la saturation en fluide. Le gonflement
du sol est causé par 'attraction chimique de I’eau, qui provoque l'incrus-
tation des molécules d’eau dans la structure argileuse entre les dalles d’ar-
gile séparant et déstabilisant la structure minérale. Les particules d’argile
ont également la propriété que les minéraux de silicate d’aluminium et de
magnésium hydratés sont combinés dans un réseau pour former des uni-
tés (particules). Les particules d’argile sont donc un mélange de plaquettes
d’argile et d’eau imbibée (eau vierge). Voir Bedford, Drumbheller [1] et Erin-
gen [4] pour une bréve description des détails de développement /apergus
historiques liés a la théorie générale des mélanges.

La théorie des sols gonflants dans des milieux poreux élastiques a attiré
I’attention de nombreux chercheurs car de nombreux travaux ont été menés

F1G. 1 — Image illustrative des sols gonflants dans un milieux poreux
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sur le comportement asymptotique de la solution du modéle mathématique
qui décrit cette théorie. Le modéle en question a été modélisé la premiére
fois par Iesan [7] comme suit

P21 — (1 Zzz — Qaly, = 0, in (0, L) x (0,00),
Pyltt — Q3Ugy — 22z = 0, in (0, L) x (0,00).

avec u et z représentent, respectivement, le déplacement du fluide et le ma-
tériau solide élastique. Les parameétres p,, et p, sont les densités de chaque
constituant qui sont supposées des constantes strictement positives. Les
autres coefficients sont des constantes positives ayant un sens physique dé-
finissant le couplage entre les différents composants des matériaux. On note
par x la quantité suivante qu’on a besoin par la suite

o2

2
=qg — —=. 1
X = Q3 o (1)

Dans le présent mémoire, on s’intéresse a étudier le systéme suivant

(P2t = Q12 + Qollge, in (0, L) x (0,00),

Pulltt = Qglzgy + o2z + B0,, in (0,L) x (0,00),
cty = —Qa: + B, in (0, L) x (0,00),

Toqt = — kO,, in (0, L) (0,00),
( )ZZ&E( ): (7t)_uI<Lt> O7t6(0700>7 (2)
0. (0,1) = Q(L):(O)—O tE(O, 00)

: t
( ) 20 (IL‘) )y Rt (ZE, ) (IL‘) ) (07 L)
u(x,0) = ug (x), us (2,0) = (), € (0, L),
‘9(5570)—90 (SL‘), (xv())—qo( )7 S (07 L)a

avec 0 et g représentent, respectivement, la température et le flux de la
température ou bien le deuxiéme son. Les autres parameétres ¢, 7, k, 3 sont
des constantes positives.

On a présenté et prouvé, d’une part, I’existence et 1'unicité de la solution
réguliere du probléme (2) en se basant sur la théorie des semi-groupes et
plus précésement le théoréeme de Lumer-Phillips. D’autre part, on a établi
un résultat de stabilité exponentielle de la solution en utilisant la méthode
d’énergie qui consiste a construire une fonctionnelle dite de Lyapunov par la
méthode multiplicative équivalente a 1’énergie du systéme, puis, on déduit
une estimation de I’énergie. Finallement, on a éffectué une discrétisation
spatiale et temporelle par la méthode des différences finis le probléme (2)
puis on a résolu le probleme discrétisé & chaque pas de temps par un algo-
rithme de point fixe. Les expériences numériques ont été faites en utilisant
le langage de programMation MATLAB.

\
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Le présent mémoire est organisé et structuré comme suit :

- Le premier chapitre est consacré au notions préliminaires qu’on a besoin
pour atteindre notre obectif.

- Dans le deuxiéme chapitre, on a établi un résultat d’existence et d’unicité
de la solution du probléme (2).

- Dans le troisiéme chapitre, on a prouvé la décroissance exponentielle de
I’énergie.

- Dans le quatrieme chapitre, on a illustré numériquement les résultats
théorique obtenus.

v



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques espaces fonctionnels

Dans ce chapitre, on présente les notions mathématiques nécéssaires
qu’on a besoin par la suite pour achever les résultats d’existence, d’unicité
et de la stabilité

Espace de Hilbert

Un espace de Hilbert (réel ou complexe) est un espace vectoriel muni
du produit scalaire (u,v), et qui est complet pour la norme

N

lull = {u, u)? .

Espace L7 (Q)

Définition 1.1.1 (/5]) Soit 1 < p < oo et soit Q ouvert de R", ¥n € N.
On appelle 'espace de Lebesgue LP(SY), l'ensemble

LP(Q) = {u: Q — R : u mesurable etq |ul’ de < oo} .

De plus, pour toute fonction f € LP(2), on note par

B =

lullzr = (o [ul” dz) 7,

la norme de LP(£2).



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Espaces de Sobolev W™ ((2)

Définition 1.1.2 ([7])Pour tout entier positif m et 1 < p < oo, l’espace
de Sobolev W™P(Q)) est défini par

WmP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q) pour 1 < |a| < m}.

On note par

lullwmoy = D ID%|” |

1<|a|<m

la norme de l’espace WP (S).

Théoréme 1.1.1 (/2])Soit uw € W'P(Q), alorsu € Wy (Q) si et seulement
siu=0 surd(Q), oud () est la frontiere de .
Dérivée faible

Définition 1.1.3 (/2]) Soit I = |a,b[ un intervalle ouvert borné et
u € L*(I). On dit que g est une dérivée faible de u dans L* (I) si

b b
pour toute fonction test p € C° (1), on a /u(m)tp'(x)dm = — /g(m)gp(x)dw.

a

Si une telle dérivée faible existe, elle est unique (au sens presque partout)et
on la note O, u.
1.2 Quelques inégalités utiles
L’inégalité de Young
1 1
Soit a,b € R, et p,q € ]1,4+00[ tels que — + — = 1. Alors
p q

a? bl
ab < — + —.
p q

Spécialement si u,v € L?(2), alors

1
oluv] < eqlul®+— |vf°, Ve > 0.
deq



1.3. THEOREME DE LAX MILGRAM

L’inégalité de Holder

1 1
Soit p,q € |1, +o0] tels que — + — = 1. Soient f € LP(Q) et g € L*(Q).
p q
Alors f.g € L'(Q) et
1.9l < 1 Flpllglla:

si p = ¢ = 2, on obtient I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

NI

olf.glde < (o|fI?dz)* (olgl* do)* .

L’inégalité de Poincaré

Soit f € C*(Q) et Upqy = 0, alors

olf|?dz <q |V f]?dz.

1.3 Théoreme de Lax Milgram

Théoréeme 1.3.1 (/2]) Soit H un espace de Hilbert réel, a une forme bi-
linéaire sur H, £ une forme linéaire

sur H. On suppose que
1/ a est continue

vu,v € Hla(uw,o)] i fully ol >0,
2/ a est coercive : il existe 1y > 0 tel que
Vu € H,a(u,v) > 19 HUH?{
3/ £ est continue :
Vue H,|£(u)] <nzllully, n3>0.
Alors,il existe un unique v dans H qui vérifie
Yo e H, a(u,v) = £(v).

3



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.4 Opérateurs m-dissipatifs

Définition 1.4.1 ([10]) Un opérateur linéaire non borné dans X est un
couple (A, D(A)) ot D(A) un sous espace vectoriel de X et A une appli-
cation linéaire de D(A) dans X. Le sous espace D(A) est le domaine de

A,

De maniere analogue, un opérateur linéaire non borné de X dans Y
est un couple (A, D(A)) ou D(A) un sous espace vectoriel de X et A une
application linéaire de D(A) de X dansY’.

Définition 1.4.2 ([/10]) Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dans
X, est fermé si son graphe

G(A) ={(z,Az) |z € D(A)} est fermé dans X x Y.

Définition 1.4.3 (/6]) Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné
dans X. Lorsque D(A) est dense dans X, on dit que (A, D(A)) est de
domaine dense dans X.

Définition 1.4.4 ([10]) Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dans
X, est dissipatif si

Vo € D(A),YA > 0, Az — Az > Az].

Définition 1.4.5 (/10]) Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dans
X, est m-dissipatif si A est dissipatif et

Ve X,VYA>0, dzxe D(A) tel que \x — Az = f.

Théoréme 1.4.1 ([10]) Si A est m- dissipatif alors, pour tous A > 0,
Uopérateur (A — A) admet un inverse, (AN — A)~'f appartient ¢ D(A)
pour tous f € X, et (A — A)"test un opérateur linéaire borné vérifiant

1A —A)7H| <

> =

Théoreme 1.4.2 (/6])Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dis-
sipatif dans X. L'opérateur A est m-dissipatif si et seulement si

I X tel que ¥V f e X, Tz e D(A) vérifiant \gx — Az = f.

4



1.5. SEMI GROUPES D’OPERATEURS LINEAIRES NON BORNES

Théoreme 1.4.3 ([/10]) Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné
dans X. S’il existe A\g > 0 pour lequel l'opérateur \oI — A est une bijection
de D(A) sur X, et si (\gI — A)™! est un opérateur borné sur X alors A est
fermé.

En particulier, si A est m- dissipatif alors A est fermé.

Théoreme 1.4.4 ([10]) Soit A dissipatif et R(I—A) = X, si X est réfilexif,
alors
D(A) = X.

Opérateurs m- dissipatifs dans un espace de Hilbert

Dans cette section nous supposons que X est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.4.5 ([10]) Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dans
X, est dissipatif si et seulement si

Ve € D(A), (Az,z) <0.

Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est
remplacée par

Ve € D(A), Re(Ax,z) <0.

Théoreme 1.4.6 ([/10]) Si A est m-dissipatif alors D(A) dense dans X .

1.5 Semi groupes d’opérateurs linéaires non
bornés

Soit X un espace de Banach sur la corps C ou R, et soit B(X) I’algébre
de Banach des opérateurs linéaires non bornés de X dans X.

Définition 1.5.1 (/6]) Une famille (T'(t))>0 C B(X) est appelée semi
groupe si on a les propriétés suivantes

T0)=1 (oul l'opérateur identité de X),
T(s+t)=T(s)T(t) Vt,s>0.

5



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.5.2 ([8]) Une famille d’opérateurs (S(t))i>0 de (x) est un
semi groupe fortement continué dans X lorsque

th_r)ngHS(t)a: —z|| =0 pour tout x € X.

Théoréme 1.5.1 ([8]) Soit (S(t)i>0) un semi groupe fortement continué
sur X et (A, D(A)) sont générateur infinitésimal les propriétés suivantes
sont vérifiées :

i)Pour tout x € X, on a

t+h

lim ! / S(s)xds = S(t)x.

t—0h

i) Pour tout x € X, et tout t > 0,

t

| s(s)aas.

0
appartient o D(A) et

t

Al / S(s)uds) = S(t)z — z.

0

i) Si x € D(A) alors S(t)x € D(A) et
d
aS(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

i) Si x € D(A) alors
t t

S(t)z — S(s)z = / S(r)Axdr = / As(r)adr.

S S

Théoréme de Hille-Yosida

Théoreme 1.5.2 (/8])(Hille-Yosida 1) Un opérateur linéaire non borné
(A,D(A)) dans X est le générateur infinitésimal d’un semi groupe forte-
ment continué de contraction sur X si et seulment si les conditions sui-
vantes sont satisfaites :



1.6. NOTION DE STABILITE

i)A est fermé.

ii)D(A) dense dans X.

iii)Pour tout A > 0, (A — A) est une application bijective de D(A) sur
X et (N[ — A)™! est un opérateur borné sur X vérifiant

1AM —A)7H| <

>| =

Théoréme 1.5.3 ([3]) (Hille-Yosida 2) un opérateur linéaire non borné
(A, D(A)) dans X est le générateur infinitésimal d’un semi groupe forte-
ment continué de contraction sur X si et seulment si A est m- dissipatif et
de domaine dense dans X.

Théoreme de Lumer Phillips

Théoréme 1.5.4 ([2])Soit A un opérateur linéaire non borné de D(A)
dans X de domaine dense.

a)Si A est dissipatif et s’il existe N\g > 0 tel que R(A\ol — A) = X, donc
A est un générateur infinitésimal d’un Cysemi groupe fortement continué
de contraction dans X .

b)Si A est un générateur infinitésimal d’un Cy semi groupe fortement
continué de contraction ,donc

RA—A)=X YA>0
et
A dissipatif.
1.6 Notion de stabilité

Définition 1.6.1 ([9])Le semi-groupe T(t) = e*' est dit étre exponontiel-
lement stable s’il existe deux constantes o > 0 et M > 1 telle que

IT ()| < Me®* ¥t >0
Définition 1.6.2 ([9])Un semi-groupe fortement continu (T'(t))i>o est dit :
1. Uniformément exponontiellement stable s’il existe ¢ > 0 telle que :
limy oo™ | T(t)]| = 0.

7



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

2. Uniformément stable si :
limy—oo||T'(2)|| = 0.

3.Fortement stable si :
limy_oo||T(t)x|| = 0.

4 faiblement stable si :

limyyoo (T()z,2) =0  VYzeX eticX.



Chapitre 2

Existense et unicité

Dans ce chapitre, on va étudier 'existence et 'unicité de la solution
du probleme considéré en se basant sur la théorie des semi-groupes et plus
précésement le théoreme de Lumer-Phillips. Pour cela, on commence par
la transformation du systeme (2) sous forme d’un probléme de Cauchy. En
effet, on pose v = z, et ¥ = u,;, ce qui conduit a écrire le systeme (2)
comme suit :

U (.’L',O) = UO (.flj) = (207 Zlau07u1790aq0)T7

ot U = (z,v,u,%,0,q)T et A: D(A) C H — H est un opérateur linéaire
non borné sur H défini par I'experssion suivante

AU = —Ugg + ~——Zgz T _Qx )




CHAPITRE 2. EXISTENSE ET UNICITE

avec
0 I 0 0 0 0
o () 0 20,() 0 0 0
0 0 o0 I 0 0
A=| 2.0 0 2o o Za 0 . (2.2)
Pu Pu ﬁ Pu 1
0 0 0 E836() 0 ——0, ()
0 0 0 o —Fay -l
70 70

avec ‘H est I'espace d’énergie du systéme (2) qui est obtenu apres le calcul
de I'énergie par la méthode multiplicative.

2.1 Espace d’énergie

Donc, d’abord on défini I’énergie de notre systeme comme suit

L
. 1
_p_/ d:zH— dx—l——(cxg—%)/uidx
2 2 (071
0 0
. L L
—1—5/( a2 + /o zx) dm—|—2/92dw
0 0

L
+ﬁ/q2dm‘, (2.3)
0

et on va montrer par la suite dans le chapitre 3 comment calculer cette
quantité.

Pour définir 'espace H, il faut que les conditions suivantes doivent étre
vérifier

L

) L L
Q2 2 2
x .| dx < oo, dr < oo, dr < 00,(2.4
/(\/a_lu%—\/oqz) x 00 O/ztx 00 O/Utx 00,(2.4)

0
L L
/Qde < o0, /qux < 00.
0 0

10



2.2. DOMAINE DE L’OPERATEUR

- La premiere condition de (2.4), veut dire que

2, € L*(0,L), u, € L*(0,L),
d’apres 'inégalité de Poincaré, on conclu que

z€ L*(0,L), ue L*(0,L),

d’ou
z€ H' (0,L), ue H (0,L).
De plus, puisque

2(0,t) = 2z, (L, t) = u(0,t) = u, (L,t) =0, t € (0,00),
on introduit ’espace
o'(0,L)={f e H(0,L), f(0)=0},
ce qui nous permet de dire que
ze H'(0,L), ue H*(0,L).

- D’autre part, de la deuxiéme au cinquiéme conditions de (2.4), on déduit
que

z € L*0,L), u, € L*(0,L), 0 € L*>(0,L), ¢ € L*(0,L).
Finallement, on peut écrire

H=H"(0,L) x L*(0,L) x H*(0,L) x L*(0,L) x L* (0, L) x L* (0, L)

2.2 Domaine de 'opérateur

Maintenant, comme le domaine de l'opérateur A est a valeurs dans H,
alors, on peut affirmer que :

ve HY(0,L).
- La 3™ composante de l'opérateur A
Ye H (0,L).

11



CHAPITRE 2. EXISTENSE ET UNICITE

- La 5°™¢ composante de l'opérateur A, q, € L? (0, L), et puisque ¢ (0,t) =
0, alors .
g€ H'(0,L).

- De la 4™ ou la 6" composante de 'opérateur A, on peut dire que
0, € L*(0, L) et comme 6 (L,t) = 0, on est obligé d’introduire I'espace

alo,L)={feH" (0,L), f(L)=0},
et conclure que )
0 H(0,L).

- De la 2™¢ composante de I'opérateur A, on conclut que z,,, Uz, € L* (0, L)
et d’apres les conditions aux limites de z et u, on introduit I’espace suivant

HE(O,L): {f€H2(07L)7 f(()): f:Jc(L> :0}7
d’ou
z,u € H*(0,L).
Alors

D(A):{UE’H|z,uer(O,L); bogv € HY(0,L); eeﬁ,}(o,L)}.

On muni l'espace H du produit scalaire
L L L
<U,U>H — 0, /fu.fz} dz + pu/zp.zpdx + %/q.(}dx
0 0 0
L L

2 ~ ~
+ (a3 — 0;—2) /ux.uxdas + c/@.@da:
1
0 0

/ s Vaa) S+ Van)dn, (25)

T

avec U = (3,0,1,1, 0, q)T € H et pour lequel H est un espace de Hilbert.

2.3 Résultat de ’existence et ’unicité

Maintenant, on présente et prouve le résultat d’existence et d’unicité de
la solution du probléme (2) dans le théoréeme suivant.

12



2.3. RESULTAT DE L’EXISTENCE ET L’UNICITE

Théoréme 2.3.1 Soit U = (z,v,u,,0,q)Tune solution du probléme (2).
Alors, si Uy € H, il existe une unique solution du probleme (2) U €
C(Ry,H). De plus, si Uy € D (A) il existe une unique solution du probléme

(2)
UeC Ry, D(A)NC Ry, H).

La démonstration se divise en deux parties. Dans la premiere, on montre
que l'opérateur.A est dissipatif et dans la deuxieme, on montre que 'opérateur
I — A est surjectif.

Dissipativité de ’opérateur

Lemme 2.3.1 L’opérateur A défini par (2.2) est dissipatif.

Preuve. On montre que

(AU, U),, < 0.

Pour cela, on utilise la formule (2.5), pour calculer le produit scalaire suivant

p p p

)

<

IS

<
QIS S

on fait une intégration par partie en prenant en compte les conditions aux

13



CHAPITRE 2. EXISTENSE ET UNICITE

limites, on obtient

L L
(AU, U y — oy /zxvxdm —ag/umvxdx— as [ ugtpdx
0

~ o\h

L

—ag/zx¢xdx—ﬁ/9wxdx+/q9 dx+ﬁ/wx9da:

0 0
L L L

1 2 2
— | Pdx —/ 0.qdx — &2 UpPpdr  + &2 UgPpdx
]{? Qq Qi

0 0

L L

L
+a2/uzvxdx+ag/uxwzdx—i—ag/zz@/zxdx—kozl/zgcvzdx.
0

0 0 0

Finallement, on arrive a

(AU, U),, =

|
s

L
/q2d.7c <0.
0

Alors A est un opérateur dissipatif. =

Surjectivité de 'opérateur

Lemme 2.3.2 L’opérateur I — A est surjectif.

Preuve. Il suffit de montrer que A est maximal :
A maximale < Im(I — A) = H <= VG = (g1,02.95.94.95.96)" € H,
U = (z,v,u,1,0,q) € D(A) tel que

(I -AU =G, (2.6)
on peur écrire (2.6) comme suit

( 2=V =0 Eﬁl(O,L),
P2V — Q1 Zgg — QUgy = Prg2 € L2(07 L)>
u—1=gs€ H1<O’ L),
Pul/f — Q3Ugy — Q2Zgy — ﬁer = Pug4 € L2(07 L),
el + q, — B, = cgs € L*(0, L),

L (7'0 + 1)q+ k@m = Toge € LQ(O, L),

(2.7)
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D’apres (2.7)g, on peut écrire

1—1 T

0
e 0 6. 2.8
0 9 (2.8)
Intégrant (2.8), on obtient
L
_ 1+
0(x Z - /q dy—— ge(y)dy- (2.9)

En remplagant (2.7); ,(2.7)3,(2.9) dans (2.7)2,(2.7)4,(2.7)5, on trouve

P22 — Q1 Zge — Qlzy = 1y € L2(0, L),

147
Pull — Q3Uzy — 22y + B < L ‘ q = 2 € L2(07 L>7 (210)
147
c ( - 0) [E a(w)dy + go — Buz = ps € L*(0, L),

avec

M1 = pz92 + P91,

T0
M2 = Pugs + pugs + ?96’
L

-
ts = cgs — Bse + czo /gﬁ(y)dy-

x

Pour montrer que le systeme (2.10) admit une solution unique, on considere
la formulation variationnelle suivante

B((z,u,9), (%,4,9) = G(,1, ), (2.11)

telle que B : V? — R est une forme bilinéaire et G : V' — R est une forme
linéaire ou

V =H'(0,L) x H(0,L) x L*(0, L).
Pour obtenir B et G, en multipliant (2.10)1,(2.10)2,(2.10)3, respectivent,
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par z,u, q et en intégrant par partie sur (0, L), on obtient

B((ZaU:Q) (2,4,9))

=p, /zzgcdx—l—al/zxzxdxjtag/uxixd:v—l—pu/uﬂdx

0

L
1
+a3/uxuxdx+oz2/zxﬂxdx+ﬁ( +TO) /qudx
0
. L
+ T ~
( 0) / / y)dy) /Q(y)dy dx

L
1 1
+ ZT /qqu—ﬁ 7o, /u (2.12)
0 0
et
L L L L
I - - 1+ 70 -
6(2,4,q) = [ mzde+ [ ppade + — ps( [ q(y)dy)de.  (2.13)
0 0 0 x

Maintenant, on muni I’espace V' de la norme suivante

Q2
——Uy + 12
H var oo
et on montre que B est coercive. Pour cela, on utilise (2.12)

B((z,u,q); (2,u,q))

L L L L
:pz/zzdx—l—al/zi—|—2a2/uxzxd:v+pu/u2dw+oz3/uidx
0 0 0 0

0

+6(1ZTO) /Lqudx+c(1ZTO>2/L(/LQ(y)dy)2dSB

L

+<1270)/ 20y _5(1+To)juqu. (2.14)

0 0

2
Gz w, )Py = Nz + lluslls + + llully + llallz
2
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et le fait que

L L L
oy /szx+2a2/uwzxdx+a3/uidx
0 0

on obtient

B((2,u,q); (2,u,q))

L
:p/z2dx+(a3—j—§/uidx+pu/ u?dzx
0
L L L
1—|—7’0 // y)dy)2da
0

T 0

a? 14 7
On pose My = min {pz,Oég S— %, 1} , alors
&3]

L
pzZMO:pz/ZdeZMO

D\h
N
¥
IS
R

aq aq

9 9 L L
« (07
a3 — —2 > My = (ag—i)/ugdszO/uidx,
0 0

L L
1
+ 7o > M, ( —;TO)/qzdx>M0/q2dx,
0 0
L L
(6) 2 (6)
1> My — /( Uy + /a1 2,)*dx > Mo/( Uy + v/ 2,)*dx
Q a
) Vo Vo
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Finallement, on obtient

|B((2,u,q); (2,u,q))|

L L
1+T
> Mo |z 9)]| % + o250 / / aly)dy)de
0

T

Z MO H<Z7 u, Q)H 2V7

alors
1B((z,u,q); (2,u,q))| > Mo [[(z,u,q)|| *v,

donc B est coercive.

Pour montrer que B est continue, il suffit de prouver que B est bornée
sur V2. Cela due du fait que pi, o, 3 € L*(0, L) et z,u,q, 2,1,G € V, puis
une simple application de I'inégalité de Young conduite au résultat désiré.
On peut établir que G est bornée sur V' par le fait que z,u,q € V.

_ Drapreés le théoréme de Lax-Milgram, il existe une solution unique (z,u, q) €
(0, L) x H1(0, L) x L*(0, L) satisfait

B(('Z? u7 Q)7 (27 ’&/7 d)) = g(g’ a? 6)7 v(57 ﬂ? q) 6 V
Remplacant z, u, ¢ dans (2.7)1,(2.7)set (2.8), respectivement, on conclut
Ve gl(ovL)v w € gl(ovL)v NS ﬁ[i(()?L)

Si on prend (@, §) = (0,0) € Hy(0,L) x L*(0, L), alors (2.11) devenue

L L L L
pZ/ZZda:—l—ozl/zxéxdx—i—ag/uwémda: = /plédx, VzZ e ]:11(0,L),
0 0 0

0

ou encore
L L
/((xlzx + oty ) Z, / p.z — pp)zdz, VZ € H1(0 L). (2.15)
0 0

Cette dernitre est aussi vraie pour toute fonction 2, € C*(0, L), 21(0) =0
qui est dans Hy(0, L), alors

01 Zag + Qolpe = po2 — 1 € L*(0, L). (2.16)
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Si on prend (2, ¢) = (0,0) € H,(0, L) x L*(0, L), on obtient de (2.11)

L L
pu/uﬂda:+a3/uxﬁ$dx+a2/zx&xdx
0 0 0
L L
1 N
—1—@/@“& = /,ugﬂdm, Va € H.(0, L),
0 0

ou bien
L

L
B(1 -
/(agux + anzy ) Uy / Pull + + To)q — pe)udz, Yu € Hq(0, L),
0

' (2.17)

cette derniere est vraie pour toute u; € CY(0,L), u;(0) = 0, qui est dans
H,(0, L), cela conduit a

wq — 1y € 120, L), (2.18)

En combinant (2.16)+(2.18) et utilisant le fait que ajas — a3 # 0, on
obtient z,u € Hy(0, L).
En suite (2.15) et (2.17) sont aussi juste pour toute

9 K={fec(0,L);f(0)=0}.

Q3Uzy + Q225y = Pul +

En utilisant I'intégration par partie , on obtient

(a12; + agug) (1)¢(1) =0
{ (astty + arz)(D(1) =0 TP EE
Alors
(2:)(1) = ug (1) = 0.
Finallement, on a prouvé que z,u € H?. )
Si on prend (Z,a) = (0,0) € Hy(0,L) x Hy(0, L), I'équation (2.11)
s’écrite comme suit

L
1+7'0

2 (o= puyida

_/L 0(1270)2</Lq<y>dy>—1270u3 </Lq~<y>dy>dx,
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ou encore

L
1+ 7 1+7)° 1+ 7
’ %(~qe + Buy) —C( ’ 0) (/Q(y)dy)— Z ® s,

d’ou

= s = o) alw)dy) + s € 20,1

xT

Ceci équivalent a dire que
q € H!.

De la relation (2.8) on conculut que
6cH.

Finalement, on a montré qu’il existe un unique U € D (A) tel que (2.6) est
satisfait. Par conséquence, 'opérateur A est maximal dissipatif et d’apres le
théoreme de Lumer-Phillips 'opérateur A est générateur d’un semi-groupe

fortement continu de contraction. Le résultat du théoréme suit du théoréme
(1.5.1) m
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Chapitre 3

Stabilité exponentielle

Dans ce chapitre, on présente un résultat de stabilité exonentielle de la
solution du problme considéré en utilisant la méthode d’énergie. Pour cela,
on a besoin de quelques résultats nécéssaires qui nous aident par la suite
pour atteindre notre objectif.

3.1 Décroissance de L’énergie

Lemme 3.1.1 Soit (z,u,0,q) est une solution du probleme (2). Alors, la
fonctionnelle d’énergie définie par (2.3) satisfait

E'(t) = —

> =

L
/qu:p <0. (3.1)
0

Preuve. En multipliant (2), (2)2, (2)3 et (2)4, respectivement, par z;, uy,

1
0 et e Puis, on intégre sur I'intervalle (0, L), on obtient

- fOL 2uzdr = oy fOL Zea2tdT + g fOL Uz 2 dT,
Pu fOL Uy U dT = Qi3 fOL Uy Up AT + Ctg fOL ZezUrdr + fOL 0, updx,
c i 00de = — [\ q,0dx + B [ ugfde,

1
%fOL qrqdr = 7 fOL ¢*dr — fOL 0,qdx,
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intégrant par partie et exploitant les conditions aux limites, on arrive a

4
L
22dr = —oy fo ZaZipdT — Qg [y UgZppdi,

2 t
Pu El]lt fo ujdr = —as fo Up Uz dT — Qp fOL ZypUpdT + ﬁfoL 0 u.dx,
th fo 0dr = _fo q0dr — /BfOL uildz,

T d L L L
| %o o ¢’dx = 7 fo ¢*dx + [ 0qude,

(3.2)
ou encore

p
2

2375 Zde = ngt fO
3dt Qg5 fo uldr — ay fOL ZpUezdx + B fOL O u.dx,
coq Jo Pdz =~ fo g0dx — B [ ub,de,

o d L
| Eﬁ q2d$ ——fo 2dl'+f0 qudx

2 L
zidr — ay fo Uy Zgpdix,

u?da: =

on fait la somme des quatres équations du systeme ci-dessus, on trouve

L
Qidt / (pzZ? + puui + cf + %QZ + oy + asﬂi) dx
L L
Qg / (UeZte + 22Utz) dx = — %/qzdﬂ
0 0
Note que
L L
ozg/ Uy 2ty + Zplye) dT = 2042 / 22 AT
0 0
Alors
L
d

T / <pzzt2 + puti? + cb? + %qQ + oy 22 4 asu? + 2a2uxzx> dr  (3.3)
0

L
/qux.
0

| =
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En utilisant le fait que

CY3'LL§ + alzg + 20092, Uy

2
=+ (kv (3.4)

Insertant (3.4) dans (3.3), on obtient

2
(&%)
/( L2+ puur + ch* + kq2+xu§+ (\/Oé_1 +\/alzx) >dx
0
1
= —E/Qde
0

Ce qui complete la preuve. m

3.2 Fonctionnelle de Lyapunov

Afin de construire la fonctionnelle de Lyapunov pour atteindre notre
objectif, on a besoin des lemmes suivants

Lemme 3.2.1 Soit (z,u, 0, q) une solution du probléeme (2). Alors, la fonc-
tionnelle I,(t) définie par
L L
/uutd:ﬁ - —pz/ztudw (3.5)
0 0

satisfait pour e, > 0, l'estimation suivante

L L
1 a 2,2
/ 2 2 Pz 2
I(t) < —§X/uxdx+ (pu + ua1251) /utd:v
0 0
r 2
—l—sl/ 2dx + ﬁ— /92d3:. (3.6)
) 2x
Preuve. Multipliant (2), par u et intégrant par partie sur (0, L), on obtient
L L L
pu/uttudx = —qj3 / uidx — (y / Zp Uy dT — /Qumdx,
0 0 0
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cette dérniere est équivalente a

L L L
pu/uttud:c—l—pu/u?da: —pu/ufdx
0 0 0
L L L
= —ag/uid:v—og/zzuxdx —5/9uxda:,
0 0 0

ou encore

L L L

d

d_/ uwdr = /utdx ag/u dx — ag/zxumdx B/GUmdx (3.7)
0 0 0

-
Multipliant (2); par —u et intégrant sur (0, L), on arrive

aq
L L L
—Qg &%) &%)
—p, | zpudr — —p, | zowde + —p, | zpudx
aq aq aq
0 0 0
L , L
&%)
= —ay | zZgzudr — — [ ugzude,
g
0 0
ou bien
L L L L
— Q9 d — Q9 0422
—pz ziudr | = —p, zougdr | —ag | zgpude—— [ ugzuder,
dt (03] aq
0 0 0 0
Intégrant par partie, on peut écrire
L L L L
— Q9 d (6] &22 2
—=p.— [ ziude = ——p, | zwdr + oy | zpuzde + — [ uidz. (3.8)
aq dt (051 aq
0 0 0 0
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On fait la somme de (3.7) et (3.8), on obtient

L

L

d

7 pu/uutdx— Z—jpz/ztuda:
0

0

L L
= (3——)/u d:c—i—pu/u?dx
0 0

L L

—6/9uxd$— Z—?pz/ztutd:v. (3.9)
0

0
En appliquant I'inégalité de Young
L L

L
__%pz/ztutd:c < 81/ 2dp 4+ =12 02’ p;’ /ufdx, (3.10)
0

(a7l 4041251
0 0

L L
2 1
B/qudac < B—X/Q%lx—i— éx/uidx. (3.11)
0 0

Insertant (3.10) et (3.11) dans (3.9), on arrive a

L L

1 as?p,?

/ 2 2 Pz 2

I(t) < _§X/u$dx+ (pu + ua1251) /utd:v
0 0

L L

2
—I—sl/ztgquL—/Qde.
2x

0 0

Lemme 3.2.2 Soit (z,u, 0, q) une solution du probléeme (2). Alors, la fonc-

tionnelle I5(t) définie par
L 2 L

(%) 5 Qo
L(t) = py de——=p, d
2() pa2/OUt(\/Oé_1 041>$alp/02’t(\/a_1 Oé1>$
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satisfait pour €9 > 0, l'estimation suivante

L L
! Q302 24 azpu 2
I( dx 0°d
2 2«/0[1/' “ x+ /u 252 / !
0 0
, 5 L L
QX 2 Qo 2
d e T Vauz,) dr, 3.12
+252 /uxx+€2/(\/a_lu+ a12,)°dx (3.12)
0 0

2

2
Q14/ 00

ou § = 042(pu\/04_1 - pz)'

2
a
2_u et intégrant par partie sur (0, L), on

Preuve. multipliant (2); par

obtient

Multipliant (2) o par /ajasz et on intégre par partie sur (0, L), on arrive
a
L L L

pu\/alag/utz dx :pu\/a1a2/ztutd:p—agw/alag/uxzxdx

0 0 0
L

—a22\/a—1/zx2dx—ﬁ\/a—1a2/02mdx. (3.14)
0

0
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3
Multipliant (2); par —

u et en intégrant par partie sur (0,L), on
NGy grant par p (0,L)

obtient

L L L

a3 a3 a3
- p. | zpudr — p. | ziudr + p. | ziude
V10 010 V10

0 0 0

L L

3 4
Q@ e
= 2 /zxuxd:v—i- 2 /uidx,
v Va1
0 0

L L L
4

= == pz/ztutder % /zxuxdzz:Jra—Qa/uida:. (3.15)
1
0 0

Jar

Multipliant (2); par — z et en intégrant par partie sur (0,L), , on

Jar

obtient

2 r 2 r 2 r

a3 @3 2 a3 2
— pz/zzdx— pz/zdx+ pz/zdx

o 0 ' o 0 t “ 0 t

L L

2 2 aj

= a5/ Zxdx+\/a_1 Uy 2y de,
0 0
ou encore
2 d L
@3
— —=p,— |V zizdx
alp dt 1/ t
0
L L L
o / 24 21/—/ 20y 1 02 / d (3.16)
= — . | zrdr — as/ar | zpde + —— [ ugz.dx. :
\/Oé_lp t 2 1 T aq
0 0 0
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On fait la somme de (3.13), (3.14), (3.15) et (3.16), on obtient

d /L Qo n J ozg /L Qo
e’ U U oz ) de — —=p, z
at Pul¥2 ; t o 1 o P . t o

L L

ol ol
= _\/04_1 2 dw+042(puv - pz)!utztdx

e ) di]

L

_OéQX/uz

0

+ a1z, )dx

+ a2z, )dx. (3.17)

L% 2d Bjﬂ
—=p, [ widr — «
\/&_1p 0 t 2 0

En appliquant I'inégalité de Young

L L
2 e
< L /zfdan o 52/ufdx, (3.18)
0 0

0
L L
< %/( ©2 oy + Jarz,)2de + 2 o)’ /ufcdx (3.19)
0

282
0

L
—%ﬁ/ﬂ%%%+¢@%ﬂx

L L
2
< 52/ \/_um + ar 2, dr + 2 o35 /Hde. (3.20)

252
0
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Remplacant (3.18)-(3.20) dans (3.17), on obtient

L L
! azpz a pu 262
L(t) < =2 /ztzdx—i—( 2 /u2d + /dex
2./ 2a3p,
Y9 0

Lemme 3.2.3 Soit (z,u, 0, q) une solution du probléeme (2). Alors, la fonc-
tionnelle I3(t) définie par
L L

I3(t) = pz/utudm—l—pz/ztzdm,

0 0

satisfait ’estimation suivante

l\DI»—t

L
X/u dx
\/ 1 /

L
2

/u d:c—i—pz/ 2dx + 2/8—/92dx. (3.21)
X

0 0

Preuve. Multipliant (2); par w et en intégrant par partie sur (0, L), on

obtient

L
_/(a Uy + /12, ) dw —
0

L L

L
pu/utudx—i-pu/ufdx—pu/ufda:
0

0 0
L L L
= —ag/uida:—QQ/zzuxdx —ﬁ/ﬁuxdx,
0 0 0
ou encore

L L L
g/ wudr = pu/utdx ag/u dx— ag/zmuxdx /B/qudx (3.22)
0 0 0
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Multipliant (2);par z et en intégrant par partie sur (0, L), on obtient

L L L L L
pz/zttzdx—l—pz/zfdx—pz/zfdx = al/zidx—ag/zxuxdx,
0 0 0 0 0

d’ou

p L L L
d—/ztzda: = pz/ dx—al/zidx— OéQ/ZxedZC. (3.23)
0 0 0

On fait la somme de (3.22), (3.23) et utlilsant le fait que

agui + alzg + 20092, Uy

= xu2 + (\/__ux+\/_2x)27

on arrive a

p L L
7 pz/utudx—l—pz/ztzdx
0 0
L L L
:—041/ 2da:—2a2/zxu x—ag/udx—ﬁ/Guxdx
0 0
L L L
Qd Oé% 2d
= Ou,d - . B
B/u :)3+p/zta: /(\/a_lu + Va12,)%dx
0 0 0
L L
—X/uida:—l—pu/u?dx. (3.24)
0 0

Appliquant I'inégalité de Young

L L
1
—B/Hdex 2/6—/ *dx + ZX/U dx. (3.25)
0 0
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3.2. FONCTIONNELLE DE LYAPUNOV

Remplacant (3.25) dans (3.24), on trouve

I(t) < /L(\/_ + Jarz, ) dr — X/Ludx

L 5
/ d:l:—l—pz/ d:c+—/92d:c.
2x
0 0
m

Lemme 3.2.4 Soit (z,u,0,q) une solution du probleme (2). Alors, la fonc-
tionnelle 14(t) définie par

l\DI»—

I4(t) = —cpu/LH(/Lut(y)dy)dx,

satisfait pour €3,e4 > 0l’estimation suivante
L L L

L) < —Bgu /U?d$+€3/uidl’+€4 /(\;324_1 + Va2, ) dx
0 0

0

L

L

212 2 2

Pu 2 X ¢ 2

— d 6°dzx. 3.26

+25/ ot fet des +4a1€4)/ ! (3:26)
0 0

Preuve. Multipliant (2)3 par —p, fo u(y)dy et on integre par partie sur(0, L),

on arrive a
L L

L L L L
—cpu/ﬁt(/u( x_cpu/e/utt dydx—i—cpu/@/utt
0 0

T T T

0
L L
/qutdx—ﬁpu/ufdx,

ou encore
L L

CpuZ/Q(/ut(y)dy)dx

T
L

L L
= —fpy /ufdx + pu/qutdx - 0/0/ [a3tyy + qazyy + 00,] dydz,

0
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CHAPITRE 3. STABILITE EXPONENTIELLE

alors

L L

L
L;(t) = —5pu/ufda: + pu | quidx — 0/9 [—azu, — agz, — p0) dx
0

0

St~ T —

L L L
= —Bpu/ufdx + pu [ quidz + agc/euxdx + O./QC/HZdeE
0 0 0
L
+Bc/02dx, (3.27)
0

avec

L L
= —%/9 /ut(y)dy dx
0

T

utilisant la transformation suivante

L

L
agc/ﬁuxd:c—l—%c/@zxdx
0

0
L

2 L 2
a o
= Qu,d 2 [ 0(—F%u, + Jorz,)d
cx/u :B—l—c\/a_l/ (\/a_1u+ a2z, )dx
0 0

alors, on peut écrire (3.27) comme suit

L L L
I;(t) = —ﬁpu/ufdx—i—pu/qutdx+cx/6umda:
0 0 0
L L
% % +Jariz)dr + fe | 0%de.  (3.28)
o( 2z )dz + c/ x. :
e |

0

Utilisant I'inégalité de Young

L
cxfeuxdxgag/u dx
0

0 0

~

(3.29)
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3.2. FONCTIONNELLE DE LYAPUNOV

L
0( V d
\/04_10/ +V/aqz,)dx
L 22 L
) 2 ) 2
x 2)°d 6-d .

/ \/a_lu + Vo z,) x+4a154/ z, (3.30)
0 0

L L L

pu/qutdx < g—;/q urdz (3.31)

0 0 0

Insertant (3.29), (3.30) et (3.31) dans (3.28), on obtient

L L L

o
/ufdm—%sg/uid;ﬂ%—@ /(\/_024_1% + oz, da

L L
2.2 2.2
Pu 2 X oy 2
— d 0-dzx.
* 2 /q T (5C+ 483 * 40(154)/ .
0 0

o
[e=]
=]

Lemme 3.2.5 Soit (z,u, 0, q) une solution du probléeme (2). Alors, la fonc-
tionnelle I5(t) définie par

L L

(0 = —cp [ 0 [ w(w)ay)a,

0 T

satisfait pour 3,4 > 0, 'estimation suivante

L L
IL(t) < —%/qux—i—s;;/ 2dx—|—54/ \;)Z_l%—k\/alzgcfdx
0

L L
P c 042 2
— 0°d 3.32
5/ 453 404154 / v ( )
0 0

Preuve. Multipliant (2)3 par —7p f q(y)dy et intégrant par partie sur
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CHAPITRE 3. STABILITE EXPONENTIELLE

(0, L), on obtient

L L L L
—CTO/Ht /q(y)dy d:c—cm/@ /q(y)dy dx
0 x 0 x
L L
—|—CTO/9 /q(y)dy dx
0 x
L L
:To/quar—Toﬁ/utqu,
0 0
ou encore
L L
i — 0 (y)dy | d
di CTo q\y)ay xz
0 x
L L
= Tg/(]Qde —Toﬂ/utqu
0 0
L L
—0/9 /(—q(y) —kb,)dy| dx,
0 x
d’ou
L L L L L
IL(t) :To/q2dx—ﬁ7'0/utqu+c/9 /q(y)dy dac—k:c/@zdm,
0 0 0 a: 0
(3.33)
avec
L L
I5(t) = —CTO/Q /q(y)dy dx.
0 x
Appliquant I'inégalité de Young , on arrive a
L L L
2 52702 2
—0B71 | wqdr < e5 [ udx + 1 q-dz. (3.34)
5
0 0 0
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3.3. PROPRIETES DE LA FONCTIONNELLE DE LYAPUNOV

Appliquant I’énigalité de Young et celle de Cauchy Schwarz, on obtient

L L
c/ / y)dy | de < —/92(13; ik/ (3.35)
0 0

T

Remplagant (3.35) et (3.34) dans (3.33), on trouve

L L
k
IL(t) < —?C/Qde—l— (To+—+ 7-02)/ 2dx+55/ut2dx.
0 0

Ce qui complete la preuve. m
Maintenant on définie la fonctionelle de Lyapunov L(t) comme suit

L(t) = NE(t) + NiIi(t) + Nalo(t) 4+ 215(t) + N3ly(t) + Nuls(t)  (3.36)

ou N, Ny, Ny, N3, Ny sont des constantes positives.

3.3 Propriétés de la fonctionnelle de Lyapu-
nov

Avant d’établir le résultat de la stabilité exponentielle, on montre d’abord
la relation entre la fonctionnele de Lyapunov et la fonctionnelle d’énergie.

Théoréme 3.3.1 Soit (z,u,0,q) une solution du probléeme (2). Alors, il
existe deux constantes positive ky et ko telles que la fonctionelle L(t) satisfait

kE(t) < L(t) < k E(t) (3.37)

et
L'(t) < =BLE(t), p1 > 0. (3.38)
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CHAPITRE 3. STABILITE EXPONENTIELLE

Preuve. De (3.36), on peut écrire

|L(t) = NE()]
= Ny |[L(E)] + No | Lo(t)| + 2 | 13(t)| + N3 [14(t)| + Ny | 15(2)|

L L
(6%
< Nip / el i+ 225, / 2o Jul d
1
0 0

L
a
+pua2N20/|ut| \/—;_1U+\/0412 dx
) L
(6) 9
—p.N. ——u++/ d
+ alp 2/|zt| \/a_1u+ ayz|dz

0

L
+ 2, / i |ug] dex + 2p. || 22| da

0
L l
—I—Ngcpu/|9| /|ut(y)|dy dx
0 T

L l
+Neery [ 101 { [ law)ldy | de
0 T

En appliquant les inégalités de Young, Poincaré et Cauchy Schwarz
|L(t) — NE(t)| < TE(t), 7>0,
cela conduit a
(N—71)E(t) < L(t) < (N +71)E(1).
En choisissant N suffisament large et dépend des N;, i = 1,4, on trouve
(3.37).

En dérivant L(t) et en exploitant (3.1), (3.6), (3.12), (3.21), (3.26) et
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3.3. PROPRIETES DE LA FONCTIONNELLE DE LYAPUNOV

(3.32), on obtient

Bpu agpl & | ajpy
L'(t) < — N3 — Ni(pu =) — N.
) < = (Tena- Mo+ ) - Yoz + S,

— | N, 030z — Nie1 — 2p, /ztzda:
2«/0&1
0

L

— (2 — Nagy — N3ey) / Ux+\/ Zx)

L
2 2 02 2 2 .2
<N4@—N15——N0‘25 —5——NSCO‘2>/92dx
0

2 2X 2 282 X 405154

N 52 ’
Pu To 2
Y A VT < d

0

on prend

- 1 1 1 1 1
LT 2N T T N T T 2N T TN
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CHAPITRE 3. STABILITE EXPONENTIELLE

on obtient

On choisit Ny suffisament large pour que

2
X3Pz

= N.
&1 NG

—1—-2p, >0.

On fixe N; de sorte que

N
€y = (1+71)x—a§X2N22 —1>0.

On prend N3 large pour que

B Nya3p? Vo a2p.
= DU Ny — Ny(p, + 12202y (VOIS 9P
2 dag 205p,  Jou

&3 YNy —2p, — 1> 0.

On prend N, large pour que

k, 2 2 2 .2
f1= Ni — Ny~ N2a282 - AN L

> 0.
2 2x X ? 20y
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3.4. RESULTAT PRINCIPAL DE LA STABILITE

Finallement,on choisi N large ((3.37) reste valide) de sorte que

5270
- N —
4(7’0 + Qk’ + ) > 0.

N Pu
AR
&s k; 398

On arrive a

L 2
—( / (zf +ul + up + (\j—;_lux - \/a_lzgc) + 6% + q2> dz, (3.39)
0

ou ¢; = min{&y1, &, &3, 84,851 > 0.
pz pu 1 1 ¢ T0

O
n pose (, = max 5 5 2)(,2 > 2%

L 2
2 2 2 Q2 2 2 1
/ zt—i-um—i—ut—k(—ux—l—\/alzx) +0 —I—q)de—E(t),
o
J < Vi 2

} > 0. Alors

d’ou
L
2, 2 2 Q2 ’ 02+ ¢2 | do < Cl
_Clo/ zt+ux+ut+(\/&_1 —I—\/oz_lzx) +0°+q° | dx e E(t),
d’apres (3.39), on obtient (3.38) avec 5 = % >0. m
2

3.4 Résultat principal de la stabilité

Maintenant on peut énoncer et prouver le résultat de la stabilité expo-
nentielle

Lemme 3.4.1 Soit (z,u,0,q) une solution du probléme (2). Alors, pour
chaque Uy € D (A), il existe deuz constantes positives Ay et \y telles que

E(t) < Age™™ Wt > 0. (3.40)
Preuve. On a d’apres (3.38)
(t) < =BE(1), t =0,
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CHAPITRE 3. STABILITE EXPONENTIELLE

Prenant en compte ’équivalence entre F(t) et L(t), on peut écrire

L'(t) < —ML(t), t >0, (3.41)

ou A\ = & Une simple integration de (3.41) donne
K2

L(t) < L(0)e ™, ¢t >0,

ce qui conduit au résultat désiré (3.40) avec Ay = et utilisant une

K1
autre fois le coté gauche de la relation d’équivalence(3.37). m
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Chapitre 4

Test numérique

Dans ce chapitre, on va résoudre numériquement le systéme (?7?) dans
un domaine unidimensionel €2 de longeur L. Pour cela on a utilis “e le schéma
d’Euler pour la discrétisation de la variable temporelle et la méthode clas-
sique des différences finis pour la discrétisation de la variable spatiale.
De plus, afin de vérifier le comportement asymptotique de la solution du
probleme discrétisé, on a donné quelques exemples dans lequels les expériences
numériques montrent que 1’ “energie discrete E™ décroit d’'une maniere ex-
ponentielle pour des différents choix des parametres du systeme.

4.1 Discrétisation du probleme

On pose Z = z;, u = u; et pour chaque M, N € N, on introduit le noeuds
suivants :

L
Qv ={x;=ih, i=0,1,..., N +1 where h = —— },
N {x th, 1 + 1 where N+1}
T
FM:{tn:nAt>”:071,---,M+1WhereAt:M+1}.

En appliquant le schéma d’Euler explicite pour la discrétisation de la va-
riable en temps et la méthode des différences finis pour discrétiser la va-
riable spatiale. Notre probleme est de trouver (Z*,ul', 07, ') satisfaisant le
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CHAPITRE 4. TEST NUMERIQUE

schéma numérique suivant

;

Pz - on n n
_t(EZl_E‘;l 1) }gj/g Zi — 220 + 2 ) + hg( m— 2w ),
Ki(uz —upt) = hg( T 2uf +uly) + hg( T — 220 + 20 )
+ﬁ (9?—&—1 zn—1)7
E(Gi - ei 1) = T (Qi - %4) + %(“Aniﬂ - “AnzelL
Tom _gn=1y— _gn " (gn  _pn

L At (qZ q; ) - 4q; 2h ( i+1 1—1) )

(4.1)

pour tout ¢ = 1,2,.... N et n = 1,2,..., M. Pour simplifier les calculs
numériques dans le schéma utilisé, on considere les condition aux limites
discrétisées suivante

n__ .n __Qn _oon __ n _.n n _.n n __ gn
zog =uy =0xnp1 =qp =0, 2y = 2N Ungy = UR, 07 = 0, (4.2)

et les conditions initiales

ou

V=2 (2) et @) = uy ()

{ig:ZO($) s uf =g (), 07 = 0y (2:), ¢ = qo (), (4.3)

2= AR et ul = w4 At

pour tout ¢t =1,2,... Net n=1,2,.... M.

On note que pour obtenir {Z",u", 0" ¢"}, on est besoin de résoudre

quatre systemes couplés d’équations algébriques. Alors, pour résoudre le
(4.1)-(4.3) a chaque pas de temps, on propose d’utiliser I’algorithme de
point fixe suivant

(

~n,l alAt n,l—1 n,l—1 n,l—1 QZAt n,l—1 nl—1 n,l—1
Zp = W(giﬂ — 2z +z;7 )+ 12 (Uz+1 — 2u; +u )
+z771,
~n,l OégAt n,l—1 n,l—1 n,l—1 QQAt n,l n,l n,l
3 PuhQ ( i+1 2 i +uz—1 )+ puh2 ( +1 22@ + i 1)
At
e R T R
Pu
At/ N BA
en,l _ 9@—1 ( 7'171 1 n,l 1) Aﬂ,l oyl
) 7 + ch 4q; i—1 + QCh( i+1 zfl)
At n,l kAt n,l n,l n—1
(1 + 7__0) v _2],”_0 <91—|—1 - 61—1) + q'L )

(4.4)
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NUMERIQUES

(2 (2 (2

l — ~n,l
u".l’ = U.: 1—|—Atu;l7,

n0 _ _n—1 n0 _  n—1 n,0 _ gn—1 n0 _ n—1 nl _ _n—1 ~n,l
= u =g, 0 =00 g =q T, 2 = AL,
n
T (A

(4.5)
pour tout t =1,2,.... Ny n=1,2,... Metl=1,2,....
A chaque pas de temps, on résoud le schéma (4.4) en utilisant une
méthode itérative avec un test d’arrét lorsque la différence entre deux
itérations successives inférieure a une tolérance donnée ¢.

4.2 Energie discrete et quelques exemples
numériques

L’ “energie discrete a chaque pas de temps ¢, du systeme (4.1)-(4.3) est
donnée par
| N

o2 ful, —ut
3 Dl 4 @+ (0 - ) (M)

a
i=1 1

E" =

n n
Qo Uity — Ui g

Jar 2k

n n 2
20, — 2 T
+e(07)" + R T I DR
2h k
qui est la discrétisation de 1’énergie continue (2.3) ot a3 = ay = — et

a; = h, 1= 2,...,N — 1. Dans ce qui suit on présente quelques examples
numeériques.

Exemple 4.2.1 Pour ce test numérique, on choisis les différentes valeurs
sutvantes pour les coefficients

p. =950, py =45, a; =0.08, as =0.09, a3 =0.15,
8 =0.05, c=1.12, 70 =0.15, k£ =0.001.
On exécute notre code pour les param‘etres de discr “etisation suivants :

N =100, M =200, L =1, T =1 and take ¢ = 107°. Concernant les
conditions initiales

1 1 1
20 = —sin(ﬁ), Qo= = sin(Lx), Oy = R cos(%) et z1 =up =u; = 0.

Voici [’évolution en temps des solutions approchées ainsi que l’énergie discrete
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plx.t)

FIGURE 4.1 —
Evolution en temps de la
fonction z (Exemple 4.2.1)

FIGURE 4.2 —
Evolution en temps de la
fonction u (Exemple 4.2.1)

FIGURE 4.3 —
Evolution en temps de la
fonction 6 (Exemple 4.2.1)

FIGURE 4.4 —
Evolution en temps de la
fonction ¢ (Exemple 4.2.1)

100 150 200
t

FIGURE 4.5 —
Evolution en temps de 1'énergie disréte (Exemple 4.2.1)

Exemple 4.2.2 Dans ce test, on choisis les quantités suivantes
Pr =3, pu=2, aqg =0.15, ay =0.15, ag =0.25,
B =0.08, c=1.25 19 =0.15, k= 0.001.
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NUMERIQUES

Les parameétres de discrétisations sont : N = 100, M = 200, L = 2, avec
T =1 ete=10"". On prend les conditions initiales suivantes

B 1 COS(WJ: n 7T) B _0 B 1 COS(,/T:B L 57r)
TR Ty AT E R M =GOS T )
1 1
Oy = M Sin(% + g) et qo = 56”’ sin(W—Lm)

Voici I’évolution en temps des solutions approchées ainsi que l’énergie discrete

FIGURE 4.6 — FIGURE 4.7
Evolution en temps de la Evolution en temps de la
fonction z (Exemple 4.2.2) fonction u (Exemple 4.2.2)

FIGURE 4.8 — FIGURE 4.9 —
Evolution en temps de la Evolution en temps de la
fonction 6 (Exemple 4.2.2) fonction ¢ (Exemple 4.2.2)
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Discrete Energy

100 150 200
n

FIGURE 4.10 —
Evolution en temps de I'énergie disrete (Exemple 4.2.2)

Exemple 4.2.3 Dans ce test, on choisis les parameétres suivants
P =35, py =25, a;y =01, ag =0.1, a3 =0.2,
B =0.05, c=1.5, 19 =0.06, k= 0.0001,

avec N =100, M =200, L = 1.5 et e = 107°. On utilise les conditions aux
limites sutvantes

1 1
0 = 1(902 —2Lz), 21 =u; =0, up = §($2 — 2Lx),

1 T T
= —sin(= + = = 1.22%" %,
o 1Osm(2L+2)etqo xe

Voici I’évolution en temps des solutions approchées ainsi que l’énergie discrete

FIGURE 4.11 — FIGURE 4.12 —
Evolution en temps de la Evolution en temps de la
fonction z (Exemple 4.2.3) fonction u (Exemple 4.2.3)
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NUMERIQUES

FIGURE 4.13 — FIGURE 4.14 —
Evolution en temps de la Evolution en temps de la
fonction 6 (Exemple 4.2.3) fonction g (Exemple 4.2.3)

Discrete Energy

100 150 200
t

FIGURE 4.15 —
Evolution en temps de I'énergie disrete (Exemple 4.2.3)

Note que dans chaque test la condition (1) a été pris en compte pour assurer
la positivioté de I’énergie discrete. De plus, pour différents choix des coef-
ficients du systeme et des conditions initiales, les graphes présentés dans
les Figures 4.1 — 4.4, 4.6 — 4.9, 4.11 — 4.14, montrent que les expériences
numeériques sont qualitativement identiques avec les résultats analytiques
établis dans notre travail. Aussi, les graphes 4.5, 4.10, 4.15 montrent que
I’énergie décroit d'une maniere exponentielle. Cela confirme le compor-
tement asymptotique de la solution du systeme (4.1)-(4.3) avec un seul
méchanisme d’ammortissement donné par le dauxieme son.
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Conclusion

Dans le présent travail on a présenté d’une maniere efficace et régureuse
une étude qualitative d’'un probleme qui modélise le phénomene du gonfle-
ment des sols dans un milieux poreux en utilisant des outils mathématiques
intervenant dans la théorie des semi-groupes concernant, d’une part, I’étude
de l'existence et I'unicité. D’une autre part, on a analysé le comportement
asymptotique par la méthode d’énergie en se basant sur une construc-
tion appropriée de la fonctionnelle de Lyapunov en exploitant la méthode
multiplicative. Cela, conduit a prouver la décroissance d’une maniere ex-
ponentielle de ’énergie. Les résultats obtenus sont illustrés par des tests
numériques en utilisant le langage de programmation MATLAB.
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