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Résumé 

Dans ce mémoire, on considère un système linéaire unidimensionnel de gonflement des sols 

poreux élastique sous l’effet thermal avec deuxième son où la conduction thermique est 

donnée par la loi de Cattaneo-Maxwell. On établit un résultat d’existence et d’unicité en 

utilisant la théorie des semi-groupes. Après, on montre que la dissipation donnée uniquement 

par le deuxième son est suffisante pour assurer la stabilité exponentielle de la solution en 

utilisant la méthode multiplicative, pour construire une fonctionnelle adéquate dite de 

Lyapunov équivalente à l’énergie du système. De plus, le résultat obtenu ne dépend pas 

d’aucun nombre de stabilité. Finalement, on illustrer les résultats obtenus par une simulation 

numérique en effectuant une discrétisation temporelle en utilisant un schéma d’Euler et une 

discrétisation spatiale en utilisant la méthode des différences finis. 

Abstract 

In this doccument, we consider a one-dimensional linear system of swelling porous-elastic 

soils with thermal effect and second sound where the heat conduction is given by Cattaneo-

Maxwell law. We establish an existence and uniqueness result using the semi-group theory. 

Then, we show that the dissipation given only by the second sound is strong enough to 

stabilize exponentially the system based on the energy method by constructing an appropriate 

Lyapunov functional equivalent to the system’s energy using the multipliers method. 

Furthermore, our result does not depend on any stability number. Finally, we present some 

numerical simulation to illustrate the theoretical result obtained by carrying out a temporal 

discretization using Euler scheme and the classical finite difference method for the spatial 

discretization.  

 ملخص

 الثاني والصوت الحرارة تأثير تحت المرنة المسامية التربة لتضخمقمنا بدراسة مشكل خطي أحادي البعد  ،في هذا العمل

 نظرية ستخدامابالحل  وحدانيةو وجود   نثبت. ونغدي جرين ماكسويل.-قانون كاتانيو بواسطة الحرارة توصيل يتم حيث

 ء  بنا للنظام الأسي الاستقرار ضمانل يكفي بما قوي فقط الثاني الصوت عن الناتج التبديد أن نوضح ،ذلك بعد. أنصاف الزمر

 علاوة. ضربيةال طريقةال باستخدام المدروس النظام لطاقة مكافئة ليابونوف لدالةمناسب  بناء خلال من الطاقة طريقة على

ا .النظام تمعاملاأي علاقة بين  على نتيجتنا تعتمد لا ذلك، على  النظرية تائجالن أكيدلت العددية المحاكاة بعض نقدم ،أخير 

.المكاني لتجزيئ ل المنتهية الفروق وطريقة أويلر مخطط باستخدام زمني جزيئت إجراء خلال من حصلنا عليهات التي . 
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Introduction

Beaucoup de chercheurs se sont intéressés aux milieux poreux gon�ants
et cela tient à sa prévalence dans diverses domaines tels que la science du
sol, l�hydrologie, la géotechnique, la chimie, la génie mécanique et autres
domaines de la science. L�étude du comportement asymptotique des sols
gon�ants, a suscitée un grand intérêt chez de nombreux chercheurs et cela
dû de nombreux travaux qui ont été réalisés dans ce domaine qui appartient
à la théorie des milieux poreux lors de la saturation en �uide. Le gon�ement
du sol est causé par l�attraction chimique de l�eau, qui provoque l�incrus-
tation des molécules d�eau dans la structure argileuse entre les dalles d�ar-
gile séparant et déstabilisant la structure minérale. Les particules d�argile
ont également la propriété que les minéraux de silicate d�aluminium et de
magnésium hydratés sont combinés dans un réseau pour former des uni-
tés (particules). Les particules d�argile sont donc un mélange de plaquettes
d�argile et d�eau imbibée (eau vierge). Voir Bedford, Drumheller [1] et Erin-
gen [4] pour une brève description des détails de développement /aperçus
historiques liés à la théorie générale des mélanges.
La théorie des sols gon�ants dans des milieux poreux élastiques a attiré

l�attention de nombreux chercheurs car de nombreux travaux ont été menés

Fig. 1 �Image illustrative des sols gon�ants dans un milieux poreux

ii



sur le comportement asymptotique de la solution du modèle mathématique
qui décrit cette théorie. Le modèle en question a été modélisé la première
fois par Ieşan [7] comme suit�

�zztt � �1zxx � �2uxx = 0; in (0; L)� (0;1) ;
�uutt � �3uxx � �2zxx = 0; in (0; L)� (0;1) :

avec u et z représentent, respectivement, le déplacement du �uide et le ma-
tériau solide élastique. Les paramètres �u et �z sont les densités de chaque
constituant qui sont supposées des constantes strictement positives. Les
autres coe¢ cients sont des constantes positives ayant un sens physique dé-
�nissant le couplage entre les di¤érents composants des matériaux. On note
par � la quantité suivante qu�on a besoin par la suite

� = �3 �
�22
�1
: (1)

Dans le présent mémoire, on s�intéresse à étudier le système suivant8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�zztt = �1zxx + �2uxx; in (0; L)� (0;1) ;
�uutt = �3uxx + �2zxx + ��x; in (0; L)� (0;1) ;
c�t = �qx + �utx; in (0; L)� (0;1) ;
� 0qt = �q � k�x; in (0; L)� (0;1) ;
z (0; t) = zx (L; t) = u (0; t) = ux (L; t) = 0; t 2 (0;1) ;
�x (0; t) = � (L; t) = q(0; t) = 0; t 2 (0;1) ;
z (x; 0) = z0 (x) ; zt (x; 0) = z1 (x) ; x 2 (0; L) ;
u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; x 2 (0; L) ;
� (x; 0) = �0 (x) ; q(x; 0) = q0(x); x 2 (0; L) ;

(2)

avec � et q représentent, respectivement, la température et le �ux de la
température ou bien le deuxième son. Les autres paramètres c; � 0; k; � sont
des constantes positives.
On a présenté et prouvé, d�une part, l�existence et l�unicité de la solution

régulière du problème (2) en se basant sur la théorie des semi-groupes et
plus précésement le théorème de Lumer-Phillips. D�autre part, on a établi
un résultat de stabilité exponentielle de la solution en utilisant la méthode
d�énergie qui consiste à construire une fonctionnelle dite de Lyapunov par la
méthode multiplicative équivalente à l�énergie du système, puis, on déduit
une estimation de l�énergie. Finallement, on a é¤ectué une discrétisation
spatiale et temporelle par la méthode des di¤érences �nis le problème (2)
puis on a résolu le problème discrétisé à chaque pas de temps par un algo-
rithme de point �xe. Les expériences numériques ont été faites en utilisant
le langage de programMation MATLAB.
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Le présent mémoire est organisé et structuré comme suit :
- Le premier chapitre est consacré au notions préliminaires qu�on a besoin
pour atteindre notre obectif.
- Dans le deuxième chapitre, on a établi un résultat d�existence et d�unicité
de la solution du problème (2).
- Dans le troisième chapitre, on a prouvé la décroissance exponentielle de
l�énergie.
- Dans le quatrième chapitre, on a illustré numériquement les résultats
théorique obtenus.

iv



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques espaces fonctionnels

Dans ce chapitre, on présente les notions mathématiques nécéssaires
qu’on a besoin par la suite pour achever les résultats d’existence, d’unicité
et de la stabilité

Espace de Hilbert

Un espace de Hilbert (réel ou complexe) est un espace vectoriel muni
du produit scalaire ⟨u, v⟩ , et qui est complet pour la norme

∥u∥ = ⟨u, u⟩
1
2 .

Espace LP (Ω)

Définition 1.1.1 ([5]) Soit 1 ≤ p < ∞ et soit Ω ouvert de Rn, ∀n ∈ N.
On appelle l’espace de Lebesgue Lp(Ω), l’ensemble

Lp(Ω) = {u : Ω → R : u mesurable etΩ |u|p dx <∞} .

De plus, pour toute fonction f ∈ Lp(Ω), on note par

∥u∥Lp = (Ω |u|p dx)
1
p ,

la norme de Lp(Ω).

1



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Espaces de Sobolev Wm,p(Ω)

Définition 1.1.2 ([7])Pour tout entier positif m et 1 ≤ p ≤ ∞, l’espace
de Sobolev Wm,p(Ω) est défini par

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω) pour 1 ≤ |α| ≤ m} .

On note par

∥u∥Wm,p(Ω) =

 ∑
1≤|α|≤m

∥Dαu∥p

1

p
,

la norme de l’espace Wm,p(Ω).

Théorème 1.1.1 ([2])Soit u ∈ W 1,p(Ω), alors u ∈ W 1,p
0 (Ω) si et seulement

si u = 0 sur ∂ (Ω), où ∂ (Ω) est la frontière de Ω.

Dérivée faible

Définition 1.1.3 ([2]) Soit I = ]a, b[ un intervalle ouvert borné et
u ∈ L2 (I). On dit que g est une dérivée faible de u dans L2 (I) si

pour toute fonction test φ ∈ C∞
c (I) , on a

b∫
a

u(x)φ′(x)dx = −
b∫

a

g(x)φ(x)dx.

Si une telle dérivée faible existe, elle est unique (au sens presque partout)et
on la note ∂xu.

1.2 Quelques inégalités utiles

L’inégalité de Young

Soit a, b ∈ R+ et p, q ∈ ]1,+∞[ tels que
1

p
+

1

q
= 1. Alors

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Spécialement si u, v ∈ L2(Ω), alors

Ω |uv| ≤ εΩ |u|2 + 1

4εΩ
|v|2 , ∀ε > 0.

2



1.3. THÉORÈME DE LAX MILGRAM

L’inégalité de Hölder

Soit p, q ∈ ]1,+∞[ tels que
1

p
+

1

q
= 1. Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ L2(Ω).

Alors f.g ∈ L1(Ω) et

∥f.g∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q,

si p = q = 2, on obtient l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

Ω |f.g| dx ≤
(
Ω |f |2 dx

) 1
2
(
Ω |g|2 dx

) 1
2 .

L’inégalité de Poincaré

Soit f ∈ C1(Ω) et u′∂(Ω) = 0, alors

Ω |f |2 dx ≤Ω |▽f |2 dx.

1.3 Théorème de Lax Milgram

Théorème 1.3.1 ([2]) Soit H un espace de Hilbert réel, a une forme bi-
linéaire sur H, £ une forme linéaire

sur H. On suppose que

1/ a est continue

∀u, v ∈ H, |a(u, v)| ≤ η1 ∥u∥H ∥v∥H , η1 > 0.

2/ a est coercive : il existe η2 > 0 tel que

∀u ∈ H, a(u, v) ≥ η2 ∥u∥2H .

3/ £ est continue :

∀u ∈ H, |£(u)| ≤ η3 ∥u∥H , η3 > 0.

Alors,il existe un unique u dans H qui vérifie

∀v ∈ H, a(u, v) = £(v).

3



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.4 Opérateurs m-dissipatifs

Définition 1.4.1 ([10]) Un opérateur linéaire non borné dans X est un
couple (A,D(A)) où D(A) un sous espace vectoriel de X et A une appli-
cation linéaire de D(A) dans X. Le sous espace D(A) est le domaine de
A.

De manière analogue, un opérateur linéaire non borné de X dans Y
est un couple (A,D(A)) où D(A) un sous espace vectoriel de X et A une
application linéaire de D(A) de X dansY .

Définition 1.4.2 ([10]) Un opérateur (A,D(A)) linéaire non borné dans
X, est fermé si son graphe

G(A) = {(x,Ax) | x ∈ D(A)} est fermé dans X × Y.

Définition 1.4.3 ([6]) Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire non borné
dans X. Lorsque D(A) est dense dans X, on dit que (A,D(A)) est de
domaine dense dans X.

Définition 1.4.4 ([10]) Un opérateur (A,D(A)) linéaire non borné dans
X, est dissipatif si

∀x ∈ D(A),∀λ > 0, ∥λx− Ax∥ ≥ λ∥x∥.

Définition 1.4.5 ([10]) Un opérateur (A,D(A)) linéaire non borné dans
X, est m-dissipatif si A est dissipatif et

∀f ∈ X, ∀λ > 0, ∃x ∈ D(A) tel que λx− Ax = f.

Théorème 1.4.1 ([10]) Si A est m- dissipatif alors, pour tous λ > 0,
l’opérateur (λI − A) admet un inverse, (λI − A)−1f appartient à D(A)
pour tous f ∈ X, et (λI − A)−1est un opérateur linéaire borné vérifiant

∥(λI − A)−1∥ ≤ 1

λ
.

Théorème 1.4.2 ([6])Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire non borné dis-
sipatif dans X. L’opérateur A est m-dissipatif si et seulement si

∃ λ0 tel que ∀ f ∈ X, ∃ x ∈ D(A) vérifiant λ0x− Ax = f.

4



1.5. SEMI GROUPES D’OPÉRATEURS LINÉAIRES NON BORNÉS

Théorème 1.4.3 ([10]) Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire non borné
dans X. S’il existe λ0 > 0 pour lequel l’opérateur λ0I −A est une bijection
de D(A) sur X, et si (λ0I−A)−1 est un opérateur borné sur X alors A est
fermé.

En particulier, si A est m- dissipatif alors A est fermé.

Théorème 1.4.4 ([10]) Soit A dissipatif et R(I−A) = X, si X est réflexif,
alors

D(A) = X.

Opérateurs m- dissipatifs dans un espace de Hilbert

Dans cette section nous supposons que X est un espace de Hilbert.

Théorème 1.4.5 ([10]) Un opérateur (A,D(A)) linéaire non borné dans
X, est dissipatif si et seulement si

∀x ∈ D(A), (Ax, x) ≤ 0.

Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est
remplacée par

∀x ∈ D(A), Re (Ax, x) ≤ 0.

Théorème 1.4.6 ([10]) Si A est m-dissipatif alors D(A) dense dans X.

1.5 Semi groupes d’opérateurs linéaires non

bornés

Soit X un espace de Banach sur la corps C ou R, et soit B(X) l’algébre
de Banach des opérateurs linéaires non bornés de X dans X.

Définition 1.5.1 ([6]) Une famille (T (t))t>0 ⊂ B(X) est appelée semi
groupe si on a les propriétés suivantes

T (0) = I (où I l’opérateur identité de X),

T (s+ t) = T (s)T (t) ∀t, s ≥ 0.

5



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.5.2 ([8]) Une famille d’opérateurs (S(t))t≥0 de (x) est un
semi groupe fortement continué dans X lorsque

lim
t−→0

∥S(t)x− x∥ = 0 pour tout x ∈ X.

Théorème 1.5.1 ([8]) Soit (S(t)t≥0) un semi groupe fortement continué
sur X et (A,D(A)) sont générateur infinitésimal les propriétés suivantes
sont vérifiées :

i)Pour tout x ∈ X, on a

lim
t−→0

1

h

t+h∫
t

S(s)xds = S(t)x.

ii) Pour tout x ∈ X, et tout t > 0,

t∫
0

S(s)xds,

appartient à D(A) et

A(

t∫
0

S(s)xds) = S(t)x− x.

iii) Si x ∈ D(A) alors S(t)x ∈ D(A) et

d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

iv) Si x ∈ D(A) alors

S(t)x− S(s)x =

t∫
s

S(τ)Axdτ =

t∫
s

As(τ)xdτ.

Théorème de Hille-Yosida

Théorème 1.5.2 ([8])(Hille-Yosida 1) Un opérateur linéaire non borné
(A,D(A)) dans X est le générateur infinitésimal d’un semi groupe forte-
ment continué de contraction sur X si et seulment si les conditions sui-
vantes sont satisfaites :

6



1.6. NOTION DE STABILITÉ

i)A est fermé.
ii)D(A) dense dans X.
iii)Pour tout λ > 0, (λI −A) est une application bijective de D(A) sur

X et (λI − A)−1 est un opérateur borné sur X vérifiant

∥(λI − A)−1∥ ≤ 1

λ
.

Théorème 1.5.3 ([3]) (Hille-Yosida 2) un opérateur linéaire non borné
(A,D(A)) dans X est le générateur infinitésimal d’un semi groupe forte-
ment continué de contraction sur X si et seulment si A est m- dissipatif et
de domaine dense dans X.

Théorème de Lumer Phillips

Théorème 1.5.4 ([2])Soit A un opérateur linéaire non borné de D(A)
dans X de domaine dense.

a)Si A est dissipatif et s’il existe λ0 > 0 tel que R(λ0I −A) = X, donc
A est un générateur infinitésimal d’un C0semi groupe fortement continué
de contraction dans X.

b)Si A est un générateur infinitésimal d’un C0 semi groupe fortement
continué de contraction ,donc

R(λI − A) = X ∀λ > 0

et
A dissipatif.

1.6 Notion de stabilité

Définition 1.6.1 ([9])Le semi-groupe T (t) = eAt est dit être exponontiel-
lement stable s’il existe deux constantes α > 0 et M ≥ 1 telle que

∥T (t)∥ ≤Meαt ∀t ≥ 0

Définition 1.6.2 ([9])Un semi-groupe fortement continu (T (t))t≥0 est dit :

1. Uniformément exponontiellement stable s’il existe ε ≥ 0 telle que :

limt→∞e
εt∥T (t)∥ = 0.

7



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

2. Uniformément stable si :

limt→∞∥T (t)∥ = 0.

3.Fortement stable si :
limt→∞∥T (t)x∥ = 0.

4.faiblement stable si :

limt→∞ ⟨T (t)x, x́⟩ = 0 ∀x ∈ X et x́ ∈ X́.

8



Chapitre 2

Existense et unicité

Dans ce chapitre, on va étudier l’existence et l’unicité de la solution
du problème considéré en se basant sur la théorie des semi-groupes et plus
précésement le théorème de Lumer-Phillips. Pour cela, on commence par
la transformation du système (2) sous forme d’un problème de Cauchy. En
effet, on pose v = zt, et ψ = ut, ce qui conduit à écrire le système (2)
comme suit :

{
Ut = AU, t > 0,
U (x, 0) = U0 (x) = (z0, z1, u0, u1, θ0, q0)

T ,
(2.1)

où U = (z, v, u, ψ, θ, q)T et A : D(A) ⊂ H → H est un opérateur linéaire
non borné sur H défini par l’experssion suivante

AU =



v
α1

ρz
zxx +

α2

ρz
uxx

ψ
α3

ρu
uxx +

α2

ρu
zxx +

β

ρu
θx

−1

c
qx +

β

c
ψx

− 1

τ0
q − k

τ0
θx


,
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CHAPITRE 2. EXISTENSE ET UNICITÉ

avec

A =



0 I 0 0 0 0
α1

ρz
∂xx (.) 0

α2

ρz
∂xx (.) 0 0 0

0 0 0 I 0 0
α2

ρu
∂xx (.) 0

α3

ρu
∂xx (.) 0

β

ρu
∂x (.) 0

0 0 0
β

c
∂x (.) 0 −1

c
∂x (.)

0 0 0 0 − k

τ0
∂x (.) − 1

τ0
I


, (2.2)

avec H est l’espace d’énergie du système (2) qui est obtenu après le calcul
de l’énergie par la méthode multiplicative.

2.1 Espace d’énergie

Donc, d’abord on défini l’énergie de notre système comme suit

E (t) =
ρz
2

L∫
0

z2t dx+
ρu
2

L∫
0

u2tdx+
1

2

(
α3 −

α2
2

α1

) L∫
0

u2xdx

+
1

2

L∫
0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx

)2

dx+
c

2

L∫
0

θ2dx

+
τ0
2k

L∫
0

q2dx, (2.3)

et on va montrer par la suite dans le chapitre 3 comment calculer cette
quantité.

Pour définir l’espace H, il faut que les conditions suivantes doivent être
vérifier

L∫
0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx

)2

dx < ∞,

L∫
0

z2t dx <∞,

L∫
0

u2tdx <∞,(2.4)

L∫
0

θ2dx < ∞,

L∫
0

q2dx <∞.
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2.2. DOMAINE DE L’OPÉRATEUR

- La première condition de (2.4), veut dire que

zx ∈ L2 (0, L) , ux ∈ L2 (0, L) ,

d’après l’inégalité de Poincaré, on conclu que

z ∈ L2 (0, L) , u ∈ L2 (0, L) ,

d’où
z ∈ H1 (0, L) , u ∈ H1 (0, L) .

De plus, puisque

z (0, t) = zx (L, t) = u (0, t) = ux (L, t) = 0, t ∈ (0,∞) ,

on introduit l’espace

H̃1 (0, L) =
{
f ∈ H1 (0, L) , f (0) = 0

}
,

ce qui nous permet de dire que

z ∈ H̃1 (0, L) , u ∈ H̃1 (0, L) .

- D’autre part, de la deuxième au cinquième conditions de (2.4), on déduit
que

zt ∈ L2 (0, L) , ut ∈ L2 (0, L) , θ ∈ L2 (0, L) , q ∈ L2 (0, L) .

Finallement, on peut écrire

H=H̃1 (0, L)× L2 (0, L)× H̃1 (0, L)× L2 (0, L)× L2 (0, L)× L2 (0, L) .

2.2 Domaine de l’opérateur

Maintenant, comme le domaine de l’opérateur A est à valeurs dans H,
alors, on peut affirmer que :

v ∈ H̃1 (0, L) .

- La 3eme composante de l’opérateur A

ψ ∈ H̃1 (0, L) .
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- La 5eme composante de l’opérateur A, qx ∈ L2 (0, L) , et puisque q (0, t) =
0, alors

q ∈ H̃1 (0, L) .

- De la 4eme ou la 6eme composante de l’opérateur A, on peut dire que
θx ∈ L2 (0, L) et comme θ (L, t) = 0, on est obligé d’introduire l’espace

H̃1
∗ (0, L) =

{
f ∈ H1 (0, L) , f (L) = 0

}
,

et conclure que
θ ∈ H̃1

∗ (0, L) .

- De la 2eme composante de l’opérateurA, on conclut que zxx, uxx ∈ L2 (0, L)
et d’après les conditions aux limites de z et u, on introduit l’espace suivant

H2
∗ (0, L) =

{
f ∈ H2 (0, L) , f (0) = fx (L) = 0

}
,

d’où
z, u ∈ H2

∗ (0, L) .

Alors

D (A) =
{
U ∈ H | z, u ∈ H2

∗ (0, L) ; ψ, q, v ∈ H̃1 (0, L) ; θ ∈ H̃1
∗ (0, L)

}
.

On muni l’espace H du produit scalaire

〈
U,Ũ

〉
H
= ρz

L∫
0

v.
˜
v dx+ ρu

L∫
0

ψ.
˜

ψdx+
τ0
k

L∫
0

q.
˜
qdx

+ (α3 −
α2

2

α1

)

L∫
0

ux.
˜
uxdx+ c

L∫
0

θ.
˜

θdx

+

L∫
0

(
α2√
α1

ux +
√
α1.zx)(

α2√
α1

˜
ux +

√
α1

˜
zx)dx, (2.5)

avec Ũ = (z̃, ṽ, ũ, ψ̃, θ̃, q̃)T ∈ H et pour lequel H est un espace de Hilbert.

2.3 Résultat de l’existence et l’unicité

Maintenant, on présente et prouve le résultat d’existence et d’unicité de
la solution du problème (2) dans le théorème suivant.
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2.3. RÉSULTAT DE L’EXISTENCE ET L’UNICITÉ

Théorème 2.3.1 Soit U = (z, v, u, ψ, θ, q)Tune solution du problème (2).
Alors, si U0 ∈ H, il existe une unique solution du problème (2) U ∈
C (R+,H) . De plus, si U0 ∈ D (A) il existe une unique solution du problème
(2)

U ∈ C (R+, D (A)) ∩ C1 (R+,H) .

La démonstration se divise en deux parties. Dans la première, on montre
que l’opérateurA est dissipatif et dans la deuxième, on montre que l’opérateur
I −A est surjectif.

Dissipativité de l’opérateur

Lemme 2.3.1 L’opérateur A défini par (2.2) est dissipatif.

Preuve. On montre que

⟨AU,U⟩H ≤ 0.

Pour cela, on utilise la formule (2.5), pour calculer le produit scalaire suivant

⟨AU,U⟩H =

〈


v
α1

ρz
zxx +

α2

ρz
uxx

ψ
α3

ρu
uxx +

α2

ρu
zxx +

β

ρu
θx

−1

c
qx +

β

c
ψx

− 1

τ0
q − k

τ0
θx


,


z
v
u
ψ
θ
q


〉

H

,

on fait une intégration par partie en prenant en compte les conditions aux
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limites, on obtient

⟨AU,U⟩H − α1

L∫
0

zxvxdx− α2

L∫
0

uxvxdx− α3

L∫
0

uxψxdx

− α2

L∫
0

zxψxdx− β

L∫
0

θψxdx+

L∫
0

qθxdx+ β

L∫
0

ψxθdx

− 1

k

L∫
0

q2dx−
L∫

0

θxqdx−
α2

2

α1

L∫
0

uxψxdx +
α2

2

α1

L∫
0

uxψxdx

+ α2

L∫
0

uxvxdx+ α3

L∫
0

uxψxdx+ α2

L∫
0

zxψxdx+ α1

L∫
0

zxvxdx.

Finallement, on arrive à

⟨AU,U⟩H = −1

k

L∫
0

q2dx ≤ 0.

Alors A est un opérateur dissipatif.

Surjectivité de l’opérateur

Lemme 2.3.2 L’opérateur I −A est surjectif.

Preuve. Il suffit de montrer que A est maximal :
A maximale ⇔ Im(I − A) = H ⇐⇒ ∀G = (g1, g2,g3,g4,g5,g6)

T ∈ H,
∃U = (z, v, u, ψ, θ, q) ∈ D(A) tel que

(I −A)U = G, (2.6)

on peur écrire (2.6) comme suit

z − v = g1 ∈ H̃1(0, L),
ρzv − α1zxx − α2uxx = ρzg2 ∈ L2(0, L),

u− ψ = g3 ∈ H̃1(0, L),
ρuψ − α3uxx − α2zxx − βθx = ρug4 ∈ L2(0, L),
cθ + qx − βψx = cg5 ∈ L2(0, L),
(τ0 + 1)q + kθx = τ0g6 ∈ L2(0, L),

(2.7)
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D’après (2.7)6, on peut écrire

θx = −1− τ0
k

q +
τ0
k
g6. (2.8)

Intégrant (2.8), on obtient

θ(x, t) =
1 + τ0
k

L∫
x

q(y)dy − τ0
k

L∫
x

g6(y)dy. (2.9)

En remplaçant (2.7)1 ,(2.7)3,(2.9) dans (2.7)2,(2.7)4,(2.7)5, on trouve
ρzz − α1zxx − α2uxx = µ1 ∈ L2(0, L),

ρuu− α3uxx − α2zxx + β

(
1 + τ0
k

)
q = µ2 ∈ L2(0, L),

c

(
1 + τ0
k

)∫ L

x
q(y)dy + qx − βux = µ3 ∈ L2(0, L),

(2.10)

avec

µ1 = ρzg2 + ρzg1,

µ2 = ρug4 + ρug3 +
τ0
k
g6,

µ3 = cg5 − βg3x + c
τ0
k

L∫
x

g6(y)dy.

Pour montrer que le système (2.10) admit une solution unique, on considère
la formulation variationnelle suivante

B((z, u, q), (z̃, ũ, q̃)) = G(z̃, ũ, q̃), (2.11)

telle que B : V 2 → R est une forme bilinéaire et G : V → R est une forme
linéaire où

V = H̃1 (0, L)× H̃1 (0, L)× L2(0, L).

Pour obtenir B et G, en multipliant (2.10)1,(2.10)2,(2.10)3, respectivent,
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par
˜
z

˜
, u

˜
, q et en intégrant par partie sur (0, L), on obtient

B((z, u, q), (z̃, ũ, q̃))

= ρz

L∫
0

zzxdx+ α1

L∫
0

zxz̃xdx+ α2

L∫
0

uxz̃xdx+ ρu

L∫
0

uũdx

+ α3

L∫
0

uxũxdx+ α2

L∫
0

zxũxdx+ β

(
1 + τ0
k

) L∫
0

qũdx

+ c

(
1 + τ0
k

)2
L∫

0

(

L∫
x

q(y)dy)(

L∫
x

q̃(y)dy)dx

+
1 + τ0
k

L∫
0

qq̃dx− β(
1 + τ0
k

)

L∫
0

uq̃dx, (2.12)

et

G(z̃, ũ, q̃) =
L∫

0

µ1z̃dx+

L∫
0

µ2ũdx+
1 + τ0
k

L∫
0

µ3(

L∫
x

q̃(y)dy)dx. (2.13)

Maintenant, on muni l’espace V de la norme suivante

∥(z, u, q)∥ 2
V = ∥z∥22 + ∥ux∥22 +

∥∥∥∥ α2√
α1

ux +
√
α1zx

∥∥∥∥2
2

+ ∥u∥22 + ∥q∥22 ,

et on montre que B est coercive. Pour cela, on utilise (2.12)

B((z, u, q); (z, u, q))

= ρz

L∫
0

z2dx+ α1

L∫
0

z2x + 2α2

L∫
0

uxzxdx+ ρu

L∫
0

u2dx+ α3

L∫
0

u2xdx

+ β

(
1 + τ0
k

) L∫
0

qudx+ c

(
1 + τ0
k

)2
L∫

0

(

L∫
x

q(y)dy)2dx

+

(
1 + τ0
k

) L∫
0

q2dx− β(
1 + τ0
k

)

L∫
0

uqdx. (2.14)
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et le fait que

α1

L∫
0

z2xdx+ 2α2

L∫
0

uxzxdx+ α3

L∫
0

u2xdx

= (α3 −
α2
2

α1

)

L∫
0

u2xdx+

L∫
0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx,

on obtient

B((z, u, q); (z, u, q))

= ρz

L∫
0

z2dx+ (α3 −
α2
2

α1

)

L∫
0

u2xdx+ ρu

L∫
0

u2dx

+ c(
1 + τ0
k

)2
L∫

0

(

L∫
x

q(y)dy)2dx+
1 + τ0
k

L∫
0

q2dx.

On pose M0 = min

{
ρz, α3 −

α2
2

α1

, ρu,
1 + τ0
k

, 1

}
, alors

ρz ≥M0 =⇒ ρz

L∫
0

z2dx ≥M0

L∫
0

z2dx,

α3 −
α2
2

α1

≥M0 =⇒ (α3 −
α2
2

α1

)

L∫
0

u2xdx ≥M0

L∫
0

u2xdx,

ρu ≥M0 =⇒ ρu

L∫
0

u2dx ≥M0

L∫
0

u2dx,

1 + τ0
k

≥M0 =⇒ (
1 + τ0
k

)

L∫
0

q2dx ≥M0

L∫
0

q2dx,

1 ≥M0 =⇒
L∫

0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx ≥M0

L∫
0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx.
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Finallement, on obtient

|B((z, u, q); (z, u, q))|

≥M0 ∥(z, u, q)∥ 2
V + c(

1 + τ0
k

)2
L∫

0

(

L∫
x

q(y)dy)2dx

≥M0 ∥(z, u, q)∥ 2
V ,

alors

|B((z, u, q); (z, u, q))| ≥M0 ∥(z, u, q)∥ 2
V ,

donc B est coercive.
Pour montrer que B est continue, il suffit de prouver que B est bornée

sur V 2. Cela due du fait que µ1, µ2, µ3 ∈ L2(0, L) et z, u, q, z̃, ũ, q̃ ∈ V , puis
une simple application de l’inégalité de Young conduite au résultat désiré.
On peut établir que G est bornée sur V par le fait que z, u, q ∈ V .

D’après le théorème de Lax-Milgram, il existe une solution unique (z, u, q) ∈
H̃1(0, L)× H̃1(0, L)× L2(0, L) satisfait

B((z, u, q), (z̃, ũ, q̃)) = G(z̃, ũ, q̃), ∀(z̃, ũ, q̃) ∈ V.

Remplaçant z, u, q dans (2.7)1,(2.7)3et (2.8), respectivement, on conclut

v ∈ H̃1(0, L), ψ ∈ H̃1(0, L), θ ∈ H̃1
∗ (0, L).

Si on prend (ũ, q̃) ≡ (0, 0) ∈ H̃1(0, L)× L2(0, L), alors (2.11) devenue

ρz

L∫
0

zz̃dx+ α1

L∫
0

zxz̃xdx+ α2

L∫
0

uxz̃xdx =

L∫
0

µ1z̃dx, ∀z̃ ∈ H̃1(0, L),

ou encore

L∫
0

(α1zx + α2ux)z̃x = −
L∫

0

(ρzz − µ1)z̃dx, ∀z̃ ∈ H̃1(0, L). (2.15)

Cette dernière est aussi vraie pour toute fonction z̃1 ∈ C1(0, L), z̃1(0) = 0
qui est dans H̃1(0, L), alors

α1zxx + α2uxx = ρzz − µ1 ∈ L2(0, L). (2.16)
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Si on prend (z̃, q̃) ≡ (0, 0) ∈ H̃1(0, L)× L2(0, L), on obtient de (2.11)

ρu

L∫
0

uũdx+ α3

L∫
0

uxũxdx+ α2

L∫
0

zxũxdx

+
β(1 + τ0)

k

L∫
0

qũdx =

L∫
0

µ2ũdx, ∀ũ ∈ H̃1(0, L),

ou bien

L∫
0

(α3ux + α2zx)ũx = −
L∫

0

(ρuu+
β(1 + τ0)

k
q − µ2)ũdx, ∀ũ ∈ H̃1(0, L),

(2.17)
cette dernière est vraie pour toute ũ1 ∈ C1(0, L), ũ1(0) ≡ 0, qui est dans
H̃1(0, L), cela conduit à

α3uxx + α2zxx = ρuu+
β(1 + τ0)

k
q − µ2 ∈ L2(0, L). (2.18)

En combinant (2.16)+(2.18) et utilisant le fait que α1α3 − α2
2 ̸= 0 , on

obtient z, u ∈ H̃2(0, L).
En suite (2.15) et (2.17) sont aussi juste pour toute

ϕ ∈ K =
{
f ∈ c1(0, L); f(0) = 0

}
.

En utilisant l’intégration par partie , on obtient{
(α1zx + α2ux) (1)ϕ(1) = 0
(α3ux + α2zx)(1)ϕ(1) = 0

, ∀ϕ ∈ K

Alors
(zx)(1) = ux(1) = 0.

Finallement, on a prouvé que z, u ∈ H2
∗ .

Si on prend (z̃, ũ) ≡ (0, 0) ∈ H̃1(0, L) × H̃1(0, L), l’équation (2.11)
s’écrite comme suit

1 + τ0
k

L∫
0

(q − βu)q̃dx

= −
L∫

0

c(1 + τ0
k

)2

(

L∫
x

q(y)dy)− 1 + τ0
k

µ3

 (

L∫
x

q̃(y)dy)dx,
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ou encore

1 + τ0
k

(−qx + βux) = c

(
1 + τ0
k

)2

(

L∫
x

q(y)dy)− 1 + τ0
k

µ3,

d’où

qx = βux − c(
1 + τ0
k

)(

L∫
x

q(y)dy) + µ3 ∈ L2(0, L)

Ceci équivalent à dire que
q ∈ H1

∗ .

De la relation (2.8) on conculut que

θ ∈ H̃1
∗ .

Finalement, on a montré qu’il existe un unique U ∈ D (A) tel que (2.6) est
satisfait. Par conséquence, l’opérateur A est maximal dissipatif et d’après le
théorème de Lumer-Phillips l’opérateur A est générateur d’un semi-groupe
fortement continu de contraction. Le résultat du théorème suit du théorème
(1.5.1)
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Chapitre 3

Stabilité exponentielle

Dans ce chapitre, on présente un résultat de stabilité exonentielle de la
solution du problme considéré en utilisant la méthode d’énergie. Pour cela,
on a besoin de quelques résultats nécéssaires qui nous aident par la suite
pour atteindre notre objectif.

3.1 Décroissance de L’énergie

Lemme 3.1.1 Soit (z, u, θ, q) est une solution du problème (2). Alors, la
fonctionnelle d’énergie définie par (2.3) satisfait

E ′ (t) = −1

k

L∫
0

q2dx ≤ 0. (3.1)

Preuve. En multipliant (2)1, (2)2, (2)3 et (2)4, respectivement, par zt, ut,

θ et
1

k
q. Puis, on intégre sur l’intervalle (0, L) , on obtient


ρz
∫ L

0
zttztdx = α1

∫ L

0
zxxztdx+ α2

∫ L

0
uxxztdx,

ρu
∫ L

0
uttutdx = α3

∫ L

0
uxxutdx+ α2

∫ L

0
zxxutdx+ β

∫ L

0
θxutdx,

c
∫ L

0
θtθdx = −

∫ L

0
qxθdx+ β

∫ L

0
utxθdx,

τ0
k

∫ L

0
qtqdx = −1

k

∫ L

0
q2dx−

∫ L

0
θxqdx,
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intégrant par partie et exploitant les conditions aux limites, on arrive à

ρz
d

2dt

∫ L

0
z2t dx = −α1

∫ L

0
zxztxdx− α2

∫ L

0
uxztxdx,

ρu
d

2dt

∫ L

0
u2tdx = −α3

∫ L

0
uxutxdx− α2

∫ L

0
zxutxdx+ β

∫ L

0
θxutdx,

c
d

2dt

∫ L

0
θ2dx = −

∫ L

0
qxθdx− β

∫ L

0
utθxdx,

τ0
k

d

2dt

∫ L

0
q2dx = −1

k

∫ L

0
q2dx+

∫ L

0
θqxdx,

(3.2)
ou encore

ρz
d

2dt

∫ L

0
z2t dx = −α1

d

2dt

∫ L

0
z2xdx− α2

∫ L

0
uxztxdx,

ρu
d

2dt

∫ L

0
u2tdx = −α3

d

2dt

∫ L

0
u2xdx− α2

∫ L

0
zxutxdx+ β

∫ L

0
θxutdx,

c
d

2dt

∫ L

0
θ2dx = −

∫ L

0
qxθdx− β

∫ L

0
utθxdx,

τ0
k

d

2dt

∫ L

0
q2dx = −1

k

∫ L

0
q2dx+

∫ L

0
θqxdx,

on fait la somme des quatres équations du système ci-dessus, on trouve

d

2dt

L∫
0

(
ρzz

2
t + ρuu

2
t + cθ2 +

τ0
k
q2 + α1z

2
x + α3u

2
x

)
dx

+ α2

L∫
0

(uxztx + zxutx) dx = − 1

k

L∫
0

q2dx.

Note que

α2

L∫
0

(uxztx + zxutx) dx = 2α2
d

2dt

L∫
0

uxzxdx.

Alors

d

2dt

L∫
0

(
ρzz

2
t + ρuu

2
t + cθ2 +

τ0
k
q2 + α1z

2
x + α3u

2
x + 2α2uxzx

)
dx (3.3)

= −1

k

L∫
0

q2dx.
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3.2. FONCTIONNELLE DE LYAPUNOV

En utilisant le fait que

α3u
2
x + α1z

2
x + 2α2zxux

= χu2x +

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx

)2

. (3.4)

Insertant (3.4) dans (3.3), on obtient

d

2dt

L∫
0

(
ρzz

2
t + ρuu

2
t + cθ2 +

τ0
k
q2 + χu2x +

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx

)2
)
dx

= −1

k

L∫
0

q2dx

Ce qui complète la preuve.

3.2 Fonctionnelle de Lyapunov

Afin de construire la fonctionnelle de Lyapunov pour atteindre notre
objectif, on a besoin des lemmes suivants

Lemme 3.2.1 Soit (z, u, θ, q) une solution du problème (2). Alors, la fonc-
tionnelle I1(t) définie par

I1(t) = ρu

L∫
0

uutdx−
α2

α1

ρz

L∫
0

ztudx (3.5)

satisfait pour ε1 > 0, l’estimation suivante

I ′1(t) ≤ −1

2
χ

L∫
0

u2xdx+

(
ρu +

α2
2ρz

2

uα1
2ε1

) L∫
0

u2tdx

+ ε1

L∫
0

z2t dx+
β2

2χ

L∫
0

θ2dx. (3.6)

Preuve.Multipliant (2)2 par u et intégrant par partie sur (0, L) , on obtient

ρu

L∫
0

uttudx = −α3

L∫
0

u2xdx− α2

L∫
0

zxuxdx− β

L∫
0

θuxdx,
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cette dérnière est équivalente à

ρu

L∫
0

uttudx+ ρu

L∫
0

u2tdx− ρu

L∫
0

u2tdx

= −α3

L∫
0

u2xdx− α2

L∫
0

zxuxdx− β

L∫
0

θuxdx,

ou encore

ρu
d

dt

L∫
0

uutdx = ρu

L∫
0

u2tdx−α3

L∫
0

u2xdx−α2

L∫
0

zxuxdx−β
L∫

0

θuxdx. (3.7)

Multipliant (2)1 par
−α2

α1

u et intégrant sur (0, L), on arrive à

−α2

α1

ρz

L∫
0

zttudx−
α2

α1

ρz

L∫
0

ztutdx+
α2

α1

ρz

L∫
0

ztutdx

= −α2

L∫
0

zxxudx−
α2

2

α1

L∫
0

uxxudx,

ou bien

−α2

α1

ρz
d

dt

 L∫
0

ztudx

 =
−α2

α1

ρz

 L∫
0

ztutdx

−α2

L∫
0

zxxudx−
α2

2

α1

L∫
0

uxxudx,

Intégrant par partie, on peut écrire

−α2

α1

ρz
d

dt

L∫
0

ztudx = −α2

α1

ρz

L∫
0

ztutdx+ α2

L∫
0

zxuxdx+
α2

2

α1

L∫
0

u2xdx. (3.8)
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On fait la somme de (3.7) et (3.8), on obtient

d

dt

ρu L∫
0

uutdx−
α2

α1

ρz

L∫
0

ztudx


= −

(
α3 −

α2
2

α1

) L∫
0

u2xdx+ ρu

L∫
0

u2tdx

− β

L∫
0

θuxdx−
α2

α1

ρz

L∫
0

ztutdx. (3.9)

En appliquant l’inégalité de Young

−α2

α1

ρz

L∫
0

ztutdx ≤ ε1

L∫
0

z2t dx+
α2

2ρz
2

4α1
2ε1

L∫
0

u2tdx, (3.10)

−β
L∫

0

θuxdx ≤ β2

2χ

L∫
0

θ2dx+
1

2
χ

L∫
0

u2xdx. (3.11)

Insertant (3.10) et (3.11) dans (3.9), on arrive à

I ′1(t) ≤ −1

2
χ

L∫
0

u2xdx+

(
ρu +

α2
2ρz

2

uα1
2ε1

) L∫
0

u2tdx

+ ε1

L∫
0

z2t dx+
β2

2χ

L∫
0

θ2dx.

Lemme 3.2.2 Soit (z, u, θ, q) une solution du problème (2). Alors, la fonc-
tionnelle I2(t) définie par

I2(t) = ρuα2

∫ L

0

ut

(
α2√
α1

u+
√
α1z

)
dx−α

2
2

α1

ρz

∫ L

0

zt

(
α2√
α1

u+
√
α1z

)
dx
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satisfait pour ε2 > 0, l’estimation suivante

I
′

2(t) ≤ − α2
2ρz

2
√
α1

L∫
0

z2t dx+ (

√
α1

2α2
2ρz

ξ2 +
α2
2ρu√
α1

)

L∫
0

u2tdx+
α2
2β

2

2ε2

L∫
0

θ2dx

+
α2
2χ

2

2ε2

L∫
0

u2xdx+ ε2

L∫
0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx, (3.12)

où ξ = α2(ρu
√
α1 −

α2
2

α1
√
α1

ρz).

Preuve. multipliant (2)1 par
α2
2√
α1

u et intégrant par partie sur (0, L), on

obtient

ρu
α2
2√
α1

L∫
0

uttudx+ ρu
α2
2√
α1

L∫
0

u2tdx− ρu
α2
2√
α1

L∫
0

u2tdx

= −α3
α2
2√
α1

L∫
0

u2xdx−
α3
2√
α1

L∫
0

zxuxdx− β
α2
2√
α1

L∫
0

θuxdx,

cette dérnière peut s’écrire comme suit

d

dt

ρu α2
2√
α1

L∫
0

utudx

 = ρu
α2
2√
α1

L∫
0

u2tdx− α3
α2
2√
α1

L∫
0

u2xdx

− α3
2√
α1

L∫
0

zxuxdx− β
α2
2√
α1

L∫
0

θuxdx. (3.13)

Multipliant (2) 2 par
√
α1α2z et on intégre par partie sur (0, L), on arrive

à

d

dt

ρu√α1α2

L∫
0

utz

 dx = ρu
√
α1α2

L∫
0

ztutdx− α3

√
α1α2

L∫
0

uxzxdx

− α2
2√α1

L∫
0

zx
2dx− β

√
α1α2

L∫
0

θzxdx. (3.14)
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Multipliant (2)1 par − α3
2√

α1α1

u et en intégrant par partie sur (0, L), on

obtient

− α3
2√

α1α1

ρz

L∫
0

zttudx−
α3
2√

α1α1

ρz

L∫
0

ztutdx+
α3
2√

α1α1

ρz

L∫
0

ztutdx

=
α3
2√
α1

L∫
0

zxuxdx+
α4
2√

α1α1

L∫
0

u2xdx,

ceci équivalent à

− α2
2

α1

ρz

L∫
0

zt(
α2√
α1

u)dx

= − α3
2√

α1α1

ρz

L∫
0

ztutdx+
α3
2√
α1

L∫
0

zxuxdx+
α4
2√

α1α1

L∫
0

u2xdx. (3.15)

Multipliant (2)1 par − α2
2√
α1

z et en intégrant par partie sur (0, L), , on

obtient

− α2
2√
α1

ρz

L∫
0

zttzdx−
α2
2√
α1

ρz

L∫
0

z2t dx+
α2
2√
α1

ρz

L∫
0

z2t dx

= α2
2

√
α1

L∫
0

z2xdx+
α3
2√
α1

L∫
0

uxzxdx,

ou encore

− α2
2

α1

ρz
d

dt

√α1

L∫
0

ztzdx


= − α2

2√
α1

ρz

L∫
0

z2t dx− α2
2

√
α1

L∫
0

z2xdx+
α3
2√
α1

L∫
0

uxzxdx. (3.16)
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On fait la somme de (3.13), (3.14), (3.15) et (3.16), on obtient

d

dt

[
ρuα2

∫ L

0

ut

(
α2√
α1

u+
√
α1z

)
dx− α2

2

α1

ρz

∫ L

0

zt

(
α2√
α1

u+
√
α1z

)
dx

]

= − α2
2√
α1

ρz

L∫
0

z2t dx+ α2(ρu
√
α1 −

α2
2

α1
√
α1

ρz)

L∫
0

utztdx

− α2χ

L∫
0

ux(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)dx

+
α2
2√
α1

ρu

L∫
0

u2tdx− α2β

L∫
0

θ(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)dx. (3.17)

En appliquant l’inégalité de Young

ξ

L∫
0

utztdx =

L∫
0

√
α1

α2
√
ρz

|ξ| |ut|
α2

√
ρz√
α1

|zt| dx

≤ α2
2ρz

2
√
α1

L∫
0

z2t dx+

√
α1

2α2
2ρz

ξ2
L∫

0

u2tdx, (3.18)

− α2χ

L∫
0

ux(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)dx

≤ ε2
2

L∫
0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx+
α2
2χ

2

2ε2

L∫
0

u2xdx (3.19)

− α2β

L∫
0

θ(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)dx

≤ ε2
2

L∫
0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx+
α2
2β

2

2ε2

L∫
0

θ2dx. (3.20)
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Remplaçant (3.18)-(3.20) dans (3.17), on obtient

I
′

2(t) ≤ − α2
2ρz

2
√
α1

L∫
0

z2t dx+ (

√
α1

2α2
2ρz

ξ2 +
α2
2ρu√
α1

)

L∫
0

u2tdx+
α2
2β

2

2ε2

L∫
0

θ2dx

+
α2
2χ

2

2ε2

L∫
0

u2xdx+ ε2

L∫
0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx.

Lemme 3.2.3 Soit (z, u, θ, q) une solution du problème (2). Alors, la fonc-
tionnelle I3(t) définie par

I3(t) = ρz

L∫
0

utudx+ ρz

L∫
0

ztzdx,

satisfait l’estimation suivante

I
′

3(t) ≤ −
L∫

0

(
α2
2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx− 1

2
χ

L∫
0

u2xdx

+ρu

L∫
0

u2tdx+ ρz

L∫
0

z2t dx+
β2

2χ

L∫
0

θ2dx. (3.21)

Preuve. Multipliant (2)2 par u et en intégrant par partie sur (0, L), on
obtient

ρu

L∫
0

utudx+ ρu

L∫
0

u2tdx− ρu

L∫
0

u2tdx

= −α3

L∫
0

u2xdx− α2

L∫
0

zxuxdx− β

L∫
0

θuxdx,

ou encore

ρu
d

dt

L∫
0

utudx = ρu

L∫
0

u2tdx−α3

L∫
0

u2xdx−α2

L∫
0

zxuxdx−β
L∫

0

θuxdx. (3.22)

29



CHAPITRE 3. STABILITÉ EXPONENTIELLE

Multipliant (2)1par z et en intégrant par partie sur (0, L), on obtient

ρz

L∫
0

zttzdx+ ρz

L∫
0

z2t dx− ρz

L∫
0

z2t dx = α1

L∫
0

z2xdx− α2

L∫
0

zxuxdx,

d’où

ρz
d

dt

L∫
0

ztzdx = ρz

L∫
0

z2t dx− α1

L∫
0

z2xdx− α2

L∫
0

zxuxdx. (3.23)

On fait la somme de (3.22), (3.23) et utlilsant le fait que

α3u
2
x + α1z

2
x + 2α2zxux

= χu2x +

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx

)2

,

on arrive à

d

dt

ρz L∫
0

utudx+ ρz

L∫
0

ztzdx


= −α1

L∫
0

z2xdx− 2α2

L∫
0

zxuxdx− α3

L∫
0

u2xdx− β

L∫
0

θuxdx

= −β
L∫

0

θuxdx+ ρz

L∫
0

z2t dx−
L∫

0

(
α2
2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx

− χ

L∫
0

u2xdx+ ρu

L∫
0

u2tdx. (3.24)

Appliquant l’inégalité de Young

−β
L∫

0

θuxdx ≤ β2

2χ

L∫
0

θ2dx+
1

2
χ

L∫
0

u2xdx. (3.25)
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Remplaçant (3.25) dans (3.24), on trouve

I
′

3(t) ≤ −
L∫

0

(
α2
2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx− 1

2
χ

L∫
0

u2xdx

+ρu

L∫
0

u2tdx+ ρz

L∫
0

z2t dx+
β2

2χ

L∫
0

θ2dx.

Lemme 3.2.4 Soit (z, u, θ, q) une solution du problème (2). Alors, la fonc-
tionnelle I4(t) définie par

I4(t) = −cρu

L∫
0

θ(

L∫
x

ut(y)dy)dx,

satisfait pour ε3, ε4 > 0l’estimation suivante

I ′4(t) ≤ −βρu
2

L∫
0

u2tdx+ ε3

L∫
0

u2xdx+ ε4

L∫
0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx

+
ρu
2β

L∫
0

q2dx+ (βc+
c2χ2

4ε3
+

c2α2
2

4α1ε4
)

L∫
0

θ2dx. (3.26)

Preuve.Multipliant (2)3 par−ρu
∫ L

x
ut(y)dy et on intègre par partie sur(0, L),

on arrive à

− cρu

L∫
0

θt(

L∫
x

ut(y)dy)dx− cρu

L∫
0

θ(

L∫
x

utt(y)dy)dx+ cρu

L∫
0

θ(

L∫
x

utt(y)dy)dx

= ρu

L∫
0

qutdx− βρu

L∫
0

u2tdx,

ou encore

− cρu
d

dt

L∫
0

θ(

L∫
x

ut(y)dy)dx

= −βρu

L∫
0

u2tdx+ ρu

L∫
0

qutdx− c

L∫
0

θ

L∫
x

[α3uyy + α2zyy + βθy] dydx,
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alors

I
′

4(t) = −βρu

L∫
0

u2tdx+ ρu

L∫
0

qutdx− c

L∫
0

θ [−α3ux − α2zx − βθ] dx

= −βρu

L∫
0

u2tdx+ ρu

L∫
0

qutdx+ α3c

L∫
0

θuxdx+ α2c

L∫
0

θzxdx

+ βc

L∫
0

θ2dx, (3.27)

avec

I4(t) = −cρu

L∫
0

θ(

L∫
x

ut(y)dy)dx,

utilisant la transformation suivante

α3c

L∫
0

θuxdx+ α2c

L∫
0

θzxdx

= cχ

L∫
0

θuxdx+ c
α2
2√
α1

L∫
0

θ(
α2
2√
α1

ux +
√
α1zx)dx,

alors, on peut écrire (3.27) comme suit

I
′

4(t) = −βρu

L∫
0

u2tdx+ ρu

L∫
0

qutdx+ cχ

L∫
0

θuxdx

+c
α2
2√
α1

L∫
0

θ(
α2
2√
α1

ux +
√
α1zx)dx+ βc

L∫
0

θ2dx. (3.28)

Utilisant l’inégalité de Young

cχ

L∫
0

θuxdx ≤ ε3

L∫
0

u2xdx+
c2χ2

4ε3

L∫
0

θ2dx, (3.29)
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c
α2
2√
α1

L∫
0

θ(
α2
2√
α1

ux +
√
α1zx)dx

≤ ε4

L∫
0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx+
c2α2

2

4α1ε4

L∫
0

θ2dx, (3.30)

ρu

L∫
0

qutdx ≤ ρu
2β

L∫
0

q2dx+
ρuβ

2

L∫
0

u2tdx (3.31)

Insertant (3.29), (3.30) et (3.31) dans (3.28), on obtient

I ′4(t) ≤ −βρu
2

L∫
0

u2tdx+ ε3

L∫
0

u2xdx+ ε4

L∫
0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx

+
ρu
2β

L∫
0

q2dx+ (βc+
c2χ2

4ε3
+

c2α2
2

4α1ε4
)

L∫
0

θ2dx.

Lemme 3.2.5 Soit (z, u, θ, q) une solution du problème (2). Alors, la fonc-
tionnelle I5(t) définie par

I5(t) = −cρu

L∫
0

θ(

L∫
x

ut(y)dy)dx,

satisfait pour ε3, ε4 > 0, l’estimation suivante

I ′5(t) ≤ −βρu
2

L∫
0

u2tdx+ ε3

L∫
0

u2xdx+ ε4

L∫
0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx

+
ρu
2β

L∫
0

q2dx+ (βc+
c2χ2

4ε3
+

c2α2
2

4α1ε4
)

L∫
0

θ2dx. (3.32)

Preuve. Multipliant (2)3 par −τ0
∫ L

x
q(y)dy et intégrant par partie sur
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(0, L), on obtient

− cτ0

L∫
0

θt

 L∫
x

q(y)dy

 dx− cτ0

L∫
0

θ

 L∫
x

q(y)dy

 dx

+ cτ0

L∫
0

θ

 L∫
x

q(y)dy

 dx

= τ0

L∫
0

q2dx− τ0β

L∫
0

utqdx,

ou encore

d

dt

−cτ0 L∫
0

θ

 L∫
x

q(y)dy

 dx


= τ0

L∫
0

q2dx− τ0β

L∫
0

utqdx

− c

L∫
0

θ

 L∫
x

(−q(y)− kθy) dy

 dx,
d’où

I ′5(t) = τ0

L∫
0

q2dx− βτ0

L∫
0

utqdx+ c

L∫
0

θ

 L∫
x

q(y)dy

 dx− kc

L∫
0

θ2dx,

(3.33)
avec

I5(t) = −cτ0

L∫
0

θ

 L∫
x

q(y)dy

 dx.

Appliquant l’inégalité de Young , on arrive à

−βτ0

L∫
0

utqdx ≤ ε5

L∫
0

ut
2dx+

β2τ0
2

4ε5

L∫
0

q2dx. (3.34)
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Appliquant l’énigalité de Young et celle de Cauchy Schwarz, on obtient

c

L∫
0

θ

 L∫
x

q(y)dy

 dx ≤ ck

2

L∫
0

θ2dx+
c

2k

L∫
0

q2dx. (3.35)

Remplaçant (3.35) et (3.34) dans (3.33), on trouve

I ′5(t) ≤ −kc
2

L∫
0

θ2dx+

(
τ0 +

c

2k
+
β2τ02

4ε5

) L∫
0

q2dx+ ε5

L∫
0

ut
2dx.

Ce qui complète la preuve.

Maintenant on définie la fonctionelle de Lyapunov L(t) comme suit

L(t) = NE(t) +N1I1(t) +N2I2(t) + 2I3(t) +N3I4(t) +N4I5(t) (3.36)

où N,N1, N2, N3, N4 sont des constantes positives.

3.3 Propriétés de la fonctionnelle de Lyapu-

nov

Avant d’établir le résultat de la stabilité exponentielle, on montre d’abord
la relation entre la fonctionnele de Lyapunov et la fonctionnelle d’énergie.

Théorème 3.3.1 Soit (z, u, θ, q) une solution du problème (2). Alors, il
existe deux constantes positive k1et k2 telles que la fonctionelle L(t) satisfait

k1E(t) ≤ L(t) ≤ k2E(t) (3.37)

et

L′(t) ≤ −β1E(t), β1 > 0. (3.38)
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Preuve. De (3.36), on peut écrire

|L(t)−NE(t)|
= N1 |I1(t)|+N2 |I2(t)|+ 2 |I3(t)|+N3 |I4(t)|+N4 |I5(t)|

≤ N1ρu

L∫
0

|ut| |u| dx+
α2

α1

ρz

L∫
0

|zt| |u| dx

+ ρuα2N2

L∫
0

|ut|
∣∣∣∣ α2√
α1

u+
√
α1z

∣∣∣∣ dx
+
α2

2

α1

ρzN2

L∫
0

|zt|
∣∣∣∣ α2√
α1

u+
√
α1z

∣∣∣∣ dx
+ 2ρu

L∫
0

|u| |ut| dx+ 2ρz |z| |zt| dx

+N3cρu

L∫
0

|θ|

 l∫
x

|ut(y)| dy

 dx

+N4cτ0

L∫
0

|θ|

 l∫
x

|q(y)| dy

 dx.

En appliquant les inégalités de Young, Poincaré et Cauchy Schwarz

|L(t)−NE(t)| ≤ τE(t), τ > 0,

cela conduit à

(N − τ)E(t) ≤ L(t) ≤ (N + τ)E(t).

En choisissant N suffisament large et dépend des Ni, i = 1, 4, on trouve
(3.37).

En dérivant L(t) et en exploitant (3.1), (3.6), (3.12), (3.21), (3.26) et
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(3.32), on obtient

L′(t) ≤ −
(
βρu
2
N3 −N1(ρu +

α2
2ρ

2
z

4α2
1ε1

)− (

√
α1ξ

2

2α2
2ρz

+
α2
2ρu√
α1

)N2

−2ρu −N4ε5)

L∫
0

u2tdx

−
(
(1 +

N1

2
)χ− α2

2χ
2

2ε2
N2 −N3ε3

) L∫
0

u2xdx

−
(
N2

α2
2ρZ

2
√
α1

−N1ε1 − 2ρz

) L∫
0

z2t dx

− (2−N2ε2 −N3ε4)

L∫
0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx

−
(
N4

kc

2
−N1

β2

2χ
−N2

α2
2β

2

2ε2
− β2

χ
−N3

c2α2
2

4α1ε4

) L∫
0

θ2dx

−
(
N

k
−N3

ρu
2β

−N4(τ0 +
c

2k
+
β2τ 20
4ε5

)

) L∫
0

q2dx,

on prend

ε1 =
1

N1

; ε2 =
1

2N2

; ε3 =
1

N3

; ε4 =
1

2N3

; ε5 =
1

N4

,
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on obtient

L′(t) ≤ −
(
βρu
2
N3 −N1(ρu +

N1α
2
2ρ

2
z

4α2
1

)

−
√
α1ξ

2

2α2
2ρz

+
α2
2ρu√
α1

)N2 − 2ρu − 1

) L∫
0

u2tdx

−((1 +
N1

2
)χ− α2

2χ
2N2

2 − 1)

L∫
0

u2xdx

−(N2
α2
2ρZ

2
√
α1

− 1− 2ρz)

L∫
0

z2t dx

−
L∫

0

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx)

2dx

−(

(
N4

kc

2
−N1

β2

2χ
−N2

2α
2
2β

2 − β2

χ
−N2

3

c2α2
2

2α1

)
)

L∫
0

θ2dx

−
(
N

k
−N3

ρu
2β

−N4(τ0 +
c

2k
+N4

β2τ 20
4

)

) L∫
0

q2dx.

On choisit N2 suffisament large pour que

ξ1 = N2
α2
2ρZ

2
√
α1

− 1− 2ρz > 0.

On fixe N1 de sorte que

ξ2 = (1 +
N1

2
)χ− α2

2χ
2N2

2 − 1 > 0.

On prend N3 large pour que

ξ3 =
βρu
2
N3 −N1(ρu +

N1α
2
2ρ

2
z

4α2
1

)− (

√
α1ξ

2

2α2
2ρz

+
α2
2ρu√
α1

)N2 − 2ρu − 1 > 0.

On prend N4 large pour que

ξ4 = N4
kc

2
−N1

β2

2χ
−N2

2α
2
2β

2 − β2

χ
−N2

3

c2α2
2

2α1

> 0.
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Finallement,on choisi N large ((3.37) reste valide) de sorte que

ξ5 =
N

k
−N3

ρu
2β

−N4(τ0 +
c

2k
+
β2τ 20
4ε5

) > 0.

On arrive à

′(t) ≤ −ζ1

L∫
0

(
z2t + u2x + u2t +

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx

)2

+ θ2 + q2

)
dx, (3.39)

où ζ1 = min {ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5} > 0.

On pose ζ2 = max

{
ρz
2
,
ρu
2
,
1

2
χ,

1

2
,
c

2
,
τ0
2k

}
> 0. Alors

L∫
0

(
z2t + u2x + u2t +

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx

)2

+ θ2 + q2

)
dx ≥ 1

ζ2
E (t) ,

d’où

−ζ1

L∫
0

(
z2t + u2x + u2t +

(
α2√
α1

ux +
√
α1zx

)2

+ θ2 + q2

)
dx ≤ −ζ1

ζ2
E (t) ,

d’après (3.39), on obtient (3.38) avec β1 =
ζ1
ζ2
> 0.

3.4 Résultat principal de la stabilité

Maintenant on peut énoncer et prouver le résultat de la stabilité expo-
nentielle

Lemme 3.4.1 Soit (z, u, θ, q) une solution du problème (2). Alors, pour
chaque U0 ∈ D (A), il existe deux constantes positives λ1 et λ2 telles que

E (t) ≤ λ2e
−λ1t, ∀t ≥ 0. (3.40)

Preuve. On a d’après (3.38)

′(t) ≤ −β1E(t), t ≥ 0,
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Prenant en compte l’équivalence entre E(t) et L(t), on peut écrire

L′(t) ≤ −λ1L(t), t ≥ 0, (3.41)

où λ1 =
β1
κ2
. Une simple integration de (3.41) donne

L(t) ≤ L(0)e−λ1t, t ≥ 0,

ce qui conduit au résultat désiré (3.40) avec λ2 =
L(0)

κ1
et utilisant une

autre fois le coté gauche de la relation d’équivalence(3.37).
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Chapitre 4

Test numérique

Dans ce chapitre, on va résoudre numériquement le système (??) dans
un domaine unidimensionel Ω de longeur L. Pour cela on a utilis´e le schéma
d’Euler pour la discrétisation de la variable temporelle et la méthode clas-
sique des différences finis pour la discrétisation de la variable spatiale.
De plus, afin de vérifier le comportement asymptotique de la solution du
problème discrétisé, on a donné quelques exemples dans lequels les expériences
numériques montrent que l’´energie discrète En décroit d’une manière ex-
ponentielle pour des différents choix des paramètres du système.

4.1 Discrétisation du problème

On pose ẑ = zt, û = ut et pour chaqueM,N ∈ N, on introduit le noeuds
suivants :

ΩN = {xi = ih, i = 0, 1, ..., N + 1 where h =
L

N + 1
},

ΓM = {tn = n∆t, n = 0, 1, ...,M + 1 where ∆t =
T

M + 1
}.

En appliquant le schéma d’Euler explicite pour la discrétisation de la va-
riable en temps et la méthode des différences finis pour discrétiser la va-
riable spatiale. Notre problème est de trouver (ẑni , û

n
i , θ

n
i , q

n
i ) satisfaisant le
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schéma numérique suivant

ρz
∆t

(ẑni − ẑn−1
i ) =

α1

h2
(zni+1 − 2zni + zni−1) +

α2

h2
(uni+1 − 2uni + uni−1),

ρu
∆t

(ûni − ûn−1
i ) =

α3

h2
(uni+1 − 2uni + uni−1) +

α2

h2
(zni+1 − 2zni + zni−1)

+
β

2h

(
θni+1 − θni−1

)
,

c

∆t
(θni − θn−1

i ) =
−1

h

(
qni − qni−1

)
+

β

2h
(ûni+1 − ûni−1),

τ0
∆t

(qni − qn−1
i ) = −qni − k

2h

(
θni+1 − θni−1

)
,

(4.1)
pour tout i = 1, 2, ..., N et n = 1, 2, ...,M . Pour simplifier les calculs
numériques dans le schéma utilisé, on considère les condition aux limites
discrétisées suivante

zn0 = un0 = θnN+1 = qn0 = 0, znN+1 = znN , u
n
N+1 = unN , θ

n
1 = θn0 , (4.2)

et les conditions initiales{
z0i = z0 (xi) , u

0
i = u0 (xi) , θ

0
i = θ0 (xi) , q

0
i = q0 (xi) ,

ẑ0i = z1 (xi) et û0i = u1 (xi)
(4.3)

où
zni = zn−1

i +∆tẑni et uni = un−1
i +∆tûni

pour tout i = 1, 2, ..., N et n = 1, 2, ...,M .
On note que pour obtenir {ẑn, ûn, θn, qn} , on est besoin de résoudre

quatre systèmes couplés d’équations algébriques. Alors, pour résoudre le
(4.1)-(4.3) a chaque pas de temps, on propose d’utiliser l’algorithme de
point fixe suivant

ẑn,li =
α1∆t

ρzh2
(zn,l−1

i+1 − 2zn,l−1
i + zn,l−1

i−1 ) +
α2∆t

ρzh2
(un,l−1

i+1 − 2un,l−1
i + un,l−1

i−1 )

+ẑn−1
i ,

ûn,li =
α3∆t

ρuh2
(un,l−1

i+1 − 2un,l−1
i + un,l−1

i−1 ) +
α2∆t

ρuh2
(zn,li+1 − 2zn,li + zn,li−1)

+
β∆t

2ρuh

(
θn,l−1
i+1 − θn,l−1

i−1

)
+ ûn−1

i ,

θn,li = θn−1
i +

−∆t

ch

(
qn,l−1
i − qn,l−1

i−1

)
+
β∆t

2ch
(ûn,li+1 − ûn,li−1)

(1 +
∆t

τ0
)qn,li = − k∆t

2hτ0

(
θn,li+1 − θn,li−1

)
+ qn−1

i ,

(4.4)
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avec{
zn,0i = zn−1

i , un,0i = un−1
i , θn,0 = θn−1

i , qn,0i = qn−1
i , zn,li = zn−1

i +∆tẑn,li ,

un,li = un−1
i +∆tûn,li ,

(4.5)
pour tout i = 1, 2, ..., N , n = 1, 2, ...,M et l = 1, 2, ....

A chaque pas de temps, on résoud le schéma (4.4) en utilisant une
méthode itérative avec un test d’arrêt lorsque la différence entre deux
itérations successives inférieure à une tolérance donnée ε.

4.2 Energie discrète et quelques exemples

numériques

L’´energie discrète à chaque pas de temps tn du système (4.1)-(4.3) est
donnée par

En =
1

2

N∑
i=1

ai[ρz(ẑ
n
i )

2 + ρu(û
n
i )

2 + (α3 −
α2
2

α1

)

(
uni+1 − uni−1

2h

)2

+ c (θni )
2 +

(
α2√
α1

uni+1 − uni−1

2h
+
√
α1

zni+1 − zni−1

2h

)2

+
τ0
k
(qni )

2],

qui est la discrétisation de l’énergie continue (2.3) où a1 = aN =
h

2
et

ai = h, i = 2, ..., N − 1. Dans ce qui suit on présente quelques examples
numériques.

Exemple 4.2.1 Pour ce test numérique, on choisis les différentes valeurs
suivantes pour les coefficients

ρz = 5.5, ρu = 4.5, α1 = 0.08, α2 = 0.09, α3 = 0.15,

β = 0.05, c = 1.12, τ0 = 0.15, k = 0.001.

On exécute notre code pour les param‘etres de discr´etisation suivants :
N = 100, M = 200, L = 1, T = 1 and take ε = 10−5. Concernant les
conditions initiales

z0 =
1

10
sin(

πx

2L
), q0 =

1

5
sin(

πx

L
), θ0 =

1

5
cos(

πx

L
) et z1 = u0 = u1 = 0.

Voici l’évolution en temps des solutions approchées ainsi que l’énergie discrète
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Figure 4.1 –
Evolution en temps de la
fonction z (Exemple 4.2.1)

0

50

100

150

200

0

0.5

1
−15

−10

−5

0

5

x 10
−3

tx

p
(x

,t
)

Figure 4.2 –
Evolution en temps de la
fonction u (Exemple 4.2.1)
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Figure 4.3 –
Evolution en temps de la
fonction θ (Exemple 4.2.1)
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Figure 4.4 –
Evolution en temps de la
fonction q (Exemple 4.2.1)
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Figure 4.5 –
Evolution en temps de l’énergie disrète (Exemple 4.2.1)

Exemple 4.2.2 Dans ce test, on choisis les quantités suivantes

ρz = 3, ρu = 2, α1 = 0.15, α2 = 0.15, α3 = 0.25,

β = 0.08, c = 1.25, τ0 = 0.15, k = 0.001.

44
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Les paramètres de discrétisations sont : N = 100, M = 200, L = 2, avec
T = 1 et ε = 10−5. On prend les conditions initiales suivantes

z0 =
1

8
cos(

πx

2L
+
π

2
), z1 = u1 = 0, u0 =

1

8
cos(

πx

2L
+

5π

2
),

θ0 =
1

10
sin(

πx

2L
+
π

2
) et q0 =

1

2
e−x sin(

πx

L
).

Voici l’évolution en temps des solutions approchées ainsi que l’énergie discrète
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Figure 4.6 –
Evolution en temps de la
fonction z (Exemple 4.2.2)
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Figure 4.7 –
Evolution en temps de la
fonction u (Exemple 4.2.2)
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Figure 4.8 –
Evolution en temps de la
fonction θ (Exemple 4.2.2)

0

50

100

150

200

0

0.5

1

1.5

2
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

tx

q
(x

,t
)

Figure 4.9 –
Evolution en temps de la
fonction q (Exemple 4.2.2)
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Figure 4.10 –
Evolution en temps de l’énergie disrète (Exemple 4.2.2)

Exemple 4.2.3 Dans ce test, on choisis les paramètres suivants

ρz = 3.5, ρu = 2.5, α1 = 0.1, α2 = 0.1, α3 = 0.2,

β = 0.05, c = 1.5, τ0 = 0.06, k = 0.0001,

avec N = 100, M = 200, L = 1.5 et ε = 10−5. On utilise les conditions aux
limites suivantes

z0 =
1

4
(x2 − 2Lx), z1 = u1 = 0, u0 =

1

8
(x2 − 2Lx),

θ0 =
1

10
sin(

πx

2L
+
π

2
) et q0 = 1.2x2e−2x.

Voici l’évolution en temps des solutions approchées ainsi que l’énergie discrète
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Figure 4.11 –
Evolution en temps de la
fonction z (Exemple 4.2.3)

0

50

100

150

200

0

0.5

1

1.5
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

tx

p
(x

,t
)

Figure 4.12 –
Evolution en temps de la
fonction u (Exemple 4.2.3)
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4.2. ENERGIE DISCRÈTE ET QUELQUES EXEMPLES
NUMÉRIQUES
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Figure 4.13 –
Evolution en temps de la
fonction θ (Exemple 4.2.3)
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Evolution en temps de la
fonction q (Exemple 4.2.3)
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Figure 4.15 –
Evolution en temps de l’énergie disrète (Exemple 4.2.3)

Note que dans chaque test la condition (1) a été pris en compte pour assurer
la positivioté de l’énergie discrete. De plus, pour différents choix des coef-
ficients du système et des conditions initiales, les graphes présentés dans
les Figures 4.1 − 4.4, 4.6 − 4.9, 4.11 − 4.14, montrent que les expériences
numériques sont qualitativement identiques avec les résultats analytiques
établis dans notre travail. Aussi, les graphes 4.5, 4.10, 4.15 montrent que
l’énergie décroit d’une manière exponentielle. Cela confirme le compor-
tement asymptotique de la solution du système (4.1)-(4.3) avec un seul
méchanisme d’ammortissement donné par le dauxième son.
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Conclusion

Dans le présent travail on a présenté d’une manière efficace et régureuse
une étude qualitative d’un problème qui modélise le phénomène du gonfle-
ment des sols dans un milieux poreux en utilisant des outils mathématiques
intervenant dans la théorie des semi-groupes concernant, d’une part, l’étude
de l’existence et l’unicité. D’une autre part, on a analysé le comportement
asymptotique par la méthode d’énergie en se basant sur une construc-
tion appropriée de la fonctionnelle de Lyapunov en exploitant la méthode
multiplicative. Cela, conduit à prouver la décroissance d’une manière ex-
ponentielle de l’énergie. Les résultats obtenus sont illustrés par des tests
numériques en utilisant le langage de programmation MATLAB.
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