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Reéesume

Dans ce travail nous étudions ’existence et 'unicité de la solution continue d’un

probleme aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire suivante:

“Dey(t) = f(t.y(t)). pourtout teJ=[0T]0<a<1

ay(0) +by(T') = c.

ot D% est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Mots-clés: Calcul fractionnaire, intégration fractionnaire, dérivation fractionnaire,

théoréme de point fixe.
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Abstract

In this work we have studied the existance and uniqueness of solution of a boundary

value problem for fractional order of the next differential equation:

“Dey(t) = f(t.y(t)). pourtout teJ=[0T]0<a<1

ay(0) +by(T') = c.

where “ D® is the fractional derivate in the sense of caputo.

Keywords s Fractional calcul, fractional integral, fractional derivate, fixed point the-

orerml.
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Notations :

LP

n!

L’espace des fonctions mesurables et intégrables.

L’espace des fonctions continues.

L’espace des fonctions absolument continues.

L’espace des fonctions continues avec poids.

L’espace des fonctions continues différentiables a ’ordre n — 1.
Fonction Gamma.

Fonction Béta

La dérivée classique d’ordre n.

Opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-liouville.
Opérateur de dérivation fractionnaire de Riemann-liouville d’ordre.
Opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Caputo.
Produit de convolution.

Opérateur identité.

Factorielle n.

vi



INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire a été introduit le 30 septembre 1965. Ce jour-la, Leibniz a écrit une
lettre a ’'Hopital, ce qui a permis de généraliser la notion de dérivation entiére (classique) a la
dérivation non-entiére. Si cet ordre est négatif, on parle d’une intégration non-entiére et s’il
est positif, il s’agit d’une dérivation non-entiére. La note de Leibniz a conduit a l'apparition
de la théorie des dérivées et des intégrales d’ordre fractionnaire qui est devenue un sujet
trés attractif pour les mathématiciens, et de nombreuses formes différentes d’opérateurs
différentiels fractionnaires ont été introduites par : Grunwald, Letnikow, Riemann, Liouville,
Hadamard, Caputo, Riez,...

Au cours des derniéres années un intéret considérable est donné aux applications des dérivées
fractionnaires dans plusieurs domaines. Nous citons maintenant quelques exemples sur ce
sujet :

- Les dérivées fractionnaires ont été utilisées largement a la viscoélasticité des matiéres.

- En économie, quelques systémes de finance peuvent afficher une dynamique d’ordre
fractionnaire.

- En biologie, il a été déduit que les membranes des cellules de I’organisme biologique ont
la conductance électrique d’ordre fractionnaire.

- En traitement du signal, et le traitement d’image, clarifient parfaitement I'importance
de considération et ’analyse de systémes dynamiques avec les modéles d’ordre fractionnaire.
-Le travail présenté dans ce meémoire s’inscrit dans le cadre d’étude de I'existence etl'unicite
des solutions du probléme aux limites pour des équations différentielles fractionnaire. Notre
memoire est organisée comme suit :

Dans le premier chapitre, Nous présentons quelque outils de base, des défintion des

fonctions spécifique avec des théorémes du point fixe.



Introduction

Au second chapitre, nous introduisons la définition des intégrales et des dérivées frac-
tionnaire de Riemann-Liouville ainsi que ceux de Caputo.

Enfin au troisiéme chapitre, nous abordera question d’existence et d’unicité du solution
du probléeme aux limite des équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Caputo,
I'existence et 'unicité de cette résultat est établie par 1'utilisation du théorémes du point
fixe

Et on termine par une conclusion.




Chapitre

Prélimanaire

Dans ce chapitre, nous présentons certains théories de base qui concernent des défini-
tions et des propriétés des certains notions d’analyse, telles que les espaces des fonctions
intégrables, les fonctions spécifiques qui on utilisées dans les autres chapitres, nous donnons
ici la fonction Gamma et la fonction Béta. Ces fonctions jouent un role important dans la

théorie des équations différentielles d’ordre fractionnaire.

1.1 Quelque outils de base :

1.1.1 Espace des fonctions intégrables :

Définition 1.1 Soient Q = (a,b)(—o0 < a < b < +00) un intervalle fini ou infini de R et

I<p< o

1) pour 1 < p < oo, l'espace LP(Q)est lespace des (classe de ) fonction f réelles sur Q

telles que f est mesurable est

b
/ | f(2) | do < +oo,

2) pour p = oo,l’espace LP(Q2) est I” espace des (classe de) fonctions mesurables f bornées

presque partout (p.p) sur ).

Théoréme 1.1 Soit Q = (a,b) un intervalle fini ou infini de R.



1.1. QUELQUE OUTILS DE BASE :

1) Pour 1 < p < oo,l’espace LP(Q2) est un espace de Banach muni de la norme :

D=

£ ll= ([ 15t Py

2) L’espace I°(§2) est un espace de Banach muni de la norme :

| flleo=1inf M > 0:| f(z) |< Mp.psurSQ.

1.1.2 Espace des fonctions continues et absolument continues :
Définition 1.2 [6/

Soit Q = [a,b](—c0 < a < b < o00) etn €N =0.1.. on désigne par CN(Q) l’espace des
fonctions [ qui on leurs dérivées d’ordre inférieure ou égale a n continues sur ), muni de la

norme

17 1le= 3117 o= max | 79w [ n € N

En particulier sin =0, C°(Q) lespace des fonction f continue sur € muni de la norme :

|7 o= max | £ |

Définition 1.3 [0
Soit 2 = [a,b](—00 < a < b < 00) un intervalle fini. On désigne parAC([a,b])l’espace des

fonctions primitives des fonctions intégrables,c’est a dire :

b
Ac(o,t) = { /3¢ € Lot s fla) =+ [ v}
et on appelle AC([a,b]) Uespace des fonctions absolument continues sur [a, b]

Définition 1.4 [6/

Pour n €= 0,1, ..., on désigne par AC™([a,b]) espace des fonctions f ayant des dérivées
jusqu’a lordre (n — 1) continues sur [a,b] telles que f™~Y € AC([a,b]) c’est a AC™([a,b]) =
f:[a,b] — Cetf™=Y € AC([a,b]). En particulier AC([a,b]) = AC([a,b]).




1.2. ELEMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE :

1.2 Eléments de calcul fractionnaire :

1.2.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

On entend par « fonction spécial » toute fonction qui n’est pas élémentaire (polynome,

fonction trigonométrique, exponentielle, etc) ayant une grande importance et plusieurs ap-

plications. Dans cette partie on en rappelle quelques unes qu’on aura besoin dans notre

travail.

La fonction Gamma [9]

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge na-

turellement la factorielle. Nous présentons ici quelques résultats :

Définition 1.5 La fonction Gamma est définie par l'intégrale

+o0
['(z) = / e "t dt, R(z) >0,
0

ou t7~1 = e(z—l)lnt.

Lemme 1.1 L’intégrale (1.1) est convergente pour tout z € C avec R(z) > 0.
Proposition 1.1 La fonction Gamma satisfait les propriété suivantes :

1) T(z+1) =z2I(2)

2) T(z4+n)=z2(z+1)...(z+n—1I(2)

3) I'(z) = (2 —1)!
Preuve.

1) Une intégration par partie de l'intégral qui défini I'(z) nous donne

+oo o0
['(z) = / e Tt = [e7te? /2] + 1/2/ etefdt =1/21(z + 1).
0 0

2) Nous obtenons le résultat en se basant sur la propriété précédente

3) Nous utilisons une démonstration par récurrence - pour z = 1 nous avons :

+oo
I'(1) :/ e 'ttt =1,
0

(1.2)

5



1.2. ELEMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE :

- supposon que I'(z) = (z — 1)! est vrai montrons que la propriété reste vrai pour

l'odre (z + 1) d’aprés la propriété (1) nous avons :

Fz+1)=2T(2) = 2(z — 1) = 2. (1.4)

La fonction Béta [9)]

Dans de nombreux cas, il est plus pratique d’utilisé la fonction Béta au lieu de certaines

combinaisons de valeurs de la fonction Gamma

Définition 1.6 La fonction Béta est définie par :
1
Bz, w) = / w1 —w)" tduz > 0,w > 0. (1.5)
0

Proposition 1.2 Soit (z,w) € R% nous avons

1)

B(z,w) = B(w, 2), (1.6)
2)
Bz, w) = T(2)T(w)/T(z + w). (1.7)
Preuve.
1)
1
B(z,w) = / w1 — u)du, (1.8)
0
on utilisant le changement de variable u =1 —1
1
Blevw) = [ (1=t et = B, ), (1.9)
0
2)
+oo +o0
Fz)MNw) = / e_xxz_ldx/ e Yy tdy. (1.10)
0 0
En utilisant le changement de variable (x,y) = (rs,r(1 — s)) dont la matrice Jacco-
bienne est
s r
J pu
l—s5 —r




1.2. ELEMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE :

et | J |= r alors dedy = rdrds puis on appliquant le théoréme de Fubini, nous
obtenons
“+o00 1
I(z)N(w) = / e_rxz+wdr/ s7(1 — 8)"'ds = T'(z + w)B(z, w). (1.11)
0 0
Donc
Blz,w) =T (2)(w)/T'(z 4+ w). (1.12)

Ce qui représente la relation entre les deux fonctions esentielles du calcule fraction-

naire.

1.2.2 Intégrale fractionnaire

Comme la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaire, nous allons suivre
I’approcher de Riemann pour proposer une premiére définition d’intégrale fractionnaire, I’in-

tégrale de Riemann-Liouville.

Définition 1.7 L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction h € L'[a,b] d’ordre o € Ry ;

est définie par :
(e} 1 ! a—1
‘[a h(t) = m/a (t — S) h(S)dS,

ou I' est la fonction Gamma, lorsque a = 0 nous écrivons

Ih(t) = h(t) * ¢a(t)

ol o (t) = tro‘(;)l pour t >0

0a(t) =0 pour t <0,

econtent..tp, — 0 quand o — 0.

Théoréme 1.2 Pour h € Cla,b], l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville posséde la

propriété de semi-groupe.
I¢(IPh(t)) = I9TPh(t) pour a >0,8>0

Proposition 1.3 Nous avons les propriétés suivantes :




1.2. ELEMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE :

1) I°h(t) = h(t)

2) L’opérateur intégral I§ est linéaire.

1.2.3 Deérivées fractionnaires

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, malheureusement elles ne sont pas
toutes équivalentes. Nous présentons dans cette parties les définitions de Riemann- Liouville,

Caputo ainsi que Gruonwald-letnikov qui sont les plus utilisées.

1. APPROCHE DE GRUONALD-LETNIKOV
Cette définition se base sur l'obtention de dérivées par différences finies. La dérivée de
Grunwald- Letnikov d’ordre « est définie par :

(5]

(DS (E) = Tim b7 ™ (<1(§) (¢~ jh).

J=0

Les coefficients binomiaux avec des signes alternatifs pour des valeurs positives de n sont

définis comme :
(") = nn—1)n-2)..(n—-j5+1)  n
i) = » =

j jn—j)

Pour le calcul des coefficients binomiaux on peut utilisés la relation entre la fonction Gamma

d’Euler et la factorielle, définie comme :

(;l) _ o _ ['«)

jla=7)  (G+Dl(a—a+1)

La dérivée de Grunwald-Letnikov présente un intérét numérique évident. Si h est assez petit,
I’évaluation discrete de
h™ Y (=17 G)f(t = jh).
j=0
Permet d’approximer la dérivée fractionnaire sur R (de Liouville). Par contre les inconvé-
nients de cette approche sont sa difficulté technique pour faire les calculs, les preuves et les

grandes restrictions sur les fonctions.

2. Approche de Riemann-Liouville

Définition 1.8 Soit f une fonction intégrable sur [a, b/, alors la dérivée fractionnaire d’ordre

8



1.3. QUELQUES THEOREMES DE POINT FIXE

alavec n—1<a <n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

MDUS(E) = g | (= T s = G ),

1.3 Quelques théorémes de point fixe

Pour les applications ultérieures, nous avons besoin de théorémes de point fixe suivants :

Théoréme 1.3 (Banach)[10]
Soient X un espace de Banach,et A : X — X un opérateur contractant. Alors A admet un

point fize unique, i.e Alu € X tel que Au = u.

Théoréme 1.4 (Schauder)[6)]
Soit (E,d)un espace métrique complet, soit X une partie conveze et fermé de E, et soit
A X — Xune application telle que I’ensemble Az : x € X est relativement compacte dans

E. Alors A posséde au moins un point fize.

Théoréme 1.5 (Schaefer)[10, [11)
Soient X un espace de Banach et A : X — X un opérateur complétement continu.Si
[’ensemble

e={ue X : AN Au=u,pour un certain A €|0,1[},
est borné, alors A posséde au moins un point fize.

Théoréme 1.6 (Ascoli-Arzela)[11]
Soit Aun sous ensemble de C(J, E), A est relativement compacte dans C(J, E) si et seulement

si les conditions suivantes sont vérifiées :

1) L’ensemble A est borné. i.e il existe une constante K > 0 tel que :

| f(z) Ik pourtout x€J et tout feA.

2) L’ensemble A est équicontinue. i.e pour tout & > 0,il existe 6 > 0 tel que
[ty —ta|< 0 =|| f(ts — fta) |[< e pour tout 1,12 € Jet toutf € A.

3) Pour tout x € 'ensemble f(x), f € A C E est relativement compacte.

9



1.4. TRANSFORMEE DE LAPLACE

Définition 1.9 (Opérateur contractant)
Soit X est espace de Hilbert et A un opérateur borné, l'opérateur A est dit opérateur contrac-

tant s’il exisle une constante K telle que 0 < K < 1 et

Ve,ye X, | Te =Ty |[< K |z-y].

1.4 Transformée de Laplace

Définition 1.10 [75/
La transformée de Laplace d’une fonction f(t) de la variable réelle t € Ry est formellement
définie par :

Lf(s)= /OO e ' f(t) dt, seC, (1.13)

0
f(t) est appelee originale de Lf(s).
La transformée de Laplace d’une fonction n’existe que si Uintégrale (1.13)) est convergente,
pour cela loriginale doit étre d’ordre exponentiel v, ce qui veut dire qu’il existe deux constantes
M et T telles que :
| f(t) < Me't > T,

dans ce cas la transformée de Laplace existe pour R(s) > .

L’originale f(t) peut étre reconstituée a l’aide de la transformée de Laplace inverse :

c+1i00
LHLSf)(x) ! / e Lf(s)ds, c¢> 7.

21 Joino

Proposition 1.4 [6

La transformée de Laplace est linéaire.

Définition 1.11 L’opérateur de convolution de Laplace de deux fonctions f(t) et g(t) défi-

nies sur R+ est donné pour x € Rypar :

(f 9)(a) = /0 " Fo = Hg(t)dt.

Théoréme 1.7 (Théoreme de convolution)[6)f

10



1.5. ESPACE LP

Pour deux fonctions f(t), s(t) dont les transformées de Laplace existent on a :

L(f *g)(s) = Lf(s)-Ly(s)-

Proposition 1.5 La transformé de Laplace de la dérivée d’ordre n € N* de la fonction

(f(t))est donnée par :

LU)s) = LA () — 3 s 1 (00),

k=0

sous ’hypothese d’existence des intégrales correspondantes.

1.5 Espace Lp

En analyse, les espaces Lp sont des espaces de fonction dont la puissance P-iéme est

intégrable, au sens de Lebesgue.

Définition 1.12 [72/
Soit Q =]a,b] (—oo < a <b< +00) un intervalle borné ou non borné de R. pour 1 < p <
00 ; on définit l’espace Lp comme suit :

iem

1) Pour 1 < p < oo, Lp(w) est l’espace des fonctions mesurables de puissance p

intégrables sur €2 c’est-a-dire :

feL,() /Q||f(x)|p drx < oo [ mesurable. (1.14)

Ifll, = (f\f|pdx)% est une norme sur LT (2)
(LP(Q), |I-]|,) est un Banach.

2) Pour p =2 alors :
L*(Q) = {f : fmesurable a carré intégrable surﬂ,/ fA(x)dr < oo}
Q

(LQ(Q) <. >L2(Q))>

11



1.6. THEOREME DE FUBINI

est le produit scalaire défini par :
< [,9>1200 /f ) dx Vf,g¢e L*(9Q). (1.15)
3) Pour p =00, L>®(Q) est l’espace des fonctions essentiellement bornées sur Q.
Définition 1.13 f est dite essentiellement bornée sur Q) sl AM > 0 telle que,
[ fllec = esssup|f(w)|= it {M < 0; [f(z)|< M, pp  surid}, (1.16)

(L>(92), ]|-]|s0) est un Banach.

1.6 Théoréme de Fubini

Soit £ un ensemble mesurable R"((a,b) C R") et ((¢,d) C R™) un ensemble mesurable et
la fonction f(z,y) intégrable sur (a,b) X (¢, d), alors pour presque tous les x € (a,b), f(z,y)

est intégrable sur (¢, d) et :

/(a,b)x(c,d) J(w, y)dedy _/ (/ fla,y)d ) dr = /cd </abf($ay)d$) dy,

c-a-d : Si f(x,y) est une mesurable sur (a,b) X (¢, d) et est finie 'une des intégrales :

/<a,b) (/(C,d) |f(x,y)|dy) dx = /cd (/b |f(:v,y)|dg;) dy.

12



Chapitre 2

Calcul fractionnaires

Dans ce chapitre,nous introduisons la définition des intégrales et dérivées fractionnaires

de Riemann-Liouville ainsi que ceux de Caputo.

2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-liouville :

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre a € C(R(«r) > 0), selon 'approche de Riemann-

Liouville, généralise la célébre formule (attribuée a Cauchy) d’intégrale répété n-fois :
1 x
(I"f) (x / dtl/ dts.. / n)dt, = =D / (z —t) " Vft)dt (n € N¥).
n— a

Définition 2.1 Soit o € R, l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (notée par R-L)

d’ordre o dune fonction f est définie par :

1) f(z) = ﬁ / T A (2.1)

pour (—oo < o < & < +00)
pour a =0, on a : IY = I(l'oprateuridentit)

pour o = n € N* I coincide avec "intégrale répétée n fois de la forme :

/ dt, / dt.. /tn_l o

_ (n_ 5 / (= )" f (1)t

13



2.1. L’INTEGRALE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE :

Exemple 2.1 Soit f(z) = (x — a)° avec ¢ > —1 alors

I'(c+1)

T(a+c+1) (v = a)™™, 23)

15 f(x) =

en effet

I'f(x) = — /x(:v —1)*(t — a)dt.

En utilisant le changement de variable et la fonction Béta on obtient :

t—a=s(r—a)0<s<1, (2.4)
I¢f(x) = ﬁ /1[95 —a—s(x—a)* sz —a)ds
0
= ﬁ(x —a)**e /01(1 — 5)* 1sds
- ﬁ(:ﬁ — a)*B(a, e+ 1)
r 1
() = o o = )
dans la cas a =0 On a,
() = e

Ia+c+1)

Théoréme 2.1 (Existence de 'intégrale) [13/
Si f € L'([a;b))et >0, alors (IS f)(x) existe pour tout x € [a;b] et on a

I f € L'([a, b).
Preuve. Soit = € [a;b]. On a

[ e=0epw s [(w-ae s a
—@—a [ 150 |

< (@—a) V|| f 1< 4o si€ [a;b).

Donc (12 f)(x) existe presque partout sur [a; b].

14



2.1. L’INTEGRALE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE :

En utilisant la définition (2.1)) puis le théoréme de Fubini, on trouve :

/yfaf |dx—/ \—/a @D ()t | da
s/—/x@—t)alrfmdtdx
// )@=V | £(t) | dtda.

/ab | (IS f)(x) | dx < ﬁ/@b/tb(gj_t)a—l | £(t) | dudt
=i [ 1ot [ [ - o) a

en effectuant la changement de variable x = t 4+ y(b — t) et moyennant la relation (|1.12)

(a) / U (b—t) (b—t)dy}dt
“r {/ -0

Donc

(sachant que I'(1) = 1), on obtient

[ 10w

”\
—

[«
FL o[ lyo‘_ldy] i
FL B (a, 1)dt
ol e
[ 1une e =t / 50016 b
D’ou
/ (12 f)(2) | do < B | dt,

et puisque f € L'([a;]) , on déduit que

[ 1zpe ] de <+,

ie: Iof € L'([a;b]). u

15



2.1. L’INTEGRALE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE :

Exemple 2.2 Soit f(x) =c on a

(g f)(z L Ft)dt

'1

par le changement de variable t = a + s(x — a) on trouve :

C

1@ = F7 [ o= o= sle—a) e~

C

= 1:1:—@“ — 5)(@Dgs
=5y [ s
_dz—af / (1—s)@ s

(o)
c(x —a)*T (1))
I'a)(a+1)
clr —a)®
Ma+1)

Théoréme 2.2 Soient a > 0 et (fx);25 est une suite des fonctions continues et simplement
convergentes sur [a;b]. Alors on peut invertir l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann

Liouwville et le singne limite comme suite :

[m lim fk>]< )= lim (12 fi)(x).

n—+o0o n—+o0o

Preuve. Soit f, — fa

| & fi(a) = I3 f(x) | =] ﬁ/w | fe(t) = f(t) | (@ — )" dt |

< %/ﬂ (x —t)* 't

| S = f o1 o
SWE(:C_G)
(x —a)
Smn fi = [l
1

< - _ b— « k—>+oo.
5 o= e (b= ) >+

16



2.1. L’INTEGRALE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE :

Théoréme 2.3 [16] Soient o,y > 0 pour toute fonction f € L*([a,b]). On a
LI f) = 1577 f = 1015 f), (2.5)

pour presque tout x € [a,b],si de plus f € c([a;b]), alors cette identité est vraie pour tout

x € [a,b].

Preuve. supposons d’abord f € L([a;b]). On a

19 (1 ) % / (& — DI ) (8)dt
%/ Fiw/( — ) f(y)dydt

’1

—W/ (e =2)° y)dyd.

Les deux intégrales figurant dans cette derniére égalité existent (en vertu du théoréme exis-

tence de l'intégrale) pour presque tout = € [a;b] , et la théoréme de Fubini permet d’écrire :

19 £)] () = m / ' [ =0t sy

1 T T R 1
- T / / (2 — 1)t — y) ™ f(y)ddy,

pasons t = y + s(z — y) ;on a trouve

(15 (I3 )] (=) =

1 : oty—1
- F(@)F(’Y)/a (z —y) f(y)B(v,a)dy
INGRINC) x A
(o)L ()T (o +7) / (@ —y)*" " f(y)dy
1 : a+y—1
- T(a+7) /, (x—y) f(y)dy
= (17 f)(@)

si f € c¢([a;]), en utilisant la densité de C([a;b]) dans L'([a;b]) la relation (2.5) reste veste

vraie []

Proposition 2.1 [T}/, [15] Soit f € c([a;b]), et soient o,y > 0, on a pour tout x € [a;b]

17



2.2. DERIVEE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE :

1)

i (7)) = f(2). (2.6
2) Sip <~ alors
L mn @) = (17D, (2.7

Proposition 2.2 soit r un entier naturel et supposons que f) est intégrable alors,

FO (@) = (L) () + [V (a). (2.8)

fP(a). (2.9)

2.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville :

Définition 2.2 [6/,[10] soit f € L'(|a;b]) une fonction intégrable surfa;b/,la dérivée frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre a € C(R(«) > 0),notéeDS f

est définie par :

D00 = rores (1) [ =00 (210

oun—1<[R(a)] <n etz >a. En particulier, pour « =m € N on a

(D°f)(x) = ﬁ (%) /:f(t)dt — f(). (2.11)

000 = 5 (e ) [ 100 = S r(o) (212

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée

classique pour o € N.

Remarque 2.1 )
DiN@ = (1) @,

tel que :n=[R(a)]+1 x> a.

Exemple 2.3

18



2.2. DERIVEE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE :

1) Soit f(z) = (x — a)? avec B> —1 pour a > 0 tel quen —1 < a <n, on a d’apres la

remarque (2.1)) puis 'exemple (2.3)) :

DG f(x) = D" f(x)

B L'B+1)
S T(B+n—a+1)

D"(x — a)" P,
Alors,pour (a — 5) € {1,2,..n} on a :
Df(x) =Dz —a)*? =0 je€{1,2,..n}, (2.13)

par ailleurs si (« — B) ¢ 1,2, ...n on trouve

Lg+1)

m(w —a), (2.14)

D3 () =

2) En particulier,si 5 =0 et a > 0 ,la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une

fonction constante f(x) = C' est non nulle, sa valeur est :

C(x—a)™@

b.C = T(1—a)

Remarque 2.2 (Dérivée la fonction exponentielle) :[75/ La dérivée d’ordre n € N, de

bx

la fonction € ou b est une constante, est donnée par [’expression suivante :

d n
(%) ebx — bnebx'

Liouville a étendu cette définition pour inclure les dérivées d’ordre arbitraire o
Db = poebe, (2.15)

Il a aussi utilisé le développement en série pour collecter toutes les fonctions exponentielles

oub, >0 etc, €R. Dou
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2.2. DERIVEE FRACTIONNAIRE DE RIEMANN-LIOUVILLE :

D (f(x)) = D2 (i cneb"$> = i e, Va € R.

Remarque 2.3 (Dérivée de fonctions trigonométriques :) [15/ On a
Dg (eibx) — (ib)aeibx
= isin (a%) (cos(bx) + isin(bx))b"

= [cos(bx + ag) + isin(bx + ag) :

D’ow l'en déduit les identités suivantes

D¢ (cos(bx)) = b cos(bx + ag). (2.16)
D3 (sin(bx)) = b*sin(bx + ag). (2.17)

Théoréme 2.4 Soient f et g deux fonctions intégrables dont les dérivées fractionnaires de

Riemann-Liouville d’ordre o existent. Alors pour A, Ay € R, D¥(A1f + A2g) eziste et on a
(D (ALf 4+ A2g))(z) = M (Dg f)(@) + A2(Dgg) (). (2.18)

Preuve. Soient A1, Ay € R et f, g deux fonctions définies sur [a, b]. Moyennant la définition

de la dérivée de Riemann-Liouville, on aura

(D2 f + dog)) (@) = =T
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2.3. DERIVEES FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO :

Proposition 2.3 [6/,[16] Soient o > 0 et n = [a] + 1. si f € AC"([a;b]), alors la dérivée

fractionnnaire D% f existe presque partout sur [a;b] et de plus, elle est donnée par

n—1
o 9 ey Y [T pynet )
D f(x Z a) +F(n—a)/a (z — )" M (1)dt.

Proposition 2.4 [6/,[16] Soient o, > 0 tels quen —1<a<nm-1</<m

1) Pour f € L([a;b)), l’égalité :

DI f(t) = f(1),

est vrai pour presque tout x € [a,b],

2) sia> >0, alors pour f € L'([a;b]), la relation :

Dy (Dg f)(x) = (I°7") f(x)

est vrai presque partout sur |a,b],

3) si B> a >0 et la dérivée fractionnaire DP~f existe, alors on a

DI f)(w) = (D= f)(),
4) si [ € LY([a;b]) et I"f € AC™([a;b]) avec n = [R(«) + 1], alors

n—1
x_aj n—+o

0N @) = o) - Y i, |2y o] @)

= (j—n4+a+1)csat

2.3 Dérivées fractionnaire au sens de Caputo :

On va introduit une dérivée fractionnaire qui est plus restrictive que celle de Riemann-

Liouville.
Définition 2.3 Soit @ > 0 avecn — 1 < a <n,(n € N*) et f une fonction telle que

ﬁf € Ll[CL b]
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2.3. DERIVEES FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO :

La dérivée fractionnaire d’ordre o de f au sens de Caputo est définie par :

C Na _ 1 ! n—a—1 n—a d"
D*J(0) = ey [ =7 = PG @)

Proposition 2.5

1) Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville :

Soit p > 0 avec n —1 < p < n,(n € N*), supposons que f est une fonction telle que
CDVf(t) et BDJ f(t) ewistent alors :

“Drf(t) =" Dr ( v M=ot p) . (2.20)

— Fk p+1)

On déduit que si f*)(a) =0 pour k =0,1,2,....n — 1, on aura DP f(t)

2) Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire :

St f est une fonction continue on a :

—

n—

®) (a)(t — a)k
CDrIL = Fet D)) = () - Y =

k! ’

(2.21)

B
Il
o

donc lopérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l'opérateur d’inté-
gration fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.
Exemple 2.4

1) La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo :

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :
“pre = 0. (2.22)

2) La dérivée de f(t) = (t —a)® au sens de Caputo :

Soit p un entier et 0 <n—1<p<n avec a >n — 1,alors on a :

Fa+1)
Ia—n+1)

a—n

(T_a) )

£ =

d’ot
['a+1)

DUt —a) = I(n—pl(a—n+1) /a (t—7)" P N1 —a)* "dr,
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2.3. DERIVEES FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO :

effectuant le changement de variable T = a + s(t — a) on obtient :

“DP(t —a)® =

a F(n—p)F(a—n+1)F(a—p+1)(t_a)a_p
B Mla+1) (t— a)o”
CD(a—p+1)
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Chapitre 3

Problémes aux limites pour des

équations différentielles d’ordre

fractionnazire

Dans ce chapitre, on va étudier I'existence et I'unicité de la solution d’un probléme aux

limites du premier ordre, pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire .
“Dy(t) = f(ty(t)). pourtout teJ=1[0.T].0<a<1. (3.1)

ay(0) +by(T') = c. (3.2)

Ou “D® est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. f : [0.7] x R — R une fonction

continue. a, b, c sont des constantes réelles avec a + b # 0.

Ou f est comme dans le probléme (3.1))-(3.2)

Pour probléme on présentera deux résultats d’existence.
Le premier est basé sur le théoréeme de point fixe de Banach et le second sur le théoréme de

point fixe de Schaefer. ces résultats sont dus & Benchohra et Al [8].

3.1 probléme aux limites dans le cas 0 < a < 1

3.1.1 Existence et d’unicité de solutions :

On commence par la définition d’une solution du probléme (3.1) — (3.2)
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3.1. PROBLEME AUX LIMITES DANS LE CASO0 < a <1

Définition 3.1 Une fonction y € C*([0.T].R) est dite solution du probleme (3.1))-(3.2)) si
y satisfait [’équation ©D%y(t) = f(t.y(t)) sur J et la condition ay(0) + by(T) = c. Pour
Uexistence de la solution du probléme (3.1)-(3.2), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1 Soit 0 < o < 1 et soit h : [0.T] — R une fonction continue. Une fonction y

est une solution de [’équation intégrale fractionnaire

y(t) = yo + ﬁ/o (t — 5)* th(s)ds, (3.3)

si et seulement si y est la solution du probleme a valeur initiale pour [’équation différentielle

fractionnaire

“Doy(t) = h(t). te[0.T], (3.4)
y(0) = wo. (3.5)

Lemme 3.2 Soit 0 < o < 1 et soit h : [0.T] — R une fonction continue. Une fonction y

est une solution de [’équation intégrale fractionnaire

I 1 b [T
t) = — t— ) 'h(s)ds — — | —— T —5)* 'h(s)ds — .6
W0 = [ =i - o st o o)
si et seulement si y est la solution du probleme aux limites pour ’équation différentielle
fractionnaire
“Dy(t) = h(t). te[0.T], (3.7)
ay(t) + by(T) = c. (3.8)

Preuve. D’aprés le lemme 3.1/ on a

1 t
y(t) = yo + —/ (t — 5)* 1h(s)ds.
L) Jo
Il reste a vérifier les conditions aux limites, on a

y(T) = yo + ﬁ /0 (T — 5)* 'h(s)ds.
Or

ay(0) +by(T) = ¢,
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3.1. PROBLEME AUX LIMITES DANS LE CASO0 < a <1

par suite

ay(0) + by(0) + % /0 (T — 5)**h(s)ds = c,

avec

a+b#0,

c’est a dire

0)=— N 0
= c— — s s)ds| .
T [T T o

Et on obtient (3.6]). Ce qui achéve la démonstration. On va donner un premier résultat concer-
nant l'unicité de la solution du probléme (3.1))-(3.2), en utilisant le théoréme de contraction

de Banach. -

Théoréme 3.1 Supposons que : (H1) il existe une constante K > 0 telle que :
| f(tu) — f(ta) |<k|u—1u| pour tout t € J. et tout u.u € R.
Si

|a+b| <
Ia+1) ’

alors,le probleme (3.1)-(3.2)) admet une solution unique sur [0,T].

KT (14 )
1

Preuve. On va transformer le probléme ({3.1)-(3.2]) en probléme de point fixe.considérons
I'opérateur.

F:C([0.T].R) — C([0.T].R)
défini par :

Fly)(t) = ﬁ / (t— )" fs.p(s))ds — —— [% / (T — ) f(sy(s))ds — |

a+b
(3.10)
il est clair, que les point fixe de 'opérateur F' sont les solution du probléme —.
F est bien défini, on effet : si y € C([0.7]). alors (Fy) € C([0.T].R).
Pour montrer que F' admet un point fixe, il suffit de montrer que F' est une contraction, en

effet : si z.y € C([0.7T].R). Alors, pour tout ¢t € J.
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3.1. PROBLEME AUX LIMITES DANS LE CASO0 < a <1

On a:

| F(z)(1) = F(y)(1) |Sﬁ/ot(t — )" | f(s.2(s)) — f(s.9(5)) | ds

‘b| ! —g) 1 s.x(s)— J(s.y(s S
* i Tare] ), 0O ealo) = Jlsa) 14
cHlz=yle /t(t_s)o‘lds

B ['(a)
!b!KHﬂ?—yHoo/T .
T —s)*'d
RGO
. o
KT <1+ W‘) o
et par suite
KT (14 b)
| F(x) = F(y) [[< | 7=y |l -

al'(a)
En vertu de on peut déduire que F' est une contraction, et d’apres le théoréme de
Banach F' admet un seul point fixe qui est une solution du probleme (3.1)-(3.2)).

Notre deuxiéme résultat pour le probléme - est basé sur le théoréme du point fixe

de Schaefer. -

Théoréme 3.2 Supposons que

(H2) La fonction f:[0,T] x R — R est continue

(H3) il existe une constante M > 0 telle que | f(t,u) |[< M pour tout t € J. et tout u € R.
alors, le probleme [B.1)-(3.2). admet au moins une solution sur [0;T] :

Preuve. On va utiliser le théoréme du point fixe de Schaefer pour montrer que F' défini par
admet un point fixe La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etape 1 : F est continue.

Soit y,une suite dans C([0, 7], R)convergente pour la norme ||.||o vers une limite y,c’est a
dire :

lim ||y, — y|lec = 0.
n—-o0

Il faut montrer que lim,, .« || F (yn) — F(y)||,, = 0. Pour tout ¢ € [0, 7]
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3.1. PROBLEME AUX LIMITES DANS LE CASO0 < a <1

[ (yn) (1) = F(y)()] < ﬁ /Ot(t = 8)" M (5,5n(s)) — f(s,9(5))| ds

Lo b
I'(a)la+ 0] Jo

< ﬁ / (t= )" sup |f (5,5n(s)) — F(s.y(s))| ds

(T = s)* 7 1f (5,a(s)) — f(s,9(s))| ds

oo
S =9 s 17 o)~ Sl
3 Hf( - >>F IR [ [t-ara
\a|ﬂb| ) lds}
T (1+|Ji'b|)||f< (n)< D= Fvle

Puisque f est continue alors

T (14 ) 17 o) = Fu(D) e
INa+1)

| Fyn(t) — Fy(t)| < — 0 quand n — oo.

d’ou la continuité de F'.

Etape 2 : I'image de tout ensemble borné par F' est un ensemble borné dans C([0, 7], R).
En effet, il suffit de montrer que pour tout n* > 0, il existe une constante positive [ telle que
pour tout y € By, By =y € C([0,T],R) :||ylloc <n*. Ona ||F(y)|e <. Par (H3) on
a pour tout ¢ € [0, 7.

t

IFy)O] < = [ (t=3)""'f(s,(s))lds

0] Lo e el
+F(Oé)|(l+b‘ 0 (T S) |f<87y<5))‘d3+ |CL—|—b|

Mo Mpl " ¥
el t— oc—ld ettall bl B T— a—ld
< /o< RS v T A A Py

Mo MB . K
al'(a) al'(a)|a + b la+b|’

| =
SN—
O\,J

donc

M . Mb| o, _ld
IFEWle < —= =T+

S L N I B
* = al'(«) al'(a)]a + b la + b
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3.1. PROBLEME AUX LIMITES DANS LE CASO0 < a <1

Et par suite F' (B,~) est borné.
Etape 3 : L'image de tout borné par F' est un ensemble équicontinue de C'([0, 7], R). Soient
t1,t2 € (0,t],t1 < ta, By un ensemble borné de C([0,T],R) et soit y € B,~. Alors :

P0) @)~ F0) () < gy [ 109 = 1o s

Mot
+ —/ (ty — )" " ds

F(Oo t1
M @ | ja  sa o
S m[(tg—tl) +t1 —tz]‘i‘m(tQ_tl)
< m<t2_tl)a+—F(a+1) (17 —13).

Quand t; — 9, le membre droit de I'inégalité précédente tend vers 0, d’ot la continuité de F'.
D’aprés I'étape 2 et 3 et le théoréme d’Ascoli-Arzéla F' (B,-) est relativement compact pour
tout borné B, c’est a dire I’ est complétement continu, et d’apres 'étape 1, F' est continu.
Par conséquent F': C([0,T],R) — C([0,T],R) est continu et complétement continu.
Etape 4 : Maintenant, il reste & montrer que ¢ = {y € C(J,R) : y = AF(y) pour 0 < A < 1}
est borné.

Soit y € ¢, alors y = AF(y) pour 0 < A < 1. Donc, pour chaque ¢t € J. On a :

y(t) = [ﬁ [ = s atonas

[ [ satnas - |

Alors, d’aprés (h3), et pour tout ¢ € J, on a :

POl o | (= 971 f (s, y(5))\ds

9 (T — )| f (s, y(s))lds +

T(a)|a+b] J, @+ b]

M [ M|b| g |
< [ —stds 2 PL T g1y
<t |, T g, 9T

M|b| |
o 2O e .
Sar@) Tat@laxo e+
Dong, pour tout ¢ € [0,¢] on a
M M|b| |
Pl < - g o ~R.
Wl < al'(«) * al'(a)]a + b la + bl
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3.1. PROBLEME AUX LIMITES DANS LE CASO0 < a <1

Cela montre que e est borné. Comme une conséquence du théoréme de point fixe de Schaefer.
On déduit que F' admet au moins un point fixe qui est une solution du probléme (3.1))-(3.2)).
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Chapitre

Conclusion :

Notre but principal dans ce mémoire est de présenté quelques résultats d’existence et
d’unicité des solution du probléme aux limites pour les équations différentielles d’ordre frac-
tionnaire au sens de caputo. Ces résultats on été obtenue par 'utilisation du théoréme du
point fixe .

Nous avons montrer 'existence de cette solution et en faisant intervenir le théoréme de
contraction de Banach, Schaefer,et Schauder nous avons établi un résultat sur ’existence et

l'unicité de la solution.
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