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Résumé en Anglais

Delay di¤erential equations

and applications in biology

Abstract

In this work, we studied a class of delay di¤erential equations arising from

biology. With the aid of a powerful technique based on the Legett-Williams

�xed point theorem, the Green�s functions method and some functional ana-

lysis tools, some su¢ cient conditions are etablished to guarantee the exis-

tence of at least three positive periodic solutions of the proposed equations.

Moreover, applications to three biological models are given to illustrate the

feasibility of the main �ndings.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Keywords : Delay di¤erential equation, Green�s function, Leggett-Williams

�xed point theorem, periodic solution.
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Résumé en Français

Les équations di¤érentielles

à retard et applications en biologie

Résumé

Dans ce travail, nous avons étudié une classe d�équations di¤érentielles à

retard issues de modèles biologiques.

À l�aide d�une technique puissante basée sur le théorème du point �xe

de Legett-Williams, la méthode des fonctions de Green et quelques outils de

l�analyse fonctionnelle, des conditions su¢ santes sont établies pour garantir

l�existence d�au moins trois solutions périodiques et positives des équations

proposées. En outre, des applications à trois modèles biologiques sont données

pour illustrer la faisabilité des principaux résultats.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Mots clés : Équations di¤érentielle à retard, fonction de Green, théorème

du point �xe de Leggett-Williams, solution périodique.
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Typographie et Acronymes

Typographie

� � désigne le retard dans l�ensemble de ce mémoire.

� T désigne la période.

� Les noms des savants, les termes techniques ou les mots que nous vou-

lons souligner sont indiqués en italique.

Acronymes

EDR : Équation di¤érentielle à retard.

CSH : Cellule souche hématopoïétique.

GB : Globule blanc.

GR : Golobule rouge.

NK : Les cellules "natural killer".

G1 : Phase de croissance 1:

G2 : Phase de croissance 2:

G0 : Phase de repos.

M : Phase de mitose.

S : Phase de synthèse de l�ADN.

x



Notations

Ensembles et nombres

Tout au long de ce mémoire, les notations suivantes seront utilisées.

R : Ensemble des nombres réels.

Rn;Cn : Espace des n-uplets:

N : Ensemble des entiers naturels.

N� : Ensemble des entiers naturels non nuls.

C : Ensemble des nombres complexes.

[a; b] : Intervalle fermé de R d�extrémités a et b:

C ([a; b] ;R) : Ensemble des fonctions continues de [a; b] dans R:

C1 (R;R) : Ensemble des fonctions continûment di¤érentiable de R dans R:

BE (0; 1) : Boule unité fermée de E:

K : Cône ordonné.

L1 ([0; 1]) : Espace de Lebesgue des fonctions intégrables sur [0; 1] :

L (E;F ) : Espace des opérateurs linéaires de E dans F:

L (E;F ) : Espace des opérateurs linéaires continus de E dans F:

K(E;F ) : Ensemble des opérateurs compacts de E dans F:

D (T ) : Domaine de dé�nition de l�opérateur T:
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Notations

Fonctions

j�j : Valeur absolue.

k�k : Norme.

max : Fonction maximum.

sup : Fonction supremum.

min : Fonction minimum.

expx; ex : Fonction exponentielle de x:

G (t; x) : Fonction de Green.

lim
x�!a

: Limite quand x tend vers a.
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Introduction générale

Motivation et contexte

Le présent travail porte sur l�étude des équations di¤érentielles à retard

(EDRs en abrégé) provenant de phénomènes biologiques. Ces équations

occupent désormais une place prépondérante dans presque tous les domaines,

notamment dans les domaines des sciences et de l�industrie car elles appa-

raissent dans la modélisation de plusieurs phénomènes d�hérédité réels ren-

contrés en biologie, physique, chimie, économie, etc.

Ces équations qui nécessitent la mémorisation d�une partie de l�histoire

du système pour connaître son évolution, ont longtemps joué un rôle crucial

pour comprendre, modéliser, et prévoir le futur des phénomènes biologiques.

En e¤et, la croissance d�une population n�est pas instantanée, mais intervient

avec des retards importants et inévitables fournissant des résultats plus précis

et réalistes.

Le retard qui est généralement une valeur discrète, variable, que ce soit

dépendante du temps ou de l�état ou même distribuée, se traduit comme un

temps nécessaire pour que le système réponde à une certaine évolution, ou

parce qu�un certain seuil doit être atteint avant que le système ne soit activé.

Plusieurs expériences ont montré que l�introduction du retard dans l�étude

1



Introduction générale

des populations vivantes peut enrichir la dynamique des modèles considé-

rés où sa signi�cation di¤ère d�un modèle à un autre, il peut représenter la

période d�incubation d�une maladie contagieuse en épidémiologie, la durée

du cycle de vie dans la production des cellules sanguines en hématologie, le

temps de transit ou la durée d�une transformation cellulaire en dynamique

des populations cellulaires, le temps de gestation ou de développement,la

phase juvénile ou la période de maturation en dynamique des populations de

certaines espèces humaines, animales et végétales.

Historiquement, les travaux de J. Bernoulli, L. Euler, J.L. Lagrange, P.

Laplace, S. Poisson au 18�eme siècle furent l�étincelle à l�origine de la passion

pour la recherche sur le concept du retard dans les phénomènes réels, une

étincelle qui jusqu�à présent ne s�est jamais éteinte. Mais la notion d�une

équation di¤érentielle à retard où le comportement est a¤ecté par la dépen-

dance des variables d�états au temps passé, apparaît chez les mathématiciens

au début du 20�eme siècle. Encouragé par Picard qui a souligné lors de la

conférence internationale des mathématiciens à Rome en 1908, l�importance

de modéliser les phénomènes physiques par ce type de modèles, la théorie

de ce type d�équations n�a cessé de se développer depuis cette date. À cette

époque, ces équations s�introduisent en mathématiques par des travaux en

théorie des nombres ou par le biais de problèmes d�origine géométrique (voir

[22] et [24]).

La �n des années 20 du 20�eme siècle a été marquée par quelques appli-

cations dans les sciences de la vie lorsqu�est apparue la nécessité de relier le

sujet biologique réel et la représentation qu�on en donne à travers un mo-

dèle mathématique avec retard. Les plus importants modèles retardés sont

sans doute ceux qui ont été étudiés par Alfred. J. Lotka et de. Vito. Volterra

[25, 26]. En e¤et, dans cette époque qui était connue sous le nom d�âge d�or

Mémoire de Master 2 A. Benloucif et C. Bouaita
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de l�écologie théorique, de nombreux travaux pionniers ont établi des résul-

tats génériques sur les modèles de compétition et de relations prédateur-proie

dont on cite, par exemple, l��uvre majeure de V. Volterra [25] où il a écrit

sur le rôle des e¤ets héréditaires sur les modèles de la dynamique de plusieurs

espèces en interaction.

La seconde moitié du 20ème siècle a été caractérisée par un développe-

ment destiné à la modélisation des phénomènes biologiques. Par exemple,

en 1948; Hutchinson [12] a proposé une nouvelle formulation de l�équation

logistique où il a y une dépendance de la population au temps t � � plutôt

qu�à l�instant t. Parallèlement aux travaux réalisés par J. Hale et ses colla-

borateurs [9], [10], [11], pour développer la théorie des équations à retard, il

y a eu d�intensives recherches sur le sujet depuis les années 70 qui ont donné

naissance à un nombre considérable de modèles retardés dans l�étude des

populations vivantes comme le travail de Taylor et Sokal [27] sur les popula-

tions de mouches domestiques et les travaux qui concernent la prolifération

de certains constituants du sang comme les travaux de Lasota et Wazewska

[28] sur la production des globules rouges chez les animaux et les études de

Glass et Mackey [15] sur l�hématopoïèse normale et pathologique chez les

êtres humains, les travaux de Gurney, Blythe et Nisbet [8] sur l�evolution

des populations de lucilies cuivrées, les tarvaux d�Arino et Kimmel [2] sur

la production cellulaire, les travaux de Marcus et Westervelt [16] sur des

modèles de réseau de neurones et les modèles épidémiologiques de Yorke [29]

et Cooke [6], etc.

Récemment, la littérature de biologie mathématique concernant les EDRs

est abondante et les modèles de ce type ont été largement étudiés, surtout

dans la modélisation des phénomènes oscillatoires.

Mémoire de Master 3 A. Benloucif et C. Bouaita
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Objectifs

L�objectif primordial de ce travail est de présenter l�e¢ cacité de la théorie

du point �xe pour établir certains résultats d�existence des équations

di¤érentielles retardées issues de modèles biologiques.

Plus précisément, notre travail s�intéresse aux problématiques suivantes :

l�existence, la bornitude et la positivité des solutions périodiques d�une classe

d�équations fonctionnelles di¤érentielles à retard qui modélise plusieurs phé-

nomènes biologiques.

Plan du mémoire

Notre mémoire se compose de trois chapitres, d�une conclusion et d�une

bibliographie.

Dans le chapitre 1, après l�introduction, nous avons présenté brièvement

quelques notions préliminaires incontournables pour la bonne compréhen-

sion de ce mémoire. La première section est consacrée entièrement à exposer

quelques dé�nitions et propriétés fondamentales des fonctions deGreen. Dans

la deuxième section, nous avons jugé judicieux de présenter quelques concepts

de compacité. En�n, nous proposons pour conclure une version du théorème

des points �xes multiples de Leggett-Williams.

Ensuite, on arrive au deuxième chapitre qui abrite les résultats princi-

paux de ce mémoire et qui est dédié à l�étude de l�existence d�au moins trois

solutions périodiques positives de la classe d�équations di¤érentielles fonc-

tionnelles non linéaires du premier ordre suivante :

x0 (t) = �a (t)x (t) + �f (t; x (h (t))) ;

où � > 0 est un paramètre, h 2 C (R;R) et a 2 C
�
R;R�+

�
sont des fonctions

T�périodiques et f 2 C (R� R+;R+) est T�périodique par rapport à la

première variable.

Mémoire de Master 4 A. Benloucif et C. Bouaita
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Il faut signaler ici que cette classe d�équations peut être considérée comme

une classe mère des deux classes d�équations di¤érentielles à retard suivantes :

x0 (t) = �a (t)x (t) + �f (t; x (t� � (t))) ;

et

x0 (t) = �a (t)x (t) + �f (t; x (t� �)) ;

où � 2 C
�
R;R�+

�
avec 0 < � (t) < t dans la première équation et � est une

constante positive dans la deuxième équation.

Ces équations ont prouvé leur mérite dans la description de plusieurs phé-

nomènes d�hérédité rencontrés en biologie et précésément en dynamique des

populations que ce soit cellulaire, animale ou humaine où x (t) peut représen-

ter la densité des cellules, le nombre d�individus ou l�e¤ectif de la population,

a (t) est le taux de mortalité ou de destruction des cellules et �f (t; x (h (t)))

est le terme de recrutement ou de production.

Les résultats sont obtenus moyennant une technique hybride qui com-

bine l�application du théorème des points �xes multiples de Leggett-Williams

avec l�utilisation de certaines propriétés d�une fonction de Green et quelques

outils de l�analyse fonctionnelle. Pour être plus précis, cette technique est

basée en premier lieu sur le bon choix d�un espace de Banach et d�un cône

qui doivent remplir certaines exigences mathématiques et biologiques. La

deuxième pierre angulaire de cette approche est l�inversion de l�équation pro-

posée en une équation intégrale équivalente du type Fredholm dont le noyau

est une fonction de Green avant d�utiliser certaines propriétés de ce noyau et

le théorème d�Ascoli-Arzelà pour ouvrir la voie à l�application du théorème

de point �xe choisi.

Finalement, le dernier chapitre est scindé en deux sections. La première

section est destinée d�une manière succincte à donner un bref survol des trois

modèles biologiques suivants :

Mémoire de Master 5 A. Benloucif et C. Bouaita
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Le modèle de Lasota-Wazewska suivant :

x0 (t) = �ax (t) + be�
x(t��);

qui modélise la production des globules rouges chez les populations animales.

Le modèle de Mackey-Glass suivant :

x0 (t) = �ax (t) + b x (t� �)

1 + xn (t� �)
;

qui décrit la production des globules blancs chez les êtres humains.

Le modèle de Nicholson suivant :

x0 (t) = bxm (t� �) exp (�
xn (t� �))� ax (t) ;

pour décrire la croissance d�une populations de lucilies cuivrées.

Tandis que la deuxième section a été dévoué à appliquer certains résultats

principaux obtenus dans le deuxième chapitre à ces trois modèles biologiques.

Finalement, on termine le mémoire par une conclusion générale récapitu-

lant les principaux points abordés dans le présent travail.

Mémoire de Master 6 A. Benloucif et C. Bouaita



CHAPITRE 1

Généralités

Sommaire

1.1 Fonction de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2 Compacité et opérateurs compacts . . . . . . . . 10

1.3 Théorème des points �xes multiples de Leggett-

Williams . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans laquelle on rappelle

brièvement quelques notions de base comme le concept de fonctions de

Green, la notion de compacité et une version du théorème des points �xes

multiples de Leggett-Williams.
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Chapitre 1. Généralités

1.1 Fonction de Green

Les fonctions deGreen sont nommées d�après le mathématicien britanique

George Green qui a développé le concept dans les années 1830: La fonction

de Green n�est pas une fonction spéciale (au sens où on parle de fonctions

de Bessel, fonctions de Weber, fonctions d�Airy...etc.) c�est une méthode de

résolution d�équations di¤érentielles que ce soit ordinaires ou partielles, ou

de transformation ces équations en des équations intégrales.

Nous aborderons cette notion que très légèrement ici, juste pour rappeler

les conditions de son existence.

Soit l�équation di¤érentielle du ni �eme ordre suivante :

a0 (t) y
n (t) + a1 (t) y

n�1 (t) + :::+ an (t) y (t) = f (t) ; 8t 2 [c; d] ; (1.1)

où les fonctions a0; a1; ...; an; f sont continues sur [c; d], a0 (t) 6= 0 sur [c; d]

avec les conditions aux limites suivantes :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�1y (c) + �
(1)
1 y0 (c) + :::+ �

(n�1)
1 y(n�1) (c) + �1y (d) + :::+ �

(n�1)
1 y(n�1) (d) = 0

�2y (c) + �
(1)
2 y0 (c) + :::+ �

(n�1)
2 y(n�1) (c) + �2y (d) + :::+ �

(n�1)
2 y(n�1) (d) = 0

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

�ny (c) + �
(1)
n y0 (c) + :::+ �

(n�1)
n y(n�1) (c) + �ny (d) + :::+ �(n�1)n y(n�1) (d) = 0:

(1.2)

L�équation homogène de (1:1) est :

a0 (t) y
n (t) + a1 (t) y

n�1 (t) + :::+ an (t) y (t) = 0; 8t 2 [c; d] : (1.3)

Mémoire de Master 8 A. Benloucif et C. Bouaita



Chapitre 1. Généralités

On suppose que le rang du tableau � ci-dessous est n :

� =

������������

�1 �
(1)
1 ::: �1 ::: �

(n�1)
1

�2 �
(1)
2 ::: �2 ::: �

(n�1)
2

::: ::: ::: ::: ::: :::

�n �
(1)
n ::: �n ::: �(n�1)n

������������
:

Théorème 1.1 [17]

a Supposons que a0 (t) 6= 0: Si l�équation homogène de (1:1) avec les condi-

tions frontières (1:2) n�admet que la solution triviale, alors il existe pour

ce problème une fonction de Green unique G(t; s); 8t 2 [c; d] :

b On suppose réalisées les conditions ci-dessus, alors l�équation non homo-

gène (1:1) admet une solution unique donnée par lexpression intégrale

suivante :

y (t) =

Z d

c

G (t; s) g (s) ds: (1.4)

Supposons que le problème aux limites (1:2)� (1:3) n�admet que la solu-

tion triviale y (t) = 0:

Dé�nition 1.1 [13] On appelle fonction de Green de l�équation (1:3) avec

les conditions frontières (1:2), la fonction G (t; s) construite pour tout point

s 2 ]c; d[ ; et jouissant des quatre propriétés suivantes :

1. G (t; s) est continue et possède des dérivées continues par rapport à t

jusqu�à l�ordre (n� 2) inclus pour t 2 [c; d] :

2. Sa (n� 1)�eme dérivée par rapport à t présente au point t = s une

discontinuité de première espèce, le saut ayant la valeur
1

a0 (s)
; i.e.

@n�1G

@tn�1
�
s+; s

�
� @n�1G

@tn�1
�
s�; s

�
=

1

a0 (s)
;
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où
@G

@t

�
s+; s

�
et
@G

@t

�
s�; s

�
;

désignent respectivement les limites à droite et à gauche lorsque t tend vers

s de la fonction qui à t fait correspondre
@G

@t
(t; s) :

3. Pour tout s �xé dans ]c; d[ ; cette fonction véri�e la condition frontière

en c et la condition frontière en d:

4. Pour tout s �xé dans ]c; d[ ; la fonction qui à t fait correspondre G (t; s)

est solution de l�équation homogène dans chacun des intervalles [c; s) et (s; d] :

1.2 Compacité et opérateurs compacts

1.2.1 Parties compactes

Dé�nition 1.2 Soit (E; k:k) un espace de Banach. Une partie M de E est

compacte si elle véri�e la propriété de Borel-Lebesgue : "de tout recouvrement

de M par des ouverts de E, on peut en extraire un sous-recouvrement �ni".

Proposition 1.1 Soit M une partie de R, C, Rn ou Cn. Alors M est com-

pacte si et seulement si M est une parite fermée et bornée.

Théorème 1.2 (Théorème de Bolzano-Weierstass) Une partie M d�un es-

pace de Banach (E; k:k) est compacte si et seulement si toute suite de M

admet une sous-suite convergente dans M:

1.2.2 Parties relativement compacte

Dé�nition 1.3 Soit (E; k:k) un espace de Banach et M une partie de E.

On dit que M est relativement compacte si M est compacte.
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Proposition 1.2 Une partie M d�un espace de Banach E est relativement

compacte si et seulement si toute suite de M admet une sous-suite conver-

gente dans E.

1.2.3 Théorème d�Ascoli-Arzelà

Dé�nition 1.4 Soit M un sous ensemble de E = C ([a; b] ;R), M est dit

équicontinu si et seulement si

8" > 0;8x 2 [a; b] ;9� > 0;8y 2 [a; b] ; [kx� yk < �] =) [8f 2M; jf (x)� f (y)j < "] :

Dé�nition 1.5 SoitM une partie de E, M est dite uniformément bornée si

et seulement si

8x 2 [a; b] ; ff (x) ; f 2Mg est bornée.

Théorème 1.3 (Théorème d�Ascoli-Arzelà) Soit E = C ([a; b] ;R) ; �1 <

a < b < +1; l�espace des fonctions continues dé�nies sur le compact [a; b]

et à valeurs réelles muni de la norme

kuk = max
a�t�b

ju (t)j :

Une partie F de E est relativement compacte dans E si et seulement si elle

est uniformément bornée et équicontinue.

Corollaire 1.1 (Application du théorème d�Ascoli-Arzelà) Soient k1

et k2 deux réels strictement positifs. Le sous-ensemble F des fonctions réelles

continues sur [a; b], dérivables sur ]a; b[ qui véri�ent

jf (t)j � k1 et sup
t2[a;b]

jf 0 (t)j � k2;

pour tout t 2 [a; b] ; est relativement compact dans C([a; b];R).
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Preuve. En e¤et, pour tout f 2 F ; le théorème des accroissements �nis

prouve que pour tout t0; t 2 [a; b] il existe une constante c 2 ]t0; t[ telle que

jf (t)� f (t0)j = jf 0 (c)j jt� t0j :

Donc jf (t)� f (t0)j � k2 jt� t0j : Fixons t0 2 [a; b] : Soit " > 0 et � =
"

k2
;

alors

8t 2 [a; b] ; jt� t0j � � =) jf (t)� f (t0)j � ":

Ce qui est exactement l�équicontinuité de F en t0: Comme nous pouvons

prendre pour t0 n�importe quel point de [a; b], on en déduit que F est équi-

continu.

On a jf (t)j � k1 pour tout f 2 F ce qui implique que kfk1 � k1 et partant

8f 2 F ; f 2 B (0; k1) ;

i.e.,

F � B (0; k1) ;

d�où la bornitude de F :

Finalement, comme F est borné et équicontinu, alors le théorème d�Ascoli-

Arzelà assure que F est relativement compact.

1.2.4 Opérateurs compacts

Opérateurs linéaires

Soit (E; k:kE) ; (F; k:kF ) deux espaces vectoriels normés.

Dé�nition 1.6 On dit qu�un opérateur T : E �! F dé�ni sur D (T ) � E

est linéaire si D (T ) est un sous espace vectoriel de E et si pour tout x; y 2

D (T ) et pour �; � 2 R ou C; on a

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y) :
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Remarque 1.1 On note par L (E;F ), l�espace des opérateurs linéaires de

E dans F .

Continuité des opérateurs linéaires

Théorème 1.4 Soit f 2 L (E;F ) : Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

(1) f 2 L (E;F ) :

(2) f est continue en un point x0 de E au moins.

(3) f est continue en 0.

(4) Il existe une constante C > 0 telle que,

kf (x)kF � C kxkE , pour tout x 2 E:

(5) f est bornée sur la boule unité fermée.

(6) f est bornée sur la sphère unité.

(7) f est uniformément continue.

Opérateurs linéaires bornés

Dé�nition 1.7

1) Un opérateur linéaire T : E �! F est dit borné, s�il est dé�ni partout

dans E et transforme tout ensemble borné en un ensemble borné.

2) Un opérateur linéaire T : D (T ) � E �! F est dit borné sur D (T ), s�il

existe c > 0 telle que

8x 2 D (T ) ; kTxkF � c kxkE :

3) Un opérateur linéaire T : D (T ) � E �! F est dit borné si D (T ) = E, et

s�il existe c > 0 telle que

8x 2 E; kTxkF � c kxkE :
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En particulier,

9C > 0 : kTxkF � C; 8x 2 E tel que kxkE � 1;

c�est-à-dire, T est borné sur la boule unité fermée BE (0; 1).

Opérateurs compacts

Dé�nition 1.8 Soient E; F deux espaces de Banach

1= Une application linéaire T : E �! F est dite compacte si l�image de

chaque borné de E par T est relativement compacte dans F , c�est-à-dire,

[T est compact]()
h
8M � E; (M est borné) =)

�
T (M) est relativement compacte

�i
:

2= L�application continue T : 
 �! F est dite compacte si T
�


�
est com-

pacte.

Remarque 1.2 On note par K (E;F ), l�espace des opérateurs compacts de

E dans F .

Théorème 1.5 Soit E; F deux espaces de Banach et T 2 L (E;F ), alors

1. T est compact si et seulement si l�image de la boule unité fermée

BE (0; 1) par T est relativement compacte, c�est-à-dire

T est compact() T
�
BE (0; 1)

�
est compacte,

où

BE (0; 1) = fx 2 E : kxkE � 1g :

2. T est compact si et seulement si pour toute suite bornée (xn)n2N de E;

la suite (Txn)n2N admet une sous-suite convergente dans F:
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Exemple 1.1 On dé�nit un opérateur A : C ([0; 1]) �! C ([0; 1]) par

(Ax) (t) =
Z 1

0

G (t; s) f (x (s)) ds;

où f 2 C (R+;R+) et G : [0; 1]� [0; 1]! R est donnée par

G (t; s) =

8<: t (1� s) ; 0 � t � s � 1

s (1� t) ; 0 � s � t � 1
:

I) La fonction G véri�e les propriétés suivantes :

1) G (t; s) � 0; 8t; s 2 [0; 1] :

2) G (t; s) � s (1� s) ; 8t; s 2 [0; 1] :

3) G (t; s) � 1

4
s (1� s) ; 8t 2

�
1

4
;
3

4

�
et 8s 2 [0; 1] :

4)

Z 1

0

G (t; s) ds =
t (1� t)

2
� 1

8
; 8t 2 [0; 1] :

5)

Z 1

0

@

@t
G (t; s) ds � 1

2
; 8t 2 [0; 1] :

II) L�opérateur A est complètement continu (continu et compact). En e¤et,

1) A est continu sur C ([0; 1]) : Soit (xn)n2N une suite de C ([0; 1]), conver-

gente vers un élément x: On a

(Axn) (t) =
Z 1

0

G (t; s) f (xn (s)) ds; 8t 2 [0; 1] :

D�une part, la continuité de f entraîne que

f (xn (s))! f (x (s)) ; 8s 2 [0; 1] quand n �! +1:

D�autre part, on a pour tout t 2 [0; 1]

j(Axn) (t)j �
Z 1

0

G (t; s) f (xn (s)) ds

� sup
s2[0;1]

f (xn (s))

Z 1

0

G (t; s) ds

� M

8
2 L1 ([0; 1]) :
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Ainsi, on a véri�é les deux conditions du théorème de la convergence dominée

de Lebesgue. Donc Ax 2 L1 ([0; 1]) et

kAxn �AxkL1([0;1]) ! 0, quand n �! +1;

ce qui montre la continuité de A sur C ([0; 1]) :

2) A est borné sur C ([0; 1]) : Soit x 2 [0; 1] ; alors

j(Ax) (t)j � M

8
<1; 8t 2 [0; 1] :

3) A est compact : Soit (xn)n2N une suite bornée de C ([0; 1]) : A étant borné,

donc (Axn)n2N l�est aussi dans C ([0; 1]). De plus, par la propriété (5) de la

fonction G, on aura���(Axn)0 (t)��� =

����Z 1

0

@

@t
G (t; s) f (xn (s)) ds

����
� sup

s2[0;1]
f (xn (s))

Z 1

0

@

@t
G (t; s) ds

� M

2
<1:

Donc (Axn)n2N est bornée dans C ([0; 1]) : D�après le Corollaire 1.1 et le théo-

rème d�Ascoli-Arzelà, A est compact.

1.3 Théorème des points �xes multiples de

Leggett-Williams

1.3.1 Cônes

Dé�nition 1.9 [21] Soit X un espace de Banach réel. Un sous-ensemble non

vide K de X est dit cône ordonné sur X s�il est convexe, fermé et véri�e les

deux conditions suivantes :
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(i) Si x 2 K, alors �x 2 K pour � � 0:

(ii) Si x 2 K et �x 2 K; alors x = 0X :

Remarque 1.3 La condition (i) de la dé�nition 1.9 entraîne que 0X 2 K:

Dé�nition 1.10 Un sous-ensemble non vide K d�un espace de Banach réel

X est appelé cône si

x 2 K et � > 0 implique que �x 2 K:

Remarque 1.4

1) Chaque cône ordonné est un cône, mais la réciproque est fausse.

2) Dans le reste du mémoire, pour simplier, l�appelation "cône" sera réservée

pour "cône ordonné".

Dé�nition 1.11 [21] Soit K un cône sur un espace de Banach X. Alors on

dé�nit sur X une relation d�ordre partiel � par

8x; y 2 X : x � y () y � x 2 K:

Dé�nition 1.12 Un espace de Banach X est dit ordonné s�il contient un

cône K.

1.3.2 Points �xes multiples de Leggett-Williams

Dé�nition 1.13 [21] Une application  est dite fonctionnelle continue concave

positive dans K si  : K �! [0;1) est continue et pour tout x; y 2 K on a

 (�x+ (1� �)y) � � (x) + (1� �) (y); 8� 2 [0; 1] :

On considère les ensembles

K( ; a; b) = fx 2 K;  (x) � a; kxk � bg ; a; b 2 ]0;+1[ ;
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où  est une fonctionnelle positive, continue et concave sur un cône K. Ainsi,

pour 0 < c � +1; on dé�nit un ensemble Kc comme suit :

Kc = fx 2 K : kxk < cg , si 0 < c < +1 et K1 = K:

Donc

Kc = fx 2 K : kxk � cg , si 0 < c < +1 et K1 = K:

Théorème 1.6 (Leggett-Williams) [14] Soit (X; k:k) un espace de Ba-

nach, K � X un cône et c4 > 0 une constante. Supposons qu�il existe une

fonctionnelle  continue concave et positive sur K avec  (x) � kxk pour

x 2 Kc4 et soit A : Kc4 �! Kc4 une application continue est compacte. Sup-

posons qu�ils existent des nombres c1; c2 et c3 avec 0 < c1 < c2 < c3 < c4 tels

que

(1) fx 2 K( ; c2;c3) :  (x) > c2g 6= � et  (Ax) > c2 pour tout x 2 K( ; c2; c3);

(2) kAxk < c1 pour tout x 2 Kc1 ;

(3)  (Ax) > c2 pour tout x 2 K( ; c2; c4) avec kAxk > c3:

Alors A admet au moins trois points �xes x1; x2 et x3 dans Kc4 : De plus, nous

avons x1 2 Kc1 ; x2 2 fx 2 K( ; c2; c4) :  (x) > c2g et x3 2 Kc4n
�
K( ; c2; c4) [Kc1

	
:
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CHAPITRE 2

Solutions périodiques positives d�une équation

di¤érentielle fonctionnelle du premier ordre
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Chapitre 2. Solutions périodiques positives d�une équation di¤érentielle
fonctionnelle du premier ordre

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on va présenter quelques résultats d�éxistence des so-

lutions périodiques et positives de l�équation di¤érentielle non linéaire

du premier ordre suivante :

x0 (t) = �a (t)x (t) + �f (t; x (h (t))) ; (2.1)

où � > 0 est un paramètre, h 2 C (R;R) et a 2 C
�
R;R�+

�
sont des fonctions

T�périodiques et f 2 C (R� R+;R+) est T�périodique par rapport à la

première variable.

Soit X l�espace de Banach de toutes les fonctions T�périodiques et posi-

tives dé�ni comme suit :

X = fx (t) : x (t) 2 C (R;R) ; x (t) = x (t+ T )g ;

muni de la norme de la convergence uniforme

kxk = sup
t2R

jx (t)j = sup
t2[0;T ]

jx (t)j ;

et soit K; un cône positif de X: On suppose que pour tout M > 0 et " > 0; il

existe � > 0 tel que pour u; v 2 K avec kuk �M , kvk �M et ku� vk < �;

on a

kf (t; u)� f (t; v)k < "; (2.2)

uniformément par rapport à t:

Tout au long de ce chapitre, on va utiliser les notations suivantes :

fh = lim
x!h

sup max
0�t�T

f (t; x)

x
;

et
�
f
h

= lim
x!h

sup max
0�t�T

f (t; x)

a (t)x
:
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Remarque 2.1 Si h (t) = t � � (t) ; � 2 C (R;R+) ; 0 � � (t) � t; alors

l�équation (2:1) prend la forme :

x0 (t) = �a (t)x (t) + �f (t; x (t� � (t))) ;

et si h (t) = t� � où � est une constante, alors l�équation (2:1) devient :

x0 (t) = �a (t)x (t) + �f (t; x (t� �)) :

2.2 Inversion de l�équation (2:1) en une équa-

tion intégrale

Lemme 2.1 Si x 2 X\ C1 (R;R), alors x est une solution de (2:1) si et

seulement si x 2 X est une solution de l�équation intégrale suivante :

x (t) = �

Z t+T

t

G(t; s)f (s; x (h (s))) ds; (2.3)

où

G(t; s) =
e

Z s

t

a(�)d�

e

Z T

0

a(�)d�

� 1

: (2.4)

Preuve. Soit x 2 X\ C1 (R;R) une solution de (2:1). En multipliant les

deux membres de l�équation par e

Z t

0

a(�)d�

, on obtient

[x0 (t) + a (t)x (t)] e

Z t

0

a(�)d�

= � [f(t; x (h (t))] e

Z t

0

a(�)d�

:

Comme

d

dt

264x (t) e
Z t

0

a(�)d�

375 = x0 (t) e

Z t

0

a(�)d�

+ a (t)x (t) e

Z t

0

a(�)d�

;
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alors

d

dt

264x (t) e
Z t

0

a(�)d�

375 = �f (t; x (h (t))) e

Z t

0

a(�)d�

:

L�intégration de t à t+ T; nous donne

Z t+T

t

0B@x (s) e
Z s

0

a(�)d�

1CA
0

ds = �

Z t+T

t

f (s; x (h (s))) e

Z s

0

a(�)d�

ds:

D�où

x(t+ T )e

Z t+T

0

a(�)d�

� x (t) e

Z t

0

a(�)d�

= �

Z t+T

t

f (s; x (h (s))) e

Z s

0

a(�)d�

ds:

D�après les propriétés de la périodicité, on arrive à

e

Z t

0

a(�)d�

x (t)

2664e
Z t+T

t

a(�)d�

� 1

3775 = �

Z t+T

t

f (s; x (h (s))) e

Z s

0

a(�)d�

ds:

D�après la relation de chasles, il vientZ t+T

t

a (�) d� =

Z T

t

a (�) d� +

Z t+T

T

a (�) d�:

Si on utilise le changement de variable u = � � T; on obtientZ t+T

T

a (�) d� =

Z t

0

a(u+ T )du =

Z t

0

a(u)du =

Z t

0

a (�) d�:

D�où Z t+T

t

a (�) d� =

Z T

t

a (�) d� +

Z t

0

a (�) d� =

Z T

0

a (�) d�:

Par suite

x (t) = �

Z t+T

t

e

Z s

0

a(�)d�

e

Z t

0

a(�)d�

2664e
Z t+T

t

a(�)d�

� 1

3775
f (s; x (h (s))) ds;
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d�où

x (t) = �

Z t+T

t

e

Z s

0

a(�)d�

e
R t
0 a(�)d�

�Z T

0

a (�) d� � 1
�f (s; x (h (s))) ds

= �

Z t+T

t

e

Z s

t

a(�)d�

e

Z T

0

a(�)d�

� 1

f (s; x (h (s))) ds

= �

Z t+T

t

G(t; s)f (s; x (h (s))) ds:

Inversement, si x est une solution de l�équation intégrale (2:3), alors

d

dt
(x (t)) =

d

dt

�
�

Z t+T

t

G(t; s)f (s; x (h (s))) ds

�

=
d

dt

2664�Z t+T

t

exp(

Z s

t

a (�) d�)

exp(

Z T

0

a (�) d�)� 1
f (s; x (h (s))) ds

3775

= �

2664 exp(

Z t+T

t

a (�) d�)

exp(

Z T

0

a (�) d�)� 1
f(t+ T; x(h(t+ T )))

�
exp(

R t
t
a (�) d�)

exp(
R T
0
a (�) d�)� 1

f (t; x (h (t)))

#

+�

Z t+T

t

d

dt

 
exp(

R s
t
a (�) d�)

exp(
R T
0
a (�) d�)� 1

f (s; x (h (s)))

!
ds:

Mais f(t+ T; x(h(t+ T )) = f (t; x (h (t))) ;

exp(

Z t+T

t

a (�) d�)

exp(

Z T

0

a (�) d�)� 1
�

exp(

Z t

t

a (�) d�)

exp(

Z T

0

a (�) d�)� 1
=

exp(

Z T

0

a (�) d�)� 1

exp(

Z T

0

a (�) d�)� 1
= 1;
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et

d

dt

0BB@ exp(

Z s

t

a (�) d�)

exp(

Z T

0

a (�) d�)� 1

1CCA = �a (t)
exp(

Z s

t

a (�) d�)

exp(

Z T

0

a (�) d�)� 1
= �a (t)G (t) ;

alors

d

dt
(x (t)) = �f(t; x (h (t))� �a (t)

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds:

Comme

�

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds = x (t) ;

alors

x0 (t) = �a (t)x (t) + �f (t; x (h (t))) :

La preuve est achevée.

Lemme 2.2 La fonction de Green G donnée par (2:4) véri�e les propriétés

suivantes :

G(t+ T; s+ T ) = G(t; s): (2.5)

De plus, si on pose

� = exp

�Z T

0

a (�) d�

�
;

alors

0 < � =
1

� � 1 � G (t; s) � �

� � 1 = �; (2.6)

pour tout t; s 2 [t; t+ T ] :

Preuve.

1: On a

G (t+ T; s+ T ) =

exp

�Z s+T

t+T

a (�) d�

�
exp

�Z T

0

a (�) d�

�
� 1

:
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Posant

� = � � T; c-à-d � = � + T;

alors

d� = d�; a (�) = a(� + T )

� = t+ T =) � = (t+ T )� T = t

� = s+ T =) � = (s+ T )� T = s:

Donc

G (t+ T; s+ T ) =

exp

�Z s+T

t+T

a (�) d�

�
exp

�Z T

0

a (�) d�

�
� 1

=

exp

�Z s

t

a(� + T )d�

�
exp

�Z T

0

a(� + T )d�

�
� 1

:

Comme a est périodique, alors a(� + T ) = a(�): D�où

G (t+ T; s+ T ) =

exp

�Z s+T

t+T

a (�) d�

�
exp

�Z T

0

a (�) d�

�
� 1

=

exp

�Z s

t

a(�)d�

�
exp

�Z T

0

a(�)d�

�
� 1

= G (t; s) :

2: Comme a (�) > 0; exp
�Z s

t

a(�)d�

�
> 0 et exp

�Z T

0

a (�) d�

�
> 1, alors

G(t; s) =

exp

�Z s

t

a(�)d�

�
exp

�Z T

0

a (�) d�

�
� 1

> 0;

et

d

ds
G(t; s) =

exp

�Z s

t

a(�)d�

�
exp

�Z T

0

a (�) d�

�
� 1

= a(s)

exp

�Z s

t

a(�)d�

�
exp

�Z T

0

a (�) d�

�
� 1

= a(s)G(t; s) > 0:
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Par conséquent,

G(t; s) � G(t; t) =
1

� � 1 ;

et

G(t; s) �
exp(

Z T

0

a (�) d�)

exp(

Z T

0

a (�) d�)� 1
=

�

� � 1 :

Ce qui achève la preuve.

2.3 Existence des solutions périodiques posi-

tives de l�équation (2:1)

Dans cette section, on va utiliser le théorème du point �xe de Leggett-

Williams pour établir l�existence d�au moins trois solutions périodiques po-

sitives de l�équation (2:1) :

Lemme 2.3 L�ensemble K donnée par :

K =
�
x (t) 2 X : x (t) � kxk

�
; t 2 [0; T ]

�
; (2.7)

est un cône.

Preuve. Il est aisé de prouver que K est fermé, il su¢ t de montrer que toute

suite (xn) d�éléments de K qui converge (donc qui a une limite x 2 X) a sa

limite dans K lui même ( autrement dit, on ne peut pas sortir de K par un

passage à la limite).

La convexité : Si x; y 2 K et � 2 [0; 1] ; alors

x 2 K =) x (t) � kxk
�

=) �x (t) � � kxk
�

;

et

y 2 K =) y (t) � kyk
�

=) (1� �)y (t) � (1� �)
kyk
�
:
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En sommant les deux inégalités ci-dessus, on obtient

�x (t) + (1� �)y (t) � � kxk+ (1� �) kyk
�

=
k�xk+ k(1� �)yk

�

� k�x+ (1� �)yk
�

;

alors �x (t) + (1� �)y (t) 2 K ce qui prouve qu�il est convexe.

Si � 2 R+, on va montrer que x 2 K =) �x 2 K : On a

x 2 K =) x (t) � kxk
�

=) �x (t) � � kxk
�

=
k�xk
�
.

On en déduit que �x 2 K:

Si x 2 K et �x 2 K, on va montrer que x = 0 : On a

x (t) 2 K() x (t) � kxk
�
;

et

�x (t) 2 K() �x (t) � k�xk
�

=
kxk
�
() x (t) � �kxk

�
:

Par suite

0 � kxk
�
� x (t) � �kxk

�
� 0;

ce qui prouve que x (t) = 0:

Maintenant, on dé�nit un opérateur intégral A� comme suit :

A� : X �! X

x 7�! A�x;

où

(A�x) (t) = �

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds: (2.8)
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Lemme 2.4 L�opérateur A� dé�ni par (2:8) véri�e les propriétés suivantes :

1) A� (K) � K:

2) A� est complètement continu.

Preuve.

1) Soit x 2 K: D�une part, si on pose z = s� T , c-à-d s = z + T on obtient

(A�)x (t+ T ) = �

Z t+2T

t+T

G (t+ T; s) f (s; x (h (s))) ds

= �

Z t+T

t

G (t+ T; z + T ) f (z + T; x (h (z + T ))) dz:

Comme f (z + T; x (h (z + T ))) = f (z; x (h (z))), on en déduit d�après (2:5)

que

(A�)x (t+ T ) = �

Z t+T

t

G (t; z) f (z; x (h (z))) dz

= �

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds

= (A�)x (t) : (2.9)

D�autre part, en vertu de (2:6) ; on aura

(A�x) (t) � ��

Z t+T

t

f (s; x (h (s))) ds;

et

kA�xk � ��

Z t+T

t

f (s; x (h (s))) ds;

ce qui donne Z t+T

t

f (s; x (h (s))) ds � kA�xk
��

:

Il s�ensuit que

(A�x) (t) �
��

��
kA�xk =

�

�
x (t) :

Comme

�

�
=

1

� � 1
�

� � 1

=
1

� � 1 �
� � 1
�

=
1

�
;
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alors

(A�x) (t) �
kA�xk
�

: (2.10)

De (2:9) et (2:10), on en déduit que A�x 2 K; 8x 2 K. D�où A� (K) � K:

2) Maintenant, on va montrer que A� est complètement continu ; c�est-à-dire

qu�il est continu et envoie les ensembles bornés en des ensembles relativements

compacts.

Par dé�nition, A�est continu si et seulement si

8" > 0;9� > 0;8x; y 2 K; [kx� yk < �] =) [kA�x (t)� A�y (t)k < "] :

D�après l�hypothèse (2:2) ; si x; y 2 K avec kxk �M; kyk �M et

kx� yk < �, on obtient

sup
0�s�T

jf (s; u (h (s)))� f (s; v (h (s)))j < "

��T
: (2.11)

De (2:11), on arrive à

j(A�x) (t)� (A�y) (t)j � �

Z t+T

t

jG (t; s)j jf (s; x (h (s)))� f (s; y (h (s)))j ds

� ��

Z T

0

jf (s; x (h (s)))� f (s; y (h (s)))j ds

� ��
"

��T
T < ";

ce qui montre que A�est continu.

Par ailleurs, on a

d

dt
(A�x) (t) =

d

dt

�
�

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds

�
= � [G (t; t+ T ) f (t+ T; x (h (t+ T )))�G (t; t) f (t; x (h (t)))]

+

Z t+T

t

d

dt
G (t; s) f (s; x (h (s))) ds

= �f (t; x (h (t))) [G (t; t+ T )�G (t; t)]

+

Z t+T

t

d

dt
G (t; s) f (s; x (h (s))) ds:
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Comme,

G (t; t+ T )�G (t; t) = 1;

et
d

dt
G (t; s) = �a (t)G (t; s) ;

alors

d

dt
(A�x) (t) = �f (t; x (h (t)))�

Z t+T

t

a (t)G (t; s) f (s; x (h (s))) ds

= �f (t; x (h (t)))� a (t)A�x (t) :

D�où ���� ddtA�x (t)
���� � � jf (t; x (h (t)))j+ ja (t)j jA�x (t)j

� ��M1 [kakT + 2] :

Par conséquent, f(A�x) : x 2 K; kxk �Mg est une famille de fonctions uni-

formément bornées et équicontinues sur [0; T ] : Donc d�après le théorème

d�Ascoli-Arzelà, elle est compacte. Par conséquent, l�opérateur A� est com-

pact.

Comme A� est continu et compact, alors A� est complètement continu.

Lemme 2.5 La fonctionelle  dé�nie par :

 (x) = min
t2[0;T ]

x (t) ; x 2 K;

est continue, positive et concave.

Preuve. D�abord  est positive et continue par dé�nition. En outre, si x; y 2

K et � 2 [0; 1], alors

 (�x+ (1� �) y) = min
t2[0;T ]

(�x+ (1� �) y) (t)

� min
t2[0;T ]

� (x (t)) + min
t2[0;T ]

((1� �) y (t))

� � min
t2[0;T ]

x (t) + (1� �) min
t2[0;T ]

y (t)

� � (x) + (1� �) (y) ;
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ce qui prouve la concavité de  .

Théorème 2.1 Supposons que f1 < 1 et qu�ils existent des constantes

0 < c1 < c2 telles que

(H1) f (t; x) � 2�c2 pour x 2 K; c2 � x � �c2 et 0 � t � T;

(H2) f(t; x) < c1 pour x 2 K; 0 � x � c1 et 0 � t � T:

Alors, pour
� � 1
2�T

< � <
� � 1
�T

;

l�équation (2:1) admet au moins trois solutions T�périodiques positives.

Preuve. Si la condition f1 < 1 est satisfaite, alors il existe " 2 (0; 1) et

� > 0 tel que

f(t; x) < "x pour x � �:

De plus si


 = max
0�x��; 0�t�T

f (t; x) ;

alors

f(t; x) < "x+ 
; pour x � 0 et 0 � t � T:

En e¤et, si on pose

f1 = lim
x!1

sup max
0�t�T

f (t; x)

x
= `:

La condition f1 < 1 conduit à

8"0 > 0; 9� > 0 : x > � =)
����f (t; x)x

� `

���� < "0;

où ����f (t; x)x
� `

���� < "0 =) f (t; x)

x
< `+ "0:

Donc 8"0 > 0 et x > � on a

f (t; x) < (`+ "0)x avec ` < 1:
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Par conséquent, il existe 0 < " < 1 sachant que

f (t; x) < "x;

et

f(t; x) < "x+ 
; où 
 = max
0�x��; 0�t�T

f (t; x) :

Maintenant, on va utiliser le Théorème 1.6 de Leggett-Williams pour montrer

l�existence des solutions périodiques positives.

a) On va prouver que A� : Kc4 ! Kc4 : C�est pour ça on choisit

c4 > max

�



1� "
; �c2

�
:

Soit x 2 Kc4, on a

x 2 Kc4 =)

8>>><>>>:
x 2 K

et

kxk � c4

=)

8>>><>>>:
x (t) � kxk

�

et

kxk � c4

:

Et on va montrer que A�x 2 Kc4 ; c�est-à-dire on va montrer que

(A�)x (t) >
kA�xk
�

;

et

kA�xk � c4:

D�une part, on a

kA�xk = sup
0�t�T

�

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds

� ��

� � 1

Z T

0

f (s; x (h (s))) ds;
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donc

kA�xk � ��

� � 1

Z T

0

("x (h (s)) + 
) ds

� ��

� � 1

Z T

0

(" kxk+ 
) ds

� �� ("c4 + 
)

� � 1 T

�
�
1

� � 1

� �
� � 1
�T

�
�T ["c4 + 
]

� "c4 + 
;

et d�autre part,

c4 > max

�



1� "
; �c2

�
=)

8>>><>>>:
c4 >




1� "

et

c4 > �c2

;

ce qui entraîne que

c4 >



1� "
=) 
 < c4 (1� ") :

D�où

kA�xk � "c4 + c4 (1� ")

= c4;

ce qui montre que A� : Kc4 ! Kc4 :

b) On va montrer que fx 2 K( ; c2;c3) :  (x) > c2g 6= ; et  (A�x) > c2

pour tout x 2 K( ; c2; c3).

Soit  une fonctionnelle continue concave et positive dé�nie sur K par

 (x) = min
t2[0;T ]

x (t) ;

et c3 = �c2. On pose


 = fx 2 K ( ; c2; c3) :  (x) > c2g ;
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et soit x 2 
, alors

x 2 
 =)

8>>><>>>:
x 2 K ( ; c2; c3)

et

 (x) > c2

=)

8>>><>>>:
 (x) � c2 et kxk � c3

et

 (x) > c2

:

Si �0 (t) = �0 avec c2 < �0 < c3, alors �0 2 
 et donc 
 est non vide. Il

reste à montrer que  (A�x) > c2 pour tout x 2 K ( ; c2; c3) : Pour cela, si

x 2 K ( ; c2; c3) nous avons

 (A�x) = min
0�t�T

�

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds:

D�après (H1) ; on obtient

 (A�x) � �

� � 1

Z T

0

f (s; x (h (s))) ds

� �

� � 12�c2T

>

�
� � 1
2�T

� �
1

� � 1

�
[2�c2T ]

> c2:

Ainsi, la première condition du Théorème 1.6 est satisfaite.

c) On va montrer que kA�xk < c1 pour tout x 2 Kc1. Soit x 2 Kc1, alors

x 2 Kc1 =)

8>>><>>>:
x 2 K

et

kxk � c1

=)

8>>><>>>:
kxk
�
� x (t)

et

kxk � c1

:

On a

kA�xk = sup
0�t�T

�

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds

� ��

� � 1

Z T

0

f (s; x (h (s))) ds:

Mémoire de Master 34 A. Benloucif et C. Bouaita



Chapitre 2. Solutions périodiques positives d�une équation di¤érentielle
fonctionnelle du premier ordre

D�après (H2) ; on aura

kA�xk � ��

� � 1c1T

<

�
� � 1
�T

� �
�

� � 1

�
[c1T ]

< c1:

Donc la deuxième condition Théorème 1.6 est remplie.

Finalement, pour x 2 K( ; c2; c4) avec kA�xk > c3; on a

kA�xk =





� Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds






� ��

� � 1

Z T

0

f (s; x (h (s))) ds;

et

 (A�x) � �

� � 1

Z T

0

f (s; x (h (s))) ds

>

�
� � 1
2�T

� �
1

� � 1

�
2�c2T

> c2;

et par conséquent, la troisième condition du Théorème 1.6 est satisfaite.

En�n, (2:1) admet au moins trois solutions T�périodiques positives.

Théorème 2.2 Supposons que f1 <
1

�
et qu�ils existent des constantes

0 < c1 < c2 telles que

(H3) f (t; x) � � (� � 1) c2 pour x 2 K; c2 � x � �c2 et 0 � t � T;

(H4) f(t; x) <
1

�
c1 pour x 2 K; 0 � x � c1 et 0 � t � T:

Alors, pour
1

�T
< � <

1

T
;

l�équation (2:1) admet au moins trois solutions T�périodiques positives.
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La preuve de ce théorème est analogue à celle du Théorème 2.1. Par souci

d�exhaustivité, il convient cependant de prouver ce théorème.

Preuve. Si f1 <
1

�
, alors il existe " 2

�
0;
1

�

�
et � > 0 telles que

f(t; x) < "x pour x � �:

De plus, si


 = max
0�x��;0�t�T

f (t; x) ;

alors

f(t; x) < "x+ 
 pour x � 0 et 0 � t � T:

Si on choisit

c4 > max

�

�

1� �"
; �c2

�
;

et si on suit les mêmes démarches que celles du Théorème 2.1, on peut monter

que

A� : Kc4 ! Kc4 : Ensuite, on dé�nit une fonctionnelle continue concave et

positive  dans K par

 (x) = min
t2[0;T ]

x (t) :

On choisit c3 = �c2 et on pose


 = fx 2 K ( ; c2; c3) :  (x) > c2g ;

alors

x 2 
 =)

8>>><>>>:
x 2 K ( ; c2; c3)

et

 (x) > c2

=)

8>>><>>>:
 (x) � c2 et kxk � c3

et

 (x) > c2

:

Si �0 (t) = �0 avec c2 < �0 < c3; alors �0 2 
 et donc l�ensemble 
 est non

vide. De plus, pour x 2 K ( ; c2; c3) on a

 (A�x) = min
0�t�T

�

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds:
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D�après (H3) ; on obtient

 (A�x) � �

� � 1

Z T

0

f (s; x (h (s))) ds

� �

� � 1� (� � 1) c2T

> c2:

D�après (H4), pour x 2 Kc1 on aura

kA�xk � ��

� � 1

Z T

0

f (s; x (h (s))) ds

� ��

� � 1c1
� � 1
�

T

< c1:

En outre, pour x 2 K ( ; c2; c4) avec kA�xk > c3; il vient

c3 < kA�xk �
�

� � 1�
Z T

0

f (s; x (h (s))) ds;

ce qui implique que

 (A�x) � 1

� � 1�
Z T

0

f (s; x (h (s))) ds

>
c3
�

= c2:

Par conséquent, nous concluions par le Théorème 1.6, que l�équation (2:1)

admet au moins trois solutions T�périodiques positives.

Théorème 2.3 Supposons que f1 <
1

�2
et qu�ils existent des constantes

0 < c1 < c2 telles que

(H5) f (t; x) �
c2
�
pour x 2 K; c2 � x � �c2;et 0 � t � T;

(H6) f(t; x) <
c1

�2
pour x 2 K; 0 � x � c1;et 0 � t � T:

Alors pour
1

T
< � <

�

T
;

l�équation (2:1) admet au moins trois solutions T�périodiques positives.
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Preuve. Si f1 <
1

�2
; alors il existe " 2

�
0;
1

�2

�
et � > 0 telles que

f(t; x) < "x;

pour x � �: De plus, si


 = max
0�x��;0�t�T

f (t; x) ;

alors f(t; x) < "x+ 
 pour x � 0 et 0 � t � T:

Comme dans la preuve du Théorème 2.1, il est facile de montrer que

A� : Kc4 ! Kc4 où

c4 > max

�
�2


1� �2"
; �c2

�
:

Si  est une fonctionnelle continue concave et positive dans K et dé�nie

comme dans la preuve du Théorème 2.1, alors pour x 2 K ( ; c2; c3) nous

obtenons de (H5) que kA�xk > c2 et pour x 2 Kc1 ; la condition (H6) conduit

à

kA�xk � ��

Z T

0

f (s; x (h (s))) ds

� ��

Z T

0

c1

�2
ds

< c1:

Le reste de la preuve est le même que celui du Théorème 2.1: Par conséquent

(2:1) admet au moins trois solutions T�périodiques positives.

Théorème 2.4 Supposons que f1 <
(� � 1)2

�3
et qu�ils existent des constantes

0 < c1 < c2 telles que

(H5) soit satisfaite,

(H7) f(t; x) <
(� � 1)2

�3
c1 pour x 2 K; 0 � x � c1 et 0 � t � T:

Alors pour
1

T
< � <

�2

(� � 1)T ;

l�équation (2:1) admet au moins trois solutions T�périodiques positives.
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Preuve. Si f1 <
(� � 1)2

�3
, alors il existe " 2

 
0;
(� � 1)2

�3

!
et � > 0 telles

que

f(t; x) < "x pour x � �:

De plus, on suppose que


 = max
0�x��;0�t�T

f (t; x) ;

ce qui donne

f(t; x) < "x+ 
 pour x � 0 et 0 � t � T:

On pose

c4 > max

�
�3T

(� � 1)2 � �3"
; �c2

�
:

Donc, si on suit les mêmes démarches que celles du Théorème 2.1, on peut

prouver que A� : Kc4 ! Kc4 :

Avec la même fonctionnelle continue, concave et positive  qui est dé�nie

dans la preuve du Théoreme 2.1 et en utilisant (H5) ; on obtient

 (A�x) � �

� � 1

Z T

0

f (s; x (h (s))) ds

� �

� � 1 (� � 1) c2T

> c2:

Ainsi, pour x 2 Kc1 on utilise (H7) pour avoir

kA�xk � �
�

� � 1

Z T

0

f (s; x (h (s))) ds

< �

�
�

� � 1

� 
(� � 1)2

�3

!
c1T

< c1:

Le reste de la preuve est similaire à la preuve du Théoreme 2.1. Par consé-

quent (2:1) admet au moins trois solutions T�périodiques positives.
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Théorème 2.5 Soit f1 < 1 et f 0 < 1: S�il existe une constante c2 > 0 telle

que (H1) soit satisfaite, alors pour

� � 1
2�T

< � <
� � 1
�T

;

l�équation (2:1) admet au moins trois solutions T�périodiques positives.

Preuve. Si f1 < 1, il existent 0 < �1 < 1 et "1 > 0 telles que

f (t; x) � �1x.

Pour x � "1; soit

�1 = max
0�x�"1;0�t�T

f (t; x) ;

alors

f (t; x) � �1x+ �1, pour 0 � x <1:

On choisit

c4 > max

�
�1

1� �1
; �c2

�
;

donc pour x 2 Kc4, on a

kA�xk = sup
0�t�T

�

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds

� ��

� � 1

Z T

0

f (s; x (h (s))) ds

� ��

� � 1

Z T

0

(�1x (h (s)) + �1) ds

� ��

� � 1

Z T

0

(�1 kxk+ �1) ds

� �� (�1c4 + �1)

� � 1 T

< c4;

ce qui montre que A� : Kc4 ! Kc4.

Soit c3 = �c2 et soit la fonctionnelle non négative concave et continue

 (x) = min
t2[0;T ]

x (t) :
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Moyennant (H1), on peut montrer la condition (1) du théorème de Leggett-

Williams.

Comme f 0 < 1, il existent 0 < �2 < 1 et 0 < "2 <
c2
2
telles que

f (t; x) � �2x, pour 0 < x < "2:

Soit 0 < c1 = "2, alors pour x 2 Kc1, on a

kA�xk = sup
0�t�T

�

Z T

0

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds

� ��2

�
�

� � 1

�
c1T

� �2c1

< c1:

Donc, la conditions (2) du théorème de Leggett-Williams est satisfaite. La

preuve de la condition (3) du Théorème 1.6 est facile. Par conséquent, (2:1)

admet au moins trois solutions T�périodiques positives.

Exemple 2.1 On considère l�équation

x0 (t) = �
�
log 3

2

�
jsin tjx (t) +

�
12

35�

�
e9 x3 (t) e�x(t); t�0: (2.12)

Ici a (t) =
log 3

2
jsin tj et T = �. Posant � =

3

7�
, alors f (t; x) =

4

5
e9x3e�x: Il

est Claire que f1 < 1 et f 0 < 1: En outre,
R �
0
a (t) dt = log 3 ce qui implique

que � = 3. Par conséquent, � =
1

� � 1 =
1

2
et � =

�

� � 1 =
3

2
: En choisissant

c2 = 3, nous obtenons c3 = �c2 = 9: Alors il est facile de voir que

f (t; x) =
4

5
e9x3e�x >

108

5
> 18 = 2�c2 pour c2 � x � c3:

C�est-à-dire (H1) est satisfaite. En outre, � =
3

7�
2
�
1

3�
;
2

3�

�
=

�
� � 1
2�T

;
� � 1
�T

�
,

ainsi par le Théorème 2.5, l�équation (2:12) admet au moins trois solutions

T�périodiques positives.
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Remarque 2.2 En générale, il est di¢ cile d�obtenir une fonction f (t; x (t))

véri�ant les conditions (H1) et (H2), ou (H3) et (H4), ou (H5) et (H6), ou

(H5) et (H7) simultanément. D�après le Théorème 2.5, il est facile de véri�er

que les conditions (H2) ; (H4) ; (H6) ; et (H7) peuvent être remplacées par les

conditions f 0 < 1; f 0 <
1

�
; f 0 <

1

�2
et f 0 <

(� � 1)2

�3
respectivement. Pour

la preuve, on peut suivre les mêmes démarches du Théorème 2.5.

Remarque 2.3 On aZ t+T

t

a (s)G(t; s)ds =
1

e

Z T

0

a(�)d�

� 1

Z t+T

t

a (s) e

Z s

t

a(�)d�

ds

=
1

e

Z T

0

a(�)d�

� 1

Z t+T

t

d

ds

0B@e
Z s

t

a(�)d�

1CA ds

=
1

e

Z T

0

a(�)d�

� 1

264e
Z s

t

a(�)d�

375
t+T

t

=
1

e

Z T

0

a(�)d�

� 1

2664e
Z t+T

t

a(�)d�

� e

Z t

t

a(�)d�

3775

=
1

e

Z T

0

a(�)d�

� 1

2664e
Z t+T

t

a(�)d�

� 1

3775

=
e

Z T

0

a(�)d�

� 1

e

Z T

0

a(�)d�

� 1

= 1:

Ceci nous amène à obtenir des nouvelles conditions su¢ santes pour l�exis-

tence d�au moins trois solutions positives et périodiques de l�équation (2:1).
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Théorème 2.6 Supposons que
�
f
1
< T et qu�ils existent des constantes

0 < c1 < c2 telles que (H1) et (H4) soient satisfaites. Alors pour

� � 1
2�T

< � <
1

T
;

l�équation (2:1) admet au moins trois solutions positives et périodiques.

Preuve. Si
�
f
1
< T , il existent " 2 (0; T ) et � > 0 telles que

f (t; x) � "a (t)x pour x � � et 0 � t � T:

Soit


 = max
0�x��;0�t�T

f (t; x) ;

alors

f (t; x) � "a (t)x+ 
 pour x � 0 et 0 � t � T:

On choisit

c4 > max

�
�
T

(� � 1) (T � ")
; �c2

�
;

alors, si x 2 Kc4, il vient

kA�xk = sup
0�t�T

�

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds

� sup
0�t�T

�

Z t+T

t

G (t; s) (a (s) x (h (s)) "+ 
) ds

� sup
0�t�T

�

Z t+T

t

G (t; s) (a (s) kxk "+ 
) ds

� �

�
"c4 sup

0�t�T

Z t+T

t

a (s)G (t; s) ds+ sup
0�t�T




Z t+T

t

G (t; s) ds

�
� �

�
"c4 +

�


� � 1T
�

< c4:

D�où A� : Kc4 ! Kc4 :

Ainsi, si on dé�nit une fonction continue concave et non négative  sur K
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par

 (x) = min
t2[0;T ]

x (t) ;

on aura

 (x) � kxk :

Soit c3 = �c2 et �0 (t) = �0, où c2 < �0 (t) < c3: Donc

�0 2 fx 2 K ( ; c2; c3) :  (x) > c2g :

De plus, en utilisant (H1), si x 2 K ( ; c2; c3), on obtient

 (A�x) = min
0�t�T

�

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds

� 1

� � 1�
Z T

0

f (s; x (h (s))) ds

� �

� � 12�c2T

> c2:

Maintenant, soit x 2 Kc1, de (H4) ; on arrive à

kA�xk = sup
0�t�T

�

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds

� ��

� � 1

Z T

0

f (s; x (h (s))) ds

� ��

� � 1c1
� � 1
�

T

< c1;

ce qui est équivalent à A�x 2 Kc1 :

Finalement, pour x 2 K ( ; c2; c4) avec kA�xk > c3, on a

c3 < kA�xk �
�

� � 1�
Z T

0

f (s; x (h (s))) ds:
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Ceci implique que

 (A�x) � 1

� � 1�
Z T

0

f (s; x (h (s))) ds

>
c3
�

= c2:

Par conséquent, toutes les conditions du Théorème 1.6 sont satisfaites et donc

l�équation (2:1) admet au moins trois solutions positives T�périodiques.

Théorème 2.7 Supposons que
�
f
1
< T et qu�ils existent des constantes

0 < c1 < c2 telles que (H4) et la condition (H8) suivante :

(H8) f (t; x) � 2 (� � 1) c2 pour x 2 K; c2 � x � �c2 et 0 � t � T;

soient satisfaites, alors pour

1

2T
< � <

1

T
;

l�équation (2:1) admet au moins trois solutions T�périodiques positives.

Preuve. La preuve de ce théorème est très semblable à celle du Théorème

2.6. Ici, on utilise (H8) au lieu de (H1): Pour montrer la condition (1) du

Théorème 1.6, on dé�nit  sur K par

 (x) = min
t2[0;T ]

x (t) ;

et on pose

c3 = �c2:

Ce qui nous permet d�obtenir

 (A�x) = min
0�t�T

�

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds

� 1

� � 1�
Z T

0

f (s; x (h (s))) ds

� �

� � 12 (� � 1) c2T

> c2:
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En�n, par le Théorème 1.6, l�équation (2:1) admet au moins trois solu-

tions T�périodiques positives.

Théorème 2.8 Soit
�
f
1

< T et
�
f
0

< T . Supposons qu�il existent des

constantes 0 < c1 < c2 telles que (H1) soit satisfaite. Alors pour

� � 1
2�T

< � <
1

T
;

il existe au moins trois solutions T�périodiques positives de (2:1)

Preuve. Si
�
f
1
< T , il existent 0 � �1 � T et "1 > 0 telles que

f (t; x) � �1a (t)x pour x > "1 et 0 � t � T:

Soit


 = max
0�x�"1;0�t�T

f (t; x) :

Alors

f (t; x) � �1a (t)x+ 
 pour x � 0 et 0 � t � T:

Si on choisit c4 comme dans la preuve du Théorème 2.6, on peut montrer que

A� : Kc4 ! Kc4 : En outre, on dé�nit une fonction continue et concave  sur

K par  (x) = min
t2[0;T ]

x (t) : Donc l�utilisation de (H1), nous permet de prouver

la condition (1) du Théorème 1.6.

Maintenant,
�
f
0

< T implique qu�il existent �2; 0 < �2 < T et
c2
2
> "2 > 0

telles que

f (t; x) � �2a (t)x pour 0 � x � "2 et 0 � t � T:

En posant 0 < c1 = "2, alors 0 < c1 < c2. D�où, pour x 2 Kc1 ; on obtient

kA�xk = sup
0�t�T

�

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds

� ��2 sup
0�t�T

Z T

0

G (t; s) a (s) kxk ds;
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par suite

kA�xk � �c1�2 sup
0�t�T

Z T

0

a (s)G (t; s) ds

� �c1�2

< c1:

C�est-à-dire que la condition (2) du Théorème 1.6 est satisfaite.

En suivant les mêmes démarches que celles dans la preuve du Théorème 2.6,

on peut montrer la condition (3) du Théorème 1.6. Par conséquent, il existe

au moins trois solutions T�périodiques positives de (2:1).

Théorème 2.9 Soit
�
f
1
< T ,

�
f
0

< T et supposons que (H8) est satisfaite.

Alors il existe au moins trois solutions T�périodiques positives de (2:1) pour

1

2T
< � <

1

T
:

Preuve. Comme
�
f
1
< T et

�
f
0

< T; on peut procéder comme dans la preuve

du Théorème 2.8 pour prouver que A� : Kc4 ! Kc4 et que les conditions (2)

et (3) du Théorème 1.6 sont remplies. Il reste alors de montrer la condition

(1) du Théorème 1.6. On considère la fonctionnelle concave  comme dans

les preuves précédentes. Alors, pour x 2 K ( ; c2; c3) ; on utilise (H8) pour

obtenir

 (A�x) � �

� � 1

Z T

0

f (s; x (h (s))) ds

� �

� � 12 (� � 1) c2T

> c2:

Par conséquent, la condition (1) du Théorème 1.6 est satisfaite. D�où le ré-

sultat désiré.
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Théorème 2.10 Supposons que
�
f
1
< T et qu�il existe des constantes 0 <

c1 < c2 telles que (H1) et la condition (H9) suivante :

(H9) f (t; x) < x pour 0 � x � c1 et 0 � t � T;

soient satisfaites. Alors, pour

� � 1
2�T

< � <
� � 1
�T

;

il existe au moins trois solutions T�périodiques positives de (2:1).

Preuve. Comme
�
f
1
< T , il existe " 2 (0; T ) et � > 0 telles que

f (t; x) � "a (t)x pour x � � et 0 � t � T:

Soit


 = max
0�x��;0�t�T

f (t; x) ;

alors f (t; x) � "a (t)x+ 
 pour x�0 et 0 � t � T:

Maintenant, si on choisit

c4 > max

�
�
T

� (T � ") + "
; �c2

�
;

on peut prouver que A� : Kc4 ! Kc4. Par ailleurs, pour prouver la deuxième

condition du Théorème 1.6, on procède comme suit :

De (H9), pour x 2 Kc1 on aura

kA�xk = sup
0�t�T

�

Z t+T

t

G (t; s) f (s; x (h (s))) ds

� �c1
�

� � 1T

< c1:

Tandis que la trosième condition de Théorème 1.6 est facile à établir. En�n,

(2:1) admet au moins trois solutions T�périodiques positives.
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CHAPITRE 3

Applications à certains modèles biologiques

Sommaire
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3.2 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

Après un rapide survol des trois modèles classiques en hématologie hu-

maine et vétérinaire et aussi en dynamique des populations isolées, la

deuxième section de ce chapitre vise à appliquer quelques résultats d�existence

obtenus précédemment pour étudier cinq modèles retardés, quatre d�entre eux

modélisent la production des cellules sanguines tandis que le cinqième mo-

dèle décrit l�évolution d�une mouche à viande appelée "mouche des moutons

australiens".
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3.1 Quelques modèles d�équations di¤érentielles

à retard en biologie

3.1.1 Modèle de Lasota-Wazewska

À la �n des années soixante-dix du siècle dernier et dans l�un des pre-

miers travaux pionniers qui forment les bases de l�étude mathématique de

l�hématopoïèse,Wazewska-Czyzewska et Lasota [28] ont introduit l�équation

di¤érentielle à un retard constant suivante :

x0 (t) = �ax (t) + be�
x(t��); (3.1)

pour décrire l�érythropoïèse chez les animaux.

Globules rouges

(3.2)

En terme médical, x (t) (cellules/kg) est la densité des érythrocytes (hé-

maties, globules rouges, GRs) matures dans la circulation sanguine au temps

t, ax (t) (cellules/jour) est le terme de destruction, a > 0 (jours�1) est le taux

de destruction des globules rouges dans la circulation, be�
x(t��) (cellules/kg-

jour) qui dépend de la densité cellulaire à un temps antérieur, décrit la re-

production des globules rouges, b > 0 (unités cellules/kg-jour) est le taux de

production maximal de globules rouges,
1



désigne le nombre maximal d�éry-

throcytes que le corps peut supporter et � (jours) représente le temps entre
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la production d�une cellule immature dans la moelle osseuse et sa maturité

avant sa libération dans la circulation sanguine.

Remarque 3.1 Tous les vertébrés ont des hématies sauf le poisson des glaces

channichthyidae chez lequel l�oxygène est dissous dans son sang.

Channichthyidae

En e¤et, chez les mammifères, le cycle de vie des globules rouges est le

même que chez les humains. Les globules rouges sont aussi les mêmes ; ils

ont la forme de disques creusés en leur centre, n�ont pas de noyau et utilisent

l�hémoglobine pour transporter l�oxygène et le dioxyde de carbone. Chez les

oiseaux, la production des globules rouges, qui garde un noyau non-actif, se

fait, comme chez les mammifères, dans la moelle osseuse. Chez les vertébrés

non-mammaliens, les globules rouges sont plus grands et ont conservé leurs

noyaux, et, comme chez les mammifères, utilisent l�hémoglobine pour �xer

l�oxygène et le dioxyde de carbone. En revanche, les globules rouges semblent

être une exception chez les invertébrés (arthropodes, araignées, mollusques)

par exemple, chez les arthropodes, l�air est directement amené vers les organes

par un système de trachées ; de ce fait, aucun moyen de transport de l�oxygène

n�est nécessaire.

3.1.2 Modèle de Mackey-Glass

À la �n des années soixante-dix, plus précisément en 1978, les scienti�ques

canadiens Michael Mackey et Leon Glass [15] ont introduit un modèle d�hé-
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matopoïèse postnatal chez les êtres humains et ils l�ont appliqué notamment

à l�étude de l�anémie aplasique et de l�hématopoïèse périodique.

Di¤érents stades de l�hématopoïèse [5]

Ils ont proposé un modèle pionnier décrivant la dynamique d�une popula-

tion de cellules souches hématopoïétiques (CSH) avec un taux de production

monotone et un retard constant de la forme :

P 0 (t) = �aP (t) + b �n P (t� �)

�n + P n (t� �)
:

En e¤ectuant le changement de variable P (t) = �x (t) ; on arrive à

x0 (t) = �ax (t) + b x (t� �)

1 + xn (t� �)
: (3.3)

Plus précisément, ce modèle mathématique a été établi pour modéliser la

leucopoïèse ou lymphopoïèse (appelée parfois leucocytopoïèse), qui se dé�nit

comme la production de leucocytes (globules blancs ou GBs) à partir des

cellules souches hématopoïétiques localisées dans la moelle osseuse. Ces cel-

lules qui participent aux défenses spéci�ques de l�organisme, sont divisées en

plusieurs catégories de cellules, dont :

- Les polynucléaires (ou granulocytes) : Leur fonction est la phagocytose

et ils ont une durée de vie d�une journée.

- Les monocytes : Leur fonction est la phagocytose et ils ont une durée

de vie très courte (environ 24 heures)..
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- Les lymphocytes : Ils sont responsables des réponses spéci�ques immu-

nitaires dont on distingue trois types, les lymphocytes B, les lymphocytes T,

et les cellules NK ou "Natural Killer".

Di¤érentes cellules sanguines [3]

En terme médical, x (t) (cellules/kg) désigne la densité des leucocytes ma-

tures (globule blancs) dans la circulation sanguine au temps t, qui sont dé-

truites avec un taux a > 0 (jours�1), ax (t) (cellules/jour) est le terme de

destruction,
b x (t� �)

1 + xn (t� �)
(cellules/kg-jour) qui dépend de la densité cel-

lulaire à un temps antérieur, décrit la reproduction des leucocytes, b > 0

(unités cellules/kg-jour) est le taux de production maximal de leucocytes, n

est un exposant positif désigne la sensibilité du taux de production et � > 0

(jours) est la durée du cycle cellulaire qui correspond à la période qui va

de la naissance d�une globule blanc par division d�une cellule mère jusqu�à

sa propre division en réponse à une demande e¤ectuée au temps t � � . Ce

cycle est traditionnellement constitué d�une phase G1, phase de synthèse S

de l�ADN, une phase G2 et d�une phase de mitose M suivée par une phase

de repos G0 hors le cycle.
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Remarque 3.2 L�érythropoïèse chez les êtres humains a été modélisée par

la deuxième équation de Mackey-Glass x0 (t) = �ax (t) + b

1 + xn (t� �)
:

Schéma représentant les di¤érentes étapes de l�hématopoïèse [1]

3.1.3 Equation de Nicholson

En mathématiques, l�équation de Nicholson, que l�on désigne aussi sous

le terme de "équation des mouches du mouton australien", est une équation

di¤érentielle non linéaire du premier ordre avec delai.

Lucilia cuprina

Cette équation qui a été proposée par Gurney, Blythe et Nisbet [8] en

1980, est classiquement utilisée comme modèle pour décrire la dynamique
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d�une population de mouches à viande connues sous le nom "lucilies cui-

vrées australiennes� et pour laquelle de nombreuses données de terrain ont

été collectées sur plusieurs populations de cette mouche par le célèbre bio-

logiste entomologiste australien Alexander Jhon. Nicholson ([19, 18, 20]).

Après trois décennies, ces travaux expérimentaux qui ont été faits dans les

années cinquante aboutissent en�n à une équation à retard de la forme :

x0 (t) = bxm (t� �) exp (�
xn (t� �))� ax (t) ; (3.4)

où x (t) représente l�e¤ectif de la population à l�instant t (les lucilies cuivrées

adultes à l�instant t), b est le maximum de la croissance quotidienne d��ufs

par individu,
1



est la capacité de charge du milieu, a est le taux de mortalité

par individu (jour�1) et � est la durée de la phase de maturation (le cycle de

développement).

Cycle de développement de la lucilie cuivrée [4]

Remarque 3.3 Dans le premier modèle qui a été proposé par Gurney et

ses collaborateurs en 1980, m = n = 1:
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3.2 Applications

En�n, nous concluons ce chapitre par quelques applications en biologie

validant les résultats obtenus précédemment.

3.2.1 Application à un modèle d�érythropoïèse

Maintenant, on va appliquer quelques résultats du deuxième chapitre pour

étudier l�équation de Lasota-Wazewska (3:1) : Il faut noter ici que les travaux

réalisés jusqu�à maintenant restent concentrés sur l�existence et l�unicité des

solutions de l�équation (3:1) (voir [7] et [31]): Par contre, à notre connais-

sance, rien n�existe dans la literature sur l�existence d�au moins trois solutions

périodiques positives de l�équation (3:1). Les résultats qui suivent découlent

du Théorème 2.7.

Théorème 3.1 Supposons que 
 < 2e; � � 2e

2e� 

et 
�2 < � � 1; où

� = eaT , alors pour
1

2T
< b <

1

T
;

l�équation (3:1) admet au moins trois solutions périodiques positives.

Preuve. Soit f (t; x) = e�
x, donc

f (t; x) > e�
�c2 pour c2 � x � �c2;

où � = eaT . Ainsi, (H8) est satisfaite si et seulement si

e�
�c2 � 2 (� � 1) c2 pour c2 � x � �c2:

Maintenant, on choisit c2 =
1

�

, alors � � 2e

2e� 

et c2 =

1

�

ce qui implique

que

e�
�c2 � 2 (� � 1) c2 pour c2 � x � �c2:
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Par conséquent (H8) est satisfaite.

Il est aisé de voir que ef1 < T . Pour appliquer le Théorème 2.7, on doit

montrer (H4) et l�existence d�une constante c1 telle que 0 < c1 < c2.

Comme f (t; x) < 1; alors (H4) est satisfaite si c1 >
�

� � 1 . En e¤et, (H4) est

satisfaite si

1 <
� � 1
�

c1 pour 0 � x � c1;

ce qui signi�e que c1 >
�

� � 1 .

Maintenant, on va montrer l�existence de cette constante c1, Il est clair que


�2 < � � 1 implique que

�

� � 1 <
1


�
= c2:

Ainsi, il existe un réel c1 2
�

�

� � 1 ;
1


�

�
tel que

�

� � 1 < c1 < c2 =
1


�
:

Donc f (t; x) satisfait (H4). Par conséquent, le Théorème 2.7 assure l�exis-

tence d�au moins trois solutions périodiques positives de l�équation (3:1) où

1

2T
< b <

1

T
:

Ce qui achève la preuve.

3.2.2 Application à un modèle en dynamique d�une po-

pulation isolée

Ici, on va appliquer quelques résultats du deuxième chapitre pour étudier

l�équation de Nicholson (3:4) :
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Théorème 3.2 Supposons quem > 1 et 2e (� � 1) �(m�1)

m� 1
n � 1. Alors,

pour
1

2T
< b <

1

T
;

l�équation (3:4) admet au moins trois solutions positives périodiques.

Preuve. Soit f (t; x) = xme�
x
n
et on pose c2 =

1

�


1

n

. Il est aisé de constater

que

c3 =
1




1

n

;

et que 2e (� � 1) �(m�1)

m� 1
n � 1 conduisent à l�estimation suivante :

cm2 e
�
�ncn2 > 2 (� � 1) c2 pour c2 � x � �c2:

Et partant (H8) est satisfaite. De plus, les deux inégalités ef1 = 0 < T etef 0 = 0 < T sont remplies. Donc d�après le Théorème 2.9, l�équation (3:4)

avec
1

2T
< b <

1

T
;

admet au moins trois solutions périodiques positives.

Le corollaire suivant découle directement du Théorème 2.5. Il faut signaler

ici que, malgré que les conditions de ce théorème semblent compliquées, ils

sont faciles à véri�er.

Corollaire 3.1 Supposons que m > 1 et � < min

8>><>>:
1




1

n

;
1 + 2e

2e

9>>=>>; : Alors,

pour
1

2T
< b <

1

T
;

l�équation (3:4) admet au moins trois solutions positives périodiques.
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Preuve. En e¤et, l�estimation � < min

8>><>>:
1




1

n

;
1 + 2e

2e

9>>=>>;, donne

2e (� � 1) �(m�1)

m� 1
n � 1:

On conclut par le Théorème 2.5, que pour
1

2T
< b <

1

T
; l�équation (3:4)

admet au moins trois solutions périodiques et positives:

3.2.3 Application aux trois modèles de leucopoïèse

De même, on va appliquer quelques résultats du deuxième chapitre pour

étudier l�équation de Mackey-Glass (3:3) :

L�application du Théorème 2.9 à l�équation (3:3) donne le théorème sui-

vant :

Théorème 3.3 Si eaT <
3

2
et T > 1, alors pour

1

2T
< b <

1

T
;

l�équation (3:3) admet au moins trois solutions périodiques positives.

Preuve. Soit f (t; x) =
x

1 + xn
et

c2 =
1

�

�
1

2 (� � 1) � 1
� 1
n
:

Alors ef1 < T et ef 0 = 1 < T: Comme eaT <
3

2
; i.e. � <

3

2
; on obtient c2 > 0.

En outre,

c2 =
1

�

�
1

2 (� � 1) � 1
� 1
n
;
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implique que
1

1 + �ncn2
= 2 (� � 1) :

D�où la condition (H8) est satisfaite. En�n, pour
1

2T
< b <

1

T
; on déduit du

Théorème 2.9 que l�équation (3:3) admet au moins trois solutions périodiques

et positives:

De même, l�application du Théorème 2.9 à l�équation autonome suivante :

x
0
(t) = �ax (t) + b

x (t� �)

r + xn (t� �)
; (3.5)

donne le théorème suivant :

Théorème 3.4 Si rT > 1 et eaT <
3

2
, alors pour

a

2T
< b <

a

T
;

l�équation (3:5) admet au moins trois solutions périodiques positives.

Si x (t� �) située au numérateur de l�équation (3:3) est élevé à une puis-

sance positive quelconque désignée par m; on obtient l�équation (3:6) sui-

vante :

x
0
(t) = �ax (t) + b

xm (t� �)

1 + xn (t� �)
: (3.6)

Par souci de simplicité, on pose

� = 2 (� � 1) �2m�1 n

1 +m� n

�
1 + n�m

m� 1

�m� 1
n

: (3.7)

L�application du Théorème 2.9 à l�équation (3:6) conduit au résultat suivant :

Théorème 3.5 Si 0 < m� 1 < n, alors pour

�

2T
< b <

�

T
;

l�équation (3:6) admet au moins trois solutions périodiques positives:
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Preuve. On peut voir facilement que � > 1 et 0 < m� 1 < n entraînent que

� > 0: L�équation (3:6) peut s�écrire comme suit :

x
0
(t) = �ax (t) + b

�
�

xm (t� �)

1 + xn (t� �)
: (3.8)

Soit f (t; x) = �
xm

1 + xn
. Comme m > 1, ef 0 = 0 < T et ef1 = 0 < T , alors

l�application du Théorème 2.9 nécessite de trouver c2 > 0 pour laquelle (H8)

est satisfaite.

Si on pose

c2 =
1

�

�
m� 1

1 + n�m

� 1
n
;

alors, pour c2 � kxk � �c2; on obtient

�
xm

1 + xn
� �

(kxk =�)m

1 + �ncn2
� �

�m
cm2

1 + �ncn2
; (3.9)

et

1 + �ncn2 =
n

1 + n�m
:

Il vient d�après (3:7) et (3:9) que

�
xm

1 + xn
� cm2

�m
n�m+ 1

n
2 (� � 1) �2m�1 n

n�m+ 1

�
1 + n�m

m� 1

�m� 1
n

� 2 (� � 1) cm2 �m�1
�
1 + n�m

m� 1

�m� 1
n

� 2 (� � 1) cm2 �m�1
1

cm�12 �m�1

� 2 (� � 1) c2:

Ce qui établit le résultat désiré.
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En conclusion de ce mémoire, mentionnons que les équations di¤érentielles

à retard qui tiennent compte de l�e¤et du passé dans la prédiction du futur,

occupent une place préviligiée en bio-mathématique surtout dans la descrip-

tion d�un grand nombre de phénomènes biologiques tels que l�hématopoïèse,

la croissance des populations, l�épidémiologie, etc.

Dans ce travail nous avons étudié une classe d�équations di¤érentielles

fonctionnelles qui généralise les équations di¤érentielles à retard.

Dans un premier temps, nous avons commencé par considérer le cas d�une

classe générale d�équations di¤érentielles fonctionnelles du premier ordre où

nous avons étudié l�existence d�au moins trois solutions positives, périodiques

et bornées via le théorème du point �xe de Leggett-Williams combiné avec

la méthode des fonctions de Green et certains outils utiles de l�analyse fonc-

tionnelle.

Ensuite, nous avons appliqué certains des résultats obtenus à l�étude de

cinq modèles biologiques avec un retard constant. En�n, pour récapituler,

l�approche utilisée est une technique hybride basée en premier lieu sur le

bon choix de l�espace de travail et son sous ensemble, ensuite, le deuxième

pas est l�inversion de l�équation en question en une équation intégrale de
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Conclusion

Freedholm dont le noyau est une fonction de Green, puis sur l�établissement

de certaines propriétés du noyau obtenu avant de dé�nir un opérateur intégral

pour appliquer le théorème du point �xe choisi.
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