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RESUME

Dans le présent travail, on étudie deux classes de problemes inverses en EDP. Ces pro-
blemes sont qualifiés mal posés au sens de Hadamard. Pour neutraliser le caractere d’insta-
bilité, des méthodes de régularisation sont proposées afin qu’on puisse tirer des informations
significatives de ces modeles. La premiere classe, est consacrée a 1’étude d’un probléme in-
verse pour I’équation parabolique. En se basant sur la méthode de régularisation de Tikhonov
modifiée, on construit une approximation de la solution et on établit certaines estimations
d’erreurs. Dans la deuxiéme classe nous étudions un probleme parabolique fractionnaire en
temps dans un domaine borné. L’approche de régularisation proposée est basée sur la mé-
thode des conditions aux limites auxiliaires modifiée, on régularise le probleme et on établit

certains résultats de convergence.

Mots clés :

Problemes inverses, Probléemes mal-posés, régularisation, méthode de régularisation de Ti-

khonov ,méthode des conditions auxiliaires.



ABSTRACT

In this work, we study two classes of inverse problems in EDP. These problems are ill-
posed in the sense of Hadamard. To neutralize the character of instability, regularization
methods are proposed so that significant information can be drawn from these models. The
first class is devoted to the study of an inverse time problem for parabolic equations. By
using the modified Tikhonov regularization method, an approximation of the solution is
constructed and some error estimates are established. In the second class, we study a time-
fractional parabolic problem in a bounded domain. The regularization approach proposed
for the fractional diffusion problem is based on the modified quasi-boundary value method.

The problem is regularized and some convergence results are established.
Keywords :

Inverse problems, ill-posed problems, regularization, Tikhonov regularization method, quasi-

boundary value method.
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INTRODUCTION

Problematique

Problémes mal-posés

En 1923, le mathématicien francais J. Hadamard a écrit son livre célebre sur les équations
aux dérivées partielles et leur signification physique [12]. Cet ouvrage fiit le point de départ au
développement du concept de probleme bien posé en physique mathématique. Il s’agit d'un
probleme dont la solution existe, est unique et dépend contintiment des données (stabilité).
Bien entendu, ces notions doivent étre précisées par le choix des espaces (et des topologies)
dans lesquels les données et la solution sont considérées. Dans ce méme livre Hadamard
laissait entendre (et c¢’était aussi une opinion partagée avec I.G. Petrovsky) que seul un
probléme bien posé pouvait modéliser correctement un phénomene physique.

Un probleme qui n’est pas bien posé au sens de la définition ci-dessus est dit mal posé.

La non-unicité est un probleme plus sérieux. Si un probleme a plusieurs solutions, il faut
un moyen de choisir entre elles. Dans ce cas, il faut ajouter des informations supplémentaires
pour minimiser le nombre des solutions.

Le manque de continuité est sans doute le plus problématique, en particulier en vue d’une
résolution approchée ou numérique. Cela veut dire qu’il ne sera pas possible (indépendam-
ment de la méthode numérique) d’approcher de fagon satisfaisante la solution du probleme
mal-posé, puisque les données disponibles seront bruitées donc proches, mais différentes, des
données réelles.

La physique mathématique a longtemps ignoré les probléemes mal posés, les considérant

soit dénués de sens physique, soit reflétant une modélisation inadéquate. La réalité actuelle
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est toute autre : le caractere fondamentalement mal posé de certains problemes pratiques
est reconnu et motive de nombreuses recherches en mathématiques (voir [9] [25] [29] [14]).

Les problemes mal-posés apparaissent dans de nombreuses branches de la science et d’in-
génieurs comme des problemes géophysiques, le probléme du corps supersonique, le contréle
non destructif, la corrosion, I'imagerie médicale, traitement d’images, et d’autres domaines
pratiques. La réalité actuelle est toute autre : le caractere fondamentalement mal posé de
certains problémes pratiques est reconnu et se manifeste dans une classe de problemes tres
larges, dite "problemes inverses”, et motive de nombreuses recherches en mathématiques [20]
[5].

PROBLEMES INVERSES

D’apres J.B.Keller [21], deux problémes sont dits inverses I'un de 'autre ; si la formula-
tion de I'un met 'autre en cause. On les trouve dans plusieurs situations; par exemple en
reconstituant 1’état initial d’'un phénomene, a partir de son état final, ou d’une évolution
partielle, et également en cherchant la source d’un phénomeéne donné. Une définition plus
opérationnelle est qu’'un probleme inverse consiste a déterminer des causes connaissant des
effets. Ainsi, ce probleme est I'inverse de ’autre appelé probléeme direct, consistant a déduire
les effets, les causes étant connues.

L’étude d’un probleme inverse exige une bonne maitrise du probleme direct et I'on a re-
cours a des notions tant mathématiques que physiques. Généralement, la résolution s’appuie
sur des éléments spécifiques au cas a considérer. Toutefois, il existe quelques techniques qui
possedent un champ d’application étendu. Lorsqu’il est question d’identifier ou de calculer
une grandeur physique a partir d’observations (mesures), on est amené souvent a inver-
ser un opérateur (la résolvante qui donne la solution du probléme direct); cette inversion
généralement instable, nécessite un traitement particulier. Il s’agit de techniques, dites de
régularisation, dont le but est de rendre le probleme bien posé et numériquement réalisable
et ce en le perturbant légérement pour éliminer les agents responsables de l'instabilité [30].
REGULARISATION

En mathématique, la régularisation est une procédure qui consiste a modifier un probleme
non régulier par une autre probléme qui lui est proche (dans un sens) et qui posséde de bonnes
propriétés rendant son étude théorique et numérique plus faciles.[31]

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes de régularisation ont été utilisées

pour résoudre certains probléme mal posés de Hadamard. Parmiciter :



TABLE DES MATIERES

- La méthode itérative alternative : Initialement proposée par Kozlov et al. [22] :
Cette méthode consiste a résoudre une suite de problémes bien-posé dont la solution converge,
pour des données appartenant a certaines classes admissibles, vers la solution du probléme
original.

- La méthode de quasi-réversibilité : Initialement introduite par Lattés & Lions
(1969) [26] consiste a transformer le probléeme de Cauchy mal-posé d’ordre 2 en un probléme
bien-posé d’ordre plus élevé (d’ordre 4) en introduisant un certain parametre (terme de
correction). Cette méthode a été ensuite reprise par plusieurs auteurs pour résoudre quelque
probléme inverse elliptique, notamment Kilbanov & Santosa [23]et plus récemment Bourgeois
[4].

- La méthode de régularisation de Tikhonov [37] : est la méthode de régularisation
la plus ancienne. Elle consiste a transforme le probléeme original mal-posé en un probléme
de minimisation.

- La méthode de régularisation par les condition aux limites auxiliaires

(Q.B.V.methode) : a été introduite par Abdulkerimov [1]. L’idée dans Cette méthode
est de remplacer le probleme mal-posé par un probleme bien posé, ou on perturber la condi-
tion finale en la remplacent par une condition non-locale dépendant d’un petit parametre .
A été utilisée par plusieurs auteurs dont D.N. Hao, V.D. Nguyen and H. Sahli [13], Samariski
[35].

Le but de ce travail est d’étudier quelques méthodes de régularisation appliquées a une
classe de problémes mal-posés.

Le mémoire est composé d'une introduction et quatre chapitres. Dans I'introduction on
décrit les motivations et les objectifs de ’étude abordée, on développe la problématique, et
on donne une description détaillée du mémoire.

Le premier chapitre : est consacré a la présentation des concepts de base ainsi que
le rappel des outils d’analyse fonctionnelle nécessaires a ’étude proposée comme la théorie
spectrale des opérateurs linéaires et la théorie de Riesz-Fredholm.

Dans le deuxiéme chapitre : On introduit les notions de probléme mal posé et de pro-
bléme inverse, avec une illustration de quelques exemples. Par la suite, on suit une stratégie
de régularisation.

Dans le troisieme chapitre : on y étudie étude d’un probleme inverse pour I'équa-

tion parabolique abstraite axisymétrique. Pour régulariser le probleme proposé, on utilise
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la méthode de régularisation de Tikhonov modifiée, on construit une solution approchée du
probleme considéré et on établit certaines estimations d’erreurs.

Quant au chapitre quatre : est consacré a ’étude d’un probleme parabolique fraction-
naire en temps dans un domaine borné, ou l’objectif est de reconstruire la donnée initiale a
partir de donnée finale. Pour régulariser le probléme, nous proposons la méthode des condi-
tions aux limites auxiliaires, on construit une solution approchée du probléme considéré et

on établit certaines estimations d’erreurs.



CHAPITRE 1

RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

1.1 Eléments de la théorie spectrale

Définition 1.1.1. [17] [39] [38] Soit E un espace vectoriel sur k. Une norme sur E est une
application de E dans R* telle :

1.VzeE |z lle=0< z=0;

2.VxeE, YaeR laz|e=|al.| zlE;

3.V (z,y) € E?, let+yll<ilele+ 1y lle

Un tel espace E muni d’une norme ||.|| est dit espace vectoriel normé.

Définition 1.1.2. [17] [39] [38] Soit E un espace vectoriel sur k. Un produit scalaire sur E
est une application de E x E dans k telle que pour tout (x,y,z) € E® et (o, B) € k?, on a :

ar + Py, z) = a(x, z) + By, 2);

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

Théoreme 1.1.1. [17] [39] [38] Dans un espace préhilbertien E, lapplication ||.|| : E — R,

donnée par

| z ||z =\/{x,x), pour tout x € E.



1.1. ELEMENTS DE LA THEORIE SPECTRALE

Définition 1.1.3. [17] [39] [38]Un espace de Hilbert est un espace complet par rapport d la
norme induite par un produit scalaire. En d’autres mots, un espace de Hilbert est un espace

de Banach dont la norme est induite par un produit scalaire.

1.1.1 Propriétés des espaces de Hilbert :

Proposition 1.1.1. [17] [39] [38]Inégalité de Cauchy Sharwtz.

Pour (z,y) € H* on a l'inégalité :
| (@) <l lully la

Proposition 1.1.2. [17] [39] [38](Identité du parallélogramme). La norme induite par un

produit scalaire satisfait [’égalité.

pour (r,y) € H  Jw+ylli+lz—yli=2(=F+1vll%)

Théoréeme 1.1.2. [17] [39] [38](de projection)
Soit F' une partie non-vide convexe fermée d’un espace de Hilbert H. Alors, pour tout

x € H, il existe o € F unique tel que

|z =z |p=inf{]|z—all, ackF}

le point xy s’appelle la projection de x sur F.

1.1.2 Base Hilbertienne

Définition 1.1.4. [17] [39] [38] On appelle base Hilbertienne d’un espace de Hilbert, toute

suite (en), - tel que :

neN
1. ey |=1VneN
2. (en,em) =0 Vn,meN, n#m
L’espace vectoriel engendré par cette base est dense dans H. Alors, tout élément u € H,
s’écrit

u= i (u,e,) en.

n=1



1.1. ELEMENTS DE LA THEORIE SPECTRALE

Convergence

Définition 1.1.5. [17] [39] [38] On considére une suite {x,} _n d’un espace normé E. On

neN

dit que
1. {xn}, ey fortement converge vers x € X. si || x, — x ||[— 0 lorsque n — 4-00.
2. De Cauchy si || x,, — @ ||—> 0 lorsque n,m — +o0.

Définition 1.1.6. [17] [39] [38] Un espace normé E est dit complet si toute suite de Cauchy

dans E est convergente.

1.1.3 Opérateur linéaire :

Définition 1.1.7. [17] [39] [38] Soient E, F deux espaces vectoriels sur le méme corps k.

On dit que l'application ou l'opérateur A : E — F est linéaire si :

Ve,y € ENaek, A(x+y)=Axr+ Ay
Aaz) = aoAx.

C’est un homomorphisme d’espaces vectoriels et A (0) = 0 cas particulier :

si A est bijectif alors, A est isomorphisme
si ' = F alors, A est endomorphisme de F
si A est isomorphisme de F dans E alors A est automorphisme

si F' =k alors, A est une forme linéaire sur F.

On a pour tout opérateur linéaire A: D (A) C E — F tel que D (A) est le domaine de

définition de 'opérateur A on note :

G(A) = {(z,Az),x € D(A)} le graphe de A
N(A) = {xreD(A),Axr =0} Noyaux de A
Im(A) = {VYyeF,3zxeD(A),y= Az} Image de A.



1.2. OPERATEUR LINEAIRE BORNE

1.2 Opérateur linéaire borné

Soient Hy, Hs deux espaces vectoriels normés et A : H; — Hy est un opérateur linéaire,

le théoreme suivant caractérise la continuité d’un opérateur linéaire.
Théoréme 1.2.1. [17] [39] [38]Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est continu.

2. A est continu en 0.

3. de>0telque || Az ||[< c| x| VxeE.

un opérateur A est linéaire continu d’un espace de Hilbert H; dans un espace de Hilbert
H, est une application linéaire continue de H; dans Hy c’est -a-dire qui vérifier :

1. Ve € H, Az € H,

2. V(x,y) € Hy x Hy,¥(a,3) € R?A(ax + fy) =a Az + 3 Ay

3. de>0Vee Hy || Az |m< c || z ||,

le plus petite nombre ¢ qui vérifier le 3°™¢ point ci -dessus s’appelle La norme de I'opé-

rateur A

| Az ||
[All= " sup Tz :
$€H1—{0H1} T || H,

1Al = sup || Az ||m,

[lz]|=1

1Al = sup || Az |[m,

llzll<1

| All=inf{c>0, VeeHt |Az|m<c||n}

Théoréme 1.2.2. (De Riesz)[17] [39] [38] Soit ¢ :Hy — k une forme linéaire continue,

il existe un unique vecteur xo € Hp tel que :
o (x) = (g, ), Ve € Hy

Théoréme 1.2.3. (Théoréme des isomorphismes de Banach)[17] [39] [38].

Toute application bijectif linéaire continue A € L (Hy, Hy) est inversible.



1.2. OPERATEUR LINEAIRE BORNE

1.2.1 L’adjoint d’un Opérateur

Théoreme 1.2.4. [17] [39] [38] Soit A un opérateur linéaire continue de Hy dans Hs,il

existe un unique opérateur de Hy dans Hy noté A* tel que
Ve € H\,Yy € Hy (Az,y) = (z,A"y),

cette opérateur est appelé l'adjoint de A. Il vérifier de plus (A*)* = A et || A* ||=[ 4|
1. ker(A*) = (ImA)*,
2. (ker A)* = TmA*.

Un opérateur dans Hy est dit auto-adjoint si est seulement si

Y(z,y) € Hy x H (Az,y) = (v, Ay), cest-d-dire A= A,

-s1i lopérateur A est auto-adjoint alors on :

| Afl= sup [(Az,z)].

ll] rry <1

Opérateur non borné

Un opérateur non borné est une application linéaire A : D (A) C Hy — Ha, ou D (A)

est un sous-espace vectoriel de Hj.

Définition 1.2.1. [17] [39] [38]Un opérateur non borné A est fermé si son graphe G (A) est
fermé dans Hy X Hs. i.e;

pour toute suite (u,) C D (A) tel que u, — u dans Hy et Au, — v dans Hy alors
u€ D(A) et v= Au.

L opérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné de son domaine de

définition D (A) muni de la norme du graphe (|| u ||g=| v ||z, + || Au ||z,) dans H;.

Théoréme 1.2.5. [17] [39] [38](Théoréme du graphe fermé) Si l'operateur fermé A est défini
sur tout l'espace Hy, alors A est borné.

(A fermé et D(A)= H; alors A est borné).



1.3. LE SPECTRE ET RESOLVANTE D’UN OPERATEUR

1.3 Le spectre et résolvante d’un opérateur
Définition 1.3.1. [17] [39] [38] Soit A € L(E)

1. On appelle spectre de A, I'ensemble
o(A) ={X €k, (A] — A) non inversible}

tout scalaire A € o(A) est dit valeur spectrale.

Le rayon spectrale de A noté r(A),est défini par :

r(A) =sup{A | A€ ad(A)}.

Examinons a présent de plus pres la structure du spectre.

2. Le premier sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel
o,(A) ={X €k, (A — A) n'est pas injectif}
3. On appelle spectre continue de A I’ensemble
0.(A) ={\ € k (A — A) est injectif et Im(A] — A) est dense dans E}
4. On appel spectre résiduel de A I'ensemble
o.(A) = {X €k , (M — A) est injectif, Im(A] — A) n’est pas dense dans E'}

et on a o(A) =0,(A) Uo.(A)Ua,(A).

5. On appel 'ensemble résolvant de A, I’ensemble
p(A) = {\ €k, (A — A) inversible}

o(A) =k\ p(4)
si A € p(A), Alors on note Ry(A) = (M — A)~! € L(F) la résolvante de A.

10



1.4. OPERATEUR COMPACT

1.3.1 Le spectre d’un opérateur non borné

Soit A : D(A) C Hi — H,. Un opérateur non borné que 'on suppose fermé et a
domaine dense.

On appelle ensemble résolvant de A

p(A) ={ ek A, =\ — A bijective}

Le spectre de A c’est le complémentaire dans le plan complexe o(A) = C\ p(A).

-si A € p(A) Vinverse R(\, A) = Ay! est définit sur tout I'espace est fermé. Cet opérateur
est appelé la résolvante de A.

-p(A) est ouvert du plan complexe et le spectre o(A) fermé.

-La résolvante satisfait a I’équation fonctionnelle suivante dite Identité de la résolvante

R(A\, A) — R(Aa, A) = (A2 — M) R(A1, A)R(Xg, A).

1.4 Opérateur Compact

Dans cette section on suppose que E et F' deux espaces de Banach.
On dit qu'un opérateur T' € L(E, F') est compact si T(Bg) est relativement compact
pour la topologie forte.

On désigne par K (F, F') I'ensemble des opérateurs compacts et on pose K(E) = K(E, E)

L’ensemble K(FE,F) est un sous espace vectoriel fermé de L(E,F) pour la norme ||

Nz, F)-

Soit (7},)nen suite d’opérateur continue de rang finis de £ dans F et soit T' € L(E, F)
tel que :
| T, =T ||o(g,;)— 0 alors T € K(E, F),
tout opérateur de rang fini est compact.

Théoréme 1.4.1. [17] [39] [38](Shauder)
SiT e K(E,F) Alors T* € K(F, E) et réciproquent
Le spectre o(A) est un ensemble compact et :o(A) C[— || A|,+ | Al].

11



1.5. DECOMPOSITION SPECTRALE DES OPERATEURS AUTO-ADJOINT

Soient Hy, Hy et Hs trois espaces de Hilbert.

1. St Ay € L(Hy Hs) et compact et Ay € L(Hy H3) Alors AsA 1 € L(Hy Hs) est compact.
2. Si Ay € L(Hy Hy) et Ay € L(Hy Hs) et compact Alors Ay A 1 € L(Hy Hj) est compact.
3. St Ay € L(Hy Hy) et compact et A* € L(Hy Hy) est aussi compact.

Soit (An)nen une suite d’opérateur compact de Hy dans Hs, si A, converge vers A dans

L(Hy Hs) c’est-a-dire

| An — Au ||,

Il {[ o,

H A, — A ||: sup — 0,
u#£0

alors A est compact.
Soit A un opérateur compact de Hy dans Hy ou Hy, Hy deux espaces de Hilbert qui me

sont pas de dimension finie alors A n'est jamais inversible dans L(H; Hs).

1.5 Décomposition spectrale des Opérateurs auto-adjoint

Dans cette section A désigne un opérateur auto-adjoint compact dans H.

On commence par rappeler la théorie spectrale pour les opérateurs auto-adjoint en di-

mension finie.

Soit A € L(H) un opérateur auto adjoint, si H est de dimension finie Alors :

1. Le sous espaces ker (Al — A), ou A € 0(A) sont deux a deux orthogonaux.

2. A admet la décomposition spectrale suivante :
H = ®)reco(a) ker(A — A).

3. A est diagonalisable dans une base orthogonale et

A= DY dpp= >, Am

Aeo(A) Acop(A\{.}
ou pyest la projection orthogonale de H sur ker (Al — A).

On caractérise dans ce lemme la norme d’un opérateur auto-adjoint compact.

Lemme 1.5.1. [17] [39] [38]Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint compact Alors

12



1.6. THEORIE DE RIEZ-FREDHOLM

| A l|=max{|A|,\ € c(A)}.

Théoréme 1.5.1. (Décomposition Spectrale)[6] [39] [38]

Soit A € L(H) un opérateur auto adjoint compact, si H est séparable, Alors il admet
une base Hilbertienne formé de vecteur propre de A.

Autrement dit, A est diagonalisable dans une base Hilbertienne.

Soit A € L(H) un opérateur auto adjoint. On pose

m = inf (Az, x) et M = sup (Azx,z).
Ivaﬁfl Hwﬁfﬂ

1.6 Théorie de Riez-Fredholm

1.6.1 Diagonalisation de 'opérateur auto-adjoint compact

On dit que A € L(H; H») est un opérateur compact si K (B, (0,1)) est relativement

compact. Pour la topologie forte on note K (H; H) I'ensemble des opérateur compact de H;
dans Hj et on pose K(Hy Hy) = K(H;).
Théoréme 1.6.1. [6/ : A€ K(H) avec dim H = oo

1. 0 e a(A),

2. o(A)\ {0} = 0,(A) \ {0},

3. l'une des situations suivantes

ou bien o(A) = {0}

ou bien o(A) \ {0} est fini

ou bien o(A) \ {0} est fini une suite — 0.

Théoréme 1.6.2. [6] Soient H est un espace de Hilbert séparable et A € KC(H) un opérateur

auto-adjoint compact. Alors H admet une base Hilbertienne formé de vecteurs propre de A :

Vee Hz=xz0+ Y (x,€n)e6n,

neN

et

Ar = Z An (T, €n) €, 0U xo € ker A.

neN

13



1.6. THEORIE DE RIEZ-FREDHOLM

Nous définissons la fonction d’un opérateur auto-adjoint compact A par le théoreme

d’application spectrale de la maniere suivante :

Définition 1.6.1. Si f(z) est une fonction continue a valeurs réelles sur le spectre o (A) on

définit f(A) par

f(A)z =3 f(A) (@,en) en (1.1)

n

ot A est un auto-adjoint compact A, € o(A), et e, sont les vecteurs propres orthogonauz

correspondants.

1.6.2 Famille spectrale

Soit A: D (A) C H — H opérateur non borné.

Alors A est dit a résolvant compact si

VA€ p(A), RN\ A) € K(H).
On a le résultat suivant

Théoréme 1.6.3. [6/ Un opérateur A : D (A) C H — H est a résolvante compact si et
seulement si il existe u € p(A) tel que R(u, A) € K(H) compact.

Théoréme 1.6.4. Soit A: D(A) C H — H opérateur auto-adjoit, Alors :
1.0,(A) =@.
2. 0(A) = 0,(A)U 0.(A) CR.
3.A>20 <= 0o(A) C 0, +x].

Théoréme 1.6.5. [6] Soit A : D(A) C H — H un opérateur auto-atjoint borné inférieu-
rement et d résolvante compact. Alors A est diagonalisable c’est-a-dire (il existe une base

Hilbertienne dans H, (em)m=1 C D (A) et une suite réel (Apy)m>1 telles que

M< <<\, — 00, Ae,, = Ae,m=1,2, ...

Remarque 1.6.1. Si A : D(A) C H — H opérateur auto-atjoint avec A > 0 > 0 —
(0 € p(A)), et l'injection Hy — H est compacte, alors A est a résolvante compacte et donc

diagonalisable.

14



CHAPITRE 2

PROBLEMES INVERSES ET PROBLEMES MAL POSE ET
THEORIE DE LA REGULARISATION

2.1 Probleme inverse et probleme mal posé

Soient E, F' deux espaces de Banach et A : D(A) C E — F est un opérateur (linéaire
ou non linéaire).

Le probleme Ax = y est bien posé au sens de Hadamard si les conditions sont vérifiées :

1. Existence : pour tout y € F, il existe x € E tel que Az = y (A surjectif )
Im(A) = F pour tout y € F.

2. Unicité : pour tout y € F', il a au plus une solution z € £ (A injectif) ker(A) = 0.
C’est-a-dire pour tout x1,z5 € E. et Az; = Axq alors x1 = xs.

3. Stabilité : la solution x dépend continument de la donnée y, c’est -a-dire Im(A) =

Im(A) = ker(A*)*.

C’est-a-dire faible perturbation de donnée y donne faible perturbation de la solution z.
pour tout (z,), C E siy, = Az, — Az = y implique z, — x cest -a-dire (A~

borné).
Probleme direct : Etant donné les causes, trouver l'effet Az = y.

Probléme inverse : Etant donné les leffet, trouver les causes x = A™ly.

15



2.2. PROBLEME DIRECT ET PROBLEME INVERSES EN EDP

2.2 Probleme direct et probleme inverses en EDP

Dans le cas de probleme directs, étant donné un domaine 2 C RY, on s’intéresse a la

solution
u:(x,t) € Qx[0,+o0] — u(z,t) € E
ug + F(t,z,081u, ..., Qﬁﬁu) =f dans Q

{BL,}u=7j; sur 9Q x [0, +oo]
u(z,0) = ug(x)  dans Q

(2.1)

Dans le probleme inverse : a partir d’'une connaissance partielle de la solution u de 'EDP

On doit retrouver par exemple :

1. f, g1,..., 94 — probléme d’identification de sources
2. ug — probleme d’identification de donnée initiales.
3. F — probleme d’identification de coefficients.

4. Q) — probleme d’identification géométrique.

La difficulté principale des problemes inverses est leur caractere générales mal posé.

2.2.1 Exemples des problemes mal posés

Exemple 2.2.1. Considérons le probleme de Cauchy pour [’équation de Laplace

ang’y) i 3215572,3;) =0, O<z<m 0< y<m

u(x,0) =0, Usz=sm (2.2)
%ﬂ;@:wx), 0<z<m |
u(0,y) = u(r,y) =0, O<y<m

ot € C'. En utilisant la méthode de séparation des variables, nous avons :
u(z,y) = X(@)Y(y).

En substituant u dans le probléme (2.2), on trouve :

1"

X' ()Y (y) + X(2)Y" (y) =0,

donc :



2.2. PROBLEME DIRECT ET PROBLEME INVERSES EN EDP

Ainsi
X"+ 22X =0,
(2.3)
X (0)=X(m) =0,
et
Y =Ny =0. (2.4)

On vérifie aisément que X (x) = cosin(Azx) est une solution du probléeme (2.3) et Y (y) =
czexp(ny) + coexp(—ny) est une solution de (2.4).

Alors la solution du probleme (2.2) est donnée par :

u(z,y) = [cs exp(ny) + ¢4 exp(—ny)| sin(nzx)

En utilisant la condition u(x,0) =0 donc ¢y = —cs,

et la condition u,(z,0) = (z), ce qui implique que :
Uy (z,0) = 2¢esnsin(nz) = P(x). (2.5)

Stabilité : Si nous avons p(z) = ¢(x) = 0, alors la solution du probléme (2.2) est donnée
par :

Ul(.T,y) = 07

solution triviale.

On prend
V() = V(@) + Ay = ¥(a) +  sin(nr),

(¢n(z) donnée perturbée), d’apres (2.5) on a :
Y(x) = 2eznsin(nx),

et pour

P(z) = Yp(x) = Tllsin(nx),

alors

1
2csnsin(nx) = — sin(nz),
n

ce qui implique 2¢3 = #, donc la solution du probleme (2.2) associée & 1, (x) est donnée
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2.2. PROBLEME DIRECT ET PROBLEME INVERSES EN EDP

par :

us(,y) = —; sinh(ny) sin(nx).
n

Nous remarquons :

|1 — el = sup |1 —o |

0<z<m

1 . 1
= sup | —sin(nz) |= — — 0 lorsque n — +oo0.
n

0<z<m N
Mais
Hul__UQH“) = sup |u1(x,y)—-u2(x,yﬂ
0<z<mw

1
= — [sinh(ny)| — +oo lorsque n tend vers + oco.
n

Donc la solution du probléeme ne dépend pas continument de la donnée (), alors le probléme

est instable, d’ou il est mal posé.

Exemple 2.2.2. (Différentiation et Intégration)

La différentiation et l'intégration sont deux problemes inverses l'un de ’autre. Lest plus
habituel de penser a la différentiation comme probléme direct et a ['intégration comme pro-
bléme inverse.

Considérons l'espace de Hilbert L*(Q) et lopérateur intégrale A définit par :

Af(w) = [ £(o) at (2.6)

Il est facile de voir directement que A est un opérateur linéaire et continue de L*(S)) dans
luit méme. .

Cet opérateur est injectif, par conter son image est le sous espace vectoriel.

Im (A) = { f € H'(0,1), g(0) =0 },

ou” H(0,1) est l’espace de Sobolev. En effet 'équation Af = g équivalente ¢  f(x) =
g (z) et g(0) =0, Limage de A n'est pas fermée dans L*([0,1]) comme le montre I’exemple
suivant

Considérons une fonction g € C'([0,1]) donne et n € N,

18



2.2. PROBLEME DIRECT ET PROBLEME INVERSES EN EDP

Soit

Alors f,(z) = g, (z) = ¢ (x) +n cos(n’z)

De simple calcules montrent que

D=

NN A e
lg=gull= (5= 5 sim2n®)” =60).

n

N

1

1F=5ll=l g =g = n (5 - - sin@®)) = 00,

Ainsi la différence entre f et f, peut-étre arbitrairement grande, alors méme que la
différence entre g et g, est arbitrairement petite. L’opérateur de dérivation (I’inverse de A )
n’est donc pas continue.

L’instabilité de 'inverse est typique des problémes. Une petite perturbation sur les données
(ici g) peut avoir une influence arbitrairement grand sur le résultat (ici f ).

Une seconde classe de problémes inverses est l’estimation de parametres dans ’équation

différentielles. Nous allons en voir un exemple trés simple.

Exemple 2.2.3.
—(a(z) u'(x)) = f(z) pour x € |—1,1]

u(—1) =u(1) =0. 2D

Dans cet exemple, nous prendrons a(x) = x> +1 et la solution u(x) = (1_9”2), ce qui donne

D)
f(x) =32% + 1.

Le probleme direct consiste a calculer u, étant données a et f.

Pour le probleme inverse, nous considérons que f est connue, et nous chercherons a
retrouver le coefficient a partir d’une mesure de u.

Pour cet exemple, volontairement simplifié nous supposerons que l’on mesure u en tout
point de l'intervalle |—1,1[, ce qui est bien évidemment irréalise.

Nous allons voir que méme dans cette situation optimiste, nous sommes susceptibles de
rencontrer des difficultés.

En intégrant Uéquation du probléme, et en divisant par u nous obtenons lexpression

. / .
suivantes pour a (en supposant que u ne s’annule pas, ce qui est faux sur notre exemple :
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2.2. PROBLEME DIRECT ET PROBLEME INVERSES EN EDP

a(x) = S 1x)/f(§)dC:;+x2+1 pour x # 0 (2.8)

u'(x)  u(

ot ¢ est une constante d’intégration.

Il ya dans ce probléeme deux sources d’instabilité, tout d’abord l’équation (2.8) fait inter-
venir v, et nous venons de voir que le passage de u d u' c’est source d’instabilité. Il s’agit
l'a d’un phénomeéne communaux problémes linéaires et non-linéaires.

Siu' est simplement petite la division sera cause d’instabilité.

2.2.2 Décomposition en valeur singuliére (dimension infinie) :

Considérons maintenant un opérateur A € K(Hy, Hs) ou Hy, Hs, deux espaces de
Hilbert séparable.

L’une des approches les plus pratiques pour étudier le probleme inverse Ax = y tel que
x € Hy, y € Hy, consiste a utiliser la décomposition en valeur singulier (SVD) de I'opérateur
A . Cette décomposition on propose des bases pour les espace de Hilbert H; et Hy permettant

d’exprimer et de résoudre simplement le probleme.

Définition 2.2.1. (valeur singuliere)/32/ [21]

Soient Hy, Hs, deux espace de Hilbert séparable.(Admet une base Hilbertienne) et A
€ K(H,, Hy)

on appelle valeur singuliére de l'opérateur A le réel positive p = VA, ot \ est une valeur

propre de l'opérateur

auto-adjoint T = A*A : Hy — Hs.

Théoréme 2.2.1. (SVD)/32] [21]
Soit A € K(Hy, Hs) et Prq la projection orthogonale sur N(T), alors il existe une suite
de valeur singuliéres (u,) et deux systémes orthonormé {¢1, 2.} C Hy, {11,192} C Hy tel

que :
1. (pn) est décroissante, iy — 0,n — o00.

3. ¥r e Hy, v =3 (2,0,) ¢n + xo tel que xy € ker(A).
n>1

4. Vv e Hy, Az = 2>:1Mn (x, n) Un.

5. \V/y S HQ, A*y = Z>:1 o, (y’1/}n> Pn-
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2.3. LA THEORIE DE REGULARISATION :

Le systeme {(tin, Pn,¥n)},>, €st appelé systeme singulier de A.

La famille (p,) est une base Hilbertienne de N(A)L.

La famille (1,) est une base Hilbertienne de R(A). Le calcul des valeurs singulicres et
I’étude de leur vitesse de décroissance peut donc fourmi des renseignements sur le caractere

Mal posé d’un probleme inverse donné.

Théoreme 2.2.2. (Critére de Picard) [32] [21]

On suppose que H est un espace de Hilbert séparable.

Soient A € H — H un opérateur compact fini, y € H et {e,, fn,0n : n € N} son systéme
singulier. Alors l’équation Ax =y admet une solution si et seulement si

(i) g € N (A)" =T (A),

(i) 3 Ll < oo,

n=1 n
alors la solution générale est donnée par :

On

T = i I fn>|en +x9, w9 € N(A). (2.9)

Remarque le comportement de valeurs singuliéres aide a déterminer le degré de complexité

du probléeme mal-posé :

1

e

On dit que le probléeme Ax =y est faiblement Mal posé si ji, ~ c >0 et le probleme

Ax =y est fortement Mal posé si p, ~ exp™ ", p > 0.

2.3 La théorie de régularisation :

La régularisation de probléemes mal-posés, due initialement a Tikhonov, cherche a redé-
finir les notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée, ...), de fagon
que la <¢solution régulariséey>obtenue par <<inversion régularisée »»dépende continiiment des
données et soit proche de la solution exacte (supposant que celle-ci existe pour des données
proches des valeurs activement obtenues par la mesure). En d’autres termes, on remplace le

probleme initial mal posé par un autre <(probleme approximant »» bien posé.

Considérons le probleme inverse Khy = hy ou K : Hy — Hy est un opérateur compact

injectif. On suppose que hy € Im(K), i.e, le probléeme inverse posseéde une solution unique.

Définition 2.3.1. [32] (Une Stratégie de Régularisation) : Soient Hy, Hy deuz espaces nor-

més et K : Hy — Hy un opérateur linéaire borné injectif. La famille des opérateurs linéaire
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2.3. LA THEORIE DE REGULARISATION :

bornés {Ra}azo :Hy — Hi, >0

est dite "famille réqularisant” pour opérateur K si

Vhy € Hy, lig%)(RaK)hl =hy, i.e, RyZK converge simplement vers I. (2.10)

Si R, est une famille régularisant pour 'opérateur K : H; — H,, ou H; de dimension
infinie, alors les opérateurs R, ne sont pas uniformément bornés i.e, il existe une suite
() C Ry telle que lim,, 5o || Ra, ||= +00.

La convergence R,ho — K 'hy n’est pas uniforme, c’est a dire qu’il n’y a pas de
convergence de R, K vers 'identité au sens de la norme des opérateurs.

La donnée initiale ho € Hy n’est jamais connue exactement : il y a toujours un bruit qui
vient la perturber. Notons h$ la donnée perturbée ot le nombre 6 > 0 est le niveau du bruit,
ie [ng —hof <.

Notons h?’é I’approximation de la solution du probléme inverse Khy; = hy obtenue avec
I'opérateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant 1'inégalité triangulaire sur

s

, on obtient

| By = 0| < || Baho = BS2[ + | B = Rahall < 6 [ Rall + || by — Rahall . (211)

Le premier terme de droite de I’équation (2.11) représente la majoration de l'erreur due au
niveau de bruit. Comme || R,,, ||[— 400 quand o — 0. Alors il ne faut pas choisir o trop
petit sinon l'erreur peut devenir tres grande. Par contre le second terme de droite de (2.11)
tend vers 0 quand « tend vers 0 par définition de R,.

Nous allons faire tendre le niveau de bruit ¢ vers 0 et nous allons choisir une stratégie de

régularisation de manieére a ne pas commettre une trop grande erreur sur la vraie solution

hy.

Définition 2.3.2. [32] Une Stratégie de Régularisation § — «(0) est admissible si pour tout
hl € H,

lim a(d) =0 et lim( sup { ‘Ra(n) hS — h1’ tel que HK hy — hS H <46 }) =0. (2.12)

0—0 6—0 thHz
Les stratégies de régularisation sont variées. Chaque probleme nécessite un traitement spéci-
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2.3. LA THEORIE DE REGULARISATION :

fique selon son degré de complexité. Parmi les méthodes les plus connues en probleme inverse,

on a la méthode de Tikhonov.

2.3.1 La méthode de Tikhonov :

Soient H; et Hsy deux espaces de Hilbert, supposons que K : Hy — Hj, [|A|| < oo est

linéaire, y € Im(A) telle que ||ys — y|| <, ys n’est pas nécessaire dans Im(A), le probleme
Axr =y.

Etant donné ys on veut donc construire une approximation raisonnable z° de la solution
exacte x de I’équation non perturbée Ax = y. On veut aussi que cette approximation soit
stable, i.e. que 22, dépende continfiment des données ys. Donc on cherche une approximation
de 'opérateur inverse non borné A~! : Im(A) — H, par un opérateur linéaire borné R, :

Hy — Hj.

Théoréme 2.3.1. [32] Soient Hy, Hy deux espaces de Hilbert et A : Hi — Hy est un

opérateur linéaire compact et soit a > 0. Alors pour chaque y € Hy, il exviste v, € H;.
| Aza =y [P +a [l za [IP= inf || Az —y [I* +o [l 2 |*. (2.13)
Le minimiseur x, est donné par ['unique solution de
ar, + A" Az, = Ay, (2.14)

et dépend continument de y.

De lidentité ci-dessus, il en résulte que

To = (al + A*A) 1A%y,

et

Ra : HQ—)Hl

Yy = Ra(y):xa

ot Ry = (al + A*A)~1A*.
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2.3. LA THEORIE DE REGULARISATION :

Lemme 2.3.1. [32] Supposons que A € L (Hy) (A fermé) est un opérateur auto-adjoint posi-
tif alors pour tout o > 0 l'opérateur A+al est bijectif et H(A + aI)_lu <let H(A +al)”! AH <
1.

Corollaire 2.3.1. [32] Soit A € L (Hy, Hs) et o > 0 alors

1
< —.

Va

Proposition 2.3.1. [32/(Nair page 157) Supposons que A € L (Hy) est un opérateur auto-

(A A+ an) A

adjoint alors pour tout a > 0

a«A+an*)::{AiaAea@@}
c((A+al)tA) = {Aia,/\EJ(A)}
o((A+al)?A) = {m)\a)Q,AGU(A)}

Corollaire 2.3.2. [32] Soit A € L(Hy, Hs) et a > 0 alors

(A A+ an)™ A

VA 1
= — A A)p < ——.
Sup{)\—i—a’ col=573
Proposition 2.3.2. [32] Pour tout u € ker(A): et pour tout v € ker (A*)" alors

a(A*A+al) | — 0 quand a — 0
| )~ q ,

Ha (A*A+al)™ ’UH — 0 quand a — 0.
Théoréme 2.3.2. [32] Poury € D(A")
|lx — zol| = 0 quanda — 0
Théoréme 2.3.3. [32] Soit y° € Hy tel que

lv* =y <0 oiy=As,
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2.3. LA THEORIE DE REGULARISATION :

a) Soit A : Hy — Hy wun opérateur linéaire injectif et compact, l'opérateur R, définie par

S
Rayzz ! 2<y7fj>€j;

> oz+sj

est une stratégie de régularisation avec

1
|Rol| < =—=,a >0,

2Va

chaque choiz a (§) — 0 quand o — 0 avec % — 0 quand o — 0 est admissible.
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CHAPITRE 3

METHODE DE REGULARISATION DE TIKHONOV
MODIFIEE POUR L’EQUATION DE LA CHALEUR

3.1 Formulation du probléme :

On considere I’équation de la chaleur rétrograde axisymétrique suivante (BHCP)

%:Au:%+%%ﬁ, 0<r<ry,0<t<T,

u(r, T) = ¢(r) , O<7r<ro (3.1)
u(ro,t) =0, 0<t<T,

u(r,t) borné , r=0, 0<t<T,

ou r est la coordonnée radiale, ¢(r) la condition final de la température du cylindre. Notre but
est de déterminer la distribution de température u(.,t) pour 0 <t < T a partir de la donnée
u(r,T) = ¢(r). En effet une petite perturbation dans la donnée peut causer une grande
erreur dans la solution u(.,t). Dans ce cas une méthode de régularisation est nécessaire.

Ce probleme ( (3.1)) est mal posé au sens d’'Hadamard, car la solution si elle existe ne
dépend pas continiment de la donnée .

En effet une petite perturbation dans la donnée peut causer une grande erreur dans la
solution u(.,t). Plusieurs méthodes de régularisations ont été considérées pour résoudre ce
probléme, comme la méthode Q.R [[8], la méthode de Tikhonov [3], la méthode des différences
finies [11] et autres.

Dans ce travail on utilise la méthode de régularisation de Tikhonov modifiée [44] pour
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3.1. FORMULATION DU PROBLEME :

traiter le probleme mal posé (3.1). Et nous obtenons non seulement la continuité de Hol-
der, mais nous obtenons également des estimations d’erreur de convergence plus rapides, en
particulier une estimation de convergence de type logarithmique a ¢t = 0.

Avant de donner la formulation de la solution du probleme (3.1), nous allons donner une

définition, on note :

L*[0,70;7] = {f :10,70] — R : f est mesurable au sens de Lebesgue et r: f e L [O,TO]} .

Cet espace est un espace de Hilbert avec la norme

11 = ( / r\f((r)IZdT)

0

N =

et le produit scalaire

oo

(f.9)= [ rf@)g@)dr, pour f, g€ L*[0,roir]

En tant que solution du probléme (3.1), nous entendons une fonction u(r, t) satisfaisant (3.1)
au sens classique et pour chaque ¢ fixé dans [0, T, la fonction u(.,t) € L? [0, 79, r]. Dans cette
classe de fonctions, si la solution du probleme (3.1) existe, elle doit étre unique [10]. Nous
supposons que u(r,t) est la solution unique du probleme (3.1). En appliquant la méthode de

séparation des variables, nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.1.1. Si la solution du probléme (3.1) existe, alors elle est donnée par

£ =3 el )T gy (Bl (3.2)
k=1 To
et
2 / )d 1,2 (3.3)
Cp = 7”('0 rn=14,..., .
13J2 () /

ou Jo(z) et Ji(z) désignent respectivement les fonctions de Bessel d’ordre 0 et d’ordre 1.

{un}2 | est la siute des racines de Uéquation Jo(z) = 0 et satisfait :
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3.1. FORMULATION DU PROBLEME :

Opy < pig < oo < fpp < ..., lim  p,, = o0.

n—-+00

Démonstration. En appliquant la méthode de séparation des variables, nous cherchons une

solution du probleme (3.1) de la forme :

u(r, t) = v(t)R(r), (3.4)

en substituant (3.4)) dans (3.1), on trouve :

V() + () =0, 0<t<T, (3.5)

et que R(r) satisfait I’équation :

R’ (r) + iR'(r) + AR(r) =0, (3.6)
R(To) = 0, (37)
|R(0)| < 400, (3.8)

ou A sont des constantes inconnues. Il est facile de constater que la valeur propre du
probléme (3.6)-(3.8) est non négative, c’est-a-dire A > 0 (voir [15]).
Lorsque A = 0, nous obtenons la solution générale du probleme (3.6) :
R(r)=A;+ Axlnr,
a partir de (3.7) et (3.8), nous avons : A; = 0, Ay = 0 c’est-a-dire, R(r) = 0. Pour A > 0,
selon [15], nous obtenons la solution générale de 1'équation (3.6) :
R(r) = BiJo(y/A) + BaYo (rVA), 0 <r <, (3.9)

ou Jo(z) et Yy(z) désignent respectivement les fonctions de Bessel de premiere espece et

de deuxieme espece, données par :
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3.1. FORMULATION DU PROBLEME :

1= 2 (3
Yo(z) = 72r [n—f—ln (;)} Jo(2) + 72%5;1 (_(]11);1 (1 + ; +...+ ;) (;>2k

en raison des condition (3.7), (3.8) et lig(l)Yb(z) = —o0, alors By Jo(rgv/A) =0, By =0.

En appliquant les propriétés de la fonction de Bessel d’ordre 0 : Jy(z), on peut écrire :

nous savons que l'équation Jy(z) = 0 a une séquence de racines {u} -, qui satisfait a
0<pg < prg < oo < iy < ooy nilgw”" = 00.

Ainsi, les valeurs propres du probleme (3.6), (3.8) sont :

2
A = (“”) =12, ..,
To

et les fonctions propres correspondantes sont

Ru(r) = Jo (W) =12,

To

Par conséquent, les solutions correspondantes de 1’équation (3.5) sont

Ainsi, nous obtenons la représentation classique du probléme (3.1) :

HEn

u(r,t) = i_o: anei(a) tRn(r).

A t = T nous avons les développements :

o

2
u(r,T) =>_ ¢, R(r) avec ¢, = e_(%> Tan,
k=1

et la solution du probléeme (3.1) est donnée par

2
utrnt) = 3 e (8) 0 (1),
k=1 To

Selon les propriétés de la fonction de Bessel d’ordre 0 : Jy(x), le systéeme de fonctions

caractéristiques
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3.1. FORMULATION DU PROBLEME :

Jo(B5) e (B e (B
To To To
est compléte, avec une orthogonalité pondérée avec poids r dans L? [0, rq;r] (voir [10])

ainsi

Of’r’gp(r)Jo (’%’”) dr 5 ro o
Cn = ~55 = - /T(p(?”)]o <> dr, n=1,2
f rJg (iu‘;;r) dr TO‘]l <ILL7L) 0 TO

Cela prouve le lemme.

Soit

\/§ HnT
rody (1) Jo( o ). (3.10)

n\T") =

Ensuite, les systemes de fonctions propres wy (r), wa(r), ..., w,(r), ... avec une orthogona-
lité pondérée avec poids r dans L? [0, ro; 7]. En utilisant (3.3) et (3.10), (3.2) peut étre réécrit
comme :

2
> T—
u(r,T) = Z () a0 (p(r), wa(r)) wa(r). (3.11)
Etant donné que des erreurs de mesure existent dans ¢, la solution doit étre reconstruite
a partir de données bruitées ¢? qui est supposée satisfaire
le() —¢°0)]| <, (3.12)
ot p(.) et ¢?(.) appartiennent a L?[0,7;7]. On suppose aussi qu’il existe une condition
a priori pour le probleme (3.1)
[u(,0)[, < E, p>0, (3.13)
ol [|u(.,0)[|, est défini par

o0

lu(., Oll,, =

.3

n .,0),wn(.)>wn(.)H.
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3.2. CARACTERE MAL-POSE DU PROBLEME INVERSE

3.2 Caractere mal-posé du probleme inverse

Nous définissons un opérateur K (¢) : u(.,t) — ¢(.), alors le probleme (3.1) dans I'inter-

valle 0 <t < T peut étre réécrit sous la forme de I’équation d’opérateur suivante :

Kt)u(r,t)=p(r), 0<t<T. (3.14)

En utilisant la formule (3.11), par conséquent

() wn(r)) = (ulr, 1), wn(r)) S o) o

alors pour tout ¢ fixé dans ]0,t[ , I'opérateur K (¢) du probleme (3.14) peut étre réécrit

comme suit : ,
un) (-1

K(t)u(r,t) = ki (u(r,t), wy(r)) e_<T° Wy (7). (3.15)

Par conséquent, K (t) est un opérateur linéaire compact auto-adjoint avec des valeurs
propres :

M)2<T—t>

ko(t) = e_("o (3.16)

et des vecteurs propres w,. Puisque les valeurs propres k,(t) de 'opérateur K(t) dé-
croissent rapidement de maniére exponentielle, nous réalisons que le probléme (3.1) est un

probleme mal posé.

3.3 Régularisation avec estimation d’erreur

Dans cette étude nous proposons la méthode de régularisation de Tikhonov modifiée
pour I’équation de la chaleur axisymétrique 'idée dans cette méthode est de remplacer le
probléme mal posé par un probléme de minimisation.

Pour des données perturbées ¢°(r), la régularisation de Tikhonov peut é&tre utilisée, nous

recherchons une fonction u(.,t) € L?[0,79; 7], qui minimise la quantité

Jo (u5) = H_K(t)u‘s - g05H2 +a? Hu5’ 2, Vul (., t) € L2 [0,70;7] . (3.17)

Selon ( [24], théoreme (2.11)) cette fonctionnelle de Tikhonov J, a un minimum unique

ul (., t) € L?[0,70;7], et cela minimise ud(.,t) pour étre une solution unique de '’équation
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3.3. RECULARISATION AVEC ESTIMATION D’ERREUR

normale
K*() K (t)ul, + o*ud = K*(t)¢°, a >0, (3.18)

ou K*(t) est I'adjoint de K (t). De plus, nous avons le théoréeme suivant.

Théoréme 3.3.1. [’équation normale (3.18) a pour solution unique donnée par

o0 ex nr02T—
PR S (YO Ct)

ST,wnr Wy (7). 3.19
n=1 1+ a?exp {2 (pin/70)* (T—t)} <<p (), wn )> (r) (3.19)

Démonstration. Soit I Popérateur identité dans L? [0, ro;7]. Comme K (t) est un opérateur

autoadjoint, c’est-a-dire, K (t) = K*(t) en combinant (3.18) avec (3.15) nous avons

i (ki + a2> <ui(r, t), wn(r)> wy(r) = i Ky, <<P5(7“)a wn(r)> Wi (r).

Cela donne
(ki + 042) <u‘;(r, t), wn(r)> =k, <<p5(r), wn(r)> :

Par conséquent, nous avons

01 = 3 (00, 0) ) = 3
< exp |~ (/o) (T —1)]
15 exp [ =2 (ua/ro)* (T = 1)] + a2

C& e[ /ro)* (T = 1))
ST e (2 (ta/r0)* (T = 1)

|
S
©
>
—~
=
SN—
S
3
—~
=
SN—
~——
S
3
—
=
N~—

| (¢°(r), wa(r)) wa(r).

nous appelons ud (r,t) donnée par (3.19) approximation Tikhonov de la solution exacte
u(r,t) donnée par (3.11) du probléme (3.1) dans l'intervalle 0 < ¢ < T

Clairement, la procédure de régularisation consiste a remplacer I'inconnu ¢(r) par une
donnée bruitée filtrée °(r). Le filtre en (3.19) atténue les hautes fréquences en ¢°(r) d’une

maniere compatible avec I'objectif de minimiser la quantité (3.17). En utilisant cette idée,

1 1
1+a? exp[2(,un/ro)2(T7t)] 1+a? exp[Z(p,n/m)2T]

introduire une nouvelle approximationu? (r,t) de la solution u(r,t) du probléme (3.1) dans

nous pouvons remplacer le filtre par un autre filtre , et
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3.3. RECULARISATION AVEC ESTIMATION D’ERREUR

I'intervalle 0 <t < T :

ui(r, t) =

o exp [(a/ra)* (T =1)]
"S1 1+ a2 exp [2 (i /o)’ T (@° (1), wn(r)) wa(r) (3.20)

nous appelons v (r,t) les approximations de Tikhonov modifiées u(r,t) de la solution
du probléme (3.1) pour 0 <t < T.
Afin d’obtenir une estimation de stabilité pour la solution régularisée, nous avons besoin

du lemme suivant dont la preuve est similaire a celle du Lemme(3.2) [7]. O

Lemme 3.3.1. Soit 0 <t < T, a>0. Alors

6S(T—t)

<o (3.21)
T .
Tt azenT S
De plus, si0 < a < 1/v/3, p>0,t(p+1)/p > 1 alors on a la relation suivante :
(2T7t)s(1 + )—g B 1 1 p+1
€ S t—2T
<a T [|=ln—— ) 3.22
b 1+azels ¢ (T " \/304) (3:22)

Selon les propriétés de la fonction Bessel d’ordre 0 : Jo(x), il existe une constante positive

c telle que pour tout nombre naturel n,
n > Clin. (3.23)

Théoreme 3.3.2. Soit uilet u‘;z deux solutions du probléme régularisé (3.18) correspon-
dantes aux données gp‘f et gog, respectivement vérifiant ng‘f — gp‘;H <6 alors pour 0 <t <T on
trouve [’estimation d’erreur

5 5

Hum = Uq,

t=T ) F)
<o ¢l -

Démonstration. Pour démontrer que ud, dépend continfiment de ¢°, on calcule

. exp |(un/ro)* (T~ 1)]

>

ST+ aZexp [2 (/7o) T

é 1)
Hual = Uq,

os(t=T) o
< ig%m ‘(901 - %awn)wnH
< sup S
s>01 —|—a2€2TS 1 2
< a7 ||ef - ol
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3.3. RECULARISATION AVEC ESTIMATION D’ERREUR

Dans le théoréme suivant on montre que la solution régularisée u’ donnée par (3.20) est

une approximation stable de la solution exacte u donnée par (3.11).

]

Théoréme 3.3.3. Supposons que u est la solution du probléme (3.1) et u® donnée par (3.20).

Soit la donnée ©° satisfaisant Hgo‘f — ng <94, et la solution exact u vérifiant

[u(., 0|, < E, p>0, oule paramétre de régularisation est choisi comme suit :

p

)p+1

> b

o = E hl(
alors il y a [’estimation de stabilité suivante :
5 I N =y
u(.t) = ub(,1)|| < BV 767 (In )T (L4 T + o(1)) pour -0

ot ¢; = (min {1, c2r2})7P/2.

Démonstration. Par I'inégalité triangulaire, nous avons :

o

5
Hu—uaH = Hu—i—ua — Ug — Uy,

<t o+ o — .

d’apres le Théoreme (3.3.2) nous avons :

s exp [(n/ro)* (T — 1)

| = } r) — O (r), w, (r)) w, (r
Jreo = ] T (o) = (1), (1) wa(r)

n=1 1+ a?exp {2 (,un/ro)2
k()

- 7; 1+ a2exp {2 (tn /70

t=T

< a'T .

)QT} <90_90 7wn>wn

Grace a (3.1), (3.23) et (3.20), on obtient
o ki ()0 exp [2 (tn /o) T
n=1 1l+a?exp [2 (fin/70)? T}

() er-o -3
a?e\0 (1+n?)
sup 5
neN 14 a?exp [2 (tn/70) T]

|u — uq| ©, Wy) Wy

o 2
supa2€(m) (ZT_t)Cl (1 + (:U’n/rO)2>

neN 1+ a?exp {2 (1tn/70)* T}

IN
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3.3. RECULARISATION AVEC ESTIMATION D’ERREUR

Soit s = (yin/r0)>. En combinant avec les conditions (3.12), (3.13), les inégalités (3.21) et

(3.22) avec le choix de av donné par (3.24), nous avons

a2e(2T—t)scl(1 + 32)_5 es(I'—t)
sup

s>0 1+ a2exp|2sT] s>0 1+ a?e?sT

1 1 \pi1 _
c1Ea% (Tln m) o Jra%é

Hu(.,t) —ug(r,t)H

IN

IN

IN

IN

=P (1_t p+1
El_;dé(on(?))pﬂ(l i “a (ln (i _lel?n (lnE))) 1

Remarque 3.3.1.

(i) Lorsque p = 0, l'estimation (3.25) devient Hu(,t) — ug(.,t)H < 2E'-T6T . 11 sagit d’une
estimation de stabilité de type Hdélder.

(ii) Lorsque p > 0, l'estimation (3.25) est une estimation d’erreur de type logarithmique-

Hélder, en particulier au temps initial t = 0, (3.25) est une estimation de convergence de

type logarithmique.
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CHAPITRE 4

RESULTATS DE STABILITE POUR LES EQUATIONS
PARABOLIQUES FRACTIONNAIRES EN TEMPS

4.1 Inroduction

Soit H un espace de Hilbert séparable, muni du produit scalaire (.) et de la norme ||.||.
On note par £ (H) l'algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés sur
H, A: D(A) C H — H un opérateur auto-adjoint fermé sur H telle que —A est un
générateur d'un semi-groupe de contraction compact {S(t)},5, sur H. Supposons que A
admette une base orthonormée {¢;},,, dans H, associée aux valeurs propres {A;},., telles
que 0 < Ay < Ay < ---et lim\; = +o0.

1—00

Pour 7 € ]0, 1], on considere le probleme de diffusion-fractionnaire en temps.

or (4.1)

Tuy Ayu=0, 0<t<T,
[u(T) - fll <,

koAl

smest la dérivée de caputo [19] [28] définie par

ou

ds, 7 €l0,1]

¢

u 1 _ou(.,s)
— _ )

ot T(1—7) O/(t °) Os

et I'(.) représente la fonction Gamma d’Euler.
Notre probléme inverse est de déterminer la condition inconnue u (0) = g et u(t) pour

0<t<T < 0.
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4.1. INRODUCTION

Ce probléme (4.1) est mal posé au sens d’Hadamard, car la solution si elle existe, elle ne
dépend pas continiment de la donnée.

Si v = 1 le probléeme (4.1) est un probléme parabolique classique mal-posé et a été
largement étudié par plusieurs auteur (théoriquement et numériquement) dans [36], [18] .

Cependant pour le probleme rétrograde fractionnaire, a notre connaissance, il y a trés peu
de travaux. Sakamoto et Yamamoto [34] ont prouvé qu’il existe une solution faible unique
pour le probléme rétrograde (4.1) sous la condition g(z) € H*(Q2) N H}(2). Liu et al.[27] ont
utilisé une méthode de quasi réversibilité pour résoudre le probléme rétrograde (4.1) dans le
cas unidimensionnel pour des coefficients spéciaux a;;(z) = 1 et ¢(z) = 0. Plusieurs articles
sur les équations paraboliques fractionnaires rétrogrades en ont été publiés : la méthode de
mollifications [40], la méthode des condition aux limites auxiliaire [43] [45] la régularisation
de Tikhonov [2] [16] [41] [42].

Dans notre travail nous proposons pour ’étude de ce probleme méthode des conditions
aux limites auxiliares modifiée. L’idée dans cette méthode est de remplacer le probléeme mal-
posé (4.1) par un probléme bien posé, dans lequel on perturbe la condition finale u (T") = f
en la remplagant par une condition non-locale aA*v,(0) +v,(T) = f dépendante d'un petit

parametre a.

vy _
Yt Av, =0,0 <t <T, 42)
aA*v,(0) + v, (T) = f,
oul<a<lestk>O0.
On donne quelques estimations pour la solution du probleme régularisé et on montre

aussi que le probleme modifié est stable et que sa solution est 'approximation de la solution

exacte du probleme original. Enfin, on termine par certains résultats de convergence.

Remarque 4.1.1. Le cas k = 0, correspond a la méthode des conditions aux limites auxi-
lraires classique.

Notons

D) = {w e #: 30 (0,00 < o

et la norme
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4.2. PRELIMINAIRE

1, = 1l gy = (z A <w,¢n>2)2 v e DY)

n=1
Dans le cas o H = L*(Q), Q est un domaine borné dans R? et A est un opérateur

symétrique uniformément elliptique défini par :

Au = — E:l 8(30 (2::1 a”(x)aiu(x)) + c(z)u(z),z € Q

- 4 b

=

D(A) = H2(Q) 0 HH(Q)

Dans lequel les coefficients satisfont

aj =a; €c(Q), 4,j=1,--, d,c€c(Q), =0, r€Q
et

d d
v fo < ai;(0)&& , € Q, € € RY, pour la constant v > 0
i=1 ij=1

4.2 Préliminaire

Dans cette section, nous présentons certaine théories de bas qui concernent des fonction
utiles qui sont utilisés dans ce chapitre.nous donnons ici les définitions des fonction gamma
et Mittag-Leffter. Ces fonction jouent en réle tres important dans la théorie des problemes

inverses avec dérivée fracionnaire.

Définition 4.2.1. La fonction gamma I'(2) est définie par Uintégrale suivante :
0
[(z) = / t*~tetdt.
+oo
Avec T'(1) =1, T'(04) = +oo, I'(2) est une fonction strictement décroissante pour 0 < z <1

I'(n+1) =nl(n) =n! et F(;) =7

1 (=1)m2"
N+ 3) = 135 on=1)
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4.2. PRELIMINAIRE

Définition 4.2.2. La fonction Mittag-Lefflier[19] [28]

o) k

E

z
B =Y =0 2€C,y>0, R
’Yﬁ() ,Z%)F(k’y+ﬁ)

pour v € 10,1[, g € H, considérons l’équation parabolique fractionnaire en temps :

Puy Au=0, 0<t<T.

o (4.3)
u(0) = g.
La dérivée de Caputo % est définie par
Nu 1 / L 0ul(,s) 1 o _,Ou(., s)
8t7_1“(1—v)0/(t_8) B ds_nli%l+l“ﬂ—7)o/<t_s) ds, v €]0,1].

Définition 4.2.3. Soit g € H la fonction u(t) : [0,T] — H est la solution du probléme (4.3)
siu(t) € CY((0,T),HYNC([0,T],H), u(t) € D(A) pour tout t € ]0,T| et (4.3) est vérifiée.

Théoréme 4.2.1. Le probléeme (4.3) admet une solution unique,qui peut étre représentée

sous la forme :

n=1
pour prouver le Théoreme (4.2.1), nous avons besoin des résultats auxiliares suivants.

Lemme 4.2.1. [43] Pour tout \, satisfaisant \, = A\ > 0,il existe des constantes positives

C1,Cy dépendant de v, T, \; telle que

C1 )
N < E 1 (—MNT7) < N
Lemme 4.2.2. Soity € |0.1[, A\>0ett>0. On a
d 2l y-1 2l
(a) %EM(_M )= =M E, (=) (4.5)
4
Q OB (M) = B (D) (4.6)

la partie (a) peut étre trouvée dans [33]. La preuve de la partie (b) est simple et nous l’omet-
tons. Maintenant, nous somme en mesure de prouver le Théoreme (4.2.1). Tout d’abord,

nous vérifions que u(t) défini par (4.4) est une solution du probléme (4.3) .
Nous prouvons que u(t) € D (A) pour tout ¢ € |0,7[. Pour chaque t > 0, d’apres
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4.2. PRELIMINAIRE

le Lemme (4.2.1) nous concluons qu'’il existe des constantes positives ¢z, ¢y dépendant de

& < E i(=Aat?) < . Cela implique que
a)2(9, ¢n)?,¥n € N* avec N* = N\ {0}. Par

(w(t), 6n)* = (Bya(=Mt") (g.00) < (&
°°1<*> (9, 0n)” = (@)* [lg* < oo.

conséquent, il s’ensuit que ioj A2 (u(t), ¢n)? <
n=1

v,t, A1 telles que

Par conséquent, u(t) € D(A) pour tout ¢ € ]6 1.
PUiSque Evl(o) = 17 on a u<0) = 21 ( ) < > z <g7 ¢n> ¢n
Soit
N
Un(t) = Eya(=Aat?) (g, bn) ¢, VEE€[0,T], N €N* (4.7)
k=1
On a
un(t) — u(t) dans H, N — oo, Vt € [0,T]. (4.8)
D’apres le Lemme (4.2.2) et (4.7),0n obtient
v t
0 gff ) 4 Aun(t) =0, VNN, Vtelo,T].
Cela implique que
(4.9)

v v
Aun(t) = 9 gi\;(t) — —aaﬁt) dans H, N — oo, Vt €]0,T7.

En utilisant (4.8) et (4.9) ainsi que la propriété de fermeture de 'opérateur A, nous
obtenons...
Nu(t)

S+ Au(t) =0, V€101

Maintenant, nous prouvons la continuité de u(t) en t = 0, c’est-a-dire

lim [Ju(t) — u(0)|| = 0. (4.10)

t—0

En effet, comme g € H, il existe des constantes positives M et ns telles que ||g|
% (g, 0n)> < M et Z (g, 6n)” < &. De plus, comme hm E,1(t) = E,1(0) = 1, il existe
V<51 S0 <t < (61/An,)7,

une constante §; = (51(5, M) telle que ] va(=t) =1 < 2(1+M)

alors A\, t7 < 61,Vn < ng.
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4.3. REGULARISATION ET ESTIMATIONS D’ERREURS

Par conséquent

Jut) — u(0)* = g:lEv.l(—W) .60~
- §1<E7.1<—W> ~ 1 {g.60) + nf;(s(Ew.l(—Ant”) ~ 1) (9,00
< Tgl(Ey.l(—W) —1)*(g.0n)” + fj (9, 6n)"
< i & e+ G < el S < S

Cela implique %in& |lu(t) —u(0)]| = 0.
%
Pour prouver I"unicité d'une solution du probléme (4.3), nous representons

u(t) = OO > (u(t), on) on = ioj u(t)¢y, en remplagant cela dans (4.3) on obtient

G4 4+ Au=10,0 <t <T et u,(0) = (g, ¢,) Ainsi, d’aprés le Théoréme (4.3), page 231 dans
[19], on obtient u,(t) = E,1(—=Aut")un(0) = Ey1(=Ant?) (g, ¢n) qui suit (4.4).

Donc

f_oj " (g, 6u)

4.3 Reégularisation et estimations d’erreurs

Dans cette section, on régularise le probléeme (4.1) en utilisant la méthode des valeurs

aux limites auxiliaires modiée.

Considérons le probleme approché suivant

Ny

s + Avg = 0, 0<t<T,
aAfv,(0) + va(T) = f,

(4.11)

oul0<a<letk>D0.

Et la donnée mesurée 0 € L? (), satisfait Hf‘s — fH <.

Ot ||.|| est la norme dans L.

Remarque 4.3.1. Le cas k = 0, correspond a la méthode des conditions aux limites auxi-

liaires classique.
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4.3.1 Quelques résultas auxiliaires

Lemme 4.3.1. (Inégalité de Young). Si a,b sont des nombres non negatifs et m,n des
nombres positifs tels que % + % =1, alors ab < % + %

Nous montrons que le probléme (4.11) est bien posé.

Théoréme 4.3.1. Le probléme (4.11) admet une solution unique

Vo (1) _n}::l oZAngEV.l(—AnTv) . (4.12)

pour o >0 et t € [0,77].

De plus il existe une constante ¢5 telle que

lva(®)]l < e (If]], Vi € [0,T]

Démonstration. D’apres le Théoreme (4.3.1)

On considére le probleme

v
o + Ay, =0, 0<t<T,
on (4.13)

Ua(o) = Jo,

[oe)
™ _ <f7¢n>¢n
ou Go = n§1 AN+ By (— AT

Le probléeme (4.13) est bien-posé, sa solution est donnée par

) =3 E;Aléjgjf (<f ’A‘i’gﬁ". (4.14)

n=1

On remarque que

O[)‘Z <fa ¢n> gbn + E'y.l(_)\nT’y) <f7 ¢n> an
_Cl{)\]fL + Ey.l(_AnTV) Oé)\qlg + Ey.l(_/\nT’y)

- [(Oé)\ﬁ + E’Y-1<_)‘nTV)) <f7 ¢n>} ¢n]

M8

aA v, (0) + v, (T) = 1 (4.15)

3
Il
i

I
NE

alk + B 1 (=A\T1)

3
Il
,_.

I
M8

[<f, ¢n>] an - f

n=1

Gréce a (4.15) et I'unicité de la solution du probleme direct (4.13), on déduit que le probléme

(4.13) admet une solution unique v, donnée par (4.12). Pour démontrer que v, continiiment
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de f, on calcule

2 . <f7 an) ’
ea(0)1" = Z (o&\,’j + Eﬂ(—)\nTV)>

n=1

pour k > 0 en utilisant les Lemmes (4.2.1) et (4.3.1) on obtient

k. k+1
(‘W”ﬂ k N
N b B (—ATY) > B (= AT H)
> QAT (B, (M)
1 _k_ k 1

par conséquent, avec k € N nous avons
1
AN+ B, (=A\T7) > Ggatt

comme v,(t) = ioj E,1(=AT7) (v4(0), @) @ et 0 < B, 1(—=AT7) < 1 avec ¢ =
-1
<

on obtient [|v, ()| < ||lva(0)|| < G £, Vt € ]0,T].

(=2}

Lemme 4.3.2. Si |[u(0)|, < E est vérifié pour certaines constantes posisives p, E > 0 alors

il existe des constantes c; et cg telles que

cr (&%Ez + ak%g) sip<k+1,
[u(0) = va (0)] <

Cs (a2E2 + ak_TZl&tQ) sip>k+1.

Démonstration. On a

14(0) = 0a(0)]2 = - (u(0) — 4 (0), 6.’

- (f, bn) ’
CM/\Z + E7_1 (—AnT'y)

= 3 ({0060~ iy L) )
(

I
(]38
VR //_\\
=
=
<
T

AN+ B (AT X+ By (=,

n

By (=AT7) (u(0), Pn

§2§j ((u(0)7¢n>— N+ B (A7) >>2+2§: <oc)\ﬁ+E7.1(— n

T
oS oM w(0),6.) \T L& (W)~ f, ¢
‘2Z<wz+E7.1<—AnTv>) ”Z< )
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D’apres (4.17) et (4.18), nous avons

4(0) — va (0)]|> < 2 Z (a;ié (() gi >T >> + 2(1:2? i (W(T) - f, éu)

n=1

si p < k+ l,en utilisant les Lemmes (4.2.1) et (4.3.1), on obtient

k+ kE+1

Eal— k+1-p\ F+i-p p | bl
Xy + By (<A T7) 2 +1p ((Mﬁ) o ) + o (Bya (AT ) 7

ktl—p Flk+1-p)

>a A T (B (A T7))

kt1—p R(kt1-p) ktl—p

> a B\, T (/)P > e i AL

D’apres (4.19) et de cette inégalité, nous avons

FiI
Ju(0) = a0} < EFEQ N (0(0), 60)? + g [u(T) = 1
il existe donc une constante ¢; telle que
[4(0) — va(0)|* < & (aF1 + E? + aTite?)

sip>k+1, daprés (4.19) on obtient

10(0) ~ a0 < 23 (O 0) Y 20 iy

— \a\ + F
2 _2
P e (©).0n)) 2057 s
n=1 i Ce

2 Q0 F+1 9
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Théoréme 4.3.2. Soient u la solution du probléme inverse (4.1) et v, est la solution du

probléme réqularisé (4.11) satisfaisant
[u(0)|l, < E, p>0, E>0 (4.20)

les énoncés suivants sont vrais :

(i) Si0 <p<k+1, alors avec o = (5)»+1, il existe une constante c; telle que

u(t) — va(t)|| < c1e7 T E71, Wt € [0, 7.

k+1

(ii) Sip >k +1, alors avec o = ()2, il existe une constante cy telle que

[u(t) — va(t)|| < coer 2 B2, Wt € [0,T].

Démonstration. On a
sip < k+ 1, d’apres le Lemme (4.3.2), nous avons
2p -2

[u(0) = va(0)]|* < &7 (aFT + E? 4 aF1e?)

a partir de

u(t) — va(t) = i Ev_l(—)\nTV) (u(0) — v,(0), ) Pp €t 0 < Eﬂ(—/\nT“’) <1
n=1
on obtient

Ju(t) —va(®)|* <& (a% + B2 am52>

. k1
en choisissant o = (5)»** donc

u(t) — va(t)|| < c1e77 E71, Yt € [0, T]

sip>k+1de

u(t) — va(t) = i Bt (=M T) (1(0) = 0a(0), 6y) dnet0 < By (—AT7) < 1

n=1
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d’apres le Lemme (4.3.2),
nous avons
Hu(t) - Ua(t)H <7¢Cg (a + E? + aF1 52)

k+1

en choissisant a = (%)#+2 donc

£
E

() — va(t)]| < cae®2 EF2, Wt € [0, T]
]

Théoreme 4.3.3. Soit k € N,k > g > 0 si u(t) est une solution du probléme (4.1) satisfai-
sant (4.20) avec p > q > 0 et v,(t) est la solution du probléme (4.11) alors avec o = (%)%

il existe des constantes cg,c7 telle que

0652%Ep%1 sig<p<k+q+1

[u(t) = vae(t)l], < {

k+1 _ p— p— .
(€P+1EP+1 +€P+1E1’+1) sip>k+q+1

’ . ) = E _>\7l v y¥Yn n
Démonstration. On a : u(t) = ngl E1(=Xut?) (u(0), ¢n) O, va(t) = nz::1 ;;\1,;+Efl()£];fT);§

nous avons

[
NE

AL Ey 1 (=Ant?) (u(0), én) —

[[u(t) = va(t

A%E’yl(_)\ntv) <f7 (z)n) ?
all + B (=A\T17)

3
Il
_

IA
NE

\a M) Y
n (1/)\7]3 + E7_1(—>\nT7)

(
< 2
(A N (D). 6) M (u(T) = f.00) )
[
>

N
Il
—_

I
M2

On) = AN+ E 1 (=M\T7)  aXe 4+ Eyq(—A\T)

X _ ME(AT) (l0),60) M (u(T) — fén) ]
N+ B (AT adk o+ By (CAT)

N (u(0), d) M (D) = f.60) |7
Oé/\k + EA/ 1 —A TV) Oé)\l;i + E,y‘l(—)\nT'y)

Oé/\];#q <U( )7 ¢n> 2 > )\% <U(T> _ f; an) 2
(mﬁ + E,y,1(—)\nT7)> +23 (akfi - Eﬂ(_%m> (4.21)

3
Il
N

I
hE

3
Il
—

Il
ANgk:

IA
N\

n=1

avec k > g,en utilisant les Lemmes (4.2.1) et (4.3.1)
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nous avons
k+1 k+1
qg+1 e\ gt1  k—gq k=g k=g
N B (AT > ( AP +1) (E AT k+1)
Xt Ea(-ad) = ()T () 0m)
q+1 k(qul) m
> o AT (B, (—AT)
__ k=g
> B () oy

par conséquent,avec k > ¢,il existe une constante cgtelle que
AN+ B (=A\T7) > Ggar L (4.22)

D’apres (4.21) et (4.22) il existe une constante ¢g telle que

2 O'/)‘fz+q <U(0), ¢n> ’ — 72(‘#{1) 2
lu(t) = a0 < 2 () g u(r) - )

aXF T (u(0), ¢) ~2(q11)
<2 2 - Co 1 4.2
~ <Oé>\fl +E,Y.1(—)\nT7> + Ccgax k1 € ( 3)

siqg<p<k+1, Daprés les Lemmes (4.2.1) et (4.3.1) nous avons

k+1 k+1
ktgtlop \ ktq+i-p — =4\ p—q
aN + B (=T > ((o&\ﬁ) s ) + % ((oz)\ﬁ + By (=M\T7)) k“)
_, k(ktati-p) -
> o T (B (A )
— — b—9g —
> (Cl) T R kb
- )\n n
par conséquent,avec ¢ < p < k4 q + 1, il existe une constante ¢ig telle que
2(k+q+1—p)
aM B (A7) > cga w1 AR (4.24)
De (4.23) et (4.24), nous concluons qu’il existe une constante ¢17 telle que
2 _ o(p—q) °© 2 2 —2(a+l) o
lu(t) —va@®)ll; < @1 (o= 30N ((0), én)” + a7 *1 e (4.25)
n=1

—2(g+1) 2

(p—q)
<en (oﬂkﬂ E*+a ®F1 ¢ )

si g >k+q+ 1, Daprés le Lemme (4.2.1) et (4.23), apres quelques estimations,nous
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avo1ns

Ju(t) = va (2 < 3 2

< a9 (u(0), ¢p) )2 —2(a+D)
)

+ Cria R g
aXe + By (=T 1

n=1
2@2 2k —2(q+1)
+q+1— _
ng)q( q p)E2+611a T g2
&1

De (4.23) et (4.24), on conclut qu’il existe une constante ¢13 telle que

2(p—q) —2(q+1)

cll(a N L 52)Siq<p§k:+q+1

() - a0l <

—2(g+1)

cu(azEz—i-oz Rt £2>sip>k:+q+1

kE+1

En choisissant o = (%) P on trouve :

ngﬁEﬁ sig<p<k+qg+1
Ju(t) — UaS(t)”q < < k+l _p—g
C7

k41 p—gq __ qtl
ertl ot —|—€p+1Ep+1> sip>k+q+1.
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CONCLUSION

Dans ce travail, on a étudié deux classes de problemes mal posés. Dans la premiere classe,
on a étudié un probleme inverse parabolique abstrait. L’approche utilisée dans cette analyse
est basée sur la méthode de régularisation de Tikhonov modifiée, ot des résultats de stabilisa-
tion et de régularisation ont été obtenus. Quant a la deuxieme classe, elle comporte a ’étude
de probleme parabolique fractionnaire en temps, on a déterminé la condition initiale a partir
de la condition finale en utilisant la méthode des condition aux limites auxiliaires modifiée
qui nous a permis la régularisation de notre probleme et ’obtention d’une estimation <<hol-
derienne, logarithmique»>du taux de convergence de la méthode. La méthode des conditions
aux limites auxiliaires modifiée a été largement expérimentée et donne des approximations

des solutions précises avec beaucoup d’avantages comme la simplicité du calcul.
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