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Résume :

Dans ce travail, nous étudions un systéme poreux gonflant couplé a
un systeme thermoélastique avec un amortissement minimal. En
utilisant la méthode classique des multiplicateurs, nous stabilisons le
systeme de maniere exponentielle sans imposer de restrictions sur
les vitesses de propagation des ondes du systeme. Ce résultat
contraste avec ceux obtenus pour des systemes étroitement liés
(comme les systemes de Timoshenko et les systemes poreux), ou un
terme d’amortissement similaire n’est suffisant pour stabiliser
exponentiellement le systeme que si I’'on suppose I'égalité des
vitesses de propagation des ondes.

Mots clé :

Poreux gonflant, Thermoélasticité, Stabilité exponentielle.
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Abstract :

In this work, we study a swelling porous system with
thermoelasticity system with minimum damping. Employing
the standard multiplier method, we stabilize the system
exponentially without imposing retrictions on the wave
velocities of the system. This result is contrary to those
obtaimed for closely related systems (like Timoshenko and
porous systems) with similar single damping term is sufficient
to exponentially stabilize the system unless the assumption of
the equality of wave velocities is imposed.

Keywords :

Swelling porous, Thermoelasticity, Exponential stability.
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Introduction

I est impératif d’étudier les caractéristiques des matériaux d’ingénierie pour
la conservation de I’énergie, la sécurité, la durabilité environnementale, et 1'utili-
sation efficace de 1'isolation thermique dans les applications de génie mécanique
et civil ([34]). Comprendre les propriétés thermiques des matériaux, telles que la
conductivité thermique et la diffusivité, pourrait fournir des informations sup-
plémentaires sur leur performance thermique sous des conditions de charge élas-
tique o1 une déformation contrainte induit des contraintes. Plusieurs études ont
abordé différentes méthodes pour tester les propriétés thermiques de ces ma-
tériaux dans les applications d’ingénierie et de conservation de I’énergie ([22];
[33]; [35]). Il a été établi dans les travaux de [20] et [21] que la compréhension
des propriétés thermoélastiques des matériaux améliore leur utilisation efficace
pour la stabilité des fondations. Par ailleurs,[17] ont démontré que la présence
d’humidité pouvait affecter négativement la vitesse de créte lors de vibrations
dynamiques a des températures élevées. Cela pourrait se produire dans le sol
sous les fondations structurelles a la suite de séismes, entrainant des contraintes
de cisaillement plus importantes en raison des changements thermiques dans les

matériaux du sol sous-jacent. Les variations saisonnieres telles que 1'été et 1'hi-

10
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ver peuvent entrainer des modifications du comportement des caractéristiques
du sol de la superstructure en raison du gradient de température.

Il est crucial de proposer des solutions pour comprendre la complexité du gon-
flement des milieux poreux a l’aide de formulations mathématiques, car cela per-
met aux scientifiques et aux ingénieurs de bien comprendre le comportement des
sols gonflants sous diverses conditions de charge et d’amortissement. Mathémati-

N 7 2 . s . , .
quement, le systeme fondamental d’équations régissant les sols thermoélastiques

poreux gonflants (voir [15]; [25]) est formulé comme suit :

(
P1Us — AqUxx — A20xx — ,Bl®x + g(uxt - Uxt) — KlUyxxt = 0,

o\

0201 — 10y — AUy — Bo®y — E(thyy — V) = 0, (1)

\P@t - H2®xx — ,Bluxt — ,327th =0

ot les variables inconnues u,v,® : (0,L) x [0,00[— R respectivement, symbo-
lisent le déplacement du fluide, le matériau solide élastique, et la variation de
température. Les parametres positifs p1, p2 dés-désignent les densités relatives a
z et u, respectivement, et p désigne la capacité thermique. Les autres parameétres

¢, o, ai, ui, Bi,i = 1,2 sont des constantes satisfaisant
a; > 0,u; > 0,8, >0, >0, >0,a11, > a5

. Dans [26], 'auteur a considéré (1) dans le cas isotherme,® = 0, ce qui nécessite

que 1 = B = 0, c’est-a-dire

P1Upt — AUy — A20xx + C(Uyt — Uxt) — Qlyyy = 0,

()

201 — P10xx — A2ty — (Ut — V) =0
En utilisant la méthode classique de I’énergie, il a démontré que le systéeme (2) dé-

croit de maniere exponentielle. De plus, en appliquant le théoréeme de Hurwitz, il
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a montré que le systéeme (2) avec ¢ = 0 décroit également de fagcon exponentielle.
Il est évident que le systeme (1), dans son cas thermique général, est exponentiel-
lement stable. Concernant encore le cas ¢ = 0, mentionnons le travail de [36]. Ils
ont étudié le systeme (2) avec ¢ = 0 et ont remplacé le terme —au, ¢ par a(x)uy,
c’est-a-dire

P1Up — A Uyy — A20xy + (X)) = 0,
3)

0201 — P10xx — A2Uzx = 0
et ils ont stabilisé le systéme de maniére exponentielle via la méthode spectrale.
[28] ont récemment travaillé sur le systeme (2) avec { = a = 0 et une rétroaction
non linéaire a(t)g(v;) ajoutée a la deuxiéme équation, c’est-a-dire...
P1ly — Aty — A20xx = 0,

(4)
0204 — U10xx — Aolhyy + &(1)g(v¢) =0

IIs ont obtenu un résultat de stabilité exponentielle sous I’hypothese d’égalité des

vitesses de propagation des ondes, c’est-a-dire :

ai U1
L 5
0 o (5)

De plus,dans [7] le méme résultat de stabilité exponentielle pour le systeme (4) a
été démontré indépendamment de I'hypothese (5). Dans un travail similaire, [6]le
systeme (4) a été traité en remplagant la rétroaction non linéaire par un amortis-
sement viscoélastique représenté par fot g(t —s)vyx(s)ds , c'est-a-dire,

P11t — A1lhyy — 0205y = 0,

(6)
0204 — H10x — Aalhxx + [ §(t — 8)Vxx(5)ds = 0

et il a obtenu un résultat de stabilité générale sans imposer 1'hypothese d’égalité
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des vitesses d’ondes du systeme.

Dans ce mémoire, nous traitons un probleme qui a été étudié dans [11], il
s’agit d” un systéme thermoélastique classique poreux en gonflement indépen-

dant, avec des termes d’amortissement minimaux.

;

P1ly — A1lyy — A20xx = 0 € (0,L) x [0,00]
. 0201 — U10xx — Aollyy — 2@y =0 € (0,L) x [0, 00] (7)
\p@t — UpOyy — B2vy =0 € (0,L) x [0,00]

Sous les conditions initiales :

u(x,0) = up(x), us(x,0) = up(x),v(x,0) = vo(x), )
v¢(x,0) = v1(x),0(x,0) = Op(x), x€(0,L)

et les conditions aux limites
u(0,t) =u(L,t) =v(0,t) =v(L,t) = 0,(0,t) = Oy(L,t) =0, t € [0,00[. (9)

Nous utilisons la méthode classique de I’énergie pour démontrer un résultas de
stabilité exponentielle, indépendamment des vitesses d’ondes du systéme. Ce ré-
sultat est inattendu, contrairement a celui obtenu pour des systémes similaires
tels que les milieux poreux thermoélastiques, ot la stabilité exponentielle dépend
des vitesses d’ondes. Par exemple, dans 1’étude de [13], Casas et Quintanilla ont
considéré

(

PUy — Uity — by + PO, =0,

7\

JOi — KOxy + buy + v —mb = 0, (10)

| 3O — p2Oux + Puiyy + movy =0
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et ont démontré une décroissance lente des solutions. Le méme résultat a été ob-
tenu par[23] lorsque le terme v,y a été ajouté a 1'équation de déplacement du
fluide dans (10). Cependant,[32] ont étendu le résultat de décroissance lente ob-
tenu par [13] a une stabilité exponentielle, sous I’hypothese d’égalité des vitesses
d’onde du systeme. Un résultat analogue a été obtenu par [5]. Pour le systéme
thermoélastique de Timoshenko, nous mentionnons le résultat de [31], ou ils ont

considéré

(

p1uy —k(uy +0) =0,

{ 201 — bosx + k(ux +0) + 90, =0, (11)

\,0®t — 2Oy + 70 =0

&
01

et il a démontré un résultat de stabilité exponentielle grace a ’hypotheése
p%.Voir [19] pour un résultat similaire. Dans tous ces systemes, on constate que
les résultats de stabilité exponentielle dépendent de 1’égalité des vitesses d’onde
du systeme.

Ce manuscrit est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons des définitions et des théorémes tres
utiles pour notre travail.

Dans le premier chapitre, nous démontrons l'existence et 'unicité de la solution
du probleme en utilisant la théorie de semi groupe.

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude de stabilité exponentielle de la solu-

tion en utilisant la méthode du multiplicateur.



Chapitre 1

Préliminaire

Rappels et notations
Nous rappelons ici les notions essentielles sur les espaces de Sobolev, semi-groupe,
quelques théorémes utiles et quelques inégalités importantes, que nous utilise-

rons dans ce mémoire.

1.1 Les espaces de Sobolev

1.1.1 L’espace de Sobolev W'?

Soit I =|a, b| un intervalle borné ou non borné et soit p € Ravec1 < p < +-o0.

Définition 1.1 L’espace de Sobolev WP est défini par :

W = {u e LP(I),3g € LP(])] /qu/ — /Iggo Vo e CY(I)}.  (L1)

On pose H'(I) = WY2(I),

pour u € WY (I) on note u’ = g.

15
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Notation

L'espace W7 est muni de la norme :
[ullwip = llullLr + || ||2r,

(ou parfois, si 1 < p < oo, de la norme équivalente [||u]|?, + [u/[|7,]'/P).

L'espace H! est muni du produit scalaire :
(,0)gn = (u,0) 2+ (1, 0") 2

La norme associée :

luall = (lllFz + ' l172)12,

est équivalente a la norme de W'~

Proposition 1.1 L'espace WP est un espace de Banach pour 1 < p < oo. L'espace WP
est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo.

L’espace H' est un espace de Hilbert séparable.

1.1.2 L’espace de Sobolev Wé’p

Définition 1.2 Etant donné 1 < p < oo, on désigne par Wé’p (I) la fermeture de C1(I)
dans WP (I).0On note H}(I) = Wy (I).

L'espace W&’p est muni de la norme induite par WP, 'espace H} est muni du produit
scalaire induit par H'.

L'espace Wé’p est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour 1 < p < oo.

L'espace H} est un espace de Hilbert séparable.



1. Préliminaire 17

1.1.3 Les espaces de Sobolev W7

Définition 1.3 Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < oo. On définit par

récurrence I’espace
WP (1) = {u € W*P(I), u' € W"P(I)}.

On pose
H™(I) = W™(I).
On vérifie aisément que si et seulement s'ils existent m fonctions g1, ..., gm € LV (I) telles
que :
/uDj(p = (—1)j/g]~g0 Voe Cx(I), Vi=12,..,m,
oit Dig désigne la dérivée de l'ordre j de @ lorsque u € W™F(I), on peut donc consi-
dérer les dérivées successives u' = g1, (u') = g, . . . jusqu’a I'ordre m, on les note

Du, D?u, ..., D"u. 'espace W™ est muni de la norme

m
el lwmp = flullee + Y 1D ul|re,

a=1

et l'espace H™ est muni du produit scalaire

(u,0)pgm = (u,0)12 + i(D“u, D%v).

a=1
1.2 Semi-groupe

Définition 1.4 Une famille (S(t))i>o d’éléments S(t) € L(X) pour t > 0 forme un
semi-groupe de classe Cy dans X (ou semi-groupe fortement continu), si elle vérifie les

conditions suivantes :

1. $(0) = I (identité dans L(X)).
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2. S(t+s) = S(t)S(s) pour tout t,s > 0 (propriété algébrique).

3. PH& |S(t)x — x||x pour tout x € X (propriété topologique).
_>

1.3 Quelques théoremes utiles

1.3.1 Théoréme de Hille-Yosida

Théoreme 1.1 (Hille-Yosida) Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de

Hilbert H. Alors pour tout uy € D(A) il existe une fonction
u € C([0,4+o0[; H) N C([0, +o0[; D(A)),

unique telle que

@4 Au=0 surf0,4o0]
(1.2)

u(0) =uy (donne initiale).
De plus on a

du

u(t)| < uo| et E(t)‘:\Au(t)|§|Auo| Vit > 0.

1.3.2 Théoréeme (Lumer-Phillips)

Théoreme 1.2 Soit A : D(A) — H un opérateur linéaire de domaine dense dans H .
Alors, A est le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe de contractions si et seule-

ment si :
1. A est dissipatif.

2. il existe un A > 0 tel que Im(Al — A) = H.
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1.3.3 Théoreme de Lax Milgram

Théoreme 1.3 Soit a(u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout

¢ € H' il existe u € H unique tel que :
a(u,v) = (¢,v) Vve H.
De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

ucH et %a(u, v) — (¢,v) = MinveH{%a(u,v) — (¢,v)}.

1.3.4 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.4 On suppose que F € L'(Q; x ().

Alors, pour presque tout x € (),

F(x,y) € LL(Qm) et /Q F(x,y)dy € LL(Q).

De méme, pour presque tout y € )y,
F(x,y) € Li(Qq) et / F(x,y)dx € Ly(().
M

De plus on a

/ dx/ F(x,y)dy:/ dy F(x,y)dx:// F(x,y)dxdy.
Ql Qz Qz Ql leQZ

1.4 Quelques inégalités importantes

1.4.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace vectoriel, Un produit scalaire (u, v) est une forme bilinéaire de

H x H dans R, symétrique, définie positive [i.c. (1,v) > 0, Vu € H et (u,v) > 0
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siu # 0]. Rappelons qu’un produit scalaire vérifie Inégalité de Cauchy-Schwarz :

N|—
NI—=

|(u,0)| < (u,u) Vu,v € H.

(v,0)

1.4.2 Inégalité de Young

Soient p et q deux réels vérifiant % + % = 1l alors:

¥(f,8) € (LP(Q) x L(0))° ¥e > 0, [ |fgldr < 7 |fp|dx+q; /. lgfldx.

Sip=g=2ona:
Y(f.9) € (1) ¥e >0, [ |fgldv < 3 [ |Pldx+ o [ g

1.4.3 Inégalité de Poincaré

On suppose que I est borné.

Alors il existe une constante C (dépendant de |I| ) telle que :
s < Cll e Ve € Wy ().

Autrement dit, sur Wol’p (I) la quantité ||u'||.» est une norme équivalente a la

norme de W17(I).



Chapitre 2

Existence et Unicité de la solution

Dans ce chapitre, nous étudions 'existence et 'unicité de la solution d"un pro-

bléme de poreux thermoelastic gonflant.

2.1 Position de probléme

Soit

)
P1Uy — A1lxy — 0205 = 0

7\

0201 — U10xy — doliyy — 2Oy =0 (2.1)

\p®t - ,142®xx - ,BZUxt =0

sous les conditions initiales :
u(x,0) = up(x); us(x,0) = u1(x);v(x,0) = vo(x). x € (0,L)

(2.2)
v¢(x,0) = v1(x);O(x,0) = Op(x). x € (0,L)

et les conditions de Dirichlet-Newman :
u(0,t) =u(L,t) =v(0,t) =v(L,t) = O(0,t) = Oy(L,t) =0 Vt >0 (2.3)

21
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De plus, en intégrant de la troisiéme équation du systeme, on trouve

L L L
0 / Odx + 12 / Oredx — B / Vredx = 0
0 0 0

L
p | ©udx + [1:0:]f — [Bavi)f = 0

grace aux conditions initiales, on obtient

L d L
/@tdx:0 :>—/ Odx =0
0 dt Jo

L L
/ @(x, t) = Cst = / @odx
0 0

et si on pose

1 L
6; = ©:(x, 1) — Z/o @odx

L
/ Qtdx =0.
0

Par conséquent, 1'utilisation de 1'inégalité de Poincaré pour la fonction 6 est ga-

on obtient

ranti. De plus, il est évident que 6; = ©;, 0, = O,, etlyx = O,,. En conséquence

le systeme (2.1), (2.2) — (2.3) se transforme en :

4
P1Us — AUy — A20xx = 0

0204 — H1Uxx — Agllxy — B2fy = 0 (2.4)

\PQt - ,uZQxx - ,BZUxt =0

Sous les conditions de Dirichlet Newman :

w(0,8) = u(L,t) = 0(0,t) = v(L,t) = 0,(0,1) = 0x(L, ) = 0 V¢ >0
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et les conditions initiales :
u(x,0) = up(x); us(x,0) = us(x);v(x,0) = vo(x). x € (0,L)

vi(x,0) = v1(x);0(x,0) = Op(x) — %fOL Oo(x)dx. x € (0,L)
2.2 Existence et unicité de la solution

Forme matricielle du systeme :
Pour montrer I'existence et l'unicité de la solution du probléme (2.1)-(2.3) nous
utilisant la théorie du semi-groupe.
Soit X = (u;u;0;0;0)T ot w3 = uy et v; = v; le systeme (2.1)-(2.3) prend la
forme :
X (t)+ AX=0 t>0.
X(0) = Xo = (ug, u1,0,01,00)"

ou 'opérateurA : D(A) — H est défini comme suit : :

AX = _o,

K _&exx - &vxt )

etH est un espace de Hilbert donné par

H = H}(0,L) x L*(0,L) x Hj(0,L) x L*(0,L) x HX(0,L)

12(0,L) = {w € L2(0,L) = /OLw(s)ds — o).
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et

H!(0,L) = H'(0,L)NL%(0,L).
L’espace H est muni du produit scalaire suivant :

B L L L 2 L
<X, X >y=p1 / U1ti1dx + pz/ v101dx + p/ 00dx + (a1 — —2> / Uy Tl dX
0 0 0 0

U1

L
+ /0 (%ux + \/mvx> (%ax + \/m@x> dx (2.5)

et le domaine de l'opérateur A est donné par :

D(A)={X €H:ue H*0,L)NnHy(0,L); v € H*0,L) N Hy(0,L);6 € H7(0,L) N H(0
tel que
H2(0,L) : {w € H*(0,L) = w,(0) = wy(L) = 0}.

Le théoréeme suivant donne le résultat d’existence et d’unicité de la solution du

systéeme précédent
Théoréme 2.1 Soit Xy € H; alors il existe une solution unique X € C(R*,H) du
probleme(2.1)- (2.3). De plus, si Xo € D(A), alors

X € C(RY,D(A))NCHR",H)

Démonstration
On utilise I'approche du semi groupe. Pour cela nous devons montrer que A est

maximale monotone.
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1. A monotone : pour X = (u,u1,0v,0v1,0)T € D(A), montrons que :

<AX, X >4>0

En utilisant (2.5) on trouve :

L L L
< AX, X >y= —al/ Uy Urdx — yl/ V10X — az/ Uy 01dX
0 0 0

L L L 72 L
—52/ 0,01dx — yz/ 0,0dx — 52/ U1,0dx — (al — —2> / Uy UpdX
0 0 0 Hi1 0

L \/az ) (x/az )
— | (=t + Vi0x | | —=t1x + 101 ) d
/0 ( Vlu 110 mul 1101y |dx

Apres simplification et grace a la formule d’intégration par partie et les condi-

tions aux limites, on obtient :

L L
o a1 [, Uncttrdx = ay[uriy]§ — a1 [y uxuidx
L
= —al/ U UpdX
0
L L
® 0y [ Uny.01dX = ap[V1.U]§ — a2 [y Uy V1dX
L
= —az/ U V1dX
0
L L L
11 [y Un01dx = a[010,]5 — @y [, UxU1dX
L
= —1 /0 V015X
L L
) /32 fO 9xv1dx = [32[7)1.9]6 — ,32 fO v1x9dx
L
= —,32/ le(?dx
0

° iU fOL Ox-0dx = — 1y fOL 02dx
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Donc

L
< AX, X Sq— yz/ 62dx > 0
0
d’ou A est monotone.

2. A + I est surjectif :

Soit G = (91,92, 93,94, 95)T € H, on cherche X = (u,u1,v,01,0)T € D(A).

tel que :
(I+A)=G (2.6)
qui est équivalent a :
(
u—uy = gl
Uy — %uxx - Z_ivxx =2
. 0—01 =83
U1 — %vxx - Z_iuxx - %Qx = &4
0 — %Gxx - %le = &5
\

A partir de la premiere équation et la troisiéme équation, nous avons :

U1 =91 —UuU
$ (2.7)
01 =83 —70
remplacons par u1,v; dans les autres équations :
a a
g1 —U— p_iuxx — p_ivxx =& (2.8)

! az B2
- U - _Uxx - _uxx - _ex — 2.9
83 0 0 84 (2.9)
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U B2 B2
_ _GXX . x —|— —’(]x — 210
0 0 33 0 35 ( )

Multiplions les équations (2.8),(2.9),(2.10) respectivement par i, 7, § et en in-

tégrant par partie, on trouve :

— fOL uildx — % fOL U ildx — Z—i fOL Vi ildx = fOL(gz — ¢1)idx

— fOL v.0dx — Z—; fOL Vi 0dX — ;—i fOL U Odx — % fOL 0,0dx = fOL(g4 — ¢3)0dx

o\

\ fOL 0.0dx — % fOL 0,,0dx — % fOL v, 0dx = fOL(g5 — ¢3,)0dx

(2.11)

la formulation variationnelle associée de (2.11) prend la forme :
B((u,v,0),(1,9,0)) = L(i1,5,0) (2.12)

ol B est une forme bilinéaire de H} (0, L) x H}(0, L) x HL(0, L) dans R définie

par:
) L L L a (L
B((u,v,0),(i1,5,0)) z/ ufwlx—l—/ vz?dx—i—/ 90dx——/ Uyt dx
0 0 0 p1Jo
L L L L
—&/ vxﬁxdx—& 9x9xdx—Q/ vxaxdx—@/ U Drdx
P2 Jo P Jo 01 /0 P2 Jo
L L
—&/ Gﬁxdx—&/ v,0dx.
o Jo o Jo

L est une application linéaire :
_ L L B, [1 _
L(5,5.0) = [ (g2~ s)adx+ [ (g4 = g0)2dx +52 [ (g5~ ga0)0dn
Détinision 'espace :

V = [HL(0,L) x H}(0,L) x H'(0,L)]
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muni de la norme
(1, 0,0) |1y = llull5 + [0]13 + 1015 + x|z + lloxll5 + 1|65

et appliquons le théoreme de Lax-Miligrame pour montrer 1’existence de la solu-
tion de (2.12).

Tout d’abord, on commence par :

1) La continuité de la forme bilinéaire ;

-~

L L L a; (L
/ uiidx + / vodx + / 00dx — —/ Uy Tl dX
0 0 0 01Jo

L L L L
—E/ 0,0 dx — % 0.0.dx — 2—2/ Vil dx — %/ U D dx
1.J0 2 Jo

0
/9 dx——/ v,0dx|.
0
L L L 4 (L
g/ |u12|dx—|—/ |m7\dx+/ \99|dx—i——/ 12| dx
0 0 0 p1 Jo

L L L L
+&/ vaﬁx!dx+&/ \exéxydx+@/ \vxaxydx+@/ 10| dx
L1 J0 02 Jo

52/ \evx\dx+52/ 048] dx.

D’apres I'inégalité de Cauchy schwartz et I'inégalité de Poincaré on a :

B(Y,Y)| =

Y. _ _ A a1 _ U1 _
[B(Y, Y)| < [[ul[ ]| + [l [|2]| + [|0]]|6]] +p—1||uleluxH +EHvallvxll

2 - ar _ a _ 2 _ ) ~
20 1180 + 2 oal ) + 21l ] + B2 161112201 + B211ox 1161
1Y P1 P2 P P

< c||(u,0,0)lv|[(,,6)]lv.
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tel que :

= a a a
= maxn, g

Donc B(.,.) est continue.

2) La coercivité de la forme bilinéaire ;

-~

ona:

L L L 4 (L
1B((u,v,0),(u,0,0))| = |/ u2dx+/ vzder/ 92dx+—/ uldx

0 0 0 P01 Jo

L L

+ﬂ/ vidx+&/ 62dx|
o Jo o Jo
> mi “ Mok
- mm{l, Ty 02} G2, 6l

> c||(u,0,0)]|y.

Donc B(.,.) coercive.

3) La continuté de la forme bilinéaire ;

-~

L(.) continue, alors :

B>0: L) <B[Y[l. VY eV

En utilisant I'inégalité de Cauchy schwartz, on trouve :

L L L
L) = [ g2 =gyt + [ (ga = go)odr + 22 [ (g5 — guo

L L Bo [T _
< [ Mo —goylax+ [ (g~ gs)oldx+ 2 [ i(gs — g)6ldx

< [I(g2 = gu)llllall + 1l (ga = ga)lll2ll + %H(gs — &3:)[1116]
< Bli(@2,6)|v
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ot = max {1 (g2 — 1), 1 (g2 — ), (g5 g1}

Donc L(.) est continue.

D’apres le théoréme de Lax-Miligram on conclut que le probléme (2.12) admet
une solution unique, Y € V. En appliquant la régularité elliptique classique,
il s’ensuit de (2.11) que (u,v,0) € H?*(0,L) N HY(0,L) x H?(0,L) N H{(0,L) x
H2(0,L) N HL(0,L). Par conséquent, 'opérateur I + A est surjectif. En consé-

quence, le résultat du Théoreéme 2.1 découle du théoreme de Hille-Yosida.



Chapitre 3

Stabilité Exponentielle

Dans ce chapitre, nous montrons que le systeme (2.1)-(2.3) est dissipatif et qu’il

est exponentiellement stable en se basant sur la méthode de 1'énergie.

3.1 Energie du systeme

Lemme 3.1 L'énergie du systeme (2.1)-(2.3) est donnée par :
1 rL
E(t) =5 /0 lo1uF + a1us + P10 + w105 + 6% + 2a5u,0,)dx (3.1)

De plus
L
E'(t) = — i / 62dx Wt > 0. (3.2)
0

Démonstration
Multiplions (2.1); par u; et intégrons par partie par rapport a x sur (0.L), en

prenons en compte les conditions aux bords, on obtient :

L L L
p1/0 Uy Updx — al/o Uy Updx — az/o Uy Updx =0

L

pord (L, 1 k
urdx — aq[u ]y + aq / Uy UpedXx + az/ Uy Upedx =0
0 0

2dt Jo
31
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etona
L L
a1 d
al/ Uy Upedx = uzdx

0 2 dt

et comme
Uy lpydX = —[UyVy| — Uy Uty
dt

alors

L d rL L
az/ Uy UpdX = az—/ U,V dX — az/ Uy VpdX
0 dt 0 0

et on obtient

&i 5 d L 2 i/L B /L B
T, uydx + Zdt xdx+azdt ; U dx — ap ; UyViedx = 0 (3.3)

Multiplions 1'équation (2.1); par vy, et intégrons par partie par rapport a x sur

(0,L), on trouve :

L L L L
pz/ Vi Updx — g / V- VpdX — az/ Uxx.0idX — B2 0,v:dx =0
0 0 0 0

p2d 2 pid 2 /L /L _
oW vrdx + — T, “dx +ap ; Uy VpdX + B2 ; Vix.0dx =0 (3.4)

Multiplions ’équation (2.1)3 par 0, et intégrons par partie par rapport a x sur

(0,L), on trouve :

L L L
0 / 6:0dx — 1> / B0dx — B / vufdx = 0
0 0 0

P2 d 2 b g _
9 dx +pp | Oidx — B2 | vufdx =0 (3.5)
2 dt 0 0

Maintenant nous additionnons les égalités ((3.3), (3.4), (3.5)), nous obtenons

o2 d

pld ) ap d (L
—— | uidx+ —
2 dt

2
2 dt 2 dt vtdx

uldx + ar— / u o dx + 52
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mi/Lz p2d "o /Lz_
+2dt i vxdx+2dt ; 0-dx + u ; O:dx =0

1d L 2 L 2 L 2 k 2 . 2
__{/ ,01utdx+ﬂ1/ uxdx—i—pz/ vtdx—i—yl/ vxdx+p/ 0°dx
2dt )y 0 0 0 0

L L
—|—2a2/ U vydx} = —yz/ 0%dx.
0 0

ce qui fait que :

1 L
E(t) = § /0 [pﬂl% + a1u,zc + ,010% + ﬂ1032C + P92 + 2a2uxvx]dx

et
L
E'(t) = —yz/ 0%dx < 0.
0
Ainsi le systeme (2.1) est dissipatif.
Stabilité exponentielle
Pour Prouver cette décroissance exponentielle, nous avons besoin de construire
une fonction de Lyapounov équivalente a 'énergie, pour cela nous avons besoin

de quelques lemmes importants.

3.2 Construction d’une fonctionnelle de Lyapounov

Lemme 3.2 Soit (u,v,0) la solution du probleme (2.1), alors la fonctionnelle F; définie
par

L
F(t) = azpz/o (viu — upv)dx.

vérifie

2 L 2 L L
F/(t) < —@/ usdx + (azpz 4 (B2 1)?) / vidx+ﬁ%cp/ 02dx Vt >0
2 Jo o1 1 0 0
(3.6)
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Démonstration

Dérivons F(t)
L

L
F{(t) = azpz/o Oyl — a2p2/0 upvdx

etona
U = - @ty + 3205].
Oy = plz[,ulvxx + ArUyy + ,3293(]-
donc
L L1
F{(t) = ay /0 (110 2y + Aoty + P2bx|udx — az07 /o p—l[aluxx + axvy|vdx  (3.7)

Une intégration par partie donne :

L L L
oaz/o Y10y Udx = azyl[vx.u]3+a2y1/0 Velydx = azyl/o Uy Urdx

L L L
.a§/0 Uy Udx = a%[ux.u]§+a§/0 uldx = —a%/o uldx

L L
0,82/ 0,.udx = ,82/ 0.u,dx
0 0

L L L
a02 az02 az02 az02
o 2P al/ Uyy.0dx = —pal[ux.v]([; + —‘Oal Uy VpdXx = —‘Oa1 Uy 0ydX
0 01 0 0

P1 01 01
2 L 2 L

.Elzpz/ Vyy 0dX = @/ v2dx
P1 Jo P1 Jo

Donc

L 2 L L L
F/(t) = —a%/ uldx + @/ vidx—i—az(@ — yl)/ Uy UydX — azﬁz/ u,0dx
0 o1 Jo 01 0 0
(3.8)
Appliquons 'inégalité de Young :

L 1 L L
(B2 ) [Cwody <2 [Cilaxt (B2 [ax (69)
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et en appliquant I'inégalité de Young, puis l'inégalité de Poincaré, on constate

que:

L
—02[32/ 0.udx < 2/ 2dx+‘82cp/ 0%dx (3.10)
0
En substituant les inégalités précédentes (3.9)et (3.10) dans (3.8) on obtient
(3.6).

Lemme 3.3 Soit (u,v,0) la solution du probleme (2.1), la Fonctionnelle F, définie par :

L i L
E(t) = pz/ vodx — —p1/ uyodx
0 ay 0

satisfies pour tout € > 0

2
1 a;

B < —3(n—2) [ odar+ (p+

2

4201

442 1€1

2

k 2 ,52 p k 2
vyax + €1 X X.
)/ dx + / tdx+ =L [ 0
0 0 0
(3.11)

Démonstration

Dérivons F(t)

/ b 2 a% k
E(t) = p2 [/0 V.0 + vtdx] — E'Ol [/0 Upp .U — utvtdx]

L L
Ei(t) = / (H10xx + A1ty + B2by).vdx + pz/ v2dx
0 0

a; [t a3 L
—=2 [ (@tyy + 0202 )dx — 2p3 / wvdx.
ai Jo ai 0

Une intégration par partie nous donne :

L
.I/ll/o Uy 0AX = ,ul[vx'v](L) - :ul/o

L

L
v2dx = —yl/ v2dx
0
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L

L L
oaz/o Upe0dX = ap[u,. 0] — az/o Uy Vpdx = —a2/0 Uy 0ydX

L L
oﬁg/ 0,.vdx = —52/ 0.0, dx
0 0

L L L
°— az/ Uyy.0dx = az/ Uy 0dx — ap[U,.0,]5 = —az/o Uy UrdX
0 0

2 /L 22 L@t a2 L
o — 2 [ vyvdx = —2vv)s+ 2 | vidx= 2| vidx
xx 0 X

a Jo a a Jo ai Jo

a3 [t a201 L
F(t) = — (1 — =2) / vidx + pz/ 2dx — / w0 dx — 52/ v, 0dx
0 0 0

ai ai

Appliquons I'inégalité de young et I'inégalité de Poincaré :

L L
—%/ utvtdxgel/ ufdx+ Zfl / vtdx

a Jo 0 dateq

L
—[32/ v 0dx < 51/ 2dx—|— 52 p/ 9,%dx
0 0 451

Par conséquent :

612

F o a307 Bac p 2
Fz,(t) (]/11 ——= — 51) / deX+€1/ Uy 2dx + (p + ) /0 dx—l- v / 0% dx
0 0 1

a 4611 1

Maintenant, utilisons le fait que a1 > a% et en choisissant §; = ,on conclut

(3.11)
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Lemme 3.4 Soit (u,v,0) la solution du probleme (2.1), la Fonctionnelle F5 définie par :

L L
t) = —p/o vtdx/o 0:(y)dydx

Satisfait pour €, ,e3 > 0

/ ﬁZ . 2 g 2 k 2
E5(t) 3—7 i vidx + €2 i uydx + €3 ; vidx

222 222

pBac,  p7AC,  PTHIC )] / )
+ + -l- 9 dx. 3.12
( 02 4erp5  4eszp; 252 (3.12)

Démonstration

Dérivons F(t) :

:_p/ vtt/ dydx—,O/ vy / (y)dy)dx

Oy = plz[,ulvxx + A2Vyy + ﬁZGx]

etona

Or = %[VZQW + Bavy]
d’ou

B = =22 ol [ owyldx — Lo [l [ 0lw)dslar-

L X L
P2 [0l [ 0wyl —p [ ol [l — Proyldyla

on intégre par partie en tenant en compte les conditions aux limites :

L x L k
.%/ Uxx[/ 8(y)dyldx = %[vxﬂ]é—%/ vy.0dx = —%/ OrBdx
02 Jo 0 P2 P2 Jo P2 Jo

L x L L
o2 [l [0yl = P2 el - B2 [Tuioax = -2 [Tu,pax
0 0 02 P2 Jo P2 Jo
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L x L
L2 ol [Mety)aylax = 2o, o1k - "52/ gax = P22 "
P2 Jo 0 02 02 P2 Jo

L x L
°— yz/o vt[/o 6,y (y)dyldx = —;42/0 U0dx

o2 [ ol [ ouly)aylar= —: [ ot

Donc
/ F o P;BZ 2
E(t) = —,82/ vidx + == / 0%dx + P2 / Uy.0dx

+% / Ux.0dx + — 2 / 0:0,dx
(% 0
Appliquons I'inégalité de Young, puis 1'inégalité de Poincaré :

L L
@/ u,0dx < 62/ usdx + o ZCP/ 03dx
P2 Jo 0 62,02

L
%/ v, 0dx < €3/ 2dx+’02y1 p/ chdx
P2 Jo 0 4e303

L B2 U
- 9d<—/ d+2/92d.
Mz/ovtxx_Zo * 2B e
Par remplacement, on arrive a

/ B2 [* 5 t 2 b
F3(t)§—7/0 vtdx+62/0 dx—|—6/ “dx+

<P2a§C;+PﬁZCP+P2V%C;ﬂ )/ 62dx
4er03 02 desp; 2P

Lemme 3.5 Soit (u,v,0) la solution du probleme (2.1), la Fonctionnelle Fy définie par
L
E(t) = — / usudx
0

Satisfait
[ 2y (3.13)

El(t) < — / 24y 4 200 / x4 2L
0 P1 P1
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Démonstration

Dérivons Fy(t) :

L L L
EF(t) = —/ (uyu + u?)dx = —/ uyudx —/ u?dx
0 0 0

etona
Uy = — [A1llxy + 020xy ]
01
1 L L
Fi(t) = —— | [@1ttex + 202 udx —/ u?dx
P1Jo 0
une intégration par partie nous donne :
a [t 2 Eoy
o — — Upy UdX = —— + / wdx = — uLdx
P1 P 0
a, (L s a a, [L
o —2 Vayttdx = —Z[veuk + —2/ Oettydx = 2 | vLudx
01 P1 L1 J0 L1 Jo
donc
L L L
E(t) = —/ urdx + 4 utdx +2 uxvxdx.
0 p1 P1

Appliquons 'inégalité de Young sur le dernier terme
L L 2 L
2 ode <X / Wdx + 22 / vidx
p1 Jo p1Jo 4a1.01 Jo

et comme a1y > a3

L
a a
- U0 dx < —1 2dx + -— il

P1Jo P1 P1

L o u L
Ej(t <—/ uzdx—l——lf usdx —i——/ vidx
4()— 0 t p] 0 4p1

de

Maintenant nous pouvons donner une expression d’une fonctionnelle de Lya-

punov.
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Fonction de Lyapunov

Soit L la fonctionnelle de lyapunov défini par

L(t) = NE(t) + iNiFi(t)

L(t) = NE(t) + NiFi(t) + NaFa(t) + NaFs(t) 4+ NyFy(t)
et le lemme suivant affirme son équivalence avec I'énergie

Lemme 3.6 Pour N suffisamment grand, la fonctionnelle
L(t) = NE(t) + N1Fi(t) + NoEx(t) + NaF3(t) + NaFa(t)
ot N et Nj sont des nombres réels positifs, satisfait
ciE(t) < L(t) < cE(t) Vt>0 (3.14)

Démonstration

Soit H(t) = L(t) — NE(t), alors
|H(t)| = [L(t) — NE(t)| = [N1F1(t) + NaFa(t) + NaFs(t) + NaFa(t)]

Si on remplace par les F;(t),i = 1,..,4 on obtient :
L a5 L
H(t) =N, <az,02/ (viu — utv)dx) + N (pz/ vpudx — a_pl/ uwdx)
0 0 1 Jo

+N3< — p/OL (o /Oxe(y)dydx> + N4( — /OL utudx)

L

alors

L L L
|H(t)] < N1(ﬂzpz)/0 \vtu\deer(azpz)/o \utv\deerpz/o |ou|dx

X
0

a L L L
+Nz(a—ip1)/0 \utv\derng/o |vt/ 9(y)dy\dx+N4/O |uyo|dx
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et grace aux inégalités de Young et de Cauchy-Schwartz :

L
N1(azpz)/0 vudx < N1621202/0 v2dx + 122'02/0 u>dx

L N- L N L
N1(a2p2)/ uodx < 1012202/ u?dx + 1;%)2/ v2dx
0 0 0

L
szz/ viodx < Nsz/ d + sz/ de
0 2 0 2 0

L N,22 N2
Nz(@m)/ wodx < 2;1()1/ tdx + Zglpl/ vidx
0

ng/ vt/ y)dy)dx < 23p dx+ / 6dx

N4/ utudx<—/ 2dx+—/ 2dx

donc
N L
()| < [Nz Moo Noo] (% oa,
2 2 2 0
N1a2p2 Nz%pl Ny L 5
+< > + > +7 /0 uydx
n Niazpo _'_& /L x4+ Niyazp2 n N>p2 n NZ%pl /L 2y
2 2 o ¢ 2 2 2 0o
L L
+@/ 0%dx + 2 Nz / ULV dX.
2 Jo 2 0
on pose :
Niazp2  Nopo  N3p|
[ > Ty Tt T
N1a2p2 NZ%pl o
[ > + > —i—? =0
Nia N,
Mo ) _,

N1a2p2 szz NZ%M .
{ 5 + 5 + > =0y
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on conclut que :
b 2, p2
|H(t)| < max(cy1, 02, 03,04, 05, 06) / 02 + 02 4+ uf + ul + 6% + 2u, v, dx
0

< cE(t)

par conséquent :

L(t) — NE(t) < cE(t)
—cE(t) < L(t) — NE(t) < cE(t)
(N —c)E(t) < L(t) < (N +c)E(t)

Si on prend :

cit=N-—-c et co=N-+c

tel que N > c on obtient :

¢E() < L(t) < cE(t) (3.15)

Théoreme 3.1 Le systeme (2.1)-(2.3) est exponentiellement stable, ce qui signifie, il existe

des constantes ko; k1 > 0, tel que I'énergie du systeme (2.1)-(2.3) définie par (3.1) satisfait

E(t) S koe_klt
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Démonstration

Dérivons L(t) et utilisons les estimations (3.2),(3.6),(3.11),(3.12) et (3.13) :
L'(t) = NE'(t) + N1 F{(t) + NoF5 () + N3F5(t) + NaFy(t).
L T 2 L 2 L
L'(t) < N[— yz/ 02dx| + N [ — %/ uldx + (azpz + (a1p2 — y1)2> / vidx
0 ] 0 0

P1 P1
L — L .
+/32CP/ 6dx| + Ny | — @/ vidx+e1/ uldx + P2 + @301 / 2
! L 2 o 0 4a%e; 0
2 2
101 / 2 Bac p/ ) ‘52/ ,
+<P2 + 4a%€1) ) rdx + 2o 0 dx] + N3[ ; vrdx

2,22 222

L L a C
—|—ez/ uidx—keg,/ v2dx + (P,Bch n P43 n P HICY )] / 62dx
0 0 02 4€2p2 4e3p2 2[%2

+N4[—/ dx+2 / 2dx+y zdx}.
0 P1 Pl

Par conséquent :

/ b 2 25’1 E oo
L'(t) < —N4/ urdx — {2 N; — ;N5 — / usdax
0 0

P1
mo a3p; ai02 2) p1 | /L 2
— | BN, — + . Ny — 220 [ 2
[2 ? ( o1 ( Pl p)” )N 201 Jo

2.2 2.2 L
N — B2c.N 2 pN Ns ( +PﬁZCP +P a;Cp +P V1CP>] / 024
[]/lz Paep M= o 22 p2 dep;  deps )| Jo T

B2y a307 / 2
[2N3 p2+4a%€1 N> ; vrdx.

Commencons par choisir ces quantités :

i . ¢ _El%Nl . ¢ moNz
N, © 2T O4N; 7 TP T 4N,

N4=2 , €1 =

donc

L L
L'(t) < _/ Zd o [@N . <a2P2 a102 B ) _ﬂ] / Zd
(t) < A upax R o1 -|—(p1 Ml) 1 201 | Jo vy dx
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2c,N3  p*u1c,N3
14N — B2c.N ﬁchN N (P‘z PﬁZCP+PCP 5 4 p )}/ 024
[]/12 PaeN = o 28 p2 o3N1  mop3Na ’

2 L 2.2 L
as 4&1 / 2 ‘32 azplNz / )
|y, o dx — |22N,— (oo + N dx.
[4 ! p1] 0 Hatdx [2 3 (pz 4a? 1 Jo vrix

choisissons maintenant N, N;, N, et N3 de sorte que :
4
m a2p2 a p 2 U
= (24 (42 - ) )Ny - 41> 0

2
MzN—B%cpa—me ( 2—Fpﬁzc”—ch”l\k—F’JZ”ZC”I\Ig')Ng)>0

2p 5Ny mop3e:
2
LN, — 4
e 0

%M—(p+WM>M>O

\

donc Commencons par choisir Nj :

4a,
N; = 4a;2(22 1)
P1

2
N (G0 o e )

o )

et finalement on doit choir N suffisamment grand pour vérifier

2 2C N. 2C N3
N -1 Bsc p pPacy | P°cpN3 | P21i5Cy
> U, (ﬁch& + —2 & + 2[32 + 0 + P%Nl + mop%?,z N5 + Cp

en utilisant 1'inégalité de Poincaré :

L —1 L
—/ 0%dx < —/ 0%dx
0 Cp 0

L
L'(t) < —/ <u§+v§+uf+vf+92>dx vVt >0
0

puis,

Apres

il s’avere que
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puis aussi l'inégalité de Young nous conduit a remarquer que
E(t)<c /OL (ui#—vi—l—uf—l—vf—i—QZ)dx
ce qui implique
— /OL (ufc + 02 +ul +v7 + 92> dx < fraclc E(t)

par conséquent

L'(t) < —c3E(t) Vt>0

A partir de (3.15) :
L'(t) < —kiL(t).

avec k| = E—i

Une simple intégration, nous conduit a :
L(t) < Loe ™!
et finallement d’apres aussi (3.15) on abouti a :

E(t) < koE(0)e ™ Vvt > 0.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons analysé le travail de [11] ol on a utilisé la mé-
thode de l'énergie (également connue sous le nom de méthode du multiplicateur)
pour obtenir un résultat de décroissance exponentielle pour un systéme thermoé-
lastique poreux en gonflement, ot la conduction thermique est contrdlé par la loi
classique de Fourier. Les résultats sont obtenus sans imposer les restrictions bien
connues sur les vitesses d’ondes ni aucune autre relation entre les coefficients du
systeme. Ainsi, les résultats actuels contribuent de maniere significative a la théo-
rie relative aux comportements asymptotiques des milieux élastiques poreux en

gonflement et améliorent les travaux antérieures présents dans la littérature.
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