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Résume : 

 

 

 Dans ce travail, nous étudions un système poreux gonflant couplé à 

un système thermoélastique avec un amortissement minimal. En 

utilisant la méthode classique des multiplicateurs, nous stabilisons le 

système de manière exponentielle sans imposer de restrictions sur 

les vitesses de propagation des ondes du système. Ce résultat 

contraste avec ceux obtenus pour des systèmes étroitement liés 

(comme les systèmes de Timoshenko et les systèmes poreux), où un 

terme d’amortissement similaire n’est suffisant pour stabiliser 

exponentiellement le système que si l’on suppose l’égalité des 

vitesses de propagation des ondes. 
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Poreux gonflant, Thermoélasticité, Stabilité exponentielle. 

 

 



  ملخص

مع نظام مرونة حرارية يحتوي على أقل قدر  في هذا العمل، ندرس نظامًا مسامياً يتمدد 
ي للنظام دون  من التخميد. باستخدام طريقة المضاعف القياسية، نقوم بتحقيق استقرار أسُ ِّ

فرض قيود على سرعات الموجات في النظام. وتعُد هذه النتيجة مخالفة لما تم التوصل إليه 
أنظمة مشابهة )مثل نظام تيموشينكو والأنظمة المسامية(، حيث يعُد وجود مصطلح في 

ي إلا إذا تم افتراض تساوي سرعات  تخميد واحد غير كافٍ لتحقيق الاستقرار الأسُ ِّ
.الموجات  

 

                       

   

 

 الكلمات المفتاحية

.ر الأسيالاستقرا, المرونة الحرارية, المواد المسامية المتورمة  

 



Abstract : 

In this work, we study a swelling porous  system with 

thermoelasticity  system with minimum damping. Employing 

the standard multiplier method, we stabilize the system 

exponentially without imposing retrictions on the wave 

velocities of the system. This result is contrary to those 

obtaimed for closely related systems (like Timoshenko and 

porous systems) with similar single damping term is sufficient 

to exponentially stabilize the system unless the assumption of 

the equality of wave velocities is imposed. 
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Introduction

Il est impératif d’étudier les caractéristiques des matériaux d’ingénierie pour

la conservation de l’énergie, la sécurité, la durabilité environnementale, et l’utili-

sation efficace de l’isolation thermique dans les applications de génie mécanique

et civil ([34]). Comprendre les propriétés thermiques des matériaux, telles que la

conductivité thermique et la diffusivité, pourrait fournir des informations sup-

plémentaires sur leur performance thermique sous des conditions de charge élas-

tique où une déformation contrainte induit des contraintes. Plusieurs études ont

abordé différentes méthodes pour tester les propriétés thermiques de ces ma-

tériaux dans les applications d’ingénierie et de conservation de l’énergie ([22] ;

[33] ; [35]). Il a été établi dans les travaux de [20] et [21] que la compréhension

des propriétés thermoélastiques des matériaux améliore leur utilisation efficace

pour la stabilité des fondations. Par ailleurs,[17] ont démontré que la présence

d’humidité pouvait affecter négativement la vitesse de crête lors de vibrations

dynamiques à des températures élevées. Cela pourrait se produire dans le sol

sous les fondations structurelles à la suite de séismes, entraînant des contraintes

de cisaillement plus importantes en raison des changements thermiques dans les

matériaux du sol sous-jacent. Les variations saisonnières telles que l’été et l’hi-

10
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ver peuvent entraîner des modifications du comportement des caractéristiques

du sol de la superstructure en raison du gradient de température.

Il est crucial de proposer des solutions pour comprendre la complexité du gon-

flement des milieux poreux à l’aide de formulations mathématiques, car cela per-

met aux scientifiques et aux ingénieurs de bien comprendre le comportement des

sols gonflants sous diverses conditions de charge et d’amortissement. Mathémati-

quement, le système fondamental d’équations régissant les sols thermoélastiques

poreux gonflants (voir [15] ; [25]) est formulé comme suit :
ρ1utt − a1uxx − a2vxx − β1Θx + ξ(uxt − vxt)− αuxxt = 0,

ρ2vtt − µ1vxx − a2uxx − β2Θx − ξ(uxt − vxt) = 0,

ρΘt − µ2Θxx − β1uxt − β2vxt = 0

(1)

où les variables inconnues u, v, Θ : (0, L)× [0, ∞[−→ R respectivement, symbo-

lisent le déplacement du fluide, le matériau solide élastique, et la variation de

température. Les paramètres positifs ρ1, ρ2 dés-désignent les densités relatives à

z et u, respectivement, et ρ désigne la capacité thermique. Les autres paramètres

ξ, α, ai, µi, βi, i = 1, 2 sont des constantes satisfaisant

ai > 0, µi > 0, βi > 0, ξ > 0, α > 0, a1µ1 > a2
2

. Dans [26], l’auteur a considéré (1) dans le cas isotherme,Θ = 0, ce qui nécessite

que β1 = β2 = 0, c’est-à-dire
ρ1utt − a1uxx − a2vxx + ξ(uxt − vxt)− αuxxt = 0,

ρ2vtt − µ1vxx − a2uxx − ξ(uxt − vxt) = 0
(2)

En utilisant la méthode classique de l’énergie, il a démontré que le système (2) dé-

croît de manière exponentielle. De plus, en appliquant le théorème de Hurwitz, il
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a montré que le système (2) avec ξ = 0 décroît également de façon exponentielle.

Il est évident que le système (1), dans son cas thermique général, est exponentiel-

lement stable. Concernant encore le cas ξ = 0 , mentionnons le travail de [36]. Ils

ont étudié le système (2) avec ξ = 0 et ont remplacé le terme −αuxxt par α(x)ut,

c’est-à-dire 
ρ1utt − a1uxx − a2vxx + α(x)ut = 0,

ρ2vtt − µ1vxx − a2uxx = 0
(3)

et ils ont stabilisé le système de manière exponentielle via la méthode spectrale.

[28] ont récemment travaillé sur le système (2) avec ξ = α = 0 et une rétroaction

non linéaire α(t)g(vt) ajoutée à la deuxième équation, c’est-à-dire...
ρ1utt − a1uxx − a2vxx = 0,

ρ2vtt − µ1vxx − a2uxx + α(t)g(vt) = 0
(4)

Ils ont obtenu un résultat de stabilité exponentielle sous l’hypothèse d’égalité des

vitesses de propagation des ondes, c’est-à-dire :

a1

ρ1
=

µ1

ρ2
(5)

De plus,dans [7] le même résultat de stabilité exponentielle pour le système (4) a

été démontré indépendamment de l’hypothèse (5). Dans un travail similaire, [6]le

système (4) a été traité en remplaçant la rétroaction non linéaire par un amortis-

sement viscoélastique représenté par
∫ t

0 g(t− s)vxx(s)ds , c’est-à-dire,
ρ1utt − a1uxx − a2vxx = 0,

ρ2vtt − µ1vxx − a2uxx +
∫ t

0 g(t− s)vxx(s)ds = 0
(6)

et il a obtenu un résultat de stabilité générale sans imposer l’hypothèse d’égalité
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des vitesses d’ondes du système.

Dans ce mémoire, nous traitons un problème qui a été étudié dans [11], il

s’agit d’ un système thermoélastique classique poreux en gonflement indépen-

dant, avec des termes d’amortissement minimaux.
ρ1utt − a1uxx − a2vxx = 0 ∈ (0, L)× [0, ∞[

ρ2vtt − µ1vxx − a2uxx − β2Θx = 0 ∈ (0, L)× [0, ∞[

ρΘt − µ2Θxx − β2vxt = 0 ∈ (0, L)× [0, ∞[

(7)

Sous les conditions initiales :
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), v(x, 0) = v0(x),

vt(x, 0) = v1(x), Θ(x, 0) = Θ0(x), x ∈ (0, L)
(8)

et les conditions aux limites

u(0, t) = u(L, t) = v(0, t) = v(L, t) = Θx(0, t) = Θx(L, t) = 0, t ∈ [0, ∞[. (9)

Nous utilisons la méthode classique de l’énergie pour démontrer un résultas de

stabilité exponentielle, indépendamment des vitesses d’ondes du système. Ce ré-

sultat est inattendu, contrairement à celui obtenu pour des systèmes similaires

tels que les milieux poreux thermoélastiques, où la stabilité exponentielle dépend

des vitesses d’ondes. Par exemple, dans l’étude de [13], Casas et Quintanilla ont

considéré 
ρutt − µ1uxx − bvx + βΘx = 0,

jvtt − αvxx + bux + ξv−mθ = 0,

aΘt − µ2Θxx + βuxt + mvt = 0

(10)
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et ont démontré une décroissance lente des solutions. Le même résultat a été ob-

tenu par[23] lorsque le terme γvxxt a été ajouté à l’équation de déplacement du

fluide dans (10). Cependant,[32] ont étendu le résultat de décroissance lente ob-

tenu par [13] à une stabilité exponentielle, sous l’hypothèse d’égalité des vitesses

d’onde du système. Un résultat analogue a été obtenu par [5]. Pour le système

thermoélastique de Timoshenko, nous mentionnons le résultat de [31], où ils ont

considéré


ρ1utt − k(ux + v)x = 0,

ρ2vtt − bvxx + k(ux + v) + γΘx = 0,

ρΘt − µ2Θxx + γvxt = 0

(11)

et il a démontré un résultat de stabilité exponentielle grâce à l’hypothèse k
ρ1

=

b
ρ2

.Voir [19] pour un résultat similaire. Dans tous ces systèmes, on constate que

les résultats de stabilité exponentielle dépendent de l’égalité des vitesses d’onde

du système.

Ce manuscrit est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons des définitions et des théorèmes très

utiles pour notre travail.

Dans le premier chapitre, nous démontrons l’existence et l’unicité de la solution

du problème en utilisant la théorie de semi groupe.

Le troisième chapitre est consacré à l’étude de stabilité exponentielle de la solu-

tion en utilisant la méthode du multiplicateur.



Chapitre 1
Préliminaire

Rappels et notations

Nous rappelons ici les notions essentielles sur les espaces de Sobolev, semi-groupe,

quelques théorèmes utiles et quelques inégalités importantes, que nous utilise-

rons dans ce mémoire.

1.1 Les espaces de Sobolev

1.1.1 L’espace de Sobolev W1,p

Soit I =]a, b[ un intervalle borné ou non borné et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ +∞.

Définition 1.1 L’espace de Sobolev W1,p est défini par :

W1,p = {u ∈ Lp(I), ∃g ∈ Lp(I)|
∫

I
uϕ′ = −

∫
I

gϕ ∀ϕ ∈ C1
c (I)}. (1.1)

On pose H1(I) = W1,2(I),

pour u ∈W1,p(I) on note u′ = g.

15
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Notation

L’espace W1,p est muni de la norme :

‖u‖W1,p = ‖u‖Lp + ‖u′‖Lp ,

(ou parfois, si 1 < p < ∞, de la norme équivalente [‖u‖p
Lp + ‖u′‖p

Lp ]1/p).

L’espace H1 est muni du produit scalaire :

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (u′, v′)L2

La norme associée :

‖u‖H1 = (‖u‖2
L2 + ‖u′‖2

L2)
1/2,

est équivalente à la norme de W1,2.

Proposition 1.1 L’espace W1,p est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞. L’espace W1,p

est réflexif pour 1 < p < ∞ et séparable pour 1 ≤ p < ∞.

L’espace H1 est un espace de Hilbert séparable.

1.1.2 L’espace de Sobolev W1,p
0

Définition 1.2 Étant donné 1 ≤ p < ∞, on désigne par W1,p
0 (I) la fermeture de C1

c (I)

dans W1,p(I).On note H1
0(I) = W1,2

0 (I).

L’espace W1,p
0 est muni de la norme induite par W1,p, l’espace H1

0 est muni du produit

scalaire induit par H1.

L’espace W1,p
0 est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour 1 < p < ∞.

L’espace H1
0 est un espace de Hilbert séparable.
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1.1.3 Les espaces de Sobolev Wm,p

Définition 1.3 Étant donnés un entier m ≥ 2 et un réel 1 ≤ p ≤ ∞. On définit par

récurrence l’espace

Wm,p(I) = {u ∈Wm,p(I), u′ ∈Wm−1,p(I)}.

On pose

Hm(I) = Wm,2(I).

On vérifie aisément que si et seulement s’ils existent m fonctions g1, ..., gm ∈ Lp(I) telles

que : ∫
uDj ϕ = (−1)j

∫
gjϕ ∀ϕ ∈ C∞

c (I), ∀j = 1, 2, ..., m,

où Dj ϕ désigne la dérivée de l’ordre j de ϕ,lorsque u ∈ Wm,p(I), on peut donc consi-

dérer les dérivées successives u′ = g1, (u′)′ = g2, . . . jusqu’à l’ordre m, on les note

Du, D2u, ..., Dmu. l’espace Wm,p est muni de la norme

‖u‖Wm,p = ‖u‖Lp +
m

∑
α=1
‖Dju‖Lp ,

et l’espace Hm est muni du produit scalaire

(u, v)Hm = (u, v)L2 +
m

∑
α=1

(Dαu, Dαv).

1.2 Semi-groupe

Définition 1.4 Une famille (S(t))t≥0 d’éléments S(t) ∈ L(X) pour t ≥ 0 forme un

semi-groupe de classe C0 dans X (ou semi-groupe fortement continu), si elle vérifie les

conditions suivantes :

1. S(0) = I (identité dans L(X)).
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2. S(t + s) = S(t)S(s) pour tout t, s ≥ 0 (propriété algébrique).

3. lim
t→0
‖S(t)x− x‖X pour tout x ∈ X (propriété topologique).

1.3 Quelques théorèmes utiles

1.3.1 Théorème de Hille-Yosida

Théorème 1.1 (Hille-Yosida) Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de

Hilbert H. Alors pour tout u0 ∈ D(A) il existe une fonction

u ∈ C1([0,+∞[; H) ∩ C([0,+∞[; D(A)),

unique telle que 
du
dt + Au = 0 sur[0,+∞[

u(0) = u0 (donne initiale).
(1.2)

De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et
∣∣∣∣du

dt
(t)
∣∣∣∣ = |Au(t)| ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

1.3.2 Théorème (Lumer-Phillips)

Théorème 1.2 Soit A : D(A) → H un opérateur linéaire de domaine dense dans H .

Alors, A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contractions si et seule-

ment si :

1. A est dissipatif.

2. il existe un λ > 0 tel que Im(λI − A) = H.
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1.3.3 Théorème de Lax Milgram

Théorème 1.3 Soit a(u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout

ϕ ∈ H′ il existe u ∈ H unique tel que :

a(u, v) = (ϕ, v) ∀v ∈ H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u ∈ H et
1
2

a(u, v)− (ϕ, v) = Minv∈H{
1
2

a(u, v)− (ϕ, v)}.

1.3.4 Théorème de Fubini

Théorème 1.4 On suppose que F ∈ L1(Ω1×Ω2).

Alors, pour presque tout x ∈ Ω1,

F(x, y) ∈ L1
y(Ω2) et

∫
Ω2

F(x, y)dy ∈ L1
x(Ω1).

De même, pour presque tout y ∈ Ω2,

F(x, y) ∈ L1
x(Ω1) et

∫
Ω1

F(x, y)dx ∈ L1
y(Ω2).

De plus on a∫
Ω1

dx
∫

Ω2

F(x, y)dy =
∫

Ω2

dy
∫

Ω1

F(x, y)dx =
∫ ∫

Ω1×Ω2

F(x, y)dxdy.

1.4 Quelques inégalités importantes

1.4.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace vectoriel, Un produit scalaire (u, v) est une forme bilinéaire de

H × H dans R, symétrique, définie positive [i.c. (u, v) ≥ 0, ∀u ∈ H et (u, v) > 0
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si u 6= 0]. Rappelons qu’un produit scalaire vérifie Inégalité de Cauchy-Schwarz :

|(u, v)| ≤ (u, u)
1
2 (v, v)

1
2 ∀u, v ∈ H.

1.4.2 Inégalité de Young

Soient p et q deux réels vérifiant 1
p +

1
q = 1 alors :

∀( f , g) ∈
(

Lp(Ω)× Lq(Ω)
)2, ∀ε > 0,

∫
Ω
| f g|dx ≤ ε

p

∫
Ω
| f p|dx +

1

qε
q
p

∫
Ω
|gq|dx.

Si p = q = 2 on a :

∀( f , g) ∈
(

L2(Ω)
)2, ∀ε > 0,

∫
Ω
| f g|dx ≤ ε

2

∫
Ω
| f 2|dx +

1
2ε

∫
Ω
|g2|dx.

1.4.3 Inégalité de Poincaré

On suppose que I est borné.

Alors il existe une constante C (dépendant de |I| ) telle que :

‖u‖W1,p ≤ C‖u′‖Lp ∀u ∈W1,p
0 (I).

Autrement dit, sur W1,p
0 (I) la quantité ‖u′‖Lp est une norme équivalente à la

norme de W1,p(I).



Chapitre 2
Existence et Unicité de la solution

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence et l’unicité de la solution d’un pro-

blème de poreux thermoelastic gonflant.

2.1 Position de problème

Soit 
ρ1utt − a1uxx − a2vxx = 0

ρ2vtt − µ1vxx − a2uxx − β2Θx = 0

ρΘt − µ2Θxx − β2vxt = 0

(2.1)

sous les conditions initiales :
u(x, 0) = u0(x); ut(x, 0) = u1(x); v(x, 0) = v0(x). x ∈ (0, L)

vt(x, 0) = v1(x); Θ(x, 0) = Θ0(x). x ∈ (0, L)
(2.2)

et les conditions de Dirichlet-Newman :

u(0, t) = u(L, t) = v(0, t) = v(L, t) = Θx(0, t) = Θx(L, t) = 0 ∀t ≥ 0 (2.3)

21
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De plus, en intégrant de la troisième équation du système, on trouve

ρ
∫ L

0
Θtdx + µ2

∫ L

0
Θxxdx− β2

∫ L

0
vtxdx = 0

ρ
∫ L

0
Θtdx + [µ2Θx]

L
0 − [β2vt]

L
0 = 0

grace aux conditions initiales, on obtient∫ L

0
Θtdx = 0 ⇒ d

dt

∫ L

0
Θdx = 0

d’où ∫ L

0
Θ(x, t) = Cst =

∫ L

0
Θ0dx

et si on pose

θt = Θt(x, t)− 1
L

∫ L

0
Θ0dx

on obtient ∫ L

0
θtdx = 0.

Par conséquent, l’utilisation de l’inégalité de Poincaré pour la fonction θ est ga-

ranti. De plus, il est évident que θt = Θt, θx = Θx, etθxx = Θxx. En conséquence

le système (2.1), (2.2)− (2.3) se transforme en :


ρ1utt − a1uxx − a2vxx = 0

ρ2vtt − µ1vxx − a2uxx − β2θx = 0

ρθt − µ2θxx − β2vxt = 0

(2.4)

Sous les conditions de Dirichlet Newman :

u(0, t) = u(L, t) = v(0, t) = v(L, t) = θx(0, t) = θx(L, t) = 0 ∀t ≥ 0
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et les conditions initiales :
u(x, 0) = u0(x); ut(x, 0) = u1(x); v(x, 0) = v0(x). x ∈ (0, L)

vt(x, 0) = v1(x); θ(x, 0) = Θ0(x)− 1
L

∫ L
0 Θ0(x)dx. x ∈ (0, L)

2.2 Existence et unicité de la solution

Forme matricielle du système :

Pour montrer l’existence et l’unicité de la solution du problème (2.1)-(2.3) nous

utilisant la théorie du semi-groupe.

Soit X = (u; ut; v; vt; θ)T où u1 = ut et v1 = vt le système (2.1)-(2.3) prend la

forme : 
X′(t) + AX = 0 t ≥ 0.

X(0) = X0 = (u0, u1, v0, v1, θ0)T

où l’opérateurA : D(A)→ H est défini comme suit : :

AX =



−u1

− a1
ρ1

uxx − a2
ρ1

vxx

−v1

−µ1
ρ2

vxx − a2
ρ2

uxx − β2
ρ2

θx

−µ2
ρ θxx − β2

ρ vxt


etH est un espace de Hilbert donné par

H = H1
0(0, L)× L2(0, L)× H1

0(0, L)× L2(0, L)× H1
∗(0, L)

où

L2
∗(0, L) = {w ∈ L2(0, L) =

∫ L

0
w(s)ds = 0}.
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et

H1
∗(0, L) = H1(0, L) ∩ L2

∗(0, L).

L’espaceH est muni du produit scalaire suivant :

< X, X̄ >H= ρ1

∫ L

0
u1ū1dx + ρ2

∫ L

0
v1v̄1dx + ρ

∫ L

0
θθ̄dx +

(
a1−

a2
2

µ1

) ∫ L

0
uxūxdx

+
∫ L

0

(
a2√
µ1

ux +
√

µ1vx

)(
a2√
µ1

ūx +
√

µ1v̄x

)
dx (2.5)

et le domaine de l’opérateur A est donné par :

D(A) =
{

X ∈ H : u ∈ H2(0, L) ∩ H1
0(0, L); v ∈ H2(0, L) ∩ H1

0(0, L); θ ∈ H2
∗(0, L) ∩ H1

∗(0, L)
}

tel que

H2
∗(0, L) : {w ∈ H2(0, L) = wx(0) = wx(L) = 0}.

Le théorème suivant donne le résultat d’existence et d’unicité de la solution du

système précédent

Théorème 2.1 Soit X0 ∈ H ; alors il existe une solution unique X̄ ∈ C(R+,H) du

problème(2.1)- (2.3). De plus, si X̄0 ∈ D(A), alors

X ∈ C(R+, D(A)) ∩ C1(R+,H)

Démonstration

On utilise l’approche du semi groupe. Pour celà nous devons montrer que A est

maximale monotone.
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1. A monotone : pour X = (u, u1, v, v1, θ)T ∈ D(A), montrons que :

< AX, X >H≥ 0

En utilisant (2.5) on trouve :

< AX, X >H= −a1

∫ L

0
uxxu1dx− µ1

∫ L

0
v1vxxdx− a2

∫ L

0
uxxv1dx

−β2

∫ L

0
θxv1dx− µ2

∫ L

0
θxxθdx− β2

∫ L

0
v1xθdx−

(
a1−

a2
2

µ1

) ∫ L

0
uxu1xdx

−
∫ L

0

(
a2√
µ1

ux +
√

µ1vx

)(
a2√
µ1

u1x +
√

µ1v1x

)
dx

Après simplification et grâce à la formule d’intégration par partie et les condi-

tions aux limites, on obtient :

• a1
∫ L

0 uxxu1dx = a1[u1ux]L0 − a1
∫ L

0 uxu1xdx

= −a1

∫ L

0
uxu1xdx

• a2
∫ L

0 uxx.v1dx = a2[v1.ux]L0 − a2
∫ L

0 ux.v1xdx

= −a2

∫ L

0
uxv1xdx

• µ1
∫ L

0 vxxv1dx = a1[v1vx]L0 − a1
∫ L

0 vxv1xdx

= −µ1

∫ L

0
vxv1xdx

• β2
∫ L

0 θxv1dx = β2[v1.θ]L0 − β2
∫ L

0 v1xθdx

= −β2

∫ L

0
v1xθdx

• µ2
∫ L

0 θxx.θdx = −µ2
∫ L

0 θ2
xdx
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Donc

< AX, X >H= µ2

∫ L

0
θ2

xdx ≥ 0

d’où A est monotone.

2. A + I est surjectif :

Soit G = (g1, g2, g3, g4, g5)T ∈ H, on cherche X = (u, u1, v, v1, θ)T ∈ D(A).

tel que :

(I + A) = G (2.6)

qui est équivalent à :

u− u1 = g1

u1− a1
ρ1

uxx − a2
ρ2

vxx = g2

v− v1 = g3

v1− µ1
ρ vxx − a2

ρ2
uxx − β2

ρ2
θx = g4

θ − µ2
ρ θxx − β2

ρ v1x = g5

A partir de la première équation et la troisième équation, nous avons :
u1 = g1− u

v1 = g3− v
(2.7)

remplacons par u1, v1 dans les autres équations :

g1− u− a1

ρ1
uxx −

a2

ρ2
vxx = g2 (2.8)

g3− v− µ1

ρ
vxx −

a2

ρ2
uxx −

β2

ρ2
θx = g4 (2.9)
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θ − µ2

ρ
θxx −

β2

ρ
g3x +

β2

ρ
vx = g5 (2.10)

Multiplions les équations (2.8),(2.9),(2.10) respectivement par ū, v̄, θ̄ et en in-

tégrant par partie, on trouve :
−
∫ L

0 uūdx− a1
ρ1

∫ L
0 uxxūdx− a2

ρ1

∫ L
0 vxxūdx =

∫ L
0 (g2− g1)ūdx

−
∫ L

0 v.v̄dx− µ1
ρ2

∫ L
0 vxxv̄dx− a2

ρ2

∫ L
0 uxxv̄dx− β2

ρ2

∫ L
0 θxv̄dx =

∫ L
0 (g4− g3)v̄dx∫ L

0 θ.θ̄dx− µ2
ρ

∫ L
0 θxxθ̄dx− β2

ρ

∫ L
0 vxθ̄dx =

∫ L
0 (g5− g3x)θ̄dx

(2.11)

la formulation variationnelle associée de (2.11) prend la forme :

B
(
(u, v, θ), (ū, v̄, θ̄)

)
= L

(
ū, v̄, θ̄

)
(2.12)

où B est une forme bilinéaire de H1
0(0, L)×H1

0(0, L)×H1
∗(0, L) dans R définie

par :

B
(
(u, v, θ), (ū, v̄, θ̄)

)
=
∫ L

0
uūdx +

∫ L

0
vv̄dx +

∫ L

0
θθ̄dx− a1

ρ1

∫ L

0
uxūxdx

−µ1

ρ2

∫ L

0
vxv̄xdx− µ2

ρ

∫ L

0
θxθ̄xdx− a2

ρ1

∫ L

0
vxūxdx− a2

ρ2

∫ L

0
uxv̄xdx

−β2

ρ

∫ L

0
θv̄xdx− β2

ρ

∫ L

0
vxθ̄dx.

L est une application linéaire :

L(ū, v̄̄, θ̄) =
∫ L

0
(g2− g1)ūdx +

∫ L

0
(g4− g3)v̄dx +

β2

ρ

∫ L

0
(g5− g3x)θ̄dx

Définision l’espace :

V =
[
H1

0(0, L)× H1
0(0, L)× H1

∗(0, L)
]
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muni de la norme

‖(u, v, θ)‖V = ‖u‖2
2 + ‖v‖2

2 + ‖θ‖2
2 + ‖ux‖2

2 + ‖vx‖2
2 + ‖θx‖2

2

et appliquons le théorème de Lax-Miligrame pour montrer l’existence de la solu-

tion de (2.12).

Tout d’abord, on commence par :

1)La continuité de la forme bilinéaire :︸ ︷︷ ︸
|B(Y, Ȳ)| =

∣∣∣∣ ∫ L

0
uūdx +

∫ L

0
vv̄dx +

∫ L

0
θθ̄dx− a1

ρ1

∫ L

0
uxūxdx

−µ1

ρ2

∫ L

0
vxv̄xdx− µ2

ρ

∫ L

0
θxθ̄xdx− a2

ρ1

∫ L

0
vxūxdx− a2

ρ2

∫ L

0
uxv̄xdx

−β2

ρ

∫ L

0
θv̄xdx− β2

ρ

∫ L

0
vxθ̄dx

∣∣∣∣.

≤
∫ L

0
|uū|dx +

∫ L

0
|vv̄|dx +

∫ L

0
|θθ̄|dx +

a1

ρ1

∫ L

0
|uxūx|dx

+
µ1

ρ2

∫ L

0
|vxv̄x|dx +

µ2

ρ

∫ L

0
|θxθ̄x|dx +

a2

ρ1

∫ L

0
|vxūx|dx +

a2

ρ2

∫ L

0
|uxv̄x|dx

+
β2

ρ

∫ L

0
|θv̄x|dx +

β2

ρ

∫ L

0
|vxθ̄|dx.

D’après l’inégalité de Cauchy schwartz et l’inégalité de Poincaré on a :

|B(Y, Ȳ)| ≤ ‖u‖‖ū‖+ ‖v‖‖v̄‖+ ‖θ‖|θ̄‖+ a1

ρ1
‖ux‖‖ūx‖+

µ1

ρ2
‖vx‖‖v̄x‖

+
µ2

ρ
‖θx‖‖θ̄x‖+

a2

ρ1
‖vx‖‖ūx‖+

a2

ρ2
‖ux‖‖v̄x‖+

β2

ρ
‖θ‖‖v̄x‖+

β2

ρ
‖vx‖‖θ̄‖

≤ c‖(u, v, θ)‖V‖(ū, v̄, θ̄)‖V .
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tel que :

c = max
{

1, a1
ρ1

, µ1
ρ2

, µ2
ρ , a2

ρ1
, a2

ρ2
, β2

ρ

}
.

Donc B(.,.) est continue.

2)La coercivité de la forme bilinéaire :︸ ︷︷ ︸
on a :

|B
(
(u, v, θ), (u, v, θ)

)
| = |

∫ L

0
u2dx +

∫ L

0
v2dx +

∫ L

0
θ2dx +

a1

ρ1

∫ L

0
u2

xdx

+
µ1

ρ

∫ L

0
v2

xdx +
µ2

ρ

∫ L

0
θ2

xdx|

≥ min
{

1, a1
ρ1

, µ1
ρ , µ2

ρ

}
‖(u, v, θ)‖V

≥ c‖(u, v, θ)‖V .

Donc B(.,.) coercive.

3)La continuté de la forme bilinéaire :︸ ︷︷ ︸
L(.) continue, alors :

β > 0 : |L(Ȳ)| ≤ β‖Ȳ‖v ∀Ȳ ∈ V

En utilisant l’inégalité de Cauchy schwartz, on trouve :

|L(Y)| =
∣∣∣∣ ∫ L

0
(g2− g1)ūdx +

∫ L

0
(g4− g3)v̄dx +

β2

ρ

∫ L

0
(g5− g3x)θ̄dx

∣∣∣∣
≤
∫ L

0
|(g2− g1)ū|dx +

∫ L

0
|(g4− g3)v̄|dx +

β2

ρ

∫ L

0
|(g5− g3x)θ̄|dx

≤ ‖(g2− g1)‖‖ū‖+ ‖(g4− g3)‖‖v̄‖+
β2

ρ
‖(g5− g3x)‖‖θ̄‖

≤ β‖(ū, v̄, θ̄)‖V
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où β = max
{
‖(g2− g1)‖, ‖(g4− g3)‖, β2

ρ ‖(g5− g3x)‖
}

Donc L(.) est continue.

D’après le théorème de Lax-Miligram on conclut que le problème (2.12) admet

une solution unique, Y ∈ V . En appliquant la régularité elliptique classique,

il s’ensuit de (2.11) que (u, v, θ) ∈ H2(0, L) ∩ H1
0(0, L) × H2(0, L) ∩ H1

0(0, L) ×

H2
∗(0, L) ∩ H1

∗(0, L). Par conséquent, l’opérateur I + A est surjectif. En consé-

quence, le résultat du Théorème 2.1 découle du théorème de Hille-Yosida.



Chapitre 3
Stabilité Exponentielle

Dans ce chapitre, nous montrons que le système (2.1)-(2.3) est dissipatif et qu’il

est exponentiellement stable en se basant sur la méthode de l’énergie.

3.1 Énergie du système

Lemme 3.1 L’énergie du système (2.1)-(2.3) est donnée par :

E(t) =
1
2

∫ L

0
[ρ1u2

t + a1u2
x + ρ1v2

t + µ1v2
x + ρθ2 + 2a2uxvx]dx (3.1)

De plus

E′(t) = −µ2

∫ L

0
θ2

xdx ∀t ≥ 0. (3.2)

Démonstration

Multiplions (2.1)1 par ut et intégrons par partie par rapport à x sur (0.L), en

prenons en compte les conditions aux bords, on obtient :

ρ1

∫ L

0
utt.utdx− a1

∫ L

0
uxx.utdx− a2

∫ L

0
vxx.utdx = 0

ρ1

2
d
dt

∫ L

0
u2

t dx− a1[uxut]
1
0 + a1

∫ L

0
ux.utxdx + a2

∫ L

0
vx.utxdx = 0

31
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et on a

a1

∫ L

0
ux.utxdx =

a1

2
d
dt

∫ L

0
u2

xdx

et comme

vx.utxdx =
d
dt
[uxvx]− ux.vtx

alors

a2

∫ L

0
vx.utxdx = a2

d
dt

∫ L

0
uxvxdx− a2

∫ L

0
ux.vtxdx

et on obtient

ρ1

2
d
dt

∫ L

0
u2

t dx +
a1

2
d
dt

∫ L

0
u2

xdx + a2
d
dt

∫ L

0
utvxdx− a2

∫ L

0
uxvtxdx = 0 (3.3)

Multiplions l’équation (2.1)3 par vt, et intégrons par partie par rapport à x sur

(0, L), on trouve :

ρ2

∫ L

0
vtt.vtdx− µ1

∫ L

0
vxx.vtdx− a2

∫ L

0
uxx.vtdx− β2

∫ L

0
θxvtdx = 0

ρ2

2
d
dt

∫ L

0
v2

t dx +
µ1

2
d
dt

∫ L

0
v2

xdx + a2

∫ L

0
ux.vtxdx + β2

∫ L

0
vtx.θdx = 0 (3.4)

Multiplions l’équation (2.1)3 par θ, et intégrons par partie par rapport à x sur

(0,L), on trouve :

ρ
∫ L

0
θtθdx− µ2

∫ L

0
θxxθdx− β2

∫ L

0
vxtθdx = 0

ρ2

2
d
dt

∫ L

0
θ2dx + µ2

∫ L

0
θ2

xdx− β2

∫ L

0
vxtθdx = 0 (3.5)

Maintenant nous additionnons les égalités ((3.3), (3.4), (3.5)), nous obtenons

ρ1

2
d
dt

∫ L

0
u2

t dx +
a1

2
d
dt

∫ L

0
u2

xdx + a2
d
dt

∫ L

0
utvxdx +

ρ2

2
d
dt

∫ L

0
v2

t dx
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+
µ1

2
d
dt

∫ L

0
v2

xdx +
ρ2

2
d
dt

∫ L

0
θ2dx + µ2

∫ L

0
θ2

xdx = 0

d’où

1
2

d
dt
{
∫ L

0
ρ1u2

t dx + a1

∫ L

0
u2

xdx + ρ2

∫ L

0
v2

t dx + µ1

∫ L

0
v2

xdx + ρ
∫ L

0
θ2dx

+2a2

∫ L

0
uxvxdx} = −µ2

∫ L

0
θ2

xdx.

ce qui fait que :

E(t) =
1
2

∫ L

0
[ρ1u2

t + a1u2
x + ρ1v2

t + µ1v2
x + ρθ2 + 2a2uxvx]dx

et

E′(t) = −µ2

∫ L

0
θ2

xdx ≤ 0.

Ainsi le système (2.1) est dissipatif.

Stabilité exponentielle

Pour Prouver cette décroissance exponentielle, nous avons besoin de construire

une fonction de Lyapounov équivalente à l’énergie, pour cela nous avons besoin

de quelques lemmes importants.

3.2 Construction d’une fonctionnelle de Lyapounov

Lemme 3.2 Soit (u, v, θ) la solution du problème (2.1), alors la fonctionnelle F1 définie

par

F1(t) = a2ρ2

∫ L

0
(vtu− utv)dx.

vérifie

F′1(t) ≤ −
a2

2

2

∫ L

0
u2

xdx +
(a2

2ρ2

ρ1
+ (

a1ρ2

ρ1
− µ1)

2) ∫ L

0
v2

xdx + β2
2cp

∫ L

0
θ2

xdx ∀t ≥ 0

(3.6)
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Démonstration

Dérivons F1(t)

F′1(t) = a2ρ2

∫ L

0
vttu− a2ρ2

∫ L

0
uttvdx

et on a 
utt =

1
ρ1
[a1uxx + a2vxx].

vtt =
1
ρ2
[µ1vxx + a2uxx + β2θx].

donc

F′1(t) = a2

∫ L

0
[µ1vxx + a2uxx + β2θx]udx− a2ρ2

∫ L

0

1
ρ1
[a1uxx + a2vxx]vdx (3.7)

Une intégration par partie donne :

•a2

∫ L

0
µ1vxx.udx = a2µ1[vx.u]L0 + a2µ1

∫ L

0
vxuxdx = a2µ1

∫ L

0
vx.uxdx

•a2
2

∫ L

0
uxx.udx = a2

2[ux.u]L0 + a2
2

∫ L

0
u2

xdx = −a2
2

∫ L

0
u2

xdx

•β2

∫ L

0
θx.udx = β2

∫ L

0
θ.uxdx

•a2ρ2

ρ1
a1

∫ L

0
uxx.vdx =

a2ρ2

ρ1
a1[ux.v]L0 +

a2ρ2

ρ1
a1

∫ L

0
ux.vxdx =

a2ρ2

ρ1
a1

∫ L

0
ux.vxdx

•a2
2ρ2

ρ1

∫ L

0
vxx.vdx =

a2
2ρ2

ρ1

∫ L

0
v2

xdx

Donc

F′1(t) = −a2
2

∫ L

0
u2

xdx +
a2

2ρ2

ρ1

∫ L

0
v2

xdx + a2(
a1ρ2

ρ1
− µ1)

∫ L

0
ux.vxdx− a2β2

∫ L

0
uxθdx

(3.8)

Appliquons l’inégalité de Young :

a2(
a1ρ2

ρ1
− µ1)

∫ L

0
ux.vxdx ≤ a1

2

4

∫ L

0
u2

xdx + (
a1ρ2

ρ1
− µ1)

2
∫ L

0
v2

xdx (3.9)
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et en appliquant l’inégalité de Young, puis l’inégalité de Poincaré, on constate

que :

−a2β2

∫ L

0
θ.uxdx ≤ a2

2

4

∫ L

0
u2

xdx + β2
2cp

∫ L

0
θ2

xdx (3.10)

En substituant les inégalités précédentes (3.9)et (3.10) dans (3.8) on obtient

(3.6).

Lemme 3.3 Soit (u, v, θ) la solution du problème (2.1), la Fonctionnelle F2 définie par :

F2(t) = ρ2

∫ L

0
vtvdx− a2

a1
ρ1

∫ L

0
utvdx

satisfies pour tout ε1 > 0

F′2(t) ≤ −
1
2
(µ1−

a2
2

a1
)
∫ L

0
v2

xdx+(ρ2 +
a2

2ρ2
1

4a2
1ε1

)
∫ L

0
v2

t dx+ ε1

∫ L

0
u2

t dx+
β2cp

2c

∫ L

0
θ2

xdx.

(3.11)

Démonstration

Dérivons F2(t)

F′2(t) = ρ2

[ ∫ L

0
vtt.v + v2

t dx
]
− a2

2

a1
ρ1

[ ∫ L

0
utt.vt − utvtdx

]

F′2(t) =
∫ L

0

(
µ1vxx + a2uxx + β2θx

)
.vdx + ρ2

∫ L

0
v2

t dx

−a2
2

a1

∫ L

0

(
a1uxx + a2vxx

)
dx− a2

2

a1
ρ1

∫ L

0
utvtdx.

Une intégration par partie nous donne :

•µ1

∫ L

0
vxx.vdx = µ1[vx.v]L0 − µ1

∫ L

0
v2

xdx = −µ1

∫ L

0
v2

xdx
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•a2

∫ L

0
uxx.vdx = a2[ux.v]L0 − a2

∫ L

0
ux.vxdx = −a2

∫ L

0
ux.vxdx

•β2

∫ L

0
θx.vdx = −β2

∫ L

0
θ.vxdx

• − a2

∫ L

0
uxx.vdx = a2

∫ L

0
ux.vxdx− a2[ux.vx]

L
0 = −a2

∫ L

0
vx.uxdx

• − a2
2

a1

∫ L

0
vxx.vdx = −a2

2

a1
[vx.v]L0 +

a2
2

a1

∫ L

0
v2

xdx =
a2

2

a1

∫ L

0
v2

xdx

Donc

F′2(t) = −
(
µ1−

a2
2

a1

) ∫ L

0
v2

xdx + ρ2

∫ L

0
v2

t dx− a2ρ1

a1

∫ L

0
utvtdx− β2

∫ L

0
vxθdx

Appliquons l’inégalité de young et l’inégalité de Poincaré :

−a2ρ1

a1

∫ L

0
utvtdx ≤ ε1

∫ L

0
u2

t dx +
a2

2ρ2
1

4a2
1ε1

∫ L

0
v2

t dx

−β2

∫ L

0
vxθdx ≤ δ1

∫ L

0
v2

xdx +
β2

2cp

4δ1

∫ L

0
θ2

xdx

Par conséquent :

F′2(t) ≤ −
(
µ1−

a2
2

a1
− δ1

) ∫ L

0
v2

xdx+ ε1

∫ L

0
u2

t dx+
(
ρ2 +

a2
2ρ2

1

4a2
1ε1

) ∫ L

0
v2

t dx+
β2

2cp

4δ1

∫ L

0
θ2

xdx

Maintenant, utilisons le fait que a1µ1 ≥ a2
2 et en choisissant δ1 =

(µ1−
a2
2

a1
)

2 , on conclut

(3.11)
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Lemme 3.4 Soit (u, v, θ) la solution du problème (2.1), la Fonctionnelle F3 définie par :

F3(t) = −ρ
∫ L

0
vtdx

∫ L

0
θt(y)dydx

Satisfait pour ε2 ,ε3 ≥ 0

F′3(t) ≤ −
β2

2

∫ L

0
v2

t dx + ε2

∫ L

0
u2

xdx + ε3

∫ L

0
v2

xdx

+

(
ρβ2cp

ρ2
+

ρ2a2
2c2

p

4ε2ρ2
2
+

ρ2µ2
1c2

p

4ε3ρ2
2
+

µ2
2

2β2

)] ∫ L

0
θ2

xdx. (3.12)

Démonstration

Dérivons F3(t) :

F′3(t) = −ρ
∫ L

0
vtt[
∫ x

0
θ(y)dy]dx− ρ

∫ L

0
vt
( ∫ x

0
θt(y)dy

)
dx

et on a 
vtt =

1
ρ2
[µ1vxx + a2vxx + β2θx]

θt =
1
ρ [µ2θyy + β2vyt]

d’où

F′3(t) = −
ρµ1

ρ2

∫ L

0
vxx[

∫ x

0
θ(y)dy]dx− ρ

ρ2
a2

∫ L

0
uxx[

∫ x

0
θ(y)dy]dx−

ρβ2

ρ2

∫ L

0
θx.[

∫ x

0
θ(y)dy]dx− ρ

∫ L

0
vt[
∫ x

0

1
ρ
[µ2θyy − β2vyt]dy]dx

on intègre par partie en tenant en compte les conditions aux limites :

•ρµ1

ρ2

∫ L

0
vxx[

∫ x

0
θ(y)dy]dx =

ρµ1

ρ2
[vx.θ]L0 −

ρµ1

ρ2

∫ L

0
vx.θdx = −ρµ1

ρ2

∫ L

0
vx.θdx

•ρa2

ρ2

∫ L

0
uxx[

∫ x

0
θ(y)dy]dx =

ρa2

ρ2
[ux.θ]L0 −

ρa2

ρ2

∫ L

0
ux.θdx = −ρa2

ρ2

∫ L

0
ux.θdx
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•ρβ2

ρ2

∫ L

0
θx[
∫ x

0
θ(y)dy]dx =

ρβ2

ρ2
[θx.θ]L0 −

ρβ2

ρ2

∫ L

0
θ2dx = −ρβ2

ρ2

∫ L

0
θ2dx

• − µ2

∫ L

0
vt[
∫ x

0
θyy(y)dy]dx = −µ2

∫ L

0
vtθxdx

• − β2

∫ L

0
vt[
∫ x

0
vty(y)dy]dx = −β2

∫ L

0
v2

t dx.

Donc

F′3(t) = −β2

∫ L

0
v2

t dx +
ρβ2

ρ2

∫ L

0
θ2dx +

ρa2

ρ2

∫ L

0
ux.θdx

+
ρµ1

ρ2

∫ L

0
vx.θdx +−µ2

∫ L

0
vtθxdx

Appliquons l’inégalité de Young, puis l’inégalité de Poincaré :

ρa2

ρ2

∫ L

0
uxθdx ≤ ε2

∫ L

0
u2

xdx +
ρ2a2

2cp

4ε2ρ2
2

∫ L

0
θ2

xdx

ρµ1

ρ2

∫ L

0
vxθdx ≤ ε3

∫ L

0
v2

xdx +
ρ2µ2

1cp

4ε3ρ2
2

∫ L

0
θ2

xdx

−µ2

∫ L

0
vtθxdx ≤ β2

2

∫ L

0
v2

t dx +
µ2

2

2β2

∫ L

0
θ2

xdx.

Par remplacement, on arrive à

F′3(t) ≤ −
β2

2

∫ L

0
v2

t dx + ε2

∫ L

0
u2

xdx + ε3

∫ L

0
v2

xdx+(
ρ2a2

2cp

4ε2ρ2
2
+

ρβ2cp

ρ2
+

ρ2µ2
1cp

4ε3ρ2
2
+

µ2
2

2β2

) ∫ L

0
θ2

xdx

Lemme 3.5 Soit (u, v, θ) la solution du problème (2.1), la Fonctionnelle F4 définie par :

F4(t) = −
∫ L

0
utudx

Satisfait

F′4(t) ≤ −
∫ L

0
u2

t dx +
2a1

ρ1

∫ L

0
u2

xdx +
µ1

4ρ1

∫ L

0
v2

xdx (3.13)
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Démonstration

Dérivons F4(t) :

F′4(t) = −
∫ L

0
(uttu + u2

t )dx = −
∫ L

0
uttudx−

∫ L

0
u2

t dx

et on a

utt =
1
ρ1

[
a1uxx + a2vxx

]
F′4(t) = −

1
ρ1

∫ L

0

[
a1uxx + a2vxx

]
udx−

∫ L

0
u2

t dx

une intégration par partie nous donne :

• − a1

ρ1

∫ L

0
uxx.udx = − a1

ρ1
[ux.u]L0 +

a1

ρ1

∫ L

0
u2

xdx =
a1

ρ1

∫ L

0
u2

xdx

• − a2

ρ1

∫ L

0
vxx.udx = − a2

ρ1
[vx.u]L0 +

a2

ρ1

∫ L

0
vx.uxdx =

a2

ρ1

∫ L

0
vxuxdx

donc

F′4(t) = −
∫ L

0
u2

t dx +
a1

ρ1

∫ L

0
u2

xdx +
a2

ρ1

∫ L

0
uxvxdx.

Appliquons l’inégalité de Young sur le dernier terme

a2

ρ1

∫ L

0
uxvxdx ≤ a1

ρ1

∫ L

0
u2

xdx +
a2

2

4a1.ρ1

∫ L

0
v2

xdx

et comme :a1µ1 > a2
2

a2

ρ1

∫ L

0
uxvxdx ≤ a1

ρ1

∫ L

0
u2

xdx +
µ1

4ρ1

∫ L

0
v2

xdx

d’où :

F′4(t) ≤ −
∫ L

0
u2

t dx +
2a1

ρ1

∫ L

0
u2

xdx +
µ1

4ρ1

∫ L

0
v2

xdx

.

Maintenant nous pouvons donner une expression d’une fonctionnelle de Lya-

punov.
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Fonction de Lyapunov

Soit L la fonctionnelle de lyapunov défini par

L(t) = NE(t) +
4

∑
i=1

NiFi(t)

L(t) = NE(t) + N1F1(t) + N2F2(t) + N3F3(t) + N4F4(t)

et le lemme suivant affirme son équivalence avec l’énergie

Lemme 3.6 Pour N suffisamment grand, la fonctionnelle

L(t) = NE(t) + N1F1(t) + N2F2(t) + N3F3(t) + N4F4(t)

où N et Ni sont des nombres réels positifs, satisfait

c1E(t) ≤ L(t) ≤ c2E(t) ∀t ≥ 0 (3.14)

Démonstration

Soit H(t) = L(t)− NE(t), alors

|H(t)| = |L(t)− NE(t)| = |N1F1(t) + N2F2(t) + N3F3(t) + N4F4(t)|

Si on remplace par les Fi(t), i = 1, .., 4 on obtient :

H(t) = N1

(
a2ρ2

∫ L

0
(vtu− utv)dx

)
+ N2

(
ρ2

∫ L

0
vtvdx− a2

a1
ρ1

∫ L

0
utvdx

)

+N3

(
− ρ

∫ L

0
vt

∫ x

0
θ(y)dydx

)
+ N4

(
−
∫ L

0
utudx

)
alors

|H(t)| ≤ N1(a2ρ2)
∫ L

0
|vtu|dx + N1(a2ρ2)

∫ L

0
|utv|dx + N2ρ2

∫ L

0
|vtu|dx

+N2(
a2

a1
ρ1)

∫ L

0
|utv|dx + N3ρ

∫ L

0
|vt

∫ x

0
θ(y)dy|dx + N4

∫ L

0
|utv|dx



3. Stabilité Exponentielle 41

et grâce aux inégalités de Young et de Cauchy-Schwartz :

N1(a2ρ2)
∫ L

0
vtudx ≤ N1a2ρ2

2

∫ L

0
v2

t dx +
N1a2ρ2

2

∫ L

0
u2

xdx

N1(a2ρ2)
∫ L

0
utvdx ≤ N1a2ρ2

2

∫ L

0
u2

t dx +
N1a2ρ2

2

∫ L

0
v2

xdx

N2ρ2

∫ L

0
vtvdx ≤ N2ρ2

2

∫ L

0
v2

t dx +
N2ρ2

2

∫ L

0
v2

xdx

N2(
a2

a1
ρ1)

∫ L

0
utvdx ≤

N2
a2
a1

ρ1

2

∫ L

0
v2

t dx +
N2

a2
a1

ρ1

2

∫ L

0
v2

xdx

N3ρ
∫ L

0

(
vt

∫ x

0
θ(y)dy

)
dx ≤ N3ρ

2

∫ L

0
v2

t dx +
N3ρ

2

∫ L

0
θ2dx

N4

∫ L

0
utudx ≤ N4

2

∫ L

0
u2

t dx +
N4

2

∫ L

0
u2

xdx

donc

|H(t)| ≤
[

N1a2ρ2

2
+

N2ρ2

2
+

N3ρ

2

] ∫ L

0
v2

t dx

+

(
N1a2ρ2

2
+

N2
a2
a1

ρ1

2
+

N4

2

) ∫ L

0
u2

t dx

+

(
N1a2ρ2

2
+

N4

2

) ∫ L

0
u2

vdx +

(
N1a2ρ2

2
+

N2ρ2

2
+

N2
a2
a1

ρ1

2

) ∫ L

0
v2

xdx

+
N3ρ

2

∫ L

0
θ2dx + 2

(
N1a2ρ2

2

) ∫ L

0
uxvxdx.

on pose : [
N1a2ρ2

2
+

N2ρ2

2
+

N3ρ

2

]
= σ1[

N1a2ρ2

2
+

N2
a2
a1

ρ1

2
+

N4

2

]
= σ2[

N1a2ρ2

2
+

N4

2

]
= σ3[

N1a2ρ2

2
+

N2ρ2

2
+

N2
a2
a1

ρ1

2

]
= σ4
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N3ρ

2

]
= σ5

2
[

N1a2ρ2

2

]
= σ6

on conclut que :

|H(t)| ≤ max(σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6)
∫ L

0
v2

t + v2
x + u2

t + u2
x + θ2 + 2uxvxdx

≤ cE(t)

par conséquent :

L(t)− NE(t) ≤ cE(t)

−cE(t) ≤ L(t)− NE(t) ≤ cE(t)

(N − c)E(t) ≤ L(t) ≤ (N + c)E(t)

Si on prend :

c1 = N − c et c2 = N + c

tel que N > c on obtient :

c1E(t) ≤ L(t) ≤ c2E(t) (3.15)

Théorème 3.1 Le système (2.1)-(2.3) est exponentiellement stable, ce qui signifie, il existe

des constantes k0; k1 > 0, tel que l’énergie du système (2.1)-(2.3) définie par (3.1) satisfait

E(t) ≤ k0e−k1t
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Démonstration

Dérivons L(t) et utilisons les estimations (3.2),(3.6),(3.11),(3.12) et (3.13) :

L′(t) = NE′(t) + N1F′1(t) + N2F′2(t) + N3F′3(t) + N4F′4(t).

L′(t) ≤ N
[
− µ2

∫ L

0
θ2

xdx
]
+ N1

[
− a2

2

2

∫ L

0
u2

xdx +

(
a2

2ρ2

ρ1
+
(a1ρ2

ρ1
− µ1

)2
) ∫ L

0
v2

xdx

+β2cp

∫ L

0
θ2

xdx
]
+ N2

[
− m0

2

∫ L

0
v2

xdx + ε1

∫ L

0
u2

t dx +

(
ρ2 + a2

2ρ2
1

4a2
1ε1

) ∫ L

0
u2

t dx

+

(
ρ2 +

a2
2ρ2

1

4a2
1ε1

) ∫ L

0
v2

t dx +
β2cp

2m0

∫ L

0
θ2

xdx
]
+ N3

[
− β2

2

∫ L

0
v2

t dx

+ε2

∫ L

0
u2

xdx + ε3

∫ L

0
v2

xdx +

(
ρβ2cp

ρ2
+

ρ2a2
2c2

p

4ε2ρ2
2
+

ρ2µ2
1c2

p

4ε3ρ2
2
+

µ2
2

2β2

)] ∫ L

0
θ2

xdx

+N4

[
−
∫ L

0
u2

t dx +
2a1

ρ1

∫ L

0
u2

xdx +
µ1

4ρ1

∫ L

0
v2

xdx
]

.

Par conséquent :

L′(t) ≤ −N4

∫ L

0
u2

t dx−
[

a2
2

2
N1− ε2N3−

2a1

ρ1

] ∫ L

0
u2

xdx

−
[

m0

2
N2−

(
a2

2ρ2

ρ1
+
(a1ρ2

ρ1
− µ1

)2
)

N1−
µ1

2ρ1

] ∫ L

0
v2

xdx

−
[

µ2N − β2
2cpN1−

β2
2cp

2m0
N2− N3

(
µ2

2

2β2
+

ρβ2cp

ρ2
+

ρ2a2
2cp

4ε2ρ2
2
+

ρ2µ2
1cp

4ε3ρ2
2

)] ∫ L

0
θ2

xdx

−
[

β2

2
N3−

(
ρ2 +

a2
2ρ2

1

4a2
1ε1

)
N2

] ∫ L

0
v2

t dx.

Commençons par choisir ces quantités :

N4 = 2 ; ε1 =
1

N2
; ε2 =

a2
2N1

4N3
; ε3 =

m0N2

4N3

donc

L′(t) ≤ −
∫ L

0
u2

t dx−
[

m0

4
N2−

(
a2

2ρ2

ρ1
+
(a1ρ2

ρ1
− µ1

))
N1−

µ1

2ρ1

] ∫ L

0
v2

xdx
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−
[

µ2N − β2
2cpN1−

β2
2cp

2m0
N2− N3

(
µ2

2

2β2
+

ρβ2cp

ρ2
+

ρ2cpN3

ρ2
2N1

+
ρ2µ1cpN3

m0ρ2
2N2

)] ∫ L

0
θ2

xdx

−
[

a2
2

4
N1−

4a1

ρ1

] ∫ L

0
u2

xdx−
[

β2

2
N3−

(
ρ2 +

a2
2ρ2

1N2

4a2
1

)
N2

] ∫ L

0
v2

t dx.

choisissons maintenant N, N1, N2 et N3 de sorte que :

m0
2 N2−

(
a2

2ρ2
ρ1

+
( a1ρ2

ρ1
− µ1

)2
)

N1− µ1
2ρ1

> 0

µ2N − β2
2cpε1−

β2
2cp

2m0
ε2−

(
µ2

2
2β2

+
ρβ2cp

ρ2
+

ρ2cpN3

ρ2
2N1

+
ρ2µ2

2cpN3

m0ρ2
2ε2

)
N3 > 0

a2
2

4 N1− 4a1
ρ1

> 0

β2
2 N3−

(
ρ2 +

a2
2ρ2

1N2

4a2
1

)
N2 > 0

donc Commençons par choisir N1 :

N1 = 4a−2
2 (

4a1

ρ1
+ 1)

puis,

N2 = 4m−1
0

((
a2

2ρ2

ρ1
+
(a1ρ2

ρ1
− µ1

)2
)

N1 +
µ1

2ρ1
+ 1
)

Après

N3 = 2β−1
2

((
ρ2 +

a2
2ρ2

1N2

4a2
1

)
N2 + 1

)
et finalement on doit choir N suffisamment grand pour vérifier

N > µ−1
2

(
β2

2cpε1 +
β2

2cp

2m0
ε2 +

(
µ2

2

2β2
+

ρβ2cp

ρ2
+

ρ2cpN3

ρ2
2N1

+
ρ2µ2

2cpN3

m0ρ2
2ε2

)
N3 + cp

)
en utilisant l’inégalité de Poincaré :

−
∫ L

0
θ2dx ≤ −1

cp

∫ L

0
θ2dx

il s’avère que

L′(t) ≤ −
∫ L

0

(
u2

x + v2
x + u2

t + v2
t + θ2

)
dx ∀t > 0
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puis aussi l’inégalité de Young nous conduit à remarquer que

E(t) ≤ c
′
∫ L

0

(
u2

x + v2
x + u2

t + v2
t + θ2

)
dx

ce qui implique

−
∫ L

0

(
u2

x + v2
x + u2

t + v2
t + θ2

)
dx ≤ f rac1c

′
E(t)

par conséquent

L′(t) ≤ −c3E(t) ∀t > 0

A partir de (3.15) :

L′(t) ≤ −k1L(t).

avec :k1 =
c3
c2

Une simple intégration, nous conduit à :

L(t) ≤ L0e−k1t

et finallement d’après aussi (3.15) on abouti à :

E(t) ≤ k0E(0)e−k1t ∀t ≥ 0.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons analysé le travail de [11] où on a utilisé la mé-

thode de l’énergie (également connue sous le nom de méthode du multiplicateur)

pour obtenir un résultat de décroissance exponentielle pour un système thermoé-

lastique poreux en gonflement, où la conduction thermique est contrôlé par la loi

classique de Fourier. Les résultats sont obtenus sans imposer les restrictions bien

connues sur les vitesses d’ondes ni aucune autre relation entre les coefficients du

système. Ainsi, les résultats actuels contribuent de manière significative à la théo-

rie relative aux comportements asymptotiques des milieux élastiques poreux en

gonflement et améliorent les travaux antérieures présents dans la littérature.
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