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Résumé

Dans ce mémoire, nous introduisons une nouvelle distribution nommée Poisson
Gamma Lindley (PGaL).

Diverses propriétés statistiques ont été données a savoir : la méthode des mo-
ments, I'estimation du maximum de vraisemblance. Enfin, une étude comparative

entre les distributions a un et deux parameétres a été discutée.

Mots-clés : Distributions de Lindley, Distribution de Poisson Gamma Lindley,
Distribution de Poisson Lindley, Méthode des moments, estimation du maximum

de vraisemblance.
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Abstract

In this memory, we introduce a new distribution called Poisson Gamma
Lindley (PGaL).

Various statistical properties : moments method, maximum likelihood estima-
tion are established. An application of the model to a real data set is presented
finally and compared with the fit attained by some others well-known one and two

parameters distributions.

Keywords : Lindley distributions, Poisson Gamma Lindley distribution, Pois-

son Lindley distribution, moments method, maximum likelihood estimation.
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Introduction générale

Les statistiques touchent tous les aspects de la vie moderne. Elles sous-tendent
de nombreuses décisions des pouvoirs publics, des entreprises et des collectivités.
Elles renseignent sur les tendances et les forces qui influent sur notre vie. La qualité
des procédures utilisées dans une analyse statistique dépend fortement de modéle
de la probabilité supposée ou la distribution. Pour cela, des efforts considérables
ont été déployés dans le développement de grandes classes de distributions de pro-
babilité standard ainsi que des méthodologies statistiques pertinentes. Cependant,
il reste beaucoup de problémes importants ot les données réelles ne suivent aucune
des modeles de probabilité standard.

Dans notre travail, nous considérons que 1’événement d’intérét est le déces.
La caractéristique principale des données de survie est la présence de « données
incomplétes » lorsque I'événement d’intérét n’a pas encore été observé a la fin de
I’analyse. Ces données sont dites censurées.

Soit X une variable aléatoire suivant la distribution & un paramétre avec la

fonction de densité

02(1 + x)e %
f(x;0) = 1+6

0, sinon

x,0 >0

(1)

Introduit par Lindley (1958). Cette distribution a suscité I'intérét de nombreux

chercheurs et a été généralisée plusieurs fois par divers auteurs.



En raison de l'existence d’un seul parameétre, la distribution de Lindley ne
fournit pas suffisamment de flexibilité pour analyser différents types de données a
vie. Pour augmenter la flexibilité & des fins de modélisation, il sera utile d’envisager
d’autres alternatives de cette distribution.

En premier lieu, Sankaran (1970) a utilisé (1) lorsque le parameétre suit une loi
de Poisson pour dériver leur distribution de Poisson Lindley (PLD). Par ailleurs,
certains chercheurs ont proposé de nouvelles classes de distributions basées sur des
modifications de la distribution de Lindley, y compris leurs propriétés. L’idée prin-
cipale est toujours dirigée en intégrant les anciennes distributions a des structures
plus flexibles voir (Ghitany et al. (2008, a), Mahmoudi and Zakerzadeh (2010),
Dolati (2010), Asgharzadeh et al. (2013).

Récemment, Zeghdoudi et al. (2017,2018,...) ont introduit des nouvelles distri-
butions de durée de vie en utilisant les modéles de mélange et en combinant la
distribution de Poisson et autres distributions a deux parameétres (Pseudo Lindley,
Quasi Lindley et Gamma Lindley) qui apportera un plus a la littérature existant
sur la modélisation des données de survie, des sciences biologiques et des sciences
actuarielles.

Ainsi, ils ont réussi a trouver des nouvelles distributions discrétes nommées
respectivement les distributions Poisson Pseudo Lindley, Poisson Quasi Lindley et
Poisson Gamma Lindley.

Notre travail est structuré de la maniére suivante :

Le premier chapitre est consacré aux rappels des certaines définitions et
résultats sur les probabilités que nous utiliserons par la suite.

Dans le deuxiéme chapitre, nous faisons une synthése des résultats sur
les nouvelles distributions : Poisson Lindley et Poisson Pseudo Lindley et Poisson
Quasi Lindley dont on donne quelques propriétés.

Quant au troisiéme chapitre, il se focalise sur la nouvelle distribution &
deux parameétres (Poisson Gamma Lindley) dont on donne quelques propriétés a
savoir : moments, estimation, méthode des moments, estimation du maximum de

vraisemblance. Par ailleurs, une comparaison entre les distributions est obtenue.



CHAPITRE 1

Généralités et quelques notions probabilistes

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et certaines propriétés de
la théorie des probabilités que nous utiliserons par la suite. Nous commencons
tout d’abord par rappeler quelques définitions de base (variables aléatoires dis-
cretes, fonction de répartition, moments, fonction génératrice). Ensuite nous don-
nons quelques concepts nécessaires a 1’étude de I'analyse de survie, telles que les
fonctions de survie et de risque. Comme illustration, nous introduisons la notion
d’estimateur et nous définissons les propriétés essentielles que doit vérifier un es-
timateur. Enfin, dans les situations ou il n’y a pas d’estimateur évident, on est
amené & recourir a une méthode de construction d’un estimateur, les deux mé-
thodes que nous présenterons ici étant celles du maximum de vraisemblance et des
moments.

Nous supposerons tout au long de notre travail que X est une variable aléatoire

positive ou nulle discréte.

1.1 Variables aléatoires discrétes

La théorie des probabilités a pour objet I’étude des phénomeénes aléatoires ou

du moins considérés comme tels par I’observateur. Pour cela on introduit le concept
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1.3. Moments d’une variable aléatoire discréte

d’expérience aléatoire dont ’ensemble des résultats possibles constitue I’ensemble
fondamental, noté habituellement €. On parle de variable aléatoire (abréviation :
v.a.) lorsque les résultats sont numériques, c’est-a-dire que 2 est identique a tout

ou partie de ’ensemble des nombres réels R.

Définition 1.1.1 les variables aléatoires discrétes pour lesquelles I’ensemble Q) des
résultats possibles est un ensemble discret de valeurs numériques xi,xs, ..., Ty, ...

fini ou infini (typiquement : l’ensemble des entiers naturels).

1.2 Fonction de répartition

La fonction de répartition est I'instrument de référence pour définir de fagon
unifiée la loi de probabilité d’une variable aléatoire qu’elle soit discréte ou conti-
nue. Si cette fonction est connue, il est possible de calculer la probabilité de tout
intervalle et donc, en pratique, de tout événement. C’est pour cela elle est donnée

dans les tables des lois de probabilité.

Définition 1.2.1 Soit X une variable aléatoire, on appelle fonction de répartition

de X, que l’'on note Fx, la fonction définie sur R par :
Fx(x) =P(X < z).

La valeur prise par la fonction de répartition au point x est donc la probabilité
de I’événement |—o0, x]. En anglais on 'appelle «cumulative distribution function»

par analogie avec la notion de fréquence cumulée en statistique descriptive.

1.3 Moments d’une variable aléatoire discréte

En plus des moyennes, qui sont les caractéristiques de position, on utilise éga-
lement certaines autres caractéristiques de répartitions. Les moments sont les plus
courants de ces caractéristiques.

Dans les applications pratiques, le plus souvent on utilise les moments initiaux

et les moments centrés.



1.3. Moments d’une variable aléatoire discréte

1.3.1 Moment ordinaire

Le moment ordinaire (initial) d’ordre » € N de X est défini, s’il existe, par :

p,=E(X") => 2"P[X =a].

zel

1.3.2 Moment factoriel

Un moment factoriel est un moment particulier, utilisé notamment dans 1’étude
d’une loi discréte.
On appelle moment factoriel d’ordre r de la variable aléatoire X , ol r est un

entier positif, la valeur (si elle existe) :

/’l’/(r) - E<X(7‘))7

avec Xy = X(X -1)(X=2)..(X=r+1),our =1,2,3, ... est 'ordre du moment.
Pour la conversion d’un moment factoriel en un moment ordinaire, la relation

est :

:u‘r = ZS (T,j) 'ul(j)a pour 7 = 1727
j=1

ot les coefficients S(r, j) sont les nombres de Stirling de deuxiéme espéce [21] .
Pour des moments dont l'ordre r = 1,2, 3,4 on peut déduire les relations sui-

vantes :

My = M
Ho = K
Py = K
py = ey T 6y + Tho) + 1

Avant de donner la définition du moment centré nous introduisons la notion

de variable aléatoire centrée.

Soit une variable aléatoire X d’espérance mathématique p) = E (X).



1.3. Moments d’une variable aléatoire discréte

On appelle variable aléatoire centrée associée a X la différence :
X -E(X).

Il est facile de voir que ’espérance mathématique d’une variable aléatoire cen-

trée est nulle. En effet pour une variable discréte on a :

n

E(X-EX)) = > (@m-EX)p

=1

= Z%‘Pi -E (X) sz‘
i=1 i=1

= E(X)-E(X)=0.

Dans le cas continu on a le méme résultat.

1.3.3 Moment centré

Le moment centré d’ordre r € N de X est défini, s’il existe, par :
p =B (X -EX)]) = 2, i = E(X)]" pi.

Il est évident que pour toute variable aléatoire X, le moment centré d’ordre 1

est nul :
m=E(X-EX)]) =0,

car I'espérance mathématique d’une variable centrée est toujours nulle.
Cherchons les relations entre les moments centrés et initiaux de différents

ordres.



1.3. Moments d’une variable aléatoire discréte

Considérons maintenant le moment centré d’ordre 2 :

2]

BX B =Y (s—i)

=1

n , n , 2 n
szzpi - 2#12%%’ + <M1) sz‘
i=1 i=1 i=1

, N\ 2 N 2
fy — 2 (Ml) + (Ml)

, N\ 2
Ho — (Ml) :

D’une maniére analogue pour le moment centré d’ordre 3 on obtient :

iy = BX-BXP) =3 (s—i) n

= i3S w8 (1) e - () Yo
i=1 i=1 =1

=1
n

=1

! / / ! 3
= M3_3N2‘#1+2<M1> :

Les expressions pour i, (5 ... etc, peuvent étre obtenues d’'une maniére ana-

logue.

Pour les moments centrés d’une variable aléatoire quelconque X on a donc :

Hq
125)

M3

My

0,

! ! 2
Ho — (/ﬁ) 5

! ’ ’ ! 3
M3_3N2‘M1+2<M1> )

!’ ’ ’ ! ! 2 ! 4
fhg — 4tz - puy + 6ty - (/ﬁ) -3 (/h) )

2 3 . ! - s . .
L’espérance mathématique 11, et la variance p, sont les caractéristiques les plus

souvent utilisés d’une répartition. Elles caractérisent ses traits essentiels, a savoir

sa position et son degré de dispersion. Pour en donner une desciption plus détaillée,

on fait appel & des moments d’ordre supérieur.



1.4. Fonction génératrice des moments

Le moment centré d’ordre 3 caractérise I’asymétrie d’une répartition. On ap-

pelle alors coefficient d’asymétrie (skewness) la quantité :

\/5—1: Hs3

(112)

M4

Le moment centré d’ordre 4 sera & caractériser I’aplatissement de la courbe de
répartition. cette propriété de la répartition est donnée par le coefficient d’aplatis-

sement. On appelle alors coefficient d’aplatissement (kurtosis) la quantité :

1.4 Fonction génératrice des moments

La fonction génératrice des moments nous intéresse dans la mesure ou elle peut
faciliter le calcul des moments d’ une loi. Cependant son existence et donc son usage
sera limité aux lois dont la densité (éventuellement la fonction de probabilité)
décroit plus vite qu’'une exponentielle & I'infini. Nous supposons ci-aprés qu’elle

existe au moins au voisinage de 0 et que la loi admet des moments de tout ordres.

Définition 1.4.1 On appelle fonction génératrice des moments de la v.a. X, si

elle existe, la fonction :
Gx(t) = B(e).

C’est une fonction de ¢ par la variable X introduite dans la fonction aléatoire

etX.,

Proposition 1.4.1 Le moment d’ordre r de la v.a. X est donné par :

u, = GY(0),

8



1.5. Distribution d’une durée de survie

ol Gg;) est la dérivée d’ordre r de Gx.

En particulier I’espérance mathématique (i,) de X est la valeur de la dérivée

premiere G'X pour t = 0.

1.5 Distribution d’une durée de survie

Pour bien mener une analyse de survie sur population, il est nécessaire de
connaitre pour chaque patient quelques données.

— La date d’origine est la date a partir de laquelle le patient est observé. Dans
notre cas, cela correspondra & la date de diagnostic de cancer. Dans le cadre d’essais
cliniques, il peut s’agir de la date d’entrée dans I’étude.

— La date des derniéres nouvelles est la date la plus récente a laquelle on a
recueilli des informations sur le patient. A cette date, nous disposons du statut
aux derniéres nouvelles. Dans notre cas, cela signifie que I'on sait si le patient est
vivant ou décédé.

— La date de point est commune a tous les individus de la cohorte puisqu’il
s'agit de la date d’arrét de I'étude. A partir de cette date, on ne tient plus compte
des informations dont on peut éventuellement disposer sur certains patients.

Ces données nous permettent de calculer le recul, qui est le délai entre la date
d’origine et la date de point.

Enfin, il est possible de calculer le temps de suivi qui est la durée entre la date
d’origine et la date des derniéres nouvelles si celle-ci est antérieure a la date de
point, la date de point sinon.

La durée de survie est la durée entre la date d’origine et la survenue de ’éve-
nement d’intérét, c’est-a-dire du déces. Elle correspond au temps de suivi lorsque
le déces est observé avant la date de point.

Soit X une variable aléatoire positive ou nulle représentant une durée de survie.
Définissons les fonctions qui caractérisent la loi de probabilité de X. Notons que
chacune d’entres elles peut étre obtenue & partir de I'une des autres.

Deux fonctions décrivant la distribution des temps de survie, qui sont d’im-
portance centrale dans ’analyse des données de survie : la fonction de survie et la

fonction de risque.



1.5. Distribution d’une durée de survie

1.5.1 Fonction de survie S(t)
Définition 1.5.1 La fonction de survie est, pour t fixé, la probabilité de survivre
Jusqu’a linstant t, c’est a dire :

S(t) =P(X >t); t>0.

Définition 1.5.2 La fonction de répartition F' fait correspondre a un temps t la

probabilité de décéder avant le temps t :

Fx(t)=P(X <t)=1- S(t).

1.5.2 Fonction de risque h(t) (taux de hasard)

Le risque instantané h (z) (ou taux d’incidence), pour ¢ fixé caractérise la pro-
babilité de mourir dans un petit intervalle de temps aprées ¢, conditionnellement
au fait d’avoir survécu jusqu’au temps t (c’est-a-dire le risque de mort instantané
pour ceux qui ont survécu) :

1 Pit< X <t+At X
Bt = lim - [t < t+ At X >t

At—0 At ]P[X > t]

) 1 Pt< X <t+ At X >t
= lim —

At—0 At 1— P[X < t]

1 Fy[t+ Af] — Fylf]
11m —
At—0 AL 1-— FX [t]

1.5.3 Le concept de censure

La spécificité des données de survie est que 'on dispose de « données incom-
plétes » dans le sens ou le décés n’est pas forcément observé durant le temps de
suivi. Plusieurs types de censures existent et nous nous limiterons, dans le cadre
de ce mémoire, a la censure dite censure aléatoire a droite.

Soit C; une variable aléatoire positive ou nulle représentant le temps de censure
pour le patient ¢ et T; sa durée de survie. La durée T; est dite censurée a droite si
C; <1T;.
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1.6. Estimation

Le temps d’observation du patient i est alors U; := min(T;, C;) et son statut

est donné par J; := 1(;,<c,) qui vaut 1 si le patient est décédé et 0 s’il est censuré.

1.6 Estimation

Dans cette section nous considérerons toujours, méme si des développements
analogues sont possibles dans d’autres circonstances, que x,xs,...,z, sont des
réalisations d’un n échantillon aléatoire X, Xo, ..., X,,.

La théorie de ’estimation étudie les propriétés des estimations et des méthodes
générales d’estimations comme celle dite du «maximum de vraisemblance». L’ob-
jectif est de comparer les lois d’échantillonnage des «estimateurs» pour établir
des préférences lorsque plusieurs choix se présentent. La notion d’estimateur est
la notion centrale de ce chapitre alors méme qu’elle ne se définit pas formellement

en termes mathématiques.

1.6.1 Définition d’un estimateur

On a donc construit un modeéle statistique ot la v.a. X suit une loi Py et pour
se faire une idée de la valeur inconnue du parameétre 6 qui détermine la loi de
probabilité, on utilise un échantillon de cette loi. A partir des valeurs observées
x1,..., T, on calcule ensuite une certaine valeur numérique que l'on considérera
comme une valeur approchée de 0 et qu’on appellera une estimation de 6. La régle
qui permettra d’effectuer ce calcul est un estimateur, dont la définition précise est

la suivante.

Définition 1.6.1 Un estimateur de 6 est une application T,, de E™ (E C R ou
R*) dans F' (F C R ou R*) qui a un échantillon (X1, ..., X,) de la loi Py associe
une variable aléatoire réelle (ou plusieurs dans le cas d’un paramétre multidimen-

sionnel) dont on peut déterminer la loi de probabilité.

Nous allons maintenant définir les propriétés essentielles que doit vérifier un

estimateur.
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1.6. Estimation

1.6.2 Propriétés d’un estimateur
Biais d’un estimateur

Définition 1.6.2 Soit une v. a. X de loi de fonction de probabilité P(z;6) ou
00O CR. Soit X1, Xs..., X,, unn échantillon issu de cette loi et T,, un estimateur
de 0. On appelle biais de T,, pour 6 la valeur :

bo(T,,) = Big(T,) — 6.

Si by(T,,) = 0 quelque soit @ € ©, on dit que T,, est sans biais pour 0.

Cependant, cette propriété peut ne pas étre strictement vérifiée, le biais di-
minuant seulement quand la taille d’échantillon augmente. Ceci correspond a la

définition suivante.

Définition 1.6.3 Un estimateur T, de 0 est dit asymptotiquement sans biais si
pour tout 0 de :

Eo(T,) — 6 quand n — co.

Variance et erreur quadratique moyenne d’un estimateur

La variance Vj(7,,) de lestimateur est un critére important dans la mesure
ou elle caractérise la dispersion des valeurs de 7, dans I'univers des échantillons
possibles. Toutefois il s’agit de la dispersion autour de Ey(7},) et non pas autour de
f. Pour prendre en compte 1’écart par rapport a # on introduit le critére d’erreur

quadratique moyenne.

Définition 1.6.4 On appelle erreur quadratique moyenne de T, par rapport a 0,
la valeur, notée EQMy(T,), définie par :

EQMO(TH) = EG[(Tn - 6)2]7

et l'on a :

EQM@(Tn) = [bH(Tn)P + VG(Tn)

En effet :
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1.7. Méthodes de construction d’un estimateur

Bo[(Tn — 0)*] = Bo[{T, — Bo(T,) + Bo(T},) — 0}7]
= By[{ T, —Eo(T0) }’] + [Bo(T5,) — 01> + 2By [T, — B (T, )| (B (T) — 0]
= Vo(T,) + [bo(T0)]?
car Ey[T,, — Eo(T,,)] = 0.

1.7 Méthodes de construction d’un estimateur

Dans les situations ou il n’y a pas d’estimateur évident, on est amené a recou-
rir & une méthode de constructon d’un estimateur, les deux méthodes que nous

présenterons ici étant celles du maximum de vraisemblance et des moments.

1.7.1 Meéthode du maximum de vraisemblance

Définition 1.7.1 On appelle vraisemblance (likelihood) de ’échantillon (X1, ..., X,,)

la loi de probabilité de ce n-uple, notée L(xy,...,x,;0), et définie par :

ot X est une v.a. discréte.

La vraisemblance L(x1, ..., x,;0) représente la probabilité d’observer le n-uple
(21, ..., z,,) pour une valeur fixée de 6. Dans la situation inverse ici ou on a observé
(21, ..., ;) sans connaitre la valeur de 6, on va attribuer a 6 la valeur qui parait la
plus vraisemblable, compte tenu de ’observation dont on dispose, c’est-a-dire celle
qui va lui attribuer la plus forte probabilité. On se fixe donc la régle suivante : &
(1, ...,x,) fixé, on considére la vraisemblance L comme une fonction de 6 et on

attribue & 6 la valeur qui maximise cette fonction. D’ou la définition suivante :

Définition 1.7.2 On appelle estimateur du mazimum de vraisemblance (EMV)

toute fonction 0, de (T1, ..y Ty) qui vérifie :

L (xl, ey Ty 9n> = 7701€a®xL(371, ey Ty 0).

13



1.8. Lois de probabilités usuelles

Quand 0 = (61,...,04) € © et que toutes les dérivées partielles ci-dessous

existent, #,, est solution du systéme d’équations appelées équations de vraisem-

blance : 5
Vi e{l,..,d}, 09 In L(6; 21, ..., z,) = 0,
Ou P
892 In L(6; x4, ..., z,,) <O.

Dans ce cas, on le résout par des méthodes numériques, comme la méthode de

Fisher Scoring.

1.7.2 Meéthode des Moments

L’idée de base est d’estimer une espérance mathématique par une moyenne
empirique, une variance par une variance empirique, ...etc.
Autrement dit, si = E(X), alors ’estimateur de 6 par la méthode des moments

est :

Plus généralement, pour 6 € O, si E(X ) = gp(@), ol ¢ est une fonction inver-

sible, alors I’estimateur de 6 par la méthode des moments est :

De la méme maniére, on estime la variance de la loi des X; par la variance

empirique de I’échantillon :

:IH

=13 (X - X",

1.8 Lois de probabilités usuelles

Dans dans cette section , on procéde a la présentation de quelques lois de

probabilités qu ’utiles pour la suite du travail.
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1.8. Lois de probabilités usuelles

1.8.1 Loi Exponentielle

Une loi exponentielle modélise la durée de vie d’'un phénomeéne sans mémoire,
ou sans vieillissement, ou sans usure . En d’autres termes, le fait que le phénomeéne
ait duré pendant t heures ne change rien a son espérance de vie a partir du temps
t.

Une variable aléatoire continue X suit une loi exponentielle de parameétre (d’in-
tensité ou inverse de I’échelle ) A > 0 si elle admet pour densité de probabilité la

fonction :

fx (z) =

e ™™ Ve Rt
0 ailleurs

On note X ~» EXP (N).

La fonction de répartition de X :

Fy (2) l1—exp(—A\z) VxeRt
x =
X 0 atlleurs

L’espérance mathématique (ou durée de vie moyenne) et la variance de X :
E[X] = —,var[X] = —.

L’estimateur \ monm de parametre A obtenu par la méthode des moments est :

A 1
Ntor = ——.

Le logarithme de la vraisemblance d’un échantillon issu d’une loi exponentielle est

donné par
InL(z; ,A)=nlnA =AY Inx;.

=1
1.8.2 Loi de Gamma

On présente la famille de lois Gamma ou d’Euler trés utiles pour les propriétés
de décroissance rapide de leur fonction de survie. Une variable aléatoire continue

suit une loi Gamma, de parametres a, § € R , le premier est appelé paramétre
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1.8. Lois de probabilités usuelles

d’échelle alors que [ est le parameétre de forme, si elle admet pour densité de

probabilité la fonction :

{ F[’(’Z)xafle*m Va>0

0 atlleurs

Ou I'(a) = /a:a_le_’”dx.
0

On note X ~ Ga (o, ).

L’espérance mathématique et la variance de X :

Les estimateurs (d MoM B Mo M) des parametres (o, 3) obtenu par la méthode des

moments sont :

E*[X] 5. - BlX]
var[X] ' UMM T yar(X]

~

QpNoM =

Le logarithme de la vraisemblance d’un échantillon issu d’une loi Gamma est donné
par

InL(z;,a,)=nalnf—nlnT (a) + (e —1) > Inz; — nBX.
i=1

1.8.3 Loi de Poisson

La loi de Poisson est une distribution discrete tres utile dans 1’étude de la
survenue dans le temps d’événements homogenes (le nombre d’absents par jour
dans une entreprise, le nombre de clients dans une file d’attente durant des laps
de temps de méme durée).

Une variable aléatoire suit une loi de Poisson de parametre A € R’ (qui est a la
fois la moyenne et la variance) si :

f)\)\k
ek' : keN.

P(X=k) =

16



1.8. Lois de probabilités usuelles

L’espérance mathématique et la variance de X :
E[X] =Var[X] =\

Le logarithme de la vraisemblance d’un échantillon issu d’une loi gamma est donné
par :

InL(z; , A)=nA+InA+ > x;+ > In(z!).
i=1 i=1

L’estimateur \ monm de parametre A obtenu par la méthode des moments est :

Ao = BIX].
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CHAPITRE 2

Quelques nouvelles distributions discrétes et ses

applications

Dans ce chapitre on collecte des nouvelles distributions discrétes dont on donne
quelques propriétés a savoir : moments et mesures connexes, estimation du méthode

des moments, estimation du maximum de vraisemblance.

2.1 Distribution Poisson Lindley

Une distribution composée de Poisson peut étre obtenue en composant la dis-
tribution de Poisson et une distribution due & Lindley. Cette distribution a été
introduite par Sankaran (1970) [15] pour modéliser des données de comptage.

Supposons que le parameétre \ de la distribution de Poisson a une distribution

appartenant & la famille exponentielle de distribution donnée par :

N — _ [P
ot h(\) =1+ Xet B(®) = +—=.

18



2.1. Distribution Poisson Lindley

Alors la distribution de Poisson composée est :

@) = [ i

z!

o0 [e.9]

— ' / (P— l)A)\Id)\+/e{> 1)x)\x4r1d>\
xZ.
0

0
_ d? 1—<I>+x+1
- (1_(1)) :Jc+2

Alors on remplace ® par —f on trouve :

S (x+240)

La fonction de masse de Poisson Lindley (PLD) est :

o (z+240)

frep(z;0) = P, (0) =0 m7

La fonction de répartition correspondante est :

_02+39+1—9:1:

Frip(z) = 0+ 1)

, v=0,1,..., 8 > 0.

2.1.1 Moments et mesures connexes

(2.1)

(2.2)

Le moment factoriel d’ordre r de la distribution Poisson-Lindley peut étre

obtenu en tant que :

ey = B(BE(XO|N) /[ e ]-h(x;ew
]

92 e . 0 . )\:L"fr
B 9—1—1/)\ [ZG (x —1)!

0 =T

92

)\I
ZIT A (14 X) e %dA

+1




2.1. Distribution Poisson Lindley

En prenant y =x —r,on a:

, 2 ro [ v
oy = 9+1/A Lz_%e o

0

(A De ax

92 o
- r e
9+1/)\(>\+ )e N dA,
0

Nous obtenons finalement une expression générale du moment factoriel du distri-

bution PL comme :

’ T'(Q"‘T"‘l)

=— =1,2,3,.. 2.3
Fr) 0+1)6 T 2,3, (2.3)

En substituant 7 = 1,2,3 et 4 dans (2.3), les quatres premiers moments facto-

riels de PLD peuvent étre obtenus comme suit :

, 0+ 2

PO = 9oy
c . 2(043)
o = ey
S 6(0+4)
o = Fa
;o 24(0+5)
Po = g1y

Puis en utilisant la relation entre les moments factoriels et les moments d’ori-

gines, les quatres premiers moments d’origines de la distribution PL sont donnés
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2.1. Distribution Poisson Lindley

par :
) 6 -+2

= g0+
) 6+2 2(0+3)

TV I T

. 6+42  6(0+3)  6(0+4)

Mo = e P0+1)  PO+)

. 6+ 2 14(0+3) 36(0+4) 24(0+5)
-

00+1) PO+ PO+l B 6+1)

En utilisant la relation entre les moments d’origines et les moments centrés de

la distribution PL sont obtenus comme suit :

0% + 40% + 66 + 2
0% (0 + 1)

Mo =

I

200+ 1) (0+2) -0 (0+2)(0+3)
s = 60+ 2)° !

3(0°+407+60+2) +2(0+1)° [(0+3)° 3] —0* (0 +2) [(0 +4)* - 3]
0* (0 +2)* '
Le coefficient de variation (C.V'), le coefficient de Skewness (1//3;), le coefficient
de Kurtosis (,) de PLD (2.1) sont obtenus comme suit :

Mg =

VO +40% + 60 + 2

CV = 012 ,

\//3_1=2(9+1)4<0+2)_93(9+2)§9+3)
[2(0+1)° - 0% (0+2)]°

200+ 1) [(0+3)°=3] —0* (0 +2)[(0+4)° - }
200+1)°—6%(0+2)]

)

By =3+

21



2.1. Distribution Poisson Lindley

2.1.2 Fonction génératrice

La fonction génératrice de probabilité de la distribution PL est obtenue comme

suit :

Gx () = E(tx):itXP(m;H)

6? > t \” > t \”
— — 240 —
@+ 1) 2;$<1+9) +<*_)Z;(1+6)
0> 240t

O+1(0+1—1)*
La fonction génératrice de moment de la distribution PL (2.1) est donnée par :

0 2+0—¢
01041 —et)?

GX (t) =E (etX)

2.1.3 Estimations
Maximum de vraisemblance

Etant donné un échantillon aléatoire X, ..., X,,, de la distribution de Poisson

Lindley discrete (2.1), la fonction de log-vraisemblance est :

InL(x;; 5,0) =2nlnd —n (T +3)In(1+6) + Zln[mi +0+2].
i=1
Sankaran [15] a montré que I'estimateur de la méthode du maximum de vraisem-

blance 6 de 6 est une solution de I’équation :

n

OlnL(x;,0) 2n T+3 1 B
) in—i—@—i—Z B

0. (2.4)

i=1

Sankaran [15] a déclaré que la résolution de 'équation (2.4) est équivalente a la
résolution d’un polynome de degré (n + 1), et ’équation (2.4) peut avoir plusieurs

solutions.
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2.2. Distribution de Poisson Pseudo Lindley

Méthode des moments

Etant donné un échantillon aléatoire X7, ..., X,,, de la distribution de Poisson
Lindley discréte (2.1), Pestimateur des moments (MoM) de 0 est :

—(X—1)+\2/y(X—1) +8X77>0' 2.5)

eMOM =

2.2 Distribution de Poisson Pseudo Lindley

Une distribution composée de Poisson peut étre obtenue en composant la dis-
tribution de Poisson et une distribution due & Pseudo Lindley.[24]

Ona:

dF(X) = *h(\)B(®)dA, ot h(N) = (—1— @) ) et B(®) = =2.

Alors la distribution de Poisson composée est :

@ = [Sarm

xZ.

B(® 0o 00
_ ( ) (6 . 1) /e(ql'—l)/\)\xd)\ + (—(I)) /e(‘b—l)A)\erld)\
0 0

z!

B g<1—5—<1>5—<1>x)
- 6 (l_q))x+2 )

Alors on remplace ¢ par —0 on trouve :

0 (B-1+068+0x
Px(e)‘ﬁ( (0 +1)"* )

La fonction de masse de la distribution de Poisson-Pseudo Lindley (PPsLD)

est :
08—1+683+0x

5 (9 + 1)x+2

PPPsL(x; 9,6) = , T = 0, 1, ceey 6 > O,B > 1. (26)
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2.2. Distribution de Poisson Pseudo Lindley

La fonction de répartition correspondante est :

08 +0x+0+0
F =1- r=0,1,...., 0>0,8>1. 2.7

Remarque 2.2.1 Si 8 = 0 + 1, cette distribution est la distribution de Poisson
Lindley.

2.2.1 Moments et mesures connexes

Le moment factoriel d’ordre r de la distribution Poisson Pseudo Lindley peut

étre obtenu en tant que :
pe = B(EXT|N) /[Zx —A ] h(X\; 0)dA

_ B/X" [ e x_;),] (B =1+ 0)) e ™d,

En prenant y =x —r,on a:

$

0
r—)\ —0A
g T x!] 36—14-9)\)6 dA

,u/(r) - B/)‘T [ e ] (B=1+0)) e PdA

| Cb

= ﬁ/)\’” (B—140)) e dx
0

o0

/ Ne Pd\+ 6 / N Te= g\
0

r (8 — ) Or! (r +1)

I 9r+1 97‘4—2

-1 r+1

7]

wﬂmcc SIS
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2.2. Distribution de Poisson Pseudo Lindley

Nous obtenons finalement une expression générale du moment factoriel du distri-
bution PPsL comme :

, 7“!(9—1-7“)'

N(T) = T, r = 1, 2,3, (28)

En substituant 7 = 1,2,3 et 4 dans (2.8), les quatres premiers moments facto-

riels de PPsL peuvent étre obtenus comme :

/ B 6+1
Hay = 05
/ B 2(6+2)
Koy = W,
. 6(0+3)
Ky = W,
/ 24 (0 +4)
Pa = gty

Puis en utilisant la relation entre les moments factoriels et les moments d’ori-

gines, les quatres premiers moments d’origines de la distribution PPsL sont donnés

par :
o B+
Hy = 967
, 08 +0+28+4
Mo = 06 ’
. B+1 6(8+2) 6(0+3)
:u3 - 95 + 026 63ﬁ )
. B+l 14(B+2) 36(9+3)+24(9+4)
M3 = 06 925 93ﬂ 945

En utilisant la relation entre les moments d’origines et les moments centrés de

la distribution PPsL sont obtenus comme suit :

2 2
M2:(60+B +26(29+2B—1+9+5+1)7
0"
. 200+ 1)1 (0+2)—0°(0+2)(0+3)
3 )

0° (6 +2)°
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2.2. Distribution de Poisson Pseudo Lindley

3(0°+40°+60+2) +2(0+1)°[(0+3)° =3 —0*(0+2)[(0+4)° 3]
0* (0 + 2)* '
Le coefficient de variation (C.V'), le coefficient de Skewness (1/3;), le coefficient
de Kurtosis (3,) de PPsLD (2.6) sont obtenus comme suit :

Mg =

VBB + 6026 + 6262 + 520 + 32 +ﬁ6+2ﬁ—1

C\V = e
\/5_:2(9+1)4(9+2)—93(9+2)(e+3)
1 RO+ —PO+2)]

s :3+2w+&fﬂe+$2_ﬂ 0'(0+2) [(0+4)° 3]

[200+1)°—6°(0+2)]

2.2.2 Fonction génératrice

La fonction génératrice de probabilité de la distribution PPsL est obtenue

comme suit :

GM@:E@ﬂziﬁﬂmw)

x=1
0 > t \° > t
BO+17 (5_1+%);<m) +0§:}x(m)
O(1—pt+68+B-1
B 0+1—1)? '

T

La fonction génératrice de moment de la distribution PPsL (2.6) est donnée

par :
O(1—=PB)e'+08+58-1
53 (0 +1—et)? '

GX (t) =E (etX) =
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2.2. Distribution de Poisson Pseudo Lindley

2.2.3 Estimations
Estimation par la méthode des moments (MoM)

Etant donné un échantillon aléatoire X, ..., X,,, de la distribution de Poisson
Pseudo Lindley (2.6), en utilisant les moments d’ordre 1 et 2 respectivement on

a .
, B+l 0+28+08+4

H1 = 96 ’ 25 592

On résout ce systéme non linéaire pour tout u; > 0, //1 > 0, pour trouver les
estimateurs des moments 0,701/ et 3 mons de 0 et B respectivement comme suit :

/
\/ilil

Oriomr = —1 + ——1—
By —nA-2py

fo |
6MOM_ H’le_l

L’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance

Soient X; ~ PPsLD(0,[3),i = 1,n , n variables aléatoires. La fonction de

log-vraisemblance est :
9 n
In L(z;;6) =nln 5 n(Z+2)In(1+6)+ Zln(ﬁ +605—1+ 0x;). (2.9)
i=1
Les dérivées de In L(z;; 0, ) par rapport a 6 et  sont :

n

w n_n(f—f-Q) Z( B+ x; ), (2.10)

a0 6 "0 T 50— 1+ 0n,
Olnl(z; 3, 0) - 146
et e L A . 2.11
3 6+;(5+0ﬁ—1+9$i) (2.11)

Les deux équations (2.10) et (2.11) ne peuvent pas étre résolues directement,

on doit utiliser la méthode de Fisher Scoring, on a :

82 Lnl(x;;8,0)  82Lnl(x;;3,0) é 0 OLnl(x;;8,0)
002 0608 [ — Yo ] _ [ 0 ] (2 12)
02Lnl(z:;8,0) 02Lnl(z:;8,0) | . o | 9Lni(xi;8,9) )
0300 82 0=>06o 5 - »30 op .
B=Bo 9:90
B:BO
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2.3. Distribution Poisson Quasi Lindley

L’équation (2.12) peut se résoudre de fagon itérative ou 0, B, sont les valeurs
initiales de 6, (.

Les estimateurs dans le cas de I'observation unique (disons ;) pour le vecteur

de parameétre (0, 3) peut étre écrit comme suit :

lnl(x;H,ﬁ):ln%—(m+2)1n(1+9)+ln(5+95—l—i-Qx).

2.3 Distribution Poisson Quasi Lindley

Une distribution composée de Poisson peut étre obtenue en composant la dis-
tribution de Poisson et une distribution Quasi Lindley. [5]
On a

AF() = @*H) B(®)A, o h(X) = 5+ 0) et B(®) = —,

La distribution Poisson composée est :

P, (®) = / e_x!XU dF())

B @ oo o0
= —(') B / e*TIANT AN+ (— ) / PN )
xZ.
0 0

—® (5(1 — @) — d(z + 1))
B+1 (1— @)™ '

On remplace ® par —6 on trouve :

0 (5(1+0)+9(:c+1))
A+ (1+6)"" '

P (0)
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2.3. Distribution Poisson Quasi Lindley

Alors la fonction de masse de la distribution Poisson Quasi Lindley est donnée

par :

0(8 + 0 + B0 + )
(1+3) (140"

prL(a:;G,B) = r=0,1,..., >0, > —1. (213)

Remarque 2.3.1 i 0 = j3, cette distribution est la distribution Poisson Lindley.

On peut déterminer facilement la fonction de répartition pour PQL :

_ B+20+P0+0x+1
(1+6)(1+6)"*

FPQL (.I,@,ﬁ)il ,r=0,1,..., 0 >0,6>—1. (214)

2.3.1 Moments et mesures connexes

Le moment factoriel d’ordre r de la distribution Poisson Quasi Lindley peut

étre obtenu en tant que :

e = BEXD|N) = / [ixre_AA—x] - h(X; 0)dA

(B +0N) e aN.

B 6 < . 00@_)\ )\:1:77“
B (1+6)[)\ Lz; (x —1)!
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2.3. Distribution Poisson Quasi Lindley

En prenant y =x —r,on a:

' 0 A —0A
[y = (1+5)/)\ [Ze i (B4 0N) e dA
0 y=0
= 6 7X‘ (B +0)\) e dA
(1+75) o
0 7 —0A 7 +1 —0X
= ANe 7dN+6 | N d\
a9 | /

[ 7’!6 97"' (r+1)
(14 5) _9T+1 g2

r! ﬁr LT t 1] '
(1+p5) |0 0

Nous obtenons finalement une expression générale du moment factoriel du dis-

tribution PPsL comme :

o rl(BHr41)

= —————; r=123,.. 2.15
o= "aype T 07 (219)

En substituant » = 1,2, 3 et 4 dans (2.15), les quatres premiers moments fac-

toriels de PQL peuvent étre obtenus comme suit :

P 240

Hay = —(l—i-ﬁ)@’
r 2(B+3)
Koy = W,
o 6(B+4)
o = T pe
;o 24(B+5)
o = Ay per

Puis en utilisant la relation entre les moments factoriels et les moments d’ori-

gines, les quatres premiers moments d’origines de la distribution PQL sont donnés
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2.3. Distribution Poisson Quasi Lindley

par :
. B2
lul 9(54‘1)7
, 08+20+28+6
IU’2 02(6+1) )

b 042 6(6+3) 6(8+4)
B = 90+ (1+86°  (1+5)6°
, B+2 14(B+3) 36(8+4) 24(B+5)
BTG 0+ m P (14 (1+5)6"

En utilisant la relation entre les moments d’origines et les moments centrés de

la distribution PQL sont obtenus comme suit :

24+ 48+ B +0(8+2)(1+8)

. 1+ 570 |
200+ 1) (0+2) —0*(0+2)(0+3)
Hs = 6 (61 2)° ’
C3(0P+40°+60+2) +2(0+1)° [(0+3)° 3] — 0" (0+2) [(0+4)* — 3]
= 0 (0 +2)° ‘

Le coefficient de variation (C.V'), le coefficient de Skewness (1//3;), le coefficient
de Kurtosis (,) de PQL (2.13) sont obtenus comme suit :

\/2+4ﬁ+ﬁ +0(8+2)(1 +B)
B+1

Y

\/5_1:2(9+1) 0+2)—0 (9+2)§9+3)
[2(0+1)° - 0% (0 +2)]°

2(0+1)°[(0+3)*—3] —0* (0 +2) [(0 +4)° - 3]
2041 =62 (0+2)]

By =3+
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2.3. Distribution Poisson Quasi Lindley

2.3.2 Fonction génératrice
La fonction génératrice de probabilité de la distribution PQL est obtenue
comme suit :

[e.e]

Gx (t) = E(Y) =t P(x;0,8)

=1

0 > v > t \°

T A+f) (116 5+9+95;(1+9) ?‘(m)
65t + 6

(L4 8) (t + 0t —t2)

La fonction génératrice de moment de la distribution PQL (2.13) est donnée

par :
03¢t + 0°
(14 5) (et + et —e2t)

GX (t) =E (6tX) =

2.3.3 Fonction de survie et Fonction de hasard

Soit
B +20+ 50+ 0x+1

(1+3) (146"

Spqr(z) =1 — Fpor(z) =

Y

Et

La fonction de survie et hasard respective.

hpqr(z) =

2.3.4 Estimations
Estimation par le maximum de vraisemblance

Dans cette partie on discute les points d’estimation pour les paramétres de

PQL (0, ) .Soit la fonction log-vraisemblance pour une seule observation (dite z;)

32



2.3. Distribution Poisson Quasi Lindley

pour le vecteur de parameétre (6, 5) peut étre écrit comme suit :

Inl(z;0,8) =In0+In(f+0+ 60 +0zx) —In(1+5) —2In(1+0) —zln(1+46),

(2.16)
La dérivation de Inl(x; 0, 5) par rapport a 0 et 3 est :
Olli(z;0,8) _ 1 1+B8+x 24w (2.17)
00 0 B+60+ 50+ 0x 1+6’ '
Olnl(z;0,p) _ ( 1+6 > 1 . (2.18)
op B+0+ 50+ 0x 1+

Les estimateurs du maximum de vraisemblance 0 de et /B de [ sont obtenus par

la résolution de systéme non linéaire :

Estimation par la méthode des moments

Utilisant ,u’l et /Jz le premier et le deuxiéme moment de la distribution PQL,

on a :

= g
(14+8)0
i 219
H2 = (a1

Ol fly = gy + (;/1)2 et p, est la variance. On résout ce systéme non linéaire on
trouve le couple (5, B) ,ol </0\, B) > 0 pour tout py > 0, ;/1 > (. La solution du

systéme non liniére (2.19) donne :

2 — O}
Oy — 1

(u;—u;)92—4u19+2:0 et B =

11 est facile de voir que la solution de :

(u;—u1)92—4u19+2=0
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2.3. Distribution Poisson Quasi Lindley

Est : .
0=——-7 (2M1+\/§\/M/1—N/2+2MI12), si gty — piy # 0,
Ky — Ha
Alors :
H_ 1 ’ o 7\ 2
0= i (2/~L1 + \/5\/#1 fry +2 (Nl) )
~ 27é/,tl
“= 9//1—1
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CHAPITRE 3

Distribution Poisson Gamma Lindley et ses applications

Dans ce chapitre on introduit une nouvelle distribution a deux parameétres ot
on va étudier quelques propriétés comme : moments, estimation des moments,
estimation du maximum de vraisemblance.

Une application du modeéle & un ensemble de données réelles est finalement

présentée et comparée a l’ajustement obtenu par certaines autres distributions.

3.1 Distribution Poisson Gamma Lindley

En (2020), Nedjar et Zeghdoudi ont introduit une autre distribution discréte
appelée la distribution de Poisson Gamma Lindley. On présente dans ce qui suit
quelques aspects statistiques congernant cette distribution.

Une distribution composée de Poisson peut étre obtenue en composant la dis-
tribution de Poisson et une distribution Gamma-Lindley.[11]

on a :

@)

dF(\) = e*2h(A)B(®)dA, ot h(\) = 1+ BA et B(®) = i)
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3.1. Distribution Poisson Gamma Lindley

La distribution poisson composée est (voir Sankaran (1970)) :

@ - P

_ B(q)) /6((1)_1)/\)\Id>\+B/€(<b—1))\)\x+ld)\
0

z!

o0 [e.o]

0
B P? <1—<1>+5x+6)
- 6(1 _ ‘I)) (1 . (I))x-i-Q

On remplace ® par —6 on trouve :

(BB s+ B(1+06)+1
Fa6)= /3( (1+ )" )

Alors la fonction de densité Poisson-Gamma Lindley est donnée par :

0? 0—0 1+60)+1
fPGaL('r;eaﬁ):E((ﬁ—i_ﬁ (1)_f2—>xﬁ+i<’» i )+ )7

onz=01,.,0>0 5>

Remarque 3.1.1 Si 3 =1, cette distribution est la distribution Poisson-Lindley.

On peut déterminer facilement la fonction de répartition pour PGal :

9(6+59—9)x+292ﬁ+395+5—92)7 (3.2)

FPGaL(x;Qvﬁ):l_ ( B(1+9)m+3

onz=01,.,0>0 5>
3.1.1 Moments et mesures connexes

Proposition 3.1.1 Soit X1, X, ..., X,, les n variables aléatoires indépendantes de

la distribution PGaL(0,5). Alors la fonction génératrice des moments de S =
Z?:l Xis
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3.1. Distribution Poisson Gamma Lindley

est donnée par :
B 0 N\ [(1+08+3—€\"
GS(t)_<ﬁ(1+9)) < (146 —et)? > ’

> 1+08+8—t
BA+0) (1+60—1)°

d’ou :

Gx(t) = B(eY) =

Corollaire 3.1.1 Soit X ~ PGaL(0,3), l'espérance et la variance pour X est :

o —0+26(1+0) o+ —40+805+2B0° + 65 — 6
(3.3)
3 02 3 2 2 2 2 2 2
Var(X):,LL2:205 —0°B+60°5°—0°0 — 0"+ 6003 +26. (3.4)

0%5% (1 + 0)

3.1.2 Estimations

Estimation par le maximum de vraisemblance

Dans cette partie on discute les points d’estimation pour les paramétres de
PGaL (0,5) .
Soit la fonction log-vraisemblance pour une seule observation (dite z;) pour le
vecteur de parameétre (6, 5) peut étre écrit comme suit :
2 n

Inl(z;0,3) = nln%—(n7+ 3) 1n(1+9)+Zln (B+ B0 —0)x; + B (1+6) + 1],

=1

la dérivation de Inl(x;; 0, 3) par rapport a 6 et /3 est :

Olnl(z;0,8)  2n X +3 u (B—-1)x; +p
00 _7_”<1+9)+;(5+ﬁ9—9)xi+ﬁ(1+9)+1’ (3
Olnl(z;0,8) 2n = (1+0)(1+ )
RE B ;(6+ﬁ0—0)xi+5(1+9)+1' (36)

Les deux équations (3.5) et (3.6) ne peuvent pas étre résolues directement, on
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3.2. Applications aux ensembles de données réelles

doit utiliser la méthode de Fisher Scoring, on a :

& lnl(x;;e,ﬂ) 9% Inl(xi;0,8) H— 0, dlnl(z:;8,0)
a0 9603 _ 00
92Ini(z;0,8) 02Inl(z;0,8) | . B 3 — | oll(z;;8,0) (3.7)
— Po — o8

6500 32 0=>06o B
=Po

L’équation (3.7) peut se résoudre de fagon itérative ou 6y, 5, sont les valeurs
initiales de 0, (.

Estimation par la méthode des moments

Utilisant z1; et pi, le premier et le deuxiéme moment de la distribution PGal,

on a:
—0+2B(1+0)

H1 = ~ga1+e)
{ 1 —460+803+286%4+63—62 (3'8)
2 = 673(1+0)

ou ;/2 = Uy + (/Lll)2 et 1, est la variance. On résout ce systéme non linéaire on
trouve le couple @, B) ,ol @,B > 0 pour tout pu, > 0, ull > (. La solution du

systéme non linéaire (3.8) donne :

A 1 ’ o 7\ 2
0= g <2N1 + \/5\/#1 fy +2 (Ml) )
fo 0

20—p 0(1+6)+2

3.2 Applications aux ensembles de données réelles

Dans cette section. Nous illustrons I'applicabilité de la distribution PGaL sur
I’ensemble des données réelles des individus infectés par le virus Nipah (world
health organization source).

Le tableau 3.3. représente les données de durée de survie (par mois) de 56
individus de Kerala (état indien) infectés par le virus Nipah en 2017, ou on a
comparé entre la distribution de Poisson (PD), la distribution Poisson Lindley
(PLD), la distribution Poisson Pseudo Lindley (PPsLD) et la distribution Poisson
Gamma Lindley (PGaLD).
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3.2. Applications aux ensembles de données réelles

Selon le tableau 3.3, on peut observer que la distribution PGal. donne la
plus petite valeur de x? lorsqu’on compare avec les autres distributions et par

conséquent un meilleur ajustement des données.

Nombrede | Fréquence | PD | PLD | PPsLD | PGaLD
particules | observées | a=o7s | 6=18081 | d=6.9277 | b=1527
attachées B=o02383 | p=503
0 33 26.45 | 31.49 23.03 31.85
1 12 19.84 | 14.17 25.54 13.83
2 7.44 6.09 6.08 5.94
3 3 1.86 2.54 1.13 2.53
4 0.35 1.04 0.19 1.07
5 1 0.05 0.42 0.03 0.45
Total 56 56 56 56 56
X2 24.1 | 1.289 | 49.405 1.057

Tableau 3.3. Comparaisons des fréquences observées

Les fonctions de masse des probabilités ajustées correspondantes de PD, PPsLD
et PGaLD ainsi que les points de données d’origines pour I’ensemble de données

du tableau 3.3 sont données dans la figure 3.2.

39



3.2. Applications aux ensembles de données réelles
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Figure 3.2. Comparaison des différents modeles OBS, PD, PQLD, PPsLD
et SBPGalLD

Pour donner une signification & cette comparaison, on utilise les valeurs de log-
vraisemblance négatives (—LL), le critére d'information Akaike (AIC), le critere
d’information d’Akaike corrigé (AICc¢) et le critére d’information Bayesien (BIC')
qui sont définis par :

2q(q +1)

AIC = =2LL+2q , AlCc= AIC +
n—q—1

et  BIC = —2LL+ qlog(n)

Ou ¢ est le nombre de parameétres estimeés et n est la taille de I’échantillon.[1]
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3.2. Applications aux ensembles de données réelles

0 3 —LL AIC AIC¢ BIC
PD 0.75 71.58235 | 145.1647 | 145.2388 | 147.1901
PLD 1.8081 66.9821 | 135.9642 | 136.0383 | 137.9896

PPsLD | 6.9277 | 0.2383 | 77.03363 | 158.0673 | 158.2937 | 162.118
PQLD | 1.53 5.93 66.92797 | 137.8559 | 138.0824 | 141.9066

Tableau 3.4. Estimations du maximum de vraisemblance,

valeurs statistiques AIC, AICC, BIC.

Le log-vraisemblance négatif (—log L), le critére d’information Akaike (AIC),
le critere d’information Akaike corrigé (AIC¢) et le critére d’information Bayesien
(BIC') sont donnés aussi dans le tableau 3.4.

Dans le tableau 3.4, les valeurs du log-vraisemblance négatif sont minimales
pour PGaLD par rapport & PPsLD, PLD et PD.

Selon les valeurs de 'AIC, de ’AICc et du BIC, le meilleur modele de pré-
vision et de génération de données plausibles est le PGaL D. Donc la distribution
PGalL peut donc étre considérée comme un modeéle important pour les données de

sciences biologiques.
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3.2. Applications aux ensembles de données réelles

Conclusion

Ainsi, nous avons réussi a introduire une nouvelle distribution nommeée "Poisson
Gamma Lindley (PGaL)".

L’estimation de ses parameétres a été discutée en utilisant la méthode du maxi-
mum de vraisemblance et la méthode des moments. Plusieurs applications du
modele & un ensemble de données réelles sont enfin présentées et comparées a

I’ajustement obtenu par quelques autres paramétres bien connus.
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