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Résumé
Dans ce travail, on s’est intéressé aux inéquations variationnelles. On s’est

surtout fixé comme but la dérivation de l’estimation à postériori par la dualité.

Cette dernière repose sur les fonctionnelles convexes. Les majorants obtenus garan-

tissent des bornes supérieures de l’erreur.

Abstract
In our work, we were interested by variationnal inequalities, we focused on

derivating a posteriori error by duality. This leads to convex functionals. The

obtained majorants provide upper bouds of the error.

ملخـــــــــــّ
اଂᇽᇱحقך. اࣇ࣏خطӯء ӯدرسن بӯࣇ࣏خّ، و التغ৻ਤا஻ࣺך اࣀࣄਤਈاӯ໭॓ت ᄓᄅإ العمؗ هշا ᄙჳ ӯتطيقن

اۼոाيך. اဥ်اليӯت ย࡯ࡻ ոتعتم اࣇਤ৻ร࣏ة هշه يך الثنڔ ઌ੷فهڔم اࣀࣄتعلقך
اࣇย࣏࡯ࡻ. مذ ո೜ॴودة اࣇ࣏خطӯء ೠ඼عؗ النೠ඼ӯך اۼाڔاد

5



INTRODUCTION

Pour résoudre un problème physique donné, on a généralement recourt à l’approximation

numérique. Ce qui génère des erreurs entre la solution approchée et la solution exacte. Ces

erreurs nous mènent à l’étude d’un certain type d’erreur dit : les erreurs à posteriori. Ces

dernières sont multiples celles qui nous intéressent sont les erreurs basées sur la notion de

dualité. Qu’on a appliqué aux inéquations variationnelles.

Ce mémoire est composé de trois chapitres, le premier porte sur les inéquations variation-

nelles, et les théorèmes d’existence et unicité associés.

Le second chapitre porte sur les fonctionnelles convexes et les problèmes variationnelles

duaux .

Enfin dans le troisième chapitre, on a développé une estimation à posteriori relative aux

inéquations variationnelles via la dualité.
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CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE ET DÉFINITIONS

Introduction

Ce chapitre est consacré des notions et définitions nécessaires à la compréhension de ce

mémoire.

1.1 Définitions et préliminaires

Soit V est un espace de Hilbert.

Définition 1.1. :

On dit que a(., .) est une forme bilinéaire sur V , si u → a(u, v) est une forme linéaire de V

dans R pour tout v ∈ V , et v → a(u, v) est une forme linéaire de V dans R pour tout u ∈ V .

Définition 1.2. :

Soit a(., .) une forme bilinéaire continue, alors il existe M > 0 tel que :

|a(u, v)| ≤M‖u‖‖v‖, pour tout (u, v) ∈ V 2.

Définition 1.3. :

Soit a(., .) une forme bilinéaire sur V, V coercive (ou elliptique) alors il existe α > 0 tel que :

a(v, v) ≥ α‖v‖2, pour tout v ∈ V.

9



Définition 1.4. :

On dit que L(.) est une forme linéaire sur V , si v → L(v) est linéaire de V dans R.

Définition 1.5. :

Soit L(.) une forme linéaire continue sur V ; c’est-à-dire que v → L(v) est linéaire de V dans

R et il existe c > 0 tel que :

|L(v)| ≤ c‖v‖, pour tout v ∈ V.

Définition 1.6. :

Les normes que nous utiliserons dans ce travail sont les suivantes :

Norme : L2(Ω) : ‖v‖L2(Ω) =
( ∫

(v)2dΩ
) 1

2 .

Norme : H1(Ω) : ‖v‖H1(Ω) =
( ∫

(v)2 + (v′)2dΩ
) 1

2 .

Norme énargie : |||v||| =
(
a(v, v)

) 1
2 .

Définition 1.7. :(Espace duale)

Soit V un espace vectoriel normé. On appelle dual topologique, et on note V ∗ l’espace de toutes

les fonctionnelles linéaires continues sur V , les éléments de cet espace sont notés par (∗), la

valeur d’une fonctionnelle v∗ ∈ V ∗ par un élément v ∈ V , noteé 〈v∗, v〉, cette dernière quantité

est appelée dualité de V ∗.

Définition 1.8. :(Ensemble convexe)

Un ensemble K ⊂ V est dit convexe si :

λ1v1 + λ2v2 ∈ K.

Pour tout v1, v2 ∈ K et tout λ1, λ2 ∈ R+ tel que, λ1 + λ2 = 1.

Définition 1.9. :(Fonctionnelle convexe)

Soit K un ensemble convexe, une fonctionnelle J : K → R est dite convexe si l’inégalité :

J(λ1v1 + λ2v2) ≤ λ1J(v1) + λ2J(v2)

est vérifiée pour tout v1, v2 ∈ K et tout λ1, λ2 ∈ R+ tel que, λ1 + λ2 = 1.

Une fonctionnelle J est dite concave si la fonctionnelle −J est convexe.

10



Définition 1.10. :(Semi-continue inférieurement)

Une fonctionnelle J : V → R est dite semi-continue inférieurement en v0 ∈ V si :

lim
k→∞

J(vk) ≥ J(v0),

pour tout {vk}∞k=1 convergente vers v0.

Définition 1.11. :(Semi-continue supérieurement)

Une fonctionnelle G est appelée semi-continue supérieurement si G = −J où J est une fonc-

tionnelle semi-continue inférieurement.

Définition 1.12. :(Propre)

On dit qu’une fonction J(.) : V → R̄ est propre si J(v) > −∞ , ∀ v ∈ V et J 6≡ +∞.

Définition 1.13. :(Ensemble de minorants affine AM(J))

Soit α ∈ R, pour tout J : V → R̄ on définit l’ensemble

AM(J) =
{
l(v) = 〈v∗, v〉 − α l(v) ≤ J(v) ∀v ∈ V

}
,

nous l’appelons l’ensemble de minorants affine de J .

1.1.1 Sous différentielle

Soit la fonctionnelle J : V → R ayant une valeur finie v0 ∈ V .

Définition 1.14. :

Une fonctionnelle J est appelée sous différentiable en v0 s’il existe un minorant affine l ∈ AM(J)

telle que J(v0) = l(v0). Un minorant avec cette propriété est appelé le minorant exacte en v0.

Évidement, tout minorant affine exacte de J en v0 est de la forme :

l(v) = 〈v∗, v − v0〉+ J(v0), l(v) 6 J(v), ∀v ∈ V. (1.1)

L’élément v∗ dans (1.1) est appelé un sous-gradient de J en v0, on note l’ensemble de sous-

gradient de J en v0 par ∂J(v0).
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1.2 Les inéquations variationnelles

On trouve les inéquations variationnelles (I.V) dans de multiples domaines, il existe 2 types

d’inéquations :

Les inéquations dites de première espèce et les inéquations dites de seconde espèce.

1.2.1 Formulation forte

On se donne des fonctions f et ψ dans Ω. On cherche une fonction u à valeurs réelles, définie

dans Ω et telle que : 

Trouveru ∈ Ktel que :

Au− f ≤ 0

u− ψ ≤ 0

(Au− f)(u− ψ) = 0 dans Ω

(1.2)

1.2.2 Formulation variationnelle

On associe (1.2) à une inéquation variationnelle (notée I.V) de première espèce définie

comme suit :

* Exemple d’une inéquation de 1ère espèce :

 Trouver u ∈ K

a(u, v − u) ≥ (f, v − u) pour toutv ∈ K
(1.3)

* Exemple d’une inéquation de 2ème espèce :

 Trouver u ∈ V

a(u, v) + j(v)− j(u) ≥ (f, v) pour tout v ∈ V
(1.4)

ou j(.) une fonctionnelle avec certaines propriétés.

1.2.3 Étude de l’existence de l’unicité d’une I.V de 1ère espèce

Théorème 1.1. (Lions Stampachia) :

L’inéquation (1.3) admet une solution unique. Ssi K est une convexe, la forme bilinéaire a(., .)

continue et coercive, et la forme linéaire f continue.

12



1.2.4 Etude de l’existence de l’unicité d’une I.V de 2ème espèce

Théorème 1.2. :

Le problème (1.4) admet une solution unique, ssi la forme bilinéaire a(., .) est coercive et conti-

nue et la forme linéaire f continue et la fonctionnelle j(.) propre, convexe et s.c.i.

1.3 Problèmes minimisés associés aux inéquations varia-

tionnelles

Si la forme bilinéaire a(., .) symétrique, les inéquation variationnelle définies ci-dessus peuvent

s’écrire sous forme de problèmes de minimisation.

1.3.1 Problème minimisé associé à une I.V de 1ère espèce


Trouver u ∈ K tel que

J(u) = inf J(v) ∀v ∈ K.

ou J(u) = 1
2a(v, v)− (f, v)

1.3.2 Problème minimisé associé à une I.V de 2ème espèce


Trouver u ∈ V tel que

J(u) = inf J(v) ∀v ∈ V.

ou J(v) = 1
2a(v, v)− (f, v) + j(v).

Pour avoir l’existence et l’unicité des problèmes minimisés ci-dessus, J(.) doit être continue,

convexe et coercive.

1.4 Les inéquations variationnelles approchées

Pour définir une approximation d’une inéquation variationnelle, on commence par définir

l’espace approché Vh :

* Vh ⊂ V sous espace de dimension finie de V , h étant un paramètre scalaire destiné à tendre

vers 0.

13



Puis le convexe approché Kh :

* Kh sous ensemble convexe fermé non vide de Vh, avec "Kh −→ K" au sens suivant :

Si uh ∈ Kh, uh −→ u dans V faiblement, alors u ∈ K,

Et

∀v ∈ K, il existe vh ∈ Kh avec ‖vh − v‖ −→ 0 si h −→ 0.

1.4.1 I.V approchée de 1ère espèce

 Trouver uh ∈ Kh tel que

a(uh, vh − uh) ≥ (f, vh − uh) ∀vh ∈ Kh

Cette I.V admet une solution unique sous les hypothèses du théorème (1.1).

1.4.2 I.V approchée de 2ème espèce

 Trouver uh ∈ Vh tel que

a(uh, vh − uh) + j(vh)− j(uh) ≥ (f, vh − uh) ∀vh ∈ Vh

Cette I.V admet une solution unique sous les hypothèses du théorème (1.2).

1.5 Erreur à posteriori

Le principe de base de ce type d’estimation est d’utiliser la solution approchée pour estimer

l’erreur de discrétisation. Les estimations a posteriori ne peuvent se faire qu’une fois la solution

approchée calculée. Une fonction η(h, uh, d) est une estimation d’erreur a posteteriori si :

‖u− uh‖ 6 η(h, uh, d)

Où h la taille des éléments, d un ensemble de données du problème et uh la solution approchée.

De plus, si η(h, d, uh) peut être localisée sous la forme :

η(h, uh, d) =
[∑

k

ηk(uh, d)2
] 1

2
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Alors les quantités ηk(uh, d), contributions élémentaires de l’estimation de l’erreur globale

ηk(h, uh, d), sont appelées indicateurs locaux d’erreur.Ils fournissent une base pour l’adapta-

tion de maillages. Il existe plusieurs types d’erreur à posteriori, celle qui nous intéresse est

l’erreur basée sur la dualité.
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CHAPITRE 2

LE PRINCIPE DE DUALITÉ

2.1 Notation

On définit l’espace H 1
2 (Ω) =

{
u ∈ L2(Ω),

∫
Ω(1 + |ε|2) 1

2 û(ε)2dε <∞
}
.

tel que :

û(ε) est un transformé de fourrier de u.

H−
1
2 (Ω) : est le dual de H 1

2 (Ω).

Soit ξ∗ ∈ H− 1
2 (Γ) et α ∈ R tel que 〈ξ∗, ξ〉 − α ∈ AM(Υ) i.e.,

Υ(ξ) ≥ 〈ξ∗, ξ〉 − α, ∀ ξ ∈ H 1
2 (Γ) (2.1)

En générale, il existe plusieurs constantes α qui satisfassent (2.1) avec ξ∗ fixé. On prend la plus

grand constante α, et on définit un certain nombre(fini, infini) associe à ξ∗. Cette procédure

définit une nouvelle fonctionnelle Υ∗ : H− 1
2 (Γ)→ R̄ dite duale (ou conjuguée) de Υ.

D’après (2.1), il s’ensuit que :

α ≥ 〈ξ∗, ξ〉 −Υ(ξ).

par conséquent, Υ∗ est défini comme suit :

Υ∗(ξ∗) = sup
ξ∈H

1
2 (Γ)

{〈ξ∗, ξ〉 −Υ(ξ)} (2.2)

La fonctionnelle Υ∗ est dite duale de Υ.

16



Définition 2.1. :(Mutuellement dual)

Soit J : V → R̄ et G∗ : V ∗ → R̄ deux fonctionnelles définies, sur un espace de Banach V et son

espace dual V ∗, respectivement. Ces deux fonctionnelles sont dites mutuellement duales si :

(G∗)∗ = J et J∗ = G∗.

Théorème 2.1. (Young-Fenchel)

Proposition 2.1. :

Soit J ∈ Γ(V ). Les assertions suivants sont équivalents :

J(v) + J∗(v∗)− 〈v∗, v〉 = 0, (2.3)

v∗ ∈ ∂J(v) et v ∈ ∂J∗(v∗). (2.4)

Γ(V ) représente l’ensemble des fonctionnelle qui peuvent être représentées comme limites supé-

rieures de fonctionnelles affine.

2.2 Problèmes variationnelles duaux

On introduit une autre paire d’espace mutuellement duales réflexifs Y et Y ∗, avec 〈., .〉.

Soient K et K∗ des ensembles convexes non vides tels que K ⊂ V et K∗ ⊂ Y ∗, on définit

une fonctionnelle

L : K ×K∗ → R

qui vérifie :

1. ∀y∗ ∈ K∗, la fonctionnelle v 7→ L(v, y∗) est convexe et semi-continue inférieurement.

2. ∀v ∈ K, la fonctionnelle y∗ 7→ L(v, y∗) est concave et semi-continue supérieurement.

L est dite Lagrangienne. Ceci donne deux problèmes variationnelles.

Pour cela, on introduit deux fonctionnelles :

J(v) = sup
y∗∈K∗

L(v, y∗) (2.5)

et

I∗(y∗) = inf
v∈K

L(v, y∗) (2.6)

17



La fonctionnelle J est définie comme borne supérieure des fonctionnelles convexes

semi-continue inférieurement, et I∗ est concave et semi-continue supérieurement.

Les fonctionnelles J et I∗ génèrent deux problèmes variationnelles :

Problème P : Trouver u ∈ K tel que :

J(u) = inf P = inf
v∈K

J(v) (2.7)

Problème P∗ : Trouver p∗ ∈ K∗ tel que :

I∗(p∗) = supP∗ = sup
y∗∈K∗

I∗(y∗) (2.8)

Les problèmes P et P∗ sont dits problèmes primale et duale, respectivement.

P et P∗ sont liés au problème de minimisation qui est appelé problème du point selle pour

le Lagrangien L :

Problème L :

Trouver (ū, p̄∗) ∈ K ×K∗ tel que :

L(ū, y∗) ≤ L(ū, p̄∗) ≤ L(v, p̄∗). (2.9)

(ū, p̄∗) dit point selle du L dans K ×K∗.

Si L admet une solution (ū, p̄∗), alors ū est solution de P et p̄∗ est solution de P∗.

Proposition 2.2. :

S’il existe une constante α tel que :

L(u, y∗) ≤ α, ,∀y∗ ∈ K∗ (2.10)

et

L(v, p∗) ≥ α, , ∀v ∈ K (2.11)

alors (u, p∗) est un point selle. De plus, on a la relation :

α = inf
v∈K

sup
y∗∈K∗

L(v, y∗) = sup
y∗∈K∗

inf
v∈K

L(v, y∗) (2.12)
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Théorème 2.2. :

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Il existe u ∈ K et p∗ ∈ K∗ tel que :

J(u) = inf P ,

I∗(p∗) = supP∗,

inf P = supP∗

2. (u, p∗) est point selle du Lagrangien L dans K ×K∗.

De plus, les deux assertions précédentes impliquent la relation :

I∗(p∗) = L(u, p∗) = J(u). (2.13)

Théorème 2.3. :

Si les hypothèses 1 et 2 sur L sont vérifiées et les ensembles K et K∗ sont bornés, alors L

possède au moins un point de selle et inf P = supP∗.
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CHAPITRE 3

ESTIMATION DES ÉCARTS

3.1 Formulation fonctionnelle du problème

Dans cette partie, on note les espaces des carrés sommables à valeurs scalaires et vectorielles

définies sur l’ensemble S par L2(S) et L2(S,R), respectivement. Leurs normes sont associées

aux produits scalaire usuels ∫
S
uvds et

∫
S
p.yds

On va utilise la notation Y et Y ∗ pour les espaces qui continuent les gradients des solutions

et leur flux, respectivement. Les fonctions de ces espaces sont notés par y, q, η et y∗, q∗, η∗

respectivement. On va considérer que les gradients et les flux appartiennent à L2 (Ω,Rd)

Q∗(Ω) = {y∗ ∈ Y ∗, divy∗ ∈ L2 (Ω)}.

La norme associée Q∗ :

‖y∗‖2
Q∗=

∫
Ω

(| y∗ |2 + | divy∗ |2) dx

Soit V = H1 (Ω,Rd) et γ ∈ L (H1 (Ω), H 1
2 (Γ)), γ : H 1

2 (Γ) ↪→ L2 (Γ) l’opérateur de trace

et ker γ = H1
0 (Ω).

Γ : La frontière lipschitzienne continue de Ω.

En utilisant l’opérateur γ, on définit l’espace :

V0 =
{
v ∈ V γv = 0 Γ0

}
.
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Γ0, Γ1 deux parties disjointes mesurables de Γ, sous espace de V . L’ensemble γ(V0) est un sous

espace de H 1
2 (Γ). Le dual de H 1

2 (Γ) est noté H− 1
2 (Γ).

3.2 Les fonctions conjuguées définies sur l’espace des

traces

Pour tout ξ ∈ H 1
2 (Γ), on définit la fonction

Υ(ξ) =
∫

Γ1
j(ξ)dΓ. (3.1)

On admet que l’intégrant j : R −→ R est non négative, convexe est semi continue inférieurement

en plus, on a j(0) = 0 et

domj = {p ∈ R|j(p) < +∞} 6= ∅.

alors j est propre.

Dans ce cas, la fonctionnelle Υ(ξ) est également non négative, convexe et semi-continue inférieu-

rement sur H 1
2 (Γ). Puisque γ est un opérateur linéaire borné, la fonctionnelle Υ(γv) possède

également les propriétés ci-dessus en tant que fonction sur V0.

Introduisons la conjuguée de la fonctionnelle Υ :

Υ∗(ξ∗) = sup
ξ∈H

1
2 (Γ)

{
〈ξ∗, ξ〉Γ1 −Υ(ξ)

}
. (3.2)

Sous les hypothèses précédentes, Υ : H 1
2 (Γ) −→ R coïncide avec le sup de tous les minorants

affines. On a :

Υ(ξ) ≥ 〈ξ∗, ξ〉Γ + λ ∀λ ≤ −Υ∗(ξ∗).

Ce que donne :

Υ(ξ) = sup
ξ∗∈H− 1

2 (Γ)

{
〈ξ∗, ξ〉Γ1 −Υ∗(ξ∗)

}
. (3.3)

Et on a

Υ(γv) = sup
y∗∈Q∗

{∫
Ω

(y∗.∇v + divy∗.v)dx−Υ∗(δny∗)
}
. (3.4)

Υ∗(δny∗) = sup
v∈V0

{∫
Ω

(y∗.∇v + divy∗.v)dx−Υ(γv)
}
. (3.5)
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3.3 L’inéquation variationnelle

3.3.1 Formulation forte

Soit f ∈ L2(Ω). 
Trouver u ∈ V0 + u0 tel que

divA∇u+ f = 0

u0 ∈ V.

u ∈ V0 + u0 = {w|w0 + u0, w0 ∈ V0}.

avec A est une matrice carrée des lignes et des colonnes est une matrice symétrique et définie

positive.

3.3.2 Formulation variationnelle

 Trouver u ∈ V0 + u0 tel que

a(u,w − u) + Υ(w)−Υ(u) ≥ `(w − u), ∀w ∈ V0 + u0.
(3.6)

Où

a(u, v) =
∫

Ω
A∇(u).∇vdx.

Et la forme linéaire

l(v) =
∫

Ω
fvdx.

On a l’existence et l’unicité de (3.6) d’après le théorème (1.2).

Ce problème est équivalent à :

problème P :
Trouver u ∈ V0 + u0 tel que

J(u) = inf
v∈V0+u0

J(v), J(v) = 1
2a(v, v) + Υ(v)− `(v).

(3.7)

Pour voir l’existence et l’unicité de (3.7) le fonctionnelle J doit être strictement convexe, conti-

nue et coercive sur V et l’ensemble V0 + u0 fermé convexe dans V .
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3.4 Estimation des écarts

3.4.1 Estimation générale

Le minimisant u du problème P est solution de l’inéquation variationnelle (3.6) cela conduit

à l’inégalité :

J(v)− J(u) = 1
2a(v − u, v − u) + a(u, v − u)− 〈f, v − u〉+ Υ(v)−Υ(u)

≥ 1
2a(v − u, v − u) ∀v ∈ V0 + u0. (3.8)

Ce qui implique l’estimation de l’écart de base

1
2 |||v − u|||

2 ≤ J(v)− inf P ∀v ∈ V0 + u0 (3.9)

Où inf P note la borne exact inférieure de la fonctionnelle J .

En général, la quantité inf P est inconnue alors (3.9) n’est pas pratique pour la calcul

de l’estimation de l’erreur.

Notre but est de montrer que le coté droit de (3.9) peut être estimé de manière à être calculée

et qui possède une signification physique.

Dans ce but, on utilise les fonctionnelles perturbées de la forme

Jξ∗(v) = 1
2a(v, v)− `(v) + 〈ξ∗, γv〉Γ1 −Υ∗(ξ∗) (3.10)

On a :

sup
ξ∗∈H− 1

2 (Γ)

Jξ∗(v) = J(v),

et par conséquent, pour tout ξ∗ ∈ H− 1
2 (Γ)

inf
v∈V0+u0

Jξ∗(v) 6 inf
v∈V0+u0

J(u) = inf P . (3.11)

Le problème perturbé Pξ∗ consiste à trouver uξ∗ ∈ V0 + u0 tel que :

Jξ∗(uξ∗) = inf
v∈V0+u0

Jξ∗(v) = inf Pξ∗ .
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Ce problème est un problème quadratique simple, qui a une solution unique pour tout

ξ∗ ∈ H− 1
2 (Γ). Le problème perturbé a un bidual.

Le problème P∗ξ∗ : 
Trouver y∗ξ∗ ∈ Q∗`ξ∗

I∗ξ∗(y∗ξ∗) = sup
η∗∈Q∗

`ξ∗

I∗ξ∗(η∗).

Où

I∗ξ∗(η∗) =
∫

Ω
∇(u0).η∗dx− 1

2a
∗(η∗, η∗)− `ξ∗(u0)−Υ∗(ξ∗)

a∗ est une forme bilinéaire conjuguée à a(., .), `ξ∗(.) = `(.)− 〈ξ∗, .〉Γ1 est une fonctionnelle

linéaire et

Q∗`ξ∗ =
{
η∗ ∈ Y ∗,

∫
Ω
η∗.∇v dx = `ξ∗(v), ∀v ∈ V0

}
.

Ce problème a aussi une solution unique . De plus,

inf Pξ∗ = supP∗ξ∗

Compte tenu de la relation entre les bornes supérieures et inférieures Pξ∗ et P∗ξ∗ , on obtient :

1
2 |||v − u|||

2 ≤ J(v)− supP∗ξ∗ ≤ J(v)− I∗ξ∗(η∗) ∀η∗ ∈ Q∗`ξ∗ . (3.12)

Le coté droit de (3.12) peut être estimé comme suit

J(v)− I∗ξ∗(η∗) = 1
2a(v, v) + 1

2a
∗(y∗, y∗)−

∫
Ω
∇v.y∗dx+ Υ(γv) + Υ∗(ξ∗)− `(v)

−
∫

Ω
∇(u0).η∗dx− `ξ∗(γu0) +

∫
Ω
∇v.y∗dx+ 1

2a
∗(η∗, η∗)− 1

2a(y∗, y∗). (3.13)

Où y∗ est un élément arbitraire de Y ∗ . Depuis

`(v − u0) =
∫

Ω
η∗.∇(v − u0)dx+ 〈ξ∗, γ(v − u0)〉Γ1 . (3.14)

On obtient

J(v)− I∗ξ∗(η∗) = 1
2a(v, v) + 1

2a
∗(y∗, y∗)−

∫
Ω
∇v.y∗dx+ Υ(γv) + Υ∗(ξ∗)

−〈ξ∗, γv〉Γ1 +
∫

Ω
∇v.(y∗ − η∗)dx+ 1

2a
∗(η∗, η∗)− 1

2a(y∗, y∗). (3.15)
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Cette identité a une forme équivalent

J(v)− I∗ξ∗(η∗) = 1
2

∫
Ω

(A∇v.∇v + A−1y∗.y∗ − 2∇v.y∗)dx+ Υ(γv) + Υ∗(ξ∗)

−〈ξ∗, γv〉Γ1 +
∫

Ω
(∇v − A−1y∗).(y∗ − η∗)dx+ 1

2

∫
Ω
A−1(η∗ − y∗)(η∗ − y∗)dx. (3.16)

On utilise maintenant l’inégalité

η.η∗ ≤ β

2Aη.η + 1
2βA

−1η∗.η∗,

Ce qui est valable pour tous les vecteurs η et η∗ et tout β > 0. On obtient l’estimation :

∫
Ω

(∇v − A−1y∗).(y∗ − η∗)dx ≤ β

2

∫
Ω
A(∇v − A−1y∗).(∇v − A−1y∗)dx

+ 1
2β

∫
Ω
A−1(y∗ − η∗)(y∗ − η∗)dx,

Ce qui donne la relation

J(v)− I∗ξ∗(η∗) = 1
2(1 + β)

∫
Ω

(A∇v.∇v + A−1y∗.y∗ − 2∇v.y∗)dx+ Υ(γv)

+Υ∗(ξ∗)− 〈ξ∗, γv〉Γ1 + 1
2

(
1 + 1

β

)∫
Ω
A−1(η∗ − y∗)(η∗ − y∗)dx. (3.17)

Introduisons les quantités suivantes :

M1(v, y∗) = DA(∇v, y∗) = 1
2

∫
Ω

(A∇v.∇v + A−1y∗.y∗ − 2∇v.y∗)dx, (3.18)

M2(γv, ξ∗) = DΥ(γv, ξ∗) = Υ(γv) + Υ∗(ξ∗)− 〈ξ∗, γv〉Γ1 , (3.19)

M3(y∗, ξ∗) = 1
2 inf
η∗∈Q∗

`ξ∗

∫
Ω
A−1(η∗ − y∗).(η∗ − y∗)dx (3.20)

Puis (3.12),(3.17)...(3.20) donnent l’estimation :

1
2 |||v − u|||

2 ≤ (1 + β)M1(v, y∗) +M2(γv, ξ∗) +
(

1 + 1
β

)
M3(y∗, ξ∗), (3.21)

Où y∗ , ξ∗ et β sont des éléments arbitraires des ensembles Y ∗, H− 1
2 (Γ) et R+, respective-

ment.
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Ici s’annonce la partie la plus importante de notre travail : l’étude des quantitésM1,M2,M3.

L’inégalité de Young-Fenchel donne que M1 et M2 sont évidement non négatives.

Puisque A−1 est définie positive, M3 est aussi non négative.

Si la condition −∂v
∂n
∈ ∂j(v(x)) x ∈ Γ1 pour v et y∗ est vérifiée, alors la quantité M1(v, y∗)

s’annule.

Donc, ce terme p∗ = A∇u si ξ∗ = ∂Υ(γv) sur Γ1, alors M2 ≡ 0

Alors M2 est une mesure d’erreur pour la condition u(x) = u0(x). x ∈ Γ0 calculée sur Γ1

pour la fonction −ξ∗ ∈ H− 1
2 (Γ) (qui peut être considéré comme une image de la composante

normale du flux), et de la trace de v .

La quantité M3 s’annule ssi y∗ ∈ Q∗`ξ∗ c-à-d si

∫
Ω
y∗.∇vdx =

∫
Ω
f.vdx− 〈ξ∗.γv〉Γ1 ∀v ∈ V0.

Cependant ∫
Ω
y∗.∇vdx = 〈δny∗, γv〉Γ1 −

∫
Ω
divy∗.vdx.

Alors, on retrouve la conclusion que ce terme disparait ssi

1. L’équation équilibre −σn(x) ∈ ∂j(v(x)) x ∈ Γ1 est vérifiée .

2. La relation δny∗ = −ξ∗ est vérifiée sur Γ1 .

σn : Le tenseur.

δn : La trace normale sur Γ1.
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CONCLUSION

Pour conclure, on est arrivé à estimer |||v−u||| où v représente la solution approchée du pro-

blème (P) par la formule (3.21). L’étude explicite de cette formule nécessite, une connaissance

physique, chose qui nous a dépassé par manque de connaissance et manque de temps.
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