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تشكر

الـرحيــم الـرحمــن اللــه بـســـم

ُ ترَضَْاه ًا صَالِح أَعمْلََ وأََنْ واَلدِيََّ وعَلَىَٰ علَيََّ أَنعْمَْتَ َّتيِ ال نعِمْتَكََ َ أَشْكرُ أَنْ أَوْزعِْنيِ ربَِّ ≫
≪

الله. هدانا أن لولا لنهتدي كناّ وما لهذا هدانا الذي لله الحمد
ٌ لشاكر وإنيّ ً با مغلو فقصرّتُ *** لي صنعتَ فيما الشّكر ابتغاء سعيتُ

تفضل الذي << لطرش الـكريم عبد >> للدكتور بالجميل العرفان و الشكر آيات بأسمى نتقدم
الواسعة خبراته و معلوماته بحر من و الثمين وقته من منحنا الذي و مذكرتنا على الإشراف بقبول

الجزاء. خير يه يجاز أن العزيز الله فنسأل عملنا، في كبيرة إضافة شكل ما
يمة الـكر اللجنة أعضاء لكل هذه مذكرتنا مناقشة قبول على يل الجز بالشكر نتوجه كما

استثناء دون ياضيات الر قسم أساتذة نشكر أن يفوتنا لا كما
لنا. وسعد أحبنا من وكل معاملةٍ حسن أهدانا من لكل شكرا

وآخــرا. أوّلا للــه والـحمـــد
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ملخص

للطبولوجيا شونغ يف تعر من انطلاقا الضبابية الطبولوجية الفضاءات فئة ببناء العمل هذا في قمنا
مورفيزمين أوجدنا الفئة هذه في ،1968 سنة ذلك و المستمر الضبابي التطبيق و الضبابية

الثنوي. الجداء و الجداء : هما مهمين شاملين

المفتاحية: الكلمات
الشامل. المورفيزم الضبابي، الطبولوجي الفضاء الضبابية، المجموعات الفئوي، التشاكل الفئة،
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Résumé

Dans ce travail, nous avons construit la carégorie des espaces de topologie floue à partir de la

définition de Chang, lequel a donné naissance à cette topologie floue ainsi que à l’application

floue continue. Et ceci dés 1968, dans cette catégorie nous avons trouvé deux morphisms

universelle importants : le product et le co-product.

Les mots clés:

Catégorie, Foncteur, Les ensembles flues, L’espace topologie flou, Morphism universel.
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Abstract

In this work, we buit the caregory of fuzzy topology spaces from the definition of Chang, which

gave rise to this fuzzy topology as well as to the conti nuous fuzzy application. And this from

1968, in this category we found two important universal morphisms : the product and the co

product

Keywords:

Category, Fonctor, Fuzzy sets, Fazzy topological space, Universal Morphism.
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مقدمة يات0. 1. المحتو

مقدمة 1 .0
الرحيم الرحمن لله بسم

الماضي القرن مطلع إلا الحالي بوضعه يظهر لم أنه إلا الإغريقية الحضارة إلى 1 الطبولوجيا علم يمتد
وبين بينه والعلاقة المسافة تطبيق تناولت التي أطروحته 1906 سنة Frechet فرشيه نشر حين
Hausdroff وهاوسدروف Riesz ريس العالمين خلال من أكثر تجلى ثم ية، الإستمرار مفهوم

.[2]
التفاضلية الطبولوجيا ية، الجـبر الطبولوجيا العامة، الطبولوجيا أبرزها لعل عدة فروع للطبولوجيا

الطبولوجي... والجـبر
والجـبر. الطبولوجيا بين تداخل نتيجة تولدت ياضيات الر علوم من حديث علم الفئات ية نظر تعتبر
(1909 − 2005) Line Mac Saunder ماكلين ساندر العالمين من لكل ية النظر هذه تنسب إذ
الثلاثة المفاهيم يف بتعر قاما حيث ،(1988 − 1913) Eilenberg Samuel يلنبارغ إ يل صامو و
نشر الذي بحثهما عبر وذلك الطبيعية. يلات والتحو الفئوي التشاكل الفئة، وهي: ية النظر لهذه

.[14] الطبيعي للتطابق العامة ية النظر عنوان تحت 1945 سنة
في Grothendieck Alexander غروثانديك ألـكسندر العالم ية النظر هذه بتطوير قام بعدها
تحافظ التي والتطبيقات ياضية الر البنى بتعميم الفئات ية نظر قامت .[17] الماضي القرن ستينيات
والتطبيقات الطبولوجية الفضاءات الخطية، والتطبيقات الشعاعية الفضاءات مثل البنى هذه على

المستمرة...
يعمل الشخص كان إذا ، لا أو الجامعية المرحلة في يدرس أنه ما شخص عن الحكم السهل من
تخضع الجمال (فكرة جميلاً أنه ما شخص عن الحكم الصعب من لـكن ، لا أو حكومية وظيفة في
المجموعات ية نظر إن الضبابية. المجموعات ية نظر تقوم حالات هكذا مثل في نقاشات)، لعدة
سنة في [26] زاده لطفي العالم بإنشائها قام التجريدي الجـبر مجال في ياضية ر ية نظر هي الضبابية

. ياضيا ر النسبية الحالات و دقيقة الغير الحالات تمثيل أجل من 1965
للاهتمام يقودنا أخرى، جهة من الضبابية المجموعات ية نظر و جهة من الفئات ية نظر أهمية إن

الشاملة. المورفيزمات باستعمال ذلك و الضبابية الفئات بدراسة
أبواب: أربع إلى العمل هذا بتقسيم قمنا

المجموعات يف تعر : الضبابية المجموعات ية نظر في الأساسية التعاريف الأول الباب في تناولنا
الضبابية. المجموعات على العمليات ، الأمثلة من العديد مع الضبابية

علم تعني بذلك وهي دراسة، وتعني Logy و المكان وتعني Top إلى: يا لغو تنقسم يونانية كلمة هي 1الطبولوجيا
المكان[1].
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يات مقدمةالمحتو .1 .0

وأمثلة لتعاريف تطرقنا إذ الفئات ية لنظر العامة المفاهيم بعض ببيان الثاني الباب في شرعنا ثم
التوضيحية، الأمثلة من بالعديد يف التعر وعززنا الفئة يف بتعر قمنا حيث الفئة، ية نظر في أساسية

عليها. الأمثلة بعض وقدمنا ية الفئو التشاكلات عرفنا وكذلك
ية نظر في الأساسية المفاهيم بين من يعتبر إذ الطبيعية يلات التحو مفهوم أخذنا الثالث الباب في
.(Set) المجموعات فئة في عليها أمثلة أعطينا و الشاملة المورفيزمات يف تعر على وعرّجنا الفئات
و الضبابي الطبولوجي الفضاء عرّفنا أن بعد الضبابية الفضاءات فئة ببناء قمنا الرابع الباب في

الفئة. لهذه الثنوي الجداء و الجداء استخرجنا و ، ضبابيا المستمر التطبيق
المنجز. العمل على حوصلة بوضع قمنا العمل نهاية في
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1
(الغامضة) الضبابية المجموعات ية نظر حول تذكير

إلى العنصر إنتماء فكرة على تقوم و ياضية الر الفروع من العديد أصل هي المجموعات ية نظر إن
ية النظر هذه تكون الجزئية ية العضو مفهوم على تقوم التي الحالات في لـكن عدمه، من ما مجموعة
فهي العجز هذا لتغطي الضبابية المجموعات ية نظر انشئت لذلك لها، الدقيق التعبير عن قاصرة
أجل من 1965 سنة في [26] زاده لطفي العالم بإنشائها قام التجريدي الجـبر مجال في ية نظر

. ياضيا ر النسبية الحالات و دقيقة الغير الحالات تمثيل

الضبابية المجموعات 1 .0 .1
[26] [23] [12] [7] .1 يف تعر

: الثنائيات مجموعة أنها على X من A الضبابية المجموعة نعرف خالية، غير مجموعة X ليكن
A= {(x,µA(x)), x ∈X}

9



(الغامضة) الضبابية المجموعات ية نظر حول تذكير .1 باب

: حيث
µA :X Ð→ [0,1]

xz→ µA(x)

X من x عنصر كل بين تربط التي ،µA الإدخال بدالة X من A الضبابية المجموعة تتميز بالتالي، و
نلاحظ ،A الضبابية المجموعة إلى x إنتماء درجة يمثل µA(x) ،I = [0,1] المجال في حقيقي عدد

: المحتملة الثلاث الحالات
.A إلى ينتمي لا x كان إذا ،µA(x) = 0 .1

.A إلى جزئيا ينتمي x كان إذا ،0 < µA(x) < 1 .2
.A إلى تماما ينتمي x كان إذا ،µA(x) = 1 .3

بها المقترنة الإدخال دالة تأخذ أن يمكن كلاسيكية، مجموعة A كانت إذا أنه ملاحظة يمكن
.1 أو 0 القيم

: الحالة هذه في
µA(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1 ; x ∈A.

0 ; x ∉A.

المميزة الدالة مفهوم مع تتطابق التي الإدخال بدالة الضبابية المجموعة تعرف .1 .1 ملاحظة
الكلاسيكي. المنطق في

X من الضبابية المجموعات يف بتعر قاموا ( [24][20][15] (انظر الباحثين من العديد .2
: أنها على

A= {(x,A(x));x ∈X}

.A إلى x العنصر إنتماء درجة يمثل A(x) حيث
: حيث دالة، µA : RÐ→ [0,1] لتكن .1 مثال

µA(x) = ∣ sin(x)∣,∀x ∈ R

.R من ضبابية مجموعة عن عبارة A إذن
: حيث دالة، µB : RÐ→ [0,1] لتكن .2 مثال

µB(n) =
1

1+n
,∀x ∈ R

.N من ضبابية مجموعة عن عبارة B إذن
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(الغامضة) الضبابية المجموعات ية نظر حول تذكير .1 باب

المستمرة بالدالة المعرفة ضبابية مجموعة هي 10 من بكثير الأكبر الحقيقية الأعداد مجموعة إن .3 مثال
: التالية

µD(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 ; x ≤ 10.
x − 10
90

; 10 < x < 100.

1 ;x ≥ 100.

: التالي البياني بالرسم D تمثيل يمكننا

10 من بكثير الأكبر الحقيقية للأعداد الضبابية المجموعة :1 .1 شكل
ذلك و ، الضبابية المجموعات باستخدام الاشخاص عند الصغر نسبة عن التعبير يمكن .4 مثال

كالتالي: C الضبابية المجموعة يف بتعر

µC(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ; 0 ≤ x ≤ 20.
40 −x
20

; 20 < x < 40.

0 .غيره;
صغير. ليس 100 و صغير بالتأكيد معناه 15 الشخص عمر
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(الغامضة) الضبابية المجموعات ية نظر حول تذكير .1 باب

(الغامضة). ضبابية مجموعة و كلاسيكية مجموعة بين الفرق بيانيا التالي الشكل يوضح .5 مثال

(يمين) الضبابية المجموعة و (يسار) الكلاسيكية المجموعة بين الفرق :2 .1 شكل

الضبابية المجموعات على العمليات 2 .0 .1
العمليات فإن الكلاسيكية، المجموعة لمفهوم تعميما اعتباره يمكن الضبابية المجموعة مفهوم أن بما
العمليات هنا نقدم الكلاسيكية العمليات على الموجودة لتلك تعميم هي الضبابية المجموعات على

. الضبابية المجموعات ية نظر في الإستعمال شائعة
( (الإحتواء .2 يف تعر

: كانت إذا فقط و إذا (A ⊆B) B في محتواة A ،X من ضبابيتين مجموعتين B ،A ليكن
µA(x) ≤ µB(x),∀x ∈ X

( (المساواة .3 يف تعر
معناه: إدخالهما دالتا تساوتا إذا B و A الضبابيتين المجموعتين تتساوى

µA(x) = µB(x),∀x ∈ X

لا A أن نقول X من x عنصر أجل من تتحقق لا µA(x) = µB(x) كانت إذا .2 ملاحظة
.B مع تتساوي

(الإتحاد) .4 يف تعر
: بـ يعرف (A ∨B) B و A ضبابيتين مجموعتين إتحاد

µA∨B(x) =max{µA(x),µB(x)},∀x ∈ X

12



(الغامضة) الضبابية المجموعات ية نظر حول تذكير .1 باب

: حيث B و A إتحاد .1 .6 مثال
A= {(1,1); (2,0); (3,0.9); (4,0.1); (5,0.7); (6,0.5)}

B = {(1,0.2); (2,1); (3,0.4); (4,0); (5,0.8); (6,0.2)}

: يعطينا
A ∨B = {(1,1), (2,1), (3,0.9), (4,0,1), (5,0.8), (6,0.5)}

: هو X من x أجل من µB(x) = 0.4 و µA(x) = 0.6 : حيث B و A إتحاد .2
µA∨B(x)= max{0.4,0.6}= 0.6

( (التقاطع .5 يف تعر
: بـ يعرف (A ∧B) B و A ضبابيتين مجموعتين تقاطع

µA∧B(x) = min{µA(x),µB(x)},∀x ∈ X

: حيث B و A تقاطع .1 .7 مثال
A= {(1,1), (2,0), (3,0.9), (4,0.1), (5,0.7), (6,0.5)}

B = {(1,0.2), (2,1), (3,0.4), (4,0), (5,0.8), (6,0.2)}

: هو
A ∧B = {(1,0.2), (2,0), (3,0.4), (4,0), (5,0.7), (6,0.2)}

: هو X من x أجل من µB(x) = 0.4 و µA(x) = 0.6 : حيث B و A تقاطع .2
µA∧B(x) = min{0.4,0.6}= 0.4

المتممة) ) .6 يف تعر
: بـ تعرف (Ac) A ضبابية مجموعة متممة

µAc(x) = 1 −µA(x),∀x ∈ X

: حيث ،X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} من ضبابية مجموعة A لتكن .8 مثال
A= {(1,1), (2,1), (3,0.9), (4,0.6), (5,0.4), (6,0.3), (7,0.2), (8,0.1), (9,0), (10,0)}

: بـ Ac الضبابية المجموعة تعطى
Ac = {(1,0), (2,0), (3,0.1), (4,0.4), (5,0.6), (6,0.7), (7,0.8), (8,0.9), (9,1), (10,1)}
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(الغامضة) الضبابية المجموعات ية نظر حول تذكير .1 باب

[23][12] .7 يف تعر
لكل ،µϕ(x) = 0 : بـ المعرفة و الخالية الضبابية المجموعة إلى للإشارة ϕ الرمز يستعمل .1

.x ∈X
.x ∈X لكل µX(x) = 1 بـ الإدخال دالة تعطى ،X لـ بالنسبة .2

: أن إثباث يمكن الضبابية، المجموعات على للعمليات السابقة يفات التعر من
الضبابية. المجموعات على تجميعيتين و تبديليتين عمليتين الإتحاد و التقاطع .1

... العكس و الإتحاد عملية على يعية توز التقاطع عملية .2
: تتحققان لا التاليتين العمليتين أنه إلا

.µA∨Ac ≠ 1 : أخرى بعبارة ،(A ∨Ac ≠X) الضبابي المنطق في .1
.µA∧Ac ≠ 0 : أخرى بعبارة ،(A ∧Ac ≠ ϕ) الضبابي المنطق في .2

: بـ المعرفتين A2 ،A1 الضبابيتين المجموعتين .9 مثال

µA1(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ; 40 ≤ x < 50.

1 −
x − 50
10

; 50 ≤ x < 60.

0 ; 60 ≤ x ≤ 100.

و

µA2(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 ; 40 ≤ x < 50.
x − 50
10

; 50 ≤ x < 60.

1 −
x − 60
10

; 60 ≤ x < 70.

0 ; 70 ≤ x ≤ 100.

: لدينا

µA1⋁A2(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 ; 40 ≤ x < 50.

1 −
x − 50
10

; 50 ≤ x < 55.
x − 50
10

; 55 ≤ x ≤ 60.

1 −
x − 60
10

; 60 ≤ x ≤ 70.

0 ; 70 < x ≤ 100.

: التالي البياني بالرسم تمثل A1⋁A2
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(الغامضة) الضبابية المجموعات ية نظر حول تذكير .1 باب

A2 و A1 إتحاد :3 .1 شكل

: بـ يعطى A2 و A1 الضبابيتين المجموعتين تقاطع و

µA1⋀A2(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 ; 40 ≤ x < 50.
x − 50
10

; 50 ≤ x < 55.

1 −
x − 50
10

; 55 ≤ x ≤ 60.

0 ; 60 < x ≤ 100.

: بـ يعطى A1 ∧A2 لـ البياني التمثل
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(الغامضة) الضبابية المجموعات ية نظر حول تذكير .1 باب

A2 و A1 تقاطع :4 .1 شكل

: بـ تعطى A1 متممة و

µAc
1
(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 ; 40 ≤ x < 50.
x − 50
10

; 50 ≤ x < 60.

1 ; 60 ≤ x ≤ 100.

: بـ يعطى Ac
1 لـ البياني الرسم
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(الغامضة) الضبابية المجموعات ية نظر حول تذكير .1 باب

A1 متممة :5 .1 شكل
التقاطع و ،C = ∨IAi الإتحاد A = {Ai, i ∈ I} ، الضبابية للمجموعات عام،بالنسبة بشكل

: بـ معرفين ،D = ∧IAi

µC(x) = supI{µAi
(x)},∀x ∈ X

µD(x) = infI{µAi
(x)},∀x ∈ X

التوالي, على Y و X من ضبابيتين مجموعتين B و A لتكن [27] .8 يف تعر
: بـ المعرف و X ×Y من ضبابية مجموعة هو B و A الضبابيتين المجموعتين جداء

µA×B(x,y) =min{µA(x), µB(y)},∀(x,y) ∈ X ×Y

[23][16][12] .9 يف تعر
الصورة إذن ،Y من ضبابية مجموعة B لتكن و تطبيق، f : X Ð→ Y و مجموعتين Y و X لتكن

: حيث ،X من ضبابية مجموعة هو f التطبيق بواسطة B الضبابية للمجموعة العكسية
µf−1(B)(x) = µB(f(x)),∀x ∈ X
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(الغامضة) الضبابية المجموعات ية نظر حول تذكير .1 باب

،Y من ضبابية مجموعة B لتكن و مجموعتين، Y = {d,e, g} و X = {a,b, c} لتكن .10 مثال
B = {(d,0.2), (e,0.7), (g,0.11)} : حيث

: نجد ،f(a) = d,f(b) = d,f(c) = e : بـ f :X Ð→ Y الدالة تعطى
f−1(B) = {(a,0.2), (b,0.2), (c,0.7)}

: لدينا Z من ضبابية مجموعة C و تطبيقين g : Y Ð→ Z و f :X Ð→ Y ليكن [12] .1 ية نظر
(g ○ f)−1(C) = f−1(g−1(C))

: البرهان
: يلي ما نبين أن يكفي

µ(g○f)−1(C)(x) = µf−1(g−1(C))(x),∀x ∈X

: x ∈X ليكن
µ(g○f)−1(C)(x) = µC((g ○ f)(x)) = µC(g(f(x))) = µg−1(C)(f(x)) = µf−1(g−1(C))(x)

منه و
(g ○ f)−1(C) = f−1(g−1(C))

: لدينا ،Y نحو X من دالة f لتكن [12] .2 ية نظر
.Y من B ضبابية مجموعة لكل ،f−1(Y /B) =X/f−1(B) .1

ضبابيتين مجموعين B2 و B1 كل أجل من ،f−1(B1) ⊆ f−1(B2) : لدينا ،B1 ⊆B2 كانت إذا .2
.Y من
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2
الفئات ية نظر في عامة مفاهيم

ونعزز الفئة يف بتعر سنقوم حيث الفئات، ية نظر في أساسية تعاريف نتناول الفصل هذا في
بعض ونقدم ية الفئو والتشاكلات الفئات نعرفّ كما التوضيحية، الأمثلة من بالعديد يف التعر

عليها. الأمثلة

الفئات 1 .2
أمثلة و يف تعر 1 .1 .2

[22](الفئة) .10 يف تعر
: التالية المسلمات ويحقق مجموعتين من مكون ياضي ر كائن هي C الفئة

.a ∈C ونكتب a,b, c...وعناصرها Ob(C) بـ لها ونرمز أشياء من مكونّة الأولى المجموعة *
f ) ونكتب f,g,h... عناصرها Mor(C) بـ لها نرمز 1 مورفيزمات من مكونّة الثانية المجموعة *

الأسهم. أيضا تسمى 1
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الفئات ية نظر في عامة مفاهيم .2 باب

.( C من
: بحيث

.a=Dom(f) ونكتب: f لــ المصدر يسمى a ∈C شيء يوجد f مورفيزم لكل -
.b= Cod(f) ونكتب: f لــ الهدف يسمى b ∈C شيء يوجد f مورفيزم لكل -

a
f
Ð→ b

لذلك: إضافة يتحقق *
حيث: الحيادي2 المورفيزم يسمى و Ida بـ: له نرمز وحيد مورفيزم يوجد a ∈C شيء لكل -

a=Dom(Ida) = Cod(Ida) a
IdaÐ→ a

مصدره g ○f بــ له نرمز وحيد مورفيزم يوجد b g
Ð→ c و a

f
Ð→ b : حيث g و f مورفيزمين لكل -

.c وهدفه a

مايلي: يتحقق أن يجب السابقة الشروط إلى بالإضافة
أجل: من أنه أي تجميعية تكون المورفيزمات على التركيب عملية *

h ○ (g ○ f) = (h ○ g) ○ f لدينا: f : aÐ→ b , g : bÐ→ c , h : cÐ→ d

لدينا: b g
Ð→ c, a

f
Ð→ b أجل: من أي التركيب لعملية بالنسبة حيادي مورفيزم هو Id المورفيزم *

Idb ○ f = f و g ○ Idb = g

المطابق. بالتطبيق كذلك 2ويسمى
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الفئات ية نظر في عامة مفاهيم .2 باب

المنتهية) (الفئات .1 أمثلة
مورفيزمات. وبدون أشياء بدون (الفارغة) الخالية الفئة هي 0 (أ)

. له الحيادي والمورفيزم واحد شيء من المكونة الفئة هي 1 (ب)
. الحيادية) المورفيزمات حساب (دون ومورفيزم شيئين من المكونة الفئة 2 (جـ)
حساب دون يين متواز ومورفيزمين شيئين من المكونة الفئة وهي : (د)

الحيادية. المورفيزمات

. مورفيزمات وثلاثة أشياء ثلاثة من مكونة فئة هي 3 (ه)
والمورفيزمات. الأشياء من منتهي بعدد تتميز المنتهية الفئات فإن وهكذا

المنتهية) غير (الفئات .2 أمثلة
التي: الفئة هي Set الفئة (أ)

كيفية. مجموعات عن عبارة هي أشياؤها -
المجموعات. بين تربط التي التطبيقات عن عبارة هي مورفيزماتها -

: أن نلاحظ أن يمكن إذ
(هدف). وصول مجموعة و انطلاق مجموعة له تطبيق لكل -
بـ: المعرف الحيادي التطبيق يف تعر يمكن A مجموعة لكل -

IdA :A Ð→ A

x z→ IdA(x) = x

تجميعي. وهو دوما معرف التطبيقات تركيب -
التطبيقات. تركيب لعملية بالنسبة حيادي الحيادي التطبيق -
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الفئات ية نظر في عامة مفاهيم .2 باب

(ب)

الفئة مورفيزمات الفئة أشياء الفئة اسم
المستمرة التطبيقات الطبولوجية الفضاءات Top

الخطية التطبيقات الشعاعية الفضاءات V ect

الزمر هوميومورفيزم الزمر Grp

المقلصة الدوال ية المتر الفضاءات Met

الجزئية) [19](الفئة .11 يف تعر
: يلي ما حققت إذا C الفئة من جزئية فئة انها D عن نقول خالية غير كيفية فئة C لتكن

Ob(D) ⊆Ob(C) .1
Mor(D) ⊆Mor(C) .2

فإن لذلك إضافة ،C في المطابقة المورفيزمات ذاتها هي D في الموجودة المطابقة المورفيزمات وأن
.C في المورفيزمات تركيب ذاته هو D في المورفيزمات تركيب

ية) الثنو [19](الفئة .12 يف تعر
الفئة هذه وتتألف Cop بـ لها يرمز والتي C للفئة ية الثنو الفئة نعرف خالية غير كيفية فئة C لتكن

: من
Ob(C) =Ob(Cop) /1

∀f : aÐ→ b ∈C, ∃f ′ : bÐ→ a ∈Cop /2
محققة. التعريف10) في الفئة(المذكورة شروط جميع فإن لذلك إضافة

الصغيرة الفئة 2 .1 .2
الصغيرة) [19](الفئة .13 يف تعر

مورفيزماتها عدد وكان منتهية مجموعات عن عبارة أشياؤها كانت إذا صغيرة أنها الفئة عن نقول
كذلك.
.3 أمثلة

. له الحيادي والمورفيزم واحد شيء من المكونة الفئة هي 1 (ب)
. الحيادية) المورفيزمات حساب (دون ومورفيزم شيئين من المكونة الفئة 2 (جـ)
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الفئات ية نظر في عامة مفاهيم .2 باب

الفئوي التشاكل 2 .2
لفئوى) [22](التشاكل .14 يف تعر

C الفئة بين تربط علاقة أنه على الفئوي التشاكل نعرفّ خاليتين، غير فئتين B ، C لتكن
حيث: T : C Ð→B نكتب: و ،B والفئة
.T (a) ∈B فإن a ∈C شيء كل أجل من -

T (f) : T (a)→ T (b) : B من مورفيزم يوجد C من f : a→ b مورفيزم كل أجل من -
: بحيث

المورفيزم هو T التشاكل بواسطة a للشيء الحيادي المورفيزم صورة أن أي T (Ida) = IdT (a) (أ)
لصورته. الحيادي

الصور تركيب هي T التشاكل بواسطة التركيب صورة أن أي T (f ○ g) = T (f) ○ T (g) (ب)
للتركيب. قابلين g ، f مورفيزمين كل أجل من ذلك و

.4 أمثلة
يلي: كما الفئة هذه على الحيادي التشاكل نعرف C كيفية فئة لتكن الحيادي: التشاكل (1)

.C الفئة على فئوي تشاكل يمثل ID أن ملاحظة وببساطة يمكن
يلي: كما السابقة الفئة على P التشاكل نعرف Set الفئة لتكن (2)
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الفئات ية نظر في عامة مفاهيم .2 باب

حيث:
P(f)(a) = f(a), a ∈ P(A)

الشرطين: يحقق P بأن الملاحظة ويمكن
(1 (ش

(1)
IdP(X) : P(X) Ð→ P(X)

a z→ IdP(X)(a) = a.

لدينا أخرى جهة من (2)
P(IdA) : P(X) Ð→ P(X)

a z→ P(IdA)(a) = IdA(a) = a

.P(IdA) = IdP(X) أن نجد (2) و (1) من

Set من g و f أجل ومن A,B,C ∈ Set من كل أجل من (2 (ش
لدينا: g :B →C و f :A→B حيث:

(3) ∀a ⊂A : P(g ○ f)(a) = (g ○ f)(a) = g(f(a))

(4) ∀a ⊂A : P(g) ○P(f)(a) = g(f(a))

الفئوي. التشاكل يف لتعر الثاني الشرط وهو P(g ○f) = P(g) ○P(f) أن نجد (4) و (3) من
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3
الشاملة المورفيزمات و الطبيعية يلات التحو

هي الفئات ية نظر في ماكلين و أيلامبارج من كل صاغها التي الأساسية المفاهيم بين من إن
سنتعرف ية. الجـبر الطبولوجيا في والمهمة ية الفئو التشاكلات بين تربط التي الطبيعية يلات التحو
من انطلاقا الشاملة المورفيزمات يف تعر على كذلك ونعرجّ المفهوم هذا على الفصل هذا في

القطري. الفئوي التشاكل

الطبيعية يلات التحو 1 .3
الطبيعي) يل (التحو [22] .15 يف تعر

نعرف .D نحو C من معرفين يين فئو تشاكلين G و F وليكن خاليتين غير فئتين D و C لتكن
F التشاكلين بين يربط الذي المورفيزم أنه أيضا T عن (نقول G نحو F من T الطبيعي يل التحو

يلي: كما (G و
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الشاملة المورفيزمات و الطبيعية يلات التحو .3 باب

TA : F (A)Ð→G(A) حيث: D الفئة من وحيد مورفيزم يوجد A ∈C شيء كل أجل من -
لدينا: C من f :AÐ→B مورفيزم كل أجل من -

G(f) ○ TA = TB ○F (f)

تبادلي: التالي 1 المخطط معناه

.11 مثال
إلى E شعاعي فضاء كل ينقل الذي ∗∗ : V ectK Ð→ V ectK التالي الفئوي التشاكل ليكن
f∗ أنّ نذكرّ ) f∗∗ به الخاص الأثر أثر إلى f خطي تطبيق وكل به الخاص E∗∗ المضاعف الثنوي
التشاكل من معرف ( الأسفل في i بـ له يرمز ) طبيعي يل تحو يوجد ،(f∗(l) = l ○ f بـ معرف

بالعلاقة: والمعرف . ** الفئوي التشاكل نحو 1 : V ectK Ð→ V ectK الحيادي

تبادلي: التالي المربع f : E Ð→ F خطي تطبيق كل أجل من أنه حيث

المسارات جميع فيه وتكون مسارات) ) والمورفيزمات (نقاط) الأشياء مجموعة يشمل مخطط هو التبادلي المخطط 1

يكون لا قد المخطط البنية. حيث من النتيجة نفس إلى تؤديّ والنهاية البداية نقاط نفس من المخطط في المتجهة
النتيجة. نفس يعطي لا المخطط في المختلفة المسارات تركيب أن أي تبادلياً،

26



الشاملة المورفيزمات و الطبيعية يلات التحو .3 باب

المثال شرح
V ∈ V ectK ↝ V ∗ = {h : V Ð→ K, خطي h}

[4] .3 ية نظر
.W نحو V من خطي تطبيق f كان إذا

f : V Ð→W

يلي: كما معرف f∗ بــ له نرمز f لــ ثنوي تطبيق يوجد فإنه
خطي f∗ :W ∗ Ð→ V ∗

حيث:
f∗(h) = h ○ f

V
f
Ð→W

hÐ→ K

F ≡ ∗ الفئوي التشاكل نعرف : ً أولا

التشاكل: شرطي من -التحقق

F (1V )
?
= 1F (V ) ش1/

F (1V ) : V ∗ Ð→ V ∗

h z→ F (1V )(h) = h ○ 1V = h

ومنه
F (1V )(h) = h

F (1V ) = 1F (V ) إذن:
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الشاملة المورفيزمات و الطبيعية يلات التحو .3 باب

F (f ○ g) ?
= F (f) ○F (g) ش2/

V V ∗

W W ∗

F F ∗

g g∗(m)=m○g

f f∗(l)=l○f

F ∗
f∗

Ð→W ∗ g∗

Ð→ V ∗

(أ)
g∗ ○ f∗ : F ∗ Ð→ V ∗

l z→ (g∗ ○ f∗)(l) = g∗ ○ (f∗(l)) 3
= g∗(l ○ f) 3

= l ○ f ○ g

أخرى جهة من
(ب)

V V ∗

F F ∗

f○g (f○g)∗(l) 3
=l○(f○g)=l○f○g

نجد: (ب) و (أ) من
F (f ○ g) = F (f) ○F (g), ((f ○ g)∗ = f∗ ○ g∗)

فئوي. تشاكل يمثل F ≡ ∗ ومنه
تشاكل كذلك هو ∗∗ أن على البرهان في يساعدنا لـكي فئوي تشاكل Fبأنه ≡ ∗ أن على برهنا

فئوي.
ثانياً:

[9] .4 ية نظر
بالشكل معرف ηV (طبيعي) قانوني خطي تطبيق يوجد فإنه شعاعي فضاء V كان إذا

التالي:
η : V Ð→ V ∗∗

v z→ ηV (v)(h) = h(v) ∈ K
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الشاملة المورفيزمات و الطبيعية يلات التحو .3 باب

: يلي كما المعرف ∗∗ : V ectK Ð→ V ectK أن برهان -

حيث: فئوي، تشاكل هو
f∗∗ = h ○ f∗

W ∗ f∗

Ð→ V ∗
h∗Ð→ K

الشروط: التحقق
ش1/

V V ∗∗

V V ∗∗

1V (1V )∗∗(h)
3
=h○(1V )∗=h

ش2/
(g ○ f)∗∗ ?

= g∗∗ ○ f∗∗

V
f
Ð→W

g
Ð→ F

(أ)
V V ∗∗

F F ∗∗

g○f (f○g)∗∗(h) 3
=h○(f○g)∗=h○f∗○g∗

(ب)
(g∗∗ ○ f∗∗)(h) = g∗∗(f∗∗(h))

3
= g∗∗(h ○ f∗)
3
= (h ○ f∗) ○ g∗

= h ○ f∗ ○ g∗

29



الشاملة المورفيزمات و الطبيعية يلات التحو .3 باب

نجد (ب) و (أ) من
(g ○ f)∗∗ = g∗∗ ○ f∗∗

∗∗ إلى 1V ectK
من طبيعي يل تحو η أن إثبات ثالثاً:

V

W

f

V V ∗∗

W W ∗∗

η
V

f f∗∗

ηW

هل
f∗∗ ○ ηV

�
= ηW ○ f

f∗∗ ○ ηV : V Ð→ W ∗∗

v z→ (f∗∗ ○ ηV )(v)

لدينا: h :w Ð→K و v ∈ V أجل من
(f∗∗ ○ ηV )(v)(h) = (f∗∗(ηV (v))(h)

3
= (ηV (v) ○ f∗)(h)
3
= (ηV (v))(h ○ f)
4
= (h ○ f)(v) = h(f(v))

4
= ηW (f(v))(h)

= (ηW ○ f)(v)(h)

f∗∗ ○ ηV = ηW ○ f

. ** نحو 1V ectK
من طبيعي يل تحو η وعليه

التوضيحي. المخطط شرح
E من x أن الواضح من .1

.f(x) ∈ F نجد عموديا الصورة بتطبيق .2
أفقيا الصورة بتطبيق .3

iE(x) ∈ E∗∗ ↝ iE(x) : E
∗ Ð→ K

iE(x) : E
∗ Ð→ K

l z→ iE(x)l
4
= l(x)
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الشاملة المورفيزمات و الطبيعية يلات التحو .3 باب

أفقيا f(x) صورة بتطبيق .4
iE(f(x)) : F

∗ Ð→ K

l z→ iE(f(x))(l) = l(f(x))

التشاكلات) (فئة [22] .16 يف تعر
بـ: لها رمز والتي D إلى C من التشاكلات فئة نعرفّ خاليتين. غير فئتين D و C لتكن

يلي: كما DC = funct(C,D)

.D و C الفئتين بين ية الفئو التشاكلات هي DC الفئة أشياء •
الطبيعية. يلات التحو هي المورفيزمات •

القطري الفئوي التشاكل 2 .3
بالشكل ∆ القطري الفئوي التشاكل نعرفّ صغيرة، فئة J و كيفية فئة C لتكن .17 يف تعر

الآتي:

و (∀i ∈ J,∆(c)(i) = c و ∀l ∈ J ∆(c)(l) = 1c) الثابت الفئوي التشاكل هو ∆(c) : J Ð→ C

.i ∈ J كل أجل fمن بـ المعرفّ الطبيعي يل التحو هو ∆(f) :∆(c)Ð→∆(c′)

التالي: بالمخطط ذلك نوضح
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الشاملة المورفيزمات 3 .3
الشامل) [22](المورفيزم .18 يف تعر

الفئوي التشاكل نحو c من الشامل المورفيزم نعرفّ ،c ∈ C و فئوي تشاكل S : D Ð→ C ليكن
حيث: ⟨r,u⟩ الزوج أنه على S

r ∈D , u : cÐ→ Sr من C

(d ∈D ,f : cÐ→ Sd من C) حيث: ⟨d,f⟩ آخر زوج كل أجل من ويحقق
حيث: f ′ : r Ð→ d وحيد مورفيزم يوجد

Sf ′ ○u= f

التالي: بالمخطط ذلك نوضح

الشامل. المورفيزم عنصر هو r السابق يف التعر في .19 يف تعر
كيفية لفئة الجداء و الثنوي الجداء 1 .3 .3

⟨A,B⟩ للشيء شامل مورفيزم هو C فئة من B و A لشيئين (Co − product) الثنوي -الجداء
يلي: كما المعرف ∆ القطري نحوالتشاكل C ×C في
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الثنوي) الشامل [22](المورفيزم .20 يف تعر
(المورفيزم c نحو S من الشامل المورفيزم نعرفّ .c ∈ C و فئوى تشاكل S : D Ð→ C ليكن

حيث: ⟨r,v⟩ الزوج أنه على الثنوي) الشامل
r ∈D,v : Sr Ð→ c من C

وحيد مورفيزم يوجد (d ∈D,f : Sd Ð→ c ∈ C) حيث: ⟨d,f⟩ زوج كل أجل من يحقق الذي
حيث: f ′ : dÐ→ r

v ○Sf ′ = f

التالي: بالمخطط ذلك نوضح

الشامل. المورفيزم عنصر ثنوي أنه على r نعرف السابق يف التعر في .21 يف تعر
.12 مثال

. (Co − product) ثنوي هو C لفئة B و A للشيئين (Product) الجداء
المجموعات لفئة الجداء و الثنوي الجداء 2 .3 .3

: لدينا Set الفئة في
لهما. المنفصل الجمع هو B و A للمجموعتين الثنوي الجداء عنصر -1

لهما. الديكارتي الجداء هو B و A للمجموعتين الجداء عنصر -2
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4
الطبولوجية الفضاءات لفئة الثنوي الجداء و الجداء

الضبابية

استخدم و ،[12] 1968 سنة بحثه في الضبابية الطبولوجيا مفهوم أدخل من أول شونغ العالم
المجموعات من أسرة الكلاسيكية) الحالة (في X من الجزئية المجموعات من أسرة عن عوضا

.X من الضبابية
شونغ، حسب ضبابيا المستمر التطبيق و الضبابية الطبولوجيا يف تعر بإعطاء الباب هذا في نقوم
باستخراج نشرع بعدها ،CF-TOP بـ لها نرمز التي و الطبولوجية الفضاءات فئة ببناء نقوم ثم

. الفئة لهذه الثنوي الجداء و الجداء

أمثلة و تعاريف 1 .4
[12] .22 يف تعر

المجموعات من أسرة بأنها X على T الضبابية الطبولوجيا نعرف خالية، غير مجموعة X لتكن
: حيث X من الضبابية
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الضبابية الطبولوجية الفضاءات لفئة الثنوي الجداء و الجداء .4 باب

.∅, X ∈ T .1
.A1⋀A2 ∈ T فإن ،A1, A2 ∈ T كانت إذا .2

كيفية. مجموعة عن عبارة I ،⋁
I

Ai ∈ T فإن ,i ∈ I لكل Ai ∈ T كانت إذا .3
(CF-TOP) : بـ له نرمز و الضبابي الطبولوجي الفضاء (X,T ) الثنائية نسمي

المفتوحة. الضبابية المجموعات تسمى T عناصر ∗
مفتوحة. ضبابية مجموعة متممتها كان إذا مغلقة أنها ضبابية مجموعة عن نقول ∗

(ضعيفة). ضبابية طبولوجيا هي ،T = {∅, X} .1 .13 مثال
(X من الضبابية المجموعات جميع تحوي T ية( قو ضبابية طبولوجيا هي T = IX الطبولوجيا .2

: نجد A= {(x,0.6), (y,0.3)},B = {(x,0.2), (y,0.7)} و X = {x,y} ليكن .14 مثال
A⋀B = {(x,0.2), (y,0.3)}

و
A⋁B = {(x,0.6), (y,0.7)}

الأسرة:
T = {∅,X,A,B,A⋀B,A⋁B}

.X على ضبابية طبولوجيا عن عبارة
[16] [12] .23 يف تعر

τ2 من أقوى τ1 الطبولوجيا ،X على ضبابيتين طبولوجيتين τ2 و τ1 و خالية غير مجموعة X لتكن
.τ1 من أضعف τ2 أن الحالة هذه في كذلك نقول τ2 ⊆ τ1 كانت إذا

[18] [13] [12] .24 يف تعر
أن نقول تطبيق، f : (X,T ) Ð→ (Y,U) و ضبابيان طبولوجيان فضاءان (Y,U) و (X,T ) ليكن
بواسطة Y من مفتوحة ضبابية مجموعة لكل العكسية الصورة كانت إذا ، ضبابيا مستمر تطبيق f

.X من مفتوحة ضبابية مجموعة هي f التطبيق
و ، ضبابي طبولوجي فضاء (Y,τY ) و متقطع ضبابي طبولوجي فضاء (X,IX) لتكن .15 مثال

ضبابيا. مستمر يكون f التطبيق إذن ، كيفي تطبيق f : (X,IX)Ð→ (Y,τY ) ليكن
الإدخال لدوال µ′ و µ لـ نرمز ، ضبابيان طبولوجيان فضاءان (X,γ) و (X,τ ) ليكن .16 مثال

التوالي. على τ ′ و τ لعناصر
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الضبابية الطبولوجية الفضاءات لفئة الثنوي الجداء و الجداء .4 باب

γ من أقوى τ كان إذا فقط و إذا ضبابيا مستمر idX : (X,τ )Ð→ (X,γ) المطابق التطبيق
: لدينا ،γ في مفتوحة ضبابية مجموعة B لتكن و ،γ من أقوى τ أن لنفرض ∗

،γ ⊆ τ أن بما ،id−1X (B) =B إذن ،µid−1
X

(B)(x) = µ′BidX(x) = µ′B(x)

ضبابيا. مستمر idX : بالتالي و id−1X (B) =B ∈ τ فإن
: لدينا ،B ∈ γ و ضبابيا مستمر idX كان إذا المقابل، في

.γ من أقوى τ و ،γ ⊆ τ إذن .B = id−1X (B) ∈ τ

تشكل الضبابية المستمرة التطبيقات و CF-TOP الضبابية الطبولوجية الفضاءات .25 يف تعر
.CF-TOP بـ لها نرمز و الضبابية الطبولوجية الفضاءات فئة تسمى فئة

الضبابية الطبولوجية الفضاءات لفئة الثنوي الجداء و الجداء 2 .4
(Co-product) الثنوي الجداء 1 .2 .4

لعناصر الإدخال لدوال µ′ و µ لـ نرمز ،(X1, τ1), (X2, τ2) ∈ CF − TOP ليكن .26 يف تعر
: التالي النحو على يعرف (X2, τ2) و (X1, τ1) لـ المنفصل الجمع التوالي، على τ2 و τ1

(X1, τ1)�(X2, τ2) = (X1�X2, τX1
X2)

: حيث
X1�X2 = {X1 × {1}} ∪ {X2 × {2}}

و
τX1
X2 = {θ, X1�X2 من ضبابية {θمجموعة

: بـ تعرف τX1
X2 لعناصر الإدخال دوال
(µ�µ′)θ :X1�X2 Ð→ [0,1]

(x,k)z→ (µ�µ′)θ(x,k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

µφ−1
1

(θ)(x) ; k = 1

µ′
φ−1

2
(θ)

(x) ; k = 2

: حيث
φ1 : (X1, τ1)Ð→ (X1�X2, τX1
X2)

xz→ φ1(x) = (x,1)

و
φ2 : (X2, τ2)Ð→ (X1�X2, τX1
X2)

xz→ φ2(x) = (x,2)
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ضبابي. طبولوجي فضاء هو (X1�X2, τX1
X2) المنفصل الجمع .1 خاصية
: لدينا (1) برهان.

(µ�µ′)∅(x,k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

µφ−1
1

(∅)(x) ; k = 1

µ′
φ−1

2
(∅)(x) ; k = 2

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

µ∅(x) ; k = 1

µ′∅(x) ; k = 2
= 0. (a)

(µ�µ′)X1
X2(x,k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

µφ−1
1

(X1
X2)
(x) ; k = 1

µ′
φ−1

2
(X1
X2)

(x) ; k = 2

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

µX1(x) ; k = 1

µ′X2
(x) ; k = 2

= 1.

(b)

.∅, X1�X2 ∈ τX1
X2 إذن
بـ إدخالها لدوال نرمز ،X�X ′ من ضبابية مجموعة θ1⋀θ2 ،θ1, θ2 ∈ τX1
X2 لتكن (2)

: لدينا ضبابيتين مجموعتين تقاطع يف تعر حسب ،λθ1⋀θ2

λθ1⋀θ2 :X�X ′ Ð→ [0,1]

(x,k)z→ λθ1⋀θ2(x,k) =min{λθ1(x,k),λθ2(x,k)}

: حالتين لدينا نميز
: لدينا ،k = 1 كانت إذا :(1) حالة

λθ1⋀θ2(x,1) =min{λθ1(x,1),λθ2(x,1)}=min{(µ�µ′)θ1(x,1), (µ�µ′)θ2(x,1)}

=min{µφ−1
1

(θ1)
(x), µφ−1

1
(θ2)

(x)}= µφ−1
1

(θ1)⋀φ−1
1

(θ2)
(x) = µφ−1

1
(θ1⋀θ2)

(x).

: أن نثبت يقة الطر بنفس :(2) حالة
λθ1⋀θ2(x,2) = µ′

φ−1
1

(θ1⋀θ2)
(x)

: أي
λθ1⋀θ2(x,k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

µφ−1
1

(θ1⋀θ2)
(x) ; k = 1

µ′
φ−1

2
(θ1⋀θ2)

(x) ; k = 2

.θ1⋀θ2 ∈ τX1
X2 : إذن
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: بـ إدخالها لدوال نرمز ،X�X ′ من ضبابية مجموعة ⋁
h∈△

θh ،θh ∈ τX1
X2, ∀h ∈∆ لتكن (3)
: لدينا الضبابية المجموعات اتحاد يف تعر حسب ،λ⋁h∈△ θh

λ⋁h∈△ θh :X�X ′ Ð→ [0,1]

(x,k)z→ λ⋁h∈△ θh(x,k) = suph∈△{λθh(x,k)}

: حالتين نميز
: فإن ،k = 1 : كان إذا :(1) الحالة

λ⋁h∈△ θh(x,1) = suph∈△{λθh(x,1)}= suph∈△{(µ�µ′)θh(x,1)}

= µ⋁h∈△φ−1
1

(θh)
(x) = µφ−1

1
(⋁h∈△ θh)

(x)

: أن نثبت يقة الطر بنفس :(2) حالة
λ⋁h∈△ θh(x,2) = µ′

φ−1
2

(⋁h∈△ θh)
(x)

: أي
λ⋁h∈△ θh(x,k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

µφ−1
1

(⋁h∈△ θh)
(x) ; k = 1

µ′
φ−1

2
(⋁h∈△ θh)

(x) ; k = 2

.⋁
h∈△

θh ∈ τX1
X2 : إذن

ضبابيا. مستمرين تطبيقين هما φ2 و φ1 التطبيقان .2 خاصية
ضبابيا. مستمر تطبيق φ1 أن لنبين برهان.

بـ نرمز حيث ،X1 من ضبابية مجموعة هو φ1 بالتطبيق θ لـ العكسية الصورة ،θ ∈ τX1
X2 ليكن
: لدينا إدخالها، لدالة λφ−1

1
(θ)

λφ−1
1

(θ)(x) = λθ φ1(x) = (µ�µ′)θ(x,1) = µφ−1
1

(θ)(x)

ضبابيا. مستمر هو φ1 : بالتالي و φ−11 (θ) ∈ τ1. : إذن
ضبابيا. مستمر تطبيق هو φ2 أن نبرهن يقة الطر بنفس

ضبابيا مستمرين تطبيقين g : (X2, τ2) Ð→ (C,τC) و f : (X1, τ1) Ð→ (C,τC) ليكن .5 ية نظر
h : (X1�X2, τX1
X2)Ð→ (C,τC) تطبيق يوجد فإنه ،(τC عناصر إدخال لدوال µ′′ لـ (نرمز

ضبابيا، مستمر
. g = h ○φ2 و f = h ○φ1 حيث

38
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: بـ h التطبيق نعرف برهان.
h : (X1�X2, τX1
X2) Ð→ (C,τC) (1)

(x,k) z→ h(x,k) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

f(x) ; k = 1

g(x) ; k = 2

.g = h ○φ2 و ,f = h ○φ1 : الواضح من ⋆
: لدينا ،(9) يف التعر حسب ،θk ∈ τC ليكن

λh−1(θk)(x,k) = λθkh(x,k) = µ′′θkh(x,k) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

µ′′θkf(x) ; k = 1

µ′′θkg(x) ; k = 2

: فإن ضبابيا مستمران g و f أن بما

λh−1(θk)(x,k) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

µf−1(θk)(x) ; k = 1

µ′
g−1(θk)

(x) ; k = 2

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

µ(h○φ1)−1(θk)(x) ; k = 1

µ′
(h○φ2)−1(θk)

(x) ; k = 2

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

µφ−1
1

(h−1(θk))
(x) ; k = 1

µ′
φ−1

2
(h−1(θk))

(x) ; k = 2

ضبابيا. مستمر h منه و ،h−1(θk) ∈ τX1
X2 إذن
لـ (Co-product) الثنوي الجداء عنصر ،(X1, τ1), (X2, τ2) ∈ CF − TOP ليكن .1 نتيجة

.((26) يف (تعر (X1, τ1)�(X2, τ2) الضبابي الفضاء هو (X2, τ2) و (X1, τ1)

ضبابي. طبولوجي فضاء هو (X1�X2, τX1
X2) ،(1) الخاصية حسب برهان.
. (2) الخاصية خلال من ضبابيا مستمرين φ2 و φ1 ∗

فإنه ، ضبابيا مستمرين تطبيقين g : (X2, τ2) Ð→ (C,τC) و f : (X1, τ1) Ð→ (C,τC) ليكن ⋆
.((5) ية (نظر ،f = h○φ1, g = h○φ2 يحقق ،(1) بالعلاقة معرف h ضبابيا مستمر تطبيق يوجد

:h وحدانية برهان
و f = h′ ○ φ1 : حيث ضبابيا مستمر آخر تطبيق h′ : (X1�X2, τX1
X2) Ð→ (C,τC) ليكن

: لدينا ،g = h′ ○φ2

(h′ ○φ1)(x) = h′(φ1(x)) = h′(x,1) = f(x)

و
(h′ ○φ2)(x) = h′(φ2(x)) = h′(x,2) = g(x)

وحيد. h : بالتالي و
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(Product)الجداء 2 .2 .4
δ1 للعناصر µ′ و µ الإدخال لدوال نرمز ،(X1, δ1), (X2, δ2) ∈ CF − TOP ليكن .27 يف تعر

: بـ τX1×X2 نعرف التوالي، على δ2 و
τX1×X2 = {θ , (θ1)i ∈ δ1, (θ2)i ∈ δ2, θ = ⋁

i∈I
((θ1)i×(θ2)i)الشكل على منX1×X2تكتب ضبابية مجموعة θ}

: بـ معرفة τX1×X2 عناصر إدخال دوال
(µ ×µ′)θ(x,y) = supi∈I{min{µ(θ1)i(x),µ

′
(θ2)i

(y)}}, ∀ (x,y) ∈X1 ×X2

[10] .3 خاصية
. ضبابي طبولوجي فضاء هو (X1 ×X2, τX1×X2) الفضاء

[10] .4 خاصية
: حيث ضبابيا مستمران P2 و P1 التطبيقين

P1 : (X1 ×X2, τX1×X2)Ð→ (X1, δ1)

(x,y)z→ P1(x,y) = x

P2 : (X1 ×X2, τX1×X2)Ð→ (X2, δ2)

(x,y)z→ P2(x,y) = y

[10] .6 ية نظر
.X1 ×X2 نحو Y من دالة f لتكن و ضبابي طبولوجي فضاء (Y,τY ) لتكن
. ضبابيا مستمران P2 ○ f و P1 ○ f كانت إذا فقط و إذا ضبابيا مستمر f

و (X1, δ1) لـ (Product) الجداء عنصر .(X1, δ1), (X2, δ2) ∈ CF − TOP ليكن .2 نتيجة
.(27 (تعريف (X1 ×X2, τX1×X2) الضبابي الطبولوجي الفضاء هو (X2, δ2)

، ضبابيا مستمران تطبيقين g : (C,δ3) Ð→ (X2, δ2) و f : (C,δ3) Ð→ (X1, δ1) ليكن برهان.
: بـ يعرف ضبابيا مستمر h وحيد تطبيق يوجد فإنه

h : (C,δ3)Ð→ (X1 ×X2, τX1×X2)

xz→ h(x) = (f(x), g(x)),

.g = P2 ○h و f = P1 ○h : أن الواضح من
ضبابيا. مستمر تطبيق h ، (6) ية النظر من ⋆
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:h بالوحدانية برهان
،f = P1 ○ h′ : حيث ضبابيا مستمر آخر تطبيق h′ : (C,δ) Ð→ (X1 ×X2, τX1×X2) ليكن

.g = P2 ○h′

: لدينا ،h′(x) = (a,b) : أن نفرض
a= P1(a,b) = (P1 ○h′)(x) = f(x)

b= P2(a,b) = (P2 ○h′)(x) = g(x)

وحيد. h فإن بالتالي و ،h′(x) = (f(x), g(x)) = h(x) : إذن
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ية جبر بنى دراسة في جديدة آفاق لنا يفتح الضبابي المنطق إلى الكلاسيكي المنطق من الإنتقال إن
من بعض دراسة و الضبابية الطبولوجية الفضاءات فئة ببناء المتواضع بحثنا في قمنا قد و جديدة،

لها. الثنوي الجداء و الجداء إيجاد في تمثلت ية الجـبر و الطبولوجية خواصها
الطبولوجي الفضاء أهمها الجديدة ياضية الر المفاهيم من العديد معرفة من تمكنا المذكرة هذه خلال من
ضبابيين طبولوجيين فضائين بين الجداء شكل على تعرفنا ثم ضبابيا المستمر التطبيق كذا و الضبابي
قدمها التي الشروط تحقق ضبابية بطبولوجيا مزود كلاسيكيتين مجموعتين بين ديكارتي جداء أنه إذ
حيث ضبابيين طبولوجيين فضائين بين المنفصل الجمع على تعرفنا لذلك إضافة ،1968 سنة شونغ

ضبابية. بطبولوجيا مزود كلاسيكيتين مجموعتين بين منفصل جمع يمثل أنه
الأنبياء خاتم على السلام و الصلاة و العالمين رب لله الحمد و يرضاه و يحبه لما يوفقنا أن الله نسأل

جميعا. صلاحنا فيه لما ياكم إ و الله وفقنا المرسلين، و
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