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Abstract

The objective of this work is to establish the existence and uniqueness of the solution of the

following problem :



ρ1φtt − k(φxx + ψx) = 0, (x, t) ∈ (0, L) × (0,∞),

ρ2ψtt − δψxx + k(φx + ψ) +
∫ ∞

0
g(s)ψxx(t− s)ds = 0, (x, t) ∈ (0, L) × (0,∞),

φx(0, t) = φx(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, t ∈ (0,∞),

φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x, 0), x ∈ (0,∞),

(P )

where φ is the longitudinal displacement of the beam, ψ is the rotation angle of the filament

of the beam, δ and k are two positive constants, while φ0 and φ1 are two given functions.

We are also interested in studying the general energy decay associated with (P ) using the muil-

tiplier method.

Keywords : Timoshenko system, Multipliers method, Memory term, Dissipative energy,

General energy deeay.
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Résumé

L’objectif de ce travail est d’établir l’existence et l’unicité deivant :



ρ1φtt − k(φxx + ψx) = 0, (x, t) ∈ (0, L) × (0,∞),

ρ2ψtt − δψxx + k(φx + ψ) +
∫ ∞

0
g(s)ψxx(t− s)ds = 0, (x, t) ∈ (0, L) × (0,∞),

φx(0, t) = φx(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, t ∈ (0,∞),

φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x, 0), x ∈ (0,∞),

(P )

où φ est le déplacement longitudinal de la poutre, ψ est l’angle de rotation du filament de la

poutre, soient δ, k deux constantes positives, φ0 et φ1 sont deux fonctions données.

Nous nous intéressons aussi à l’étude de la décroissance générale de l’énergie associée au (P )

en utilisant la méthode des multiplicateurs.

Mots-clés : Système de Timoshenko, Méthode des multiplicateurs, Terme de mémoire,

Energie dissipative, Décroissance générale de l’énergie
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ملخـــــــــــص

: التӯليך ଒ቅᇱشཱྀྑဳ ؗाاۼ ووոฤاஸࣺך وجڔد إӯँாت هڔ العمؗ هշا مذ اո੏ੋف


ρ1φtt − k(φxx + ψx) = 0, (x, t) ∈ (0, L) × (0,∞),

ρ2ψtt − δψxx + k(φx + ψ) +
∫ ∞

0
g(s)ψxx(t− s)ds = 0, (x, t) ∈ (0, L) × (0,∞),

φx(0, t) = φx(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, t ∈ (0,∞),

φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x, 0), x ∈ (0,∞),

(P )

و φ0 مڔجبך، ௐவثڔا k ،δ وليكذ اဥ်وران، يך زاو ᄙᄉ ψ ܟܥܪومך، الطڔليך اࣇ࣋زاฤך ᄙᄉ φ ԓحي
معطӯت. دوال φ1

اࣀࣄضӯعفӯت. يقך طي Ӯ໗ستعمӯل (P ) لـ اࣀࣄيافػ ᇷᇱطӯقך العӯم اࣇଂ૽ี႟ႛ࣋ل ޭ߈راسך ӯأيض ᇥᑅتمڔن ೜ඹذ

اࣇଂ૽ี႟ႛ࣋ل اࣀࣄبոدة، الطӯقך اဥ္اષજة، مصطل֤ اࣀࣄضӯعفӯت، يقך طي ௺యఓشنكڔ، نظӯم الكلماتالمفتاحية:
ᇷᇱطӯقך. العӯم
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Introduction

En mécanique, les mouvements vibratoires sont néfastes pour les structures. Pour réduire

les effets de ces vibrations, nous pouvons utiliser plusieurs techniques, tel que la stabilisation

qui atténue les vibrations par rétroaction (Feed-back).

Le problème de stabilisation auquel nous intéressons revient à déterminer le comportement

asymptotique de l’énergie que l’on note E(t) en étudiant sa limite. Si la limite est nulle, on

donne une estimation de la vitesse de la décroissance de l’énergie vers zéro. Il se trouve trois

types de stabilisations qu’ils sont obligatoirement étudiés :

1. Stabilité forte : E(t) 7−→ 0, lorsque t 7−→ ∞.

2. Stabilité exponentielle : E(t) ≤ Ce−βt,∀t > 0, et C > 0.

3. Stabilité polynomiale : E(t) ≤ Ct−α,∀t > 0, et C, α > 0.

En 1921, Timoshenko introduit le système suivant :

 ρφtt = k(φx − ψ)x, dans (0, L) × R+,

Iρψtt = (EIψx)x + k(φx − ψ), dans (0, L) × R+,
(1)

où φ est le déplacement transversal de la poutre, et ψ est l’angle de rotation du filament de

la poutre. Les coefficients ρ, Iρ, E, I et k sont respectivement la masse volumique, le moment

d’inertie polaire d’une section transversale, le module d’élasticité de Young, le moment d’inertie

d’une section transversale et le module de cisaillement.

Plusieurs auteurs ont introduit différents types de mécanismes dissipatifs agissant soit dans

une partie du domaine ou soit à la frontière pour stabiliser le système (1), et plusieurs résultats

concernant la décroissance uniforme et asymptotique de l’énergie ont été établis. Nous pouvons

renvoyer le lecteur à [4, 5].
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Kim et Renardy [15] ont considéré (1) avec deux contrôles au bord de la forme

 αρφt(L, .) − k(φx − ψ)L,. = 0, ∀t ∈ R+,

βIρψt(L, .) + (EIψx) = 0, ∀t ∈ R+.
(2)

Ils ont utilisé la méthode des multiplicateurs pour obtenir un résultat de la décroissance expo-

nentielle de l’énergie du problème (1)-(2).

Dans [9], A.Guesmia et S. Messaoudi ont considéré le système suivant :


ρ1φtt(x, t) − k(φx(x, t) + ψ(x, t))x = 0,

ρ2ψtt(x, t) − δψxx(x, t) + k(φx(x, t) + ψ(x, t)) +
∫ +∞

0
g(s)ψxx(x, t− s) ds = 0,

(3)

où (x, t) ∈ (0, L) × R+, L, ρ1, ρ2, k, b sont des constantes positives, et g est une fonction de

classe C2 satisfaisant pour certaines constantes k0, k1, k2 > 0,

−k0g(t) ≤ g′(t) ≤ −k1g(t) et | g′′(t) |≤ k2g(t), ∀t ∈ R+, b−
∫ ∞

0
g(s) ds > 0.

Les auteurs ont montré que la dissipation donnée par le terme mémoire
∫ t

0
g(t − s)ψ(s) ds

est suffisamment fort pour stabiliser le système exponentiellement si seulement si les vitesses

des ondes sont égales
(
k

ρ1
= δ

ρ2

)
. Ils ont également prouvé que l’énergie des solutions décroît

polynomialement, dans le cas où les vitesses des ondes sont différentes
(
k

ρ1
̸= δ

ρ2

)
.

Dans ce travail, nous nous intéressons à étudier le système de Timoshenko (3) avec les

conditions aux limites et initiales :
 φx(0, t) = φx(L, t) = ψt(0, t) = ψt(L, t) = 0, t ∈ R+,

φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x, 0), x ∈ (0, L),
(4)

où g est la fonction de relaxation vérifiant les conditions suivantes :

— (H1) g : R+ → R+ est une fonction décroissante de classe C1 satisfaisant

l = δ −
∫ ∞

0
g(s) ds > 0, g(0) > 0,
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— (H2) Il existe une fonction différentiable non croissante η : R+ → R+ satisfaisant

g′(t) ≤ −η(t) g(t), ∀ ≥ 0.

Le but de notre travail est étudier principalement l’existence et l’unicité de la solution du

problème (3)-(4), montrer également la décroissance générale de l’énergie en appliquant la

méthode des multiplicateurs.

Pour arriver à réaliser ces objectifs qu’il est nécessaire de répartir notre travail en trois chapitres.

— Dans le premier chapitre, nous présentons des définitions et des théorèmes très utiles.

— Quand aux deuxième chapitre, nous montrons l’existence et l’unicité de la solution du

système considéré, en utilisant la méthode standard de Faedo-Galerkin.

— Enfin, dans le dernier chapitre nous utilisons la méthode des multiplicateurs pour prouver

notre résultat de la décroissance générale de l’énergie.
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Chapitre I

Préliminaire

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions essentielles concernant les espaces de

Sobolev et aussi certains résultats sur les inégalités classiques qui nous seront utiles par la suit

dans notre mémoire .

I.1 Espace de Lebesgue LP (I)

Soit a < b, I =]a, b[ et un intervalle dans R (pas forcément borné) et 1 ≤ p ≤ +∞.

Appelons espace de Lebesgue Lp(I), l’espace

Lp(I) =
{
u : I → R, u mesurable et

∫
I
|u(x)pdx < +∞

}
,

muni d’une norme

∥u∥Lp=
(∫ b

a
|u(x)|pdx

) 1
p

.

Si p = +∞, l’espace de Lebesgue L∞(I) est définie par

L∞(I) = {u : I → R, u mesurable et il existe une constante C telle que |u|< C p.p sur I},

on le munit de la norme

∥f∥∞ = inf
{
C ≥ 0 / | f |≤ C pp dans I

}
.
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Définition I.1 Soit p ∈ [1,∞] une fonction u : I → R appartient à LP
loc(I) si Iku ∈ Lp(I)

pour tout compact K ⊂ I

IKu =

 1 u ∈ K/I,

0 u /∈ K/I.

L’espace L2(I) muni du produit scalaire

(u, v) =
∫

I
uv dx, u, v ∈ L2(I)

est un espace de Hilbert. Si p ∈ R, alors LP (I) est un espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ +∞.

I.2 Espace de Sobolev W 1,p(I)

Soit I =]a, b[ un intervalle borné ou non et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ +∞.

Définition I.2 L’espace de Sobolev noté W 1,p(I) est constitué des fonctions de LP (I) dont la

dérivées au sens des distributions s’identifie à une fonction de LP (I).

La définition précédente peut s’écrire donc comme suit :

W 1,p(I) =
{
u ∈ LP (I), ∃ g ∈ LP (I) tel que

∫
I
uφ′dx = −

∫
I
gφdx, ∀φ ∈ C1

0(I)
}
,

pour p=2, alors W 1,2(I) ≡ H1(I).

Proposition I.1 Soit u ∈ W 1,p(I), alors nous avons

1. L’espace W 1,p(I) muni de la norme :

∥u∥W 1,p(I)= ∥u∥Lp+∥u′∥Lp

est un espace de Banach.

2. L’espace H1(I) muni du produit scalaire :

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (u′, v′)L2

est un espace de Hilbert.

9



Proposition I.2 (Intégration par parties) Soient u,v ∈ W 1,p(I) avec 1 ≤ p ≤ +∞, alors,

la formule d’intégration par parties est donnée par

∫ y

x
u′v dz = u(y)v(y) − u(x)v(x) −

∫ y

x
uv′dz, ∀x, y ∈ I,

où u
′ = du

dz
et v

′ = dv

dz
.

I.3 Espace de Sobolev Wm,p(I)

Définition I.3 Étant donnés un entier m ≥ 2 et un réel 1 ≤ p < +∞, définissons par récur-

rence l’espace

Wm,p(I) =
{
u ∈ Wm−1,p(I), ∂u

∂x
∈ Wm−1,p(I)

}
.

Posant

Hm(I) ≡ Wm,2(I),

et l’espace Hm muni du produit scalaire

(u, v)Hm = (u, v)L2 +
m∑

i=1
(u(i), v(i))L2 ,

où u(x) = diu

dxi
. L’espace Hm est un espace de Hilbert.

I.4 Espace de Sobolev Wm,p
0 (I)

Définition I.4 Etant donnée 1 ≤ p < +∞ et m ∈ N, désignons par Wm,p
0 (I) la fermeture de

Cm
0 (I) dans Wm,p(I). Nous notons Hm

0 (I) = Wm,2
0 (I).

Le résultat suivant fournit une caractérisation essentielle des fonctions de W 1,p
0 (I).

Théorème I.1 Soit u ∈ W 1,p
0 (I), alors u ∈ W 1,p

0 (I) si et seulement si u = 0 sur ∂I.
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I.5 Espace de Hilbert

Définition I.5 (Espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien (espace vectoriel muni d’un produit scalaire)

complet pour la norme associée à un produit scalaire .

I.6 Base Hilbertienne

Une base Hilbertienne dans un espace de Hilbert H est une (en)n∈N d’éléments de H telle

que :

i) ∥en∥ = 1, ∀n, (em, en) = 0 si m ̸= n

et

ii) vect(en, n ∈ N) = H

Théorème I.2 Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.

Théorème I.3 (Aubin-Lion) : Soient X0,X, X1 trois espaces de Banach avec X0 ⊆ X ⊆ X1.

Supposons que l’injection X0 ↪→ X est compacte et l’injection X ↪→ X1 est continue, pour

1 ≤ p, q ≤ ∞.

Soit W =
{
u ∈ Lp([0, T ], X0) / ut ∈ Lq([0, T ], X1)

}
, avec 1

p
+ 1
q

= 1, alors nous avons

Si p < ∞, l’injection de W dans Lp ([0, T ];X) est compacte. Si p = ∞ et q > 1, l’injection de

W dans C ([0, T ];X) est compacte.

I.7 Quelques inégalité utiles

– Inégalité de Young

Lemme I.1 Soient p et q deux réels conjuguée : 1
p

+ 1
q

= 1. Alors, nous avons

∀ (a, b) ∈ R2
+, ab ≤ ap

p
+ bq

q
.
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En particulier si u,v ∈ L2(I), alors nous avons

∫
I

| uv |≤ ε
∫

I
| u |2 + 1

4ε

∫
I

| v |2, ∀ε > 0.

– Inégalité de Poincaré

Proposition I.3 Nous supposons que I est borné, alors il existe une constante cp telle que

∥u∥W 1,p
0 (I)≤ cp∥u′∥Lp ,∀u ∈ W 1,p

0 (I),

où u
′ = du

dx
.

Autrement dit, sur W 1,p
0 (I) la quantité ∥u′∥Lp est une norme équivalente à la norme usuelle

de W 1,p(I).

– Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace de Hilbert munit par le produit scalaire (.,.). Alors, nous avons

| (u, v) |≤ (u, v)
1
2 (u, v)

1
2 , ∀u, v ∈ H.
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Chapitre II

Problème bien posé

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence et l’unicité de la solution du problème suivant :


ρ1φtt − k(φxx + ψx) = 0, (x, t) ∈ (0, L) × (0,∞),

ρ2ψtt − δψxx + k(φx + ψ) +
∫ ∞

0
g(s)ψxx(t− s) ds = 0, (x, t) ∈ (0, L) × (0,∞),

(II.1)

avec les conditions aux limites :

φx(0, t) = φx(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, t ∈ R+, (II.2)

et les conditions initiales :
 φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = ψ1(x),

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), ψ(x,−s) = ϕ0(x, s), s > 0 x ∈ (0, L).
(II.3)

Où ρ1, ρ2,δ, k sont des constantes positives, φ et ψ deux fonctions données et g est la fonction

de relaxation vérifiant :

— (H1) g : R+ → R+ est une fonction décroissante dans C1 satisfaisant

l = δ −
∫ ∞

0
g(s) ds > 0, g(0) > 0,

— (H2) Il existe une fonction différentiable non croissante η : R+ → R+ satisfaisant

13



g′(t) ≤ −η(t) g(t), ∀t ≥ 0.

Maintenant, nous rappelons quelques outiles dont nous aurons besoin dans la suite de mémoire.

Nous commençons d’introduire l’espace énergétique.

H = H1
∗ (0, L) × H1

0 (0, L) × L2
∗(0, L) × L2(0, L),

H1
∗ = H1(0, L) ∩ L2

∗(0, L) avec L2
∗(0, L) =

{
u ∈ L2(0, L) :

∫ L

0
u(x)dx = 0

}
.

Ensuite, pour tout (φ, ψ, φt, ψt) ∈ H nous démontrons la décroissance générale de l’énergie

E(t) :

E(t) = 1
2

[
ρ1 ∥φt∥2 + ρ2 ∥ψt∥2 + k ∥φx + ψ∥2 +

(
δ −

∫ t

0
g(s) ds

)
∥ψx∥2 + 1

2
g o ψx

]
, (II.4)

où

g ◦ ψx =
∫ L

0

∫ t

0
g(t− s) [ψx(t) − ψx(s)]2ds dx. (II.5)

Pour cela, nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme II.1 Nous avons

−
∫ L

0
ψxt g ∗ ψx dx = 1

2
d

dt

[
g ◦ ψx −

(∫ t

0
g(s) ds

)
∥ψt∥2

]
− 1

2
g′ ◦ ψx + 1

2
g(t) ∥ψx∥2. (II.6)

Preuve. Posons I = d

dt

(
g ◦ ψx

)
, et g ∗ ψx =

∫ t

0
g(t− s)ψx(s) ds = 0, alors nous avons

pour t > 0

I = 2
∫ L

0

∫ t

0
(g(t− s) ψx(t) ψxt(t)) ds dx− 2

∫ L

0

∫ t

0
(g(t− s) ψx(s) ψxt(t)) ds dx

+
∫ L

0

∫ t

0

(
g′(t− s) [ψx(t) − ψx(s)]2

)
ds dx

=
∫ L

0

(∫ t

0
g(s) ds

)
d

dt
[ψ2

x]dx − 2
∫ L

0
ψxt g ∗ ψx dx+

∫ L

0

∫ t

0

(
g′(t− s) [ψx(t) − ψx(s)]2

)
ds dx

= d

dt

[ ∫ t

0
g(s)ds ∥ψx∥2

]
− g(t) ∥ψx∥2 − 2

∫ L

0
(ψxt g ∗ ψx) dx+ g

′ ◦ ψx,

14



ceci implique

−2
∫ L

0
ψxt g ∗ ψxdx = I − d

dt

[( ∫ t

0
g(s) ds

)
∥ψx∥2

]
+ g(t) ∥ψx∥2 − g

′ ◦ ψx,

alors, nous obtenons

−
∫ L

0
ψxt g ∗ ψxdx = 1

2

[
I − d

dt

(∫ t

0
g(s)ds

)
∥ψx∥2 + g(t) ∥ψx∥2 − g

′ ◦ ψx

]
.

Ainsi, la relation (II.6 ) est vérifiée.

Lemme II.2 L’énergie E(t) définie dans (II.4) satisfait

E ′(t) = 1
2
g′ ◦ ψx − 1

2
g(t) ∥ψx∥2 ≤ 0, ∀t > 0.

Preuve. multiplions l’équations (II.1)1 par φt et (II.1 )2 par ψt, puis nous intégrons sur l’in-

tervalles (0, L), nous avons

∫ L

0
[ρ1 φtt φt − k (φx + ψ)x φt] dx = 0, (II.7)

∫ L

0
[ρ2 ψtt ψt − δ ψxx ψt + k (φx + ψ) ψt + g ∗ ψxx ψt]dx = 0. (II.8)

En utilisant l’intégration par partie et les conditions aux limites (II.2) pour les deux équations

(II.7) et (II.8 ), nous obtenons

ρ1

2

∫ L

0

d

dt
φ2

t dx+ k
∫ L

0
(φx + ψ) φxt dx− k [(φx + ψ) φt] L

0 = 0, (II.9)

ρ2

2

∫ L

0

d

dt
ψ2

t dx+ δ
∫ L

0
ψxψxtdx− δ[ψxψt]L0 + k

∫ L

0
[φx + ψ]ψtdx−

∫ L

0
g ∗ ψxψxt dx

+ [(g ∗ ψx)ψt]L0 = 0.
(II.10)

En sommant (II.9) et (II.10), nous trouvons

d

dt

[
ρ1

2
∥φt∥2+ ρ2

2
∥ψt∥2+ δ

2
∥ψx∥2

]
+k

∫ L

0
(φx+ψ)(φx+ψ)t dx−

∫ L

0
(g∗ψx) ψxt dx = 0. (II.11)
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En vertu de lemme (II.1), donc (II.9) devient

d

dt

[
ρ1

2
∥φt∥2 + ρ2

2
∥ψt∥2 + δ

2
∥ψx∥2 + k

2
∥φx + ψ∥2 + 1

2
g ◦ ψx − 1

2

∫ t

0
g(s) ds ∥ψx∥2

]

− 1
2
g′ ◦ ψx + 1

2
g(t) ∥ψx∥2 = 0.

D’après la définition E(t) dans (II.4), ceci implique que

d

dt
E(t) = 1

2
g′ ◦ ψx − 1

2
g(t) ∥ψx∥2 ≤ 0,

comme la fonction g est une fonction positive est non croissante, alors nous obtenons le résultat

cherché.

Définition II.1 Nous disons qu’ une fonction (φ, ψ) ∈ H1
∗ (0, L) × H1

0 (0, L) est une solution

faible du problème (II.1)-(II.3) si seulement si pour tout (v, w) ∈ H1
∗ (0, L) ×H1

0 (0, L) et pour

tout t ∈ [0, T ], nous avons


ρ1

∫ L

0
φtt v dx+ k

∫ L

0
(φx + ψ)vx dx = 0,

ρ2

∫ L

0
ψtt w dx+ δ

∫ L

0
ψx wx dx+ k

∫ L

0
(φx + ψ) w dx−

∫ L

0

∫ t

0
g(t− s) ψx wx dt dx = 0,

φ(x, 0) = φ0, φt(x, 0) = φ1, ψ(x, 0) = ψ0, ψt(x, 0) = ψ1.

(II.12)

Maintenant, nous prouvons l’existence et l’unicité de la solution faible du problème (II.1)-(II.3)

en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

Théorème II.1 (Existence et unicité) Supposons que les conditions H1 et H2 sont satisfaites.

Soient (φ0, φ1, ψ0, ψ1) ∈ H, alors le problème (II.1)-(II.3) admet une solution faible telle que :

(φ, ψ) ∈ C
(

[0, T ], H1
∗ (0, L) ×H1

0 (0, L)
)

∩ C1
(

[0, T ], L2 (0, L) × L2
∗ (0, L)

)
.

Preuve. Le preuve se fait en quatre étapes.
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Etape 1

Approximation de Faedo-Galerkin :

Nous construisons l’approximation de la solution (φ, ψ) du problème (II.1)-(II.3) en utilisant

la méthode de Faedo-Galerkin comme suit : Pour tout m > 0, soit Wn = Vect {w1, . . . , wn}

une base hilbertienne de l’espace H1
0 (0, L).

Nous choisissons les suites (φn
0 , ψ

n
0 ) et (φn

1 , ψ
n
1 ) dans Wn tel que :

(φn
0 , φ

n
1 , ψ

n
0 , ψ

n
1 ) 7−→ (φ0, φ1, ψ0, ψ1)dans X (II.13)

avec X = H1
∗ (0, L) × L2

∗ (0, L) ×H1
0 (0, L) × L2 (0, L).

Maintenant, nous définissons le couple des fonctions (φn, ψn) comme suit :

(φn, ψn) =
n∑

j=1
( fn

j (t), hn
j (t) ) wj (x), (II.14)

où (φn(t), ψn (t)) satisfaisant le problème suivant :



ρ1

∫ L

0
φn

tt wj dx+ k
∫ L

0
(φn

x + ψn) wxj dx = 0,

ρ2

∫ L

0
ψn

tt wj dx+ δ
∫ L

0
ψn

x wjx dx+ k
∫ L

0
(φn

x + ψn) wj dx

−
∫ t

0
g(t− s)

∫ L

0
ψn

x (s) wjx dx dt = 0, j = 1, . . . , n,

(II.15)

et
(
φn(x, 0), ψn(x, 0)

)
=
(
φn

0 , ψ
n
0

)
∀ x ∈ (0, L),(

φn
t (x, 0), ψn

t (x, 0)
)

=
(
φn

1 , ψ
n
1

)
∀ x ∈ (0, L).

(II.16)

Selon la théorie standard des équations différentielles ordinaires, le problème de dimension fini

(II.15)-(II.16) admet une solution (fn
j , h

n
j )j=1,··· ,n qui est définie sur [0, tn]. Alors les estimations

suivants nous permettent d’avoir tn = T0 où T0 est une constante T0 ≤ T.
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Etape 2

Estimation d’énergie :

En multipliant (II.15)1 par (fn
j )′ et (II.15)2 par (hn

j )′ , puis intégrons sur [0, L]. En utilisant

l’intégration par partie et le lemme (II.1), nous trouverons



ρ1

∫ L

0
φn

tt φ
n
t dx+ k

∫ L

0
(φn

x + ψn) φn
xt dx = 0,

ρ2

∫ L

0
ψn

tt ψ
n
t dx+ δ

∫ L

0
ψn

x ψ
n
xt dx+ k

∫ L

0
(φn

x + ψn) ψn
t dx

−
∫ t

0
g(t− s)

∫ L

0
ψn

x (s) ψn
xt (t) dx dt = 0.

(II.17)

D’où


ρ1

2
d

dt
∥φn

t ∥2 + k
∫ L

0
(φn

x + ψn) φn
xt dx = 0,

ρ2

2
d

dt
∥ψn

t ∥2 + δ

2
∥ψn

x∥2 + k
∫ L

0
(φn

x + ψn) ψn
t dx+ 1

2
g(t)∥ψn

x∥2 − 1
2
g′ ◦ ψn

x

+1
2
d

dt

[
g ◦ ψn

x −
(∫ t

0
g(s) ds

)
∥ψn

x∥2
]

= 0.

(II.18)

En additionnant les identités (II.18)1 et (II.18)2, alors nous arrivons à

dEn(t)
dt

= −1
2

[
− g′ ◦ ψx + g(t) ∥ψx∥2

]
≤ 0, (II.19)

où

En(t) = 1
2

[
∥φn

t ∥2 + ∥ψn
t ∥2 + ∥φn

x + ψn∥2 + l∥ψn
x∥2 + g ◦ ψx

]
, (II.20)

et l est définie dans l’hypothèse H1.

Intégrons (II.20) sur [0 t], nous trouvons

En(t) ≤ En(0). (II.21)

D’après (II.13), (φn
0 , ψ

n
0 , φ

n
1 , ψ

n
1 ) converge, donc il existe une constante positive C indépen-

dante de n telle que

En(t) ≤ C, ∀ t > 0, (II.22)
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par conséquent, tn = T, pour tout T > 0.

Ainsi, à partir de (II.22) et du théorème de Aubin-Lions, nous pouvons passer à la limite dans

(II.15)-(II.16).

Etape 3

Passage à la limite

D’après (II.22), nous déduisons

 (φn, ψn) est borné dans L∞(R;H1
∗ (0 L)) × L∞ (R;H1

0 (0, L)),

(φn
t , ψ

n
t ) est borné dans (L∞ (R; L2(0, L)))2.

(II.23)

Par conséquent, de (II.23) nous aurons

 (φn, ψn) 7−→ (φ, ψ) faiblement étoilé dans L2 (R;H1
∗ (Ω)) × L2(R;H1

0 (Ω)),

(φn
t , ψ

n
t ) 7−→ (φt, ψt) faiblement étoilé dans

(
L2 (R;L2(Ω))

)2
,

(II.24)

ici Ω = (0, L). Donc, il en suit que (φn, ψn) et (φ′

n, ψ
′

n) sont respectivement bornées dans

L2 (R;H1
∗ (0, L)) × L2 (R;H1

0 (0, L))

et

(L2 (R;L2 (0, L)))2 =
(
L2 (Q)

)2
. (II.25)

D’après le théorème de Aubin-Lions, pour tout T > 0, il nous donne

(φn, ψn) 7−→ (φ, ψ) fortement dans L∞ ((0, T ); H1
∗ (0, L)) ×L∞ ((0, T ); H1

0 (0, L)). (II.26)

Nous pouvons déduire de (II.25) et (II.26) que

φn
tt 7−→ φ

′′ dans D′(0, T ),
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et pour tout n > j

(g ∗ φn
x − φx, wj) ≤ ∥wj∥ ∥g ∗ (φn

x − φx)∥

≤ ∥wj∥
(∫ t

0
g(s) ds

) 1
2
[
g ◦ (ψn

x − ψx)
] 1

2

≤ ∥wj∥ C g(0) ∥ψn
x − ψ∥.

(II.27)

C’est-à-dire que

g ∗ φn
x 7−→ g ∗ φx faiblement dans L∞ (0, T, L2 (0, L)).

En passant à limite lorsque n 7−→ ∞

 (φtt, wj) + k (φx + ψ,wjx) = 0,

(ψtt, wj) + δ (ψx, wjx) + k (φx + ψ,wj) − (g ∗ ψx, wj) = 0.
(II.28)

Donc, les relations (II.12)1 et (II.12)2 sont vérifiées. Il nous reste à démontrer que la relations

(II.12)3 pour déduire que (II.1)-(II.3) est une solution faible. Pour cela, nous prenons une

fonction X(t) de classe C2 telle que X(T ) = 0.

Multiplions (II.15) par X(t) et intégrons sur (0, T ) pour arriver à

∫ T

0
[(φn

tt, X(t) wj) + k (φn
x + ψn

x , X(t)wxj)] dt = 0,

∫ T

0

[
(ψn

tt, X(t) wj) + δ (ψn
x , X(t) wjx)

]
dt+ k

∫ T

0

(
φn

x + ψ,X(t) wj

)
dt

−
∫ T

0

(
g ∗ ψn

x , X(t) wjx

)
dt = 0.

(II.29)

En utilisant l’intégration par partie deux fois par rapport à t, nous obtenons



∫ T

0
(φn, X

′′(t) wj) dt+
∫ T

0
k(φn

x + ψn, X(t) wjx) dt =
(
φn

t (0), X(0) wj

)
−
(
φn(0), X ′(0) wj

)
,∫ T

0
(ψn, X

′′(t) wj) dt+ δ
∫ T

0
(ψn

x , X(t) wjx) dt+
∫ T

0
k (φn

x + ψ,X(t) wj) dt

−
∫ T

0
(g ∗ ψn

x , X(t) wjx) dt =
(
ψn

t (0), X(0)wj

)
−
(
ψn(0), X ′(0)wj

)
.

(II.30)
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En utilisant (II.16) et (II.13) et en passant à la limite lorsque n 7−→ ∞, nous obtenons



∫ T

0

(
φ,X

′′(t) wj

)
dt+

∫ T

0
k
(
φx + ψ,X(t)wjx

)
dt =

(
φ1, wj X(0)

)
−
(
φ0, wj X

′(0)
)
,∫ T

0

(
ψ,X

′′(t) wj

)
dt+ δ

∫ T

0

(
ψx, X(t) wjx

)
dt+

∫ T

0
k
(
φx + ψ,X(t) wj

)
dt

−
∫ T

0

(
g ∗ ψx, X(t) wjx(x)

)
dt =

(
ψ1, wj X(0)

)
−
(
ψ0, wj X

′(0)
)
.

(II.31)

Multiplions (II.28) par X(t) avec X(T) =0, en intégrant sur (0, T ), et en utilisant l’intégration

par partie deux fois, nous aboutissons

∫ T

0

(
φ,X

′′(t) wj

)
dt+

∫ T

0
k
(
φx + ψ,X(t)wjx

)
dt =

(
φt(0), wj X(0)

)
−
(
φ0, wj X

′(0)
)

∫ T

0

(
ψ,X

′′(t) wj

)
dt+ δ

∫ T

0
(ψx, X(t) wjx) dt+

∫ T

0
k (φx + ψ,X(t) wj) dt

−
∫ T

0

(
g ∗ ψx, X(t) wjx(x)

)
dt =

(
ψt(0), wj X(0)

)
−
(
ψ0, wj X

′(0)
)
.

(II.32)

Par l’identification entre (II.31) et (II.32) et en utilisant le faite que X(t) et wjx (pour j =

1, · · ·n) sont fonctions arbitraires, donc cela nous conduisons à

φt(0) = φ1, φ(0) = φ0, ψ(0) = ψ0, et ψt(0) = ψ1.

Etape 4

Unicité de la solution :

Nous supposons qu’il existe deux solutions du problème (II.1)-(II.3)
(
φ1, ψ1

)
et
(
φ2, ψ2

)
.

Notons
(
φ, ψ

)
=
(
φ1 − φ2, ψ1 − ψ2

)
, alors pour i = 1, 2, nous avons


ρ1 φ

i
tt − k

(
φi

xx + ψi
x

)
= 0, (x, t) ∈ (0, L) ×

(
0,∞

)
,

ρ2ψ
i
tt − δψi

xx + k
(
φi

x + ψi
)

+
∫ ∞

0
g(s)ψi

xx(t− s)ds = 0, (x, t) ∈
(
0, L

)
×
(
0,∞

)
,

(II.33)

φi
x(0, t) = φi

x(L, t), ψi
t(0, t) = ψi(L, t) = 0, t ∈ (0,∞),

φi(x, 0) = φi
0(x, 0), φi

t(x, 0) = φi
1(x, 0), x ∈ (0, L).
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Ceci implique que


ρ1φtt − k

(
φxx + ψx

)
= 0, (x, t) ∈ (0, L) × (0,∞),

ρ2ψtt − δψxx + k
(
φx + ψ

)
+
∫ ∞

0
g(s)ψxx(t− s)ds = 0, (x, t) ∈ (0, L) × (0,∞),

avec

φx(0, t) = φx(L, t) = ψt(0, t) = ψ1(L, t) = 0, t ∈ (0,∞),

φ(x, 0) = φt(x, 0) = 0, x ∈ (0, L).

En utilisant (II.21), nous trouvons que

E(t) ≤ E(0) = 0.

Comme E(t) est fonction positive, alors E(t) = 0 donc d’où
(
φ1, ψ1

)
≡
(
φ2, ψ2

)
.
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Chapitre III

Décroissance générale

.

Dans ce chapitre, nous énonçons et prouvons notre résultat de la décroissance générale de

l’énergie (II.4) du problème (II.1-II.3). La méthode utilisée est la méthode des multiplicateurs.

Pour atteindre notre objectif nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme III.1 La fonctionnelle

F1(t) = ρ2

∫ L

0
ψt ψ dx+ ρ1

∫ L

0

(
ψ
∫ x

0
φt (y) dy

)
dx, ∀ t > 0,

satisfait

F ′
1(t) 6 − l

2
∥ψx∥2 + C

(
1 + 1

ε1

)
∥ψt∥2 + ε1 ∥φt∥2 + C g ◦ ψx , ∀ t > 0,

où l est définie dans l’hypothèse H1 dans le chapitre 2.

Preuve. Dérivons F1 par rapport à t, alors nous obtenons

F ′
1(t) = ρ2

∫ L

0
ψ2

t dx+ ρ2

∫ L

0
ψtt ψ dx+ ρ1

∫ L

0
ψt

(∫ x

0
φt (y) dy

)
dx

+ ρ1

∫ L

0
ψ

(∫ x

0
φtt (y) dy

)
dx.

(III.1)
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De (II.1)1 et (II.1)2, nous avons

 ρ1 φtt = k (φx + ψ),

ρ2 ψtt = δ φxx − k [φx + ψ] − g ∗ ψxx.
(III.2)

Remplaçons (III.2) dans (II.1) pour aboutir

F ′
1(t) = ρ2 ∥ψt∥2 + ρ1

∫ L

0
ψt

(∫ x

0
φt (y) dy

)
dx+ δ

∫ L

0
ψxx ψ dx− k

∫ L

0
(φx + ψ) ψ dx

−
∫ L

0
g ∗ ψxx ψ dx+

∫ L

0
ψ

(∫ x

0
k(φx + ψ)x dy

)
dx.

En utilisant l’intégration par partie et les conditions aux limites (II.2), pour obtenir

F ′
1(t) = ρ2 ∥ψt∥2 + ρ1

∫ L

0
ψt

(∫ x

0
φt(y) dy

)
dx− δ ∥ψx∥2 − k

∫ L

0
(φx + ψ) ψ dx

+
∫ L

0
g ∗ ψx ψx dx− [g ∗ ψxψ]L0 + k

∫ L

0
ψ

[
(φx + ψ)L − (φx(0) + ψ(0))

]
dx,

d’où

F ′
1(t) = ρ2 ∥ψt∥2 + ρ1

∫ L

0
ψt

(∫ x

0
φt(y) dy

)
dx− δ ∥ψx∥2 +

∫ L

0
g ∗ ψxψx dx. (III.3)

À l’aide des inégalités de Young et Cauchy-Schwarz, nous estimons les termes du membre droit

de (III.3).

On note

I1 = ρ1

∫ L

0
ψt

(∫ x

0
φt(y) dy

)
dx,
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alors, nous avons

I1 ≤ ρ1

∫ L

0
| ψt |

(∫ x

0
| φt(y) | dy

)
dx

≤ ρ1

∫ L

0
| ψt |

(∫ L

0
| φt(y) | dy

)
dx

= ρ1

∫ L

0
| ψt | dx

∫ L

0
| φt(y) | dy

≤ ρ2
1

4 ε1
L

(∫ L

0
| ψt | dx

)2

+ ε1

L

(∫ L

0
| φt(y) | dy

)2

≤ ρ2
1 L

4 ε1
L

∥ψt∥2 + ε1

L
L ∥φt∥2

≤ ρ2
1 L

2

4 ε1
∥ψt∥2 + ε1 ∥φt∥2

≤ C

ε1
∥ψt∥2 + ε1 ∥φt∥2.

(III.4)

Notons que

I2 =
∫ L

0
(g ∗ ψx) ψx dx

=
∫ L

0

(∫ t

0
g(t− s)ψx (s) ds

)
ψx ds

= −
∫ L

0
ψx

∫ t

0
g(t− s)[−ψx(s) + ψx(t) − ψx(t)] ds dx

= −
∫ L

0

∫ t

0
g(t− s)[ψx(t) − ψx(s)] ds dx+

(∫ t

0
g(t− s) ds

)
∥ψx∥2.

Dénotons g � ψx=
∫ t

0
g(t − s) [ψx(t) − ψ(s)] ds et nous utilisons le changement de variable

z = t− s, alors nous avons ∫ t

0
g(t− s) ds =

∫ t

0
g(z) dz ,

d’où

I2 = −
∫ L

0
ψx(g � ψx) dx+

(∫ t

0
g(z)dz

)
∥ψx∥2.

En vertu de l’inégalité de Young nous pouvons avoir

I2 ≤ α1 ∥ψx∥2 + 1
4 α1

∥ g � ψx∥2 +
(∫ ∞

0
g(s) ds

)
∥ψx∥2

=
(
α1 +

∫ ∞

0
g(s) ds

)
∥ψx∥2 + 1

4 α1
∥g � ψx∥2.
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L’application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz à ∥g � ψx∥2, nous trouvons

∥g � ψx∥2 =
∫ L

0

[ ∫ t

0

√
g(t− s)

√
g(t− s) | ψx(t) − ψx(s) | ds

]2

dx

≤
(∫ t

0
g(t− s) ds

)
g ◦ ψx =

(∫ t

0
g(z) dz

)
g ◦ ψx

≤
(∫ ∞

0
g(s)ds

)
g ◦ ψx ≤ C g ◦ ψx,

ceci implique que

I2 ≤
(
α1 +

∫ ∞

0
g(s) ds

)
∥ψx∥2 + C

α1
g ◦ ψx. (III.5)

En remplaçant (III.4) et (III.5) dans (III.3), nous obtenons

F ′
1(t) ≤ ρ2 ∥ψt∥2 + C

ε1
∥ψt∥2 + ε1 ∥φt∥2 − δ ∥ψx∥2 +

(
α1 +

∫ ∞

0
g(s) ds

)
∥ψx∥2 + C

α1
g ◦ ψx

≤ C

(
1 + 1

ε1

)
∥ψt∥2 + ε1 ∥φt∥2 −

(
δ − α1 −

∫ ∞

0
g(s)ds

)
∥ψx∥2 + C

α1
g ◦ ψx.

Comme l = δ −
∫ ∞

0
g(s) ds, alors nous aurons

F ′
1(t) ≤ C

(
1 + 1

ε1

)
∥ψt∥2 + ε1 ∥φt∥2 − (l − α1) ∥ψx∥2 + C

α1
g ◦ ψx,

posons α1 = l

2
, alors nous déduisons que

F ′
1(t) ≤ − l

2
∥ψx∥2 + C

(
1 + 1

ε1

)
∥ψt∥2 + ε1 ∥φt∥2 + C g ◦ ψx.

Lemme III.2 Supposons que H1 est vérifie. Alors, pour tout t0 > 0, la fonctionnelle

F2(t) = −ρ2

∫ L

0

(
ψt

∫ t

0
g(t− s) [ψ(t) − ψ(s)] ds

)
dx

= −ρ2

∫ t

0
ψt g � ψ, t > 0

satisfait pour tout ε2, ε3, δ2 > 0 et pour tout t ≥ t0 > 0

F ′
2(t) ≤ −ρ2

g0

2
∥ψt∥2 + 2 ε2∥ψx∥2 + ε3∥φx + ψ∥2 −Cg′ ◦ ψx +C

(
1 + 1

ε2
+ 1
ε3

)
g ◦ ψx,
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où

g0 =
∫ t0

0
g(s) ds.

Preuve. Dérivons F2 par rapport à t, alors nous donnons

F ′
2(t) = −ρ2

∫ L

0
ψtt g�ψ dx− ρ2

∫ L

0
ψt g

′�ψ dx− ρ2

(∫ t

0
g(t− s) ds

)
∥ψt∥2

= −ρ2

∫ L

0
ψtt g�ψ dx− ρ2

∫ L

0
ψt g

′�ψ dx− ρ2

(∫ t

0
g(s) ds

)
∥ψt∥2.

D’après (II.1)2, nous avons

F ′
2(t) = −δ

∫ L

0
ψxx g�ψ dx+ k

∫ L

0
(φx + ψ) g�ψ dx+

∫ L

0
g ∗ ψxx g�ψ dx

− ρ2

(∫ L

0
ψt g

′�ψdx
)

− ρ2

(∫ L

0
g(s)ds

)
∥ψt∥2.

Maintenant, nous utilisons l’intégration par parties avec les conditions aux limites (II.2), alors

nous trouvons

F ′
2(t) = −ρ2

(∫ t

0
g(s)ds

)
∥ψt∥2 + δ

∫ L

0
ψx g�ψ dx+ k

∫ L

0
(φx + ψ) g�ψ dx

−
∫ L

0
(g ∗ ψx) g�ψx dx− ρ2

∫ L

0
ψt g

′�ψx dx.

(III.6)

Ensuite, nous estimons les termes du membre droit de (III.6) en appliquant l’inégalités de

Young, Cauchy- Schwarz et Poincaré et en utilisant le fait que
∫ t

0
g(s) ds < δ, donc nous

aboutissons

I1 = δ
∫ L

0
ψx g�ψx dx

≤ ε2 ∥ψx∥2 + δ2

4 ε2
2

∥g�ψ∥2

≤ ε2 ∥ψx∥2 + δ2

4 ε2

(∫ L

0
g(s)ds

)
g ◦ ψ

≤ ε2 ∥ψx∥2 + C

ε2
g ◦ ψx,
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par analogie avec I1, nous aurons

I2 = k
∫ L

0
(φx + ψ) g�ψ dx

≤ε3 ∥φx + ψ∥2 + C

ε3
g ◦ ψx.

I3 = −
∫ L

0
g ∗ ψx (g�ψx) dx

=
∫ L

0
g ∗ [ψx(t) − ψx(s)] g�ψx dx−

(∫ t

0
g(s)ds

) ∫ L

0
ψx(t) g�ψx dx

=
∫ L

0
(g�ψx)2 dx−

(∫ t

0
g(s) ds

)∫ L

0
ψx(t) g�ψ dx

≤ C g ◦ ψx + ε2 ∥ψx∥2 + 1
4ε2

(∫ t

0
g(s)ds

)2

g ◦ ψ

≤ ε2∥ψx∥2 + C

(
1
ε2

+ 1
)
g ◦ ψx,

I4 = −ρ2

∫ L

0
ψt g

′�ψ dx

≤ρ2 α2 ∥ψt∥2 +
(
ρ2

∫ t
0 g

′(s) ds
4 δ2

)
g′ ◦ ψx

≤ρ2 α2 ∥ψt∥2 − C

α2
g′ ◦ ψx.

En insérant (I1 − I4) dans (III.6), nous aurons

F ′
2(t) ≤ −ρ2

(∫ t

0
g(s) ds−α2

)
∥ψt∥2+2 ε2 ∥ψt∥2+ε3 ∥φx+ψ∥2−C g′◦ψx+C

(
1+ 1

ε2
+ 1
ε3

)
g◦ψx.

Comme g est une fonction positive continue et g(o) > 0, pour tout t ≥ t0 > 0, alors nous

prenons α2 =
∫ t0

0 g(s) ds
2

= g0

2
, il s’ensuit

∫ t

0
g(s) ds− α2 >

∫ t0

0
g(s) ds− α2 = g0

2

alors, nous déduisons que

F ′
2(t) ≤ −ρ2

g0

2
∥ψt∥2 + 2 ε2 ∥ψt∥2 + ε3 ∥φx + ψ∥2 − c g′ ◦ ψx + C

(
1 + 1

ε2
+ 1
ε3

)
g ◦ ψx.
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Lemme III.3 Supposons que H1 et k

ρ1
= δ

ρ2
sont vérifiées, alors la fonctionnelle

F3(t) =
∫ L

0
(ψx φt + φx ψt) dx+ ρ1

k ρ2

∫ L

0
φt g ∗ ψx dx, t > 0

satisfait

F ′
3(t) ≤ − k

2 ρ2
∥φx + ψ∥2 + C ε4 ∥φt∥2 + C

(
1 + 1

ε4

)
∥ψx∥2 + C g ◦ ψx − C

ε4
g′ ◦ ψx, t > 0.

Preuve. La différentielle de F3 par rapport à t est donnée par

F ′
3(t) =

∫ L

0
(ψxt φt + ψx φtt + φxt ψt + φx ψtt) dx− ρ1

k ρ2

∫ L

0
(φtt g ∗ ψx) dx− ρ1

k ρ2

∫ L

0
φt g

′ ∗ ψx dx

− ρ1

k ρ2
g(0)

∫ L

0
φt ψx dx.

En utilisant (II.1)1 et (II.1)2, alors nous donnons

F ′
3(t) =

∫ L

0
(ψxt φt + φxt ψ(t)) dx− ρ1

k ρ2
g(0)

∫ L

0
φt ψx dx− ρ1

k ρ2

∫ L

0
φt g

′ ∗ ψx dx

+ k

ρ1

∫ L

0
ψx (φx + ψ)x dx+ δ

ρ2

∫ L

0
ψxx φx dx− k

ρ2

∫ L

0
φx (φx + ψ) dx

− 1
ρ2

∫ L

0
φx g ∗ ψxx dx− 1

ρ2

∫ L

0
g ∗ ψx (φx + ψ)x dx.

Remarquons que

∫ L

0
(ψxt φt + φxt ψ(t)) dx =

∫ L

0
(ψt φt)x dx =

[
ψt φt

]L
0

= 0.

En intégrant par parties et en utilisant les conditions aux limites (II.2) pour trouver

F ′
3(t) = − ρ1

k ρ2
g(0)

∫ L

0
φt ψx dx− ρ1

k ρ2

∫ L

0
φt g

′ ∗ ψx dx+ k

ρ1
∥ψx∥2 + k

ρ1

∫ L

0
ψx φxxdx

− δ

ρ2

∫ L

0
ψx φxx dx− k

ρ2
∥φx∥2 − k

ρ2

∫ L

0
φx ψ dx+ 1

ρ2

∫ L

0
g ∗ ψx φxx

− 1
ρ2

∫ L

0
g ∗ ψx φxx dx− 1

ρ2

∫ L

0
g ∗ ψx ψx dx,
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ceci implique que

F ′
3(t) = − ρ1

k ρ2
g(0)

∫ L

0
φt ψx dx− ρ1

k ρ2

∫ L

0
φtg

′ ∗ ψx dx+ k

ρ1
∥ψx∥2

+
(
k

ρ1
− δ

ρ2

) ∫ L

0
ψx φxx dx− k

ρ2
∥φx∥2 − k

ρ2

∫ L

0
φx ψ dx

− 1
ρ2

∫ L

0
g ∗ ψx ψx dx.

(III.7)

Comme k

ρ1
= δ

ρ2
, alors la relation (III.7) devient

F ′
3(t) = − k

ρ2
∥φx∥2 + k

ρ1
∥ψx∥2 − ρ1

k ρ2
g(0)

∫ L

0
φt ψx dx− 1

ρ2

∫ L

0
g ∗ ψx ψx dx

− ρ1

k ρ2

∫ L

0
φt g

′ ∗ ψx dx− k

ρ2

∫ L

0
φx ψ dx.

(III.8)

Dans ce qui suit, nous allons estimer les trois derniers termes de membre droit de la relation

(III.8) par l’utilisation des inégalités de Young, Cauchy-Schwarz, et Poincaré, alors pour ϵ4 > 0,

nous avons

I1 = − k

ρ2

∫ L

0
φx ψ dx ≤ k

2 ρ2
∥φx∥2 + k

2 ρ2
∥ψ∥2 ≤ k

2 ρ2
∥φx∥2 + C ∥ψx∥2

I2 = − 1
ρ2

∫ L

0
g ∗ ψx ψx dx

= 1
ρ2

∫ L

0
g ∗ [ψ(t) (ψx(t) − ψx(s))] − 1

ρ2

(∫ t

0
g(s) ds

)
∥ψx∥2

≤
(
α3 − 1
ρ2

) (∫ t

0
g(s) ds

)
∥ψx∥2 + C

α3
g ◦ ψx.

(III.9)

Posons α3 = 1, alors (III.9) devient
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I2 ≤ C g ◦ ψx

I3 = − ρ1

k ρ2

∫ L

0
φt g

′ ∗ ψx dx

= ρ1

k ρ2

∫ L

0
φt g

′ ∗ [ψ(t) − ψ(s)] − ρ1

k ρ2

(∫ t

0
g′(t− s) ds

) ∫ L

0
φt ψx dx

= ρ1

k ρ2

∫ L

0
φt g

′�ψx dx− g(t) ρ1

k ρ2

∫ L

0
φt ψx dx+ g(0) ρ1

k ρ2

∫ L

0
φt ψx dx

≤ ρ1

2 k ρ2
ε4 ∥φt∥2 + ρ1

2 k ρ2 ε4

(∫ t

0
g′(s) ds

)
g′ ◦ ψx + ρ1ε4

2 k ρ2
∥φt∥2 + g2(t) ρ1

2 k ρ2 ε4
∥ψx∥2

+ g(0) ρ1

k ρ2

∫ L

0
φt ψx dx,

donc, nous arrivons à

I3 ≤ ρ1 ε4

k ρ2
∥φt∥2 − C

ε4
g′ ◦ ψx + C

ε4
∥ψx∥2 + g(0) ρ1

k ρ2

∫ L

0
φt ψt dx,

car g(t) < g(0) et
∫ t

0
g′(s) ds = g(t) − g(0) < 0.

Enfin, nous substitutions (I1 − I3) dans (III.8), nous obtenons

F ′
3(t) ≤ − k

2 ρ2
∥φx∥2 + C ε4 ∥φt∥2 + C

(
1 + 1

ε4

)
∥ψx∥2 + C g ◦ ψx − C

ε4
g′ ◦ ψx

≤ − k

2 ρ2
∥φx + ψ∥2 + k

2ρ2
∥ψ∥2 C ε4 ∥φt∥2 + C

(
1 + 1

ε4

)
∥ψx∥2 + C g ◦ ψx − C

ε4
g′ ◦ ψx

≤ − k

2 ρ2
∥φx + ψ∥2 + C ε4 ∥φt∥2 + C

(
1 + 1

ε4

)
∥ψx∥2 + C g ◦ ψx − C

ε4
g′ ◦ ψx.

Lemme III.4 La fonctionnelle suivante

F4(t) = −ρ1

∫ L

0
φ φt dx, ∀t > 0,

satisfait

F ′
4(t) ≤ −ρ1 ∥φt∥2 + 3 k

2
∥φx + ψ∥2 + C ∥ψx∥2, t > 0.

Preuve. Prenons la dérivée de la fonctionnelle F4 par rapport à t, nous aboutissons

F ′
4(t) = −ρ1

∫ L

0
φ2

t dx− ρ1

∫ L

0
φ φtt dx. (III.10)
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De (II.1)1, donc la relation (III.10) devient

F ′
4(t) = −ρ1 ∥φt∥2 − k

∫ L

0
φ(φx + ψ)x dx.

Explorer l’inégalité de Young, par l’intégration par partie et en prenant en considération les

conditions aux limites (II.2), alors nous trouvons

F ′
4(t) = −ρ1 ∥φt∥2 + k

∫ L

0
φx(φx + ψ) dx.

Explorons les inégalités de Young et Poincaré pour obtenir

F ′
4(t) ≤ −ρ1 ∥φt∥2 + k

2
∥φx∥2 + k

2
∥φx + ψ∥2

≤ −ρ1 ∥φt∥2 + k

2
∥φx + ψ∥2 + k

2
∥φx + ψ∥2 + k

2
∥ψ∥2

≤ −ρ1 ∥φt∥2 + 3k
2

∥φx + ψ∥2 + k

2
∥ψ∥2

≤ −ρ1 ∥φt∥2 + 3k
2

∥φx + ψ∥2 + k

2
C ∥ψx∥2

≤ −ρ1 ∥φt∥2 + 3k
2

∥φx + ψ∥2 + C ∥ψx∥2.

Nous somme prêts à mentionner et prouver notre résultat principal.

Théorème III.1 Supposons que H1 et H2 sont vérifiées. Alors, pour tout t0 > 0, il existe deux

constantes positives α et β telles que l’énergie donné par la relation (II.4), satisfait

E(t) ≤ α e
−β
∫ t

t0
η(s) ds

, ∀ t ≥ t0. (III.11)

Preuve. Définissons la fonctionnelle de Lyapunov comme suit :

L(t) = NE(t) +N1F1(t) +N2F2(t) +N3F3(t) + F4(t), (III.12)

où N, N1, N2 et N3 sont des constantes positives que nous allons choisir plus tard.
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En dérivant (III.12) et en utilisant les lemmes (III.2)-(III.4), nous aurons

L′(t) = NE ′(t) +N1F
′
1(t) +N2F

′
2(t) +N3F

′
3(t) + F ′

4(t)

≤ −
[
l

2
N1 − 2 ε2 N2 − C

(
1 + 1

ε4

)
N3 − C

]
∥ψx∥2

−
[
ρ1 −N1 ε1 − C N3 ε4

]
∥φt∥2

−
[
ρ2 g0 N2

2
− C N1 (1 + 1

ε1
)
]

∥ψt∥2

−
[
k

2 ρ2
N3 − ε3 N2 − 3k

2

]
∥φx + ψ∥2

+
[
N

2
− C

N3

ε4
− C N2

]
g′ ◦ ψx

+ C

[
N1 +

(
1 + 1

ε2
+ 1
ε3

)
N2 +N3

]
g ◦ ψx.

(III.13)

En posant ε1 = ρ1

4 N1
, ε2 = l2 N1

N2
, ε3 = k N3

4 ρ2 N2
, ε4 = ρ1

4 C N3
, donc, nous avons

L′(t) ≤ −
[
l2 N1

4
− C (1 +N3) N3 − C

]
∥ψx∥2 − ρ1

2
∥φt∥2

−
[
k

4 ρ2
N3 − 3k

2

]
∥φx + ψ∥2

+
[
N

2
− C N2

3 − C N2

]
g′ ◦ ψx

−
[
ρ2 g0

2
N2 − C N1 (1 +N1)

]
∥ψt∥2

+ C

[
N1 +N2

(
1 + N2

N1
+ N2

N3

)
+N3

]
g ◦ ψx.

Ensuite, nous choisissons attentivement nos constantes afin que les termes entre les parenthèses

soient positifs .

Premièrement, nous prenons N3 suffisamment grand telle que

α1 = K

4ρ2
N3 − 3K

2
> 0,
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deuxièmement, nous fixons N1 suffisamment grand telle que

α2 = l2 N1

4
− C (1 +N3) N3 − C > 0,

ensuite, nous fixons N2 suffisamment grand pour que

α3 = ρ2 g0 N2

2
− C N1 (1 +N1) > 0,

enfin, nous obtenons

L′(t) ≤ −α2 ∥ψx∥2 − ρ1

2
∥φt∥2 − α1 ∥φx + ψ∥2 − α3 ∥ψt∥2

+
[
N

2
− C N2

3 − C N2

]
g′ ◦ ψx

+ C

[
N1 +N2

(
1 + N2

N1
+ N2

N3

)
+N3

]
g ◦ ψx

≤ −α1 ∥φx + ψ∥2 − α2 ∥ψx∥2 − α3 ∥ψt∥2 +
[
N

2
− C

]
g′ ◦ ψx + C g ◦ ψx.

(III.14)

D’autre part, nous définissons

L(t) = N1F1(t) +N2F2(t) +N3F3(t) + F4(t).

Maintenant, nous estimons les fonctions F1(t)−F4(t), en utilisant l’inégalité de Young, Cauchy-

Schwarz et Poincaré, comme suit :

F1(t) = ρ1

∫ L

0
ψ ψt dx+

∫ L

0
ψ

(∫ x

0
φt (y) dy

)
dx

≤ ρ1

∫ L

0
| ψ ψt | dx+

∫ L

0
| ψ |

(∫ x

0
| φt(y) | dy

)
dx

≤ ρ1

[
∥ψ∥2 + ∥ψt∥2

]
+ 1

2

[
∥ψ∥2 +

∥∥∥∥∥
∫ x

0

∣∣∣φt(y)
∣∣∣ dy∥∥∥∥∥

2]

≤ ρ1

[
2 C ∥ψx∥2 + ∥ψt∥2 + 1

2

∥∥∥∥∥
∫ L

0

∣∣∣∣∣φt(y)
∣∣∣∣∣ dy

∥∥∥∥∥
2

≤ ρ1

[
2 C ∥ψx∥2 +

∥∥∥∥∥ψt∥2
∥∥∥∥∥+ L2

2
∥φt∥2

≤ C

[
∥ψx∥2 + ∥ψt∥2∥+∥φt∥2

]
,
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F2(t) = ρ2

∫ L

0
| ψ | g � ψ dx

≤ ρ2

[
∥ψ∥2 + ∥g � ψ∥2

]

≤ C

[
∥ψx∥2 + g ◦ ψ

]
,

F3(t) =
∫ L

0

(
ψx φt + φx ψt + ρ1

kρ2
φt g � ψx

)
dx− ρ1

kρ2

(∫ t

0
g(s) ds

)
∥φt∥2

≤ C

[
∥ψx∥2 + ∥φt∥2 + ∥ψt∥2 + ∥φx∥2 + g ◦ ψx + ∥φt∥2

]

≤ C

[
∥ψx∥2 + ∥φt∥2 + ∥ψt∥2 + ∥φx + ψ∥2 + g ◦ ψx

]
,

F4(t) =
∫ L

0
φ φt dx

≤ C

[
∥φ∥2 + ∥φt∥2

]

≤ C

[
∥φx∥2 + ∥φt∥2

]

≤ C

[
∥φx + ψ∥2 + ∥ψ∥2 + ∥φt∥2

]

≤ C

[
∥φx + ψ∥2 + ∥ψx∥2 + ∥φt∥2

]
.

Cela implique qu’il existe C0 > 0 tel que

| L(t) | ≤ C0 E(t) ⇔ −C0 E(t) ≤ L(t) < C0 E(t),

d’où

(N − C0) E(t) ≤ L(t) ≤ (C0 +N) E(t).

Maintenant, en choisissant suffisamment N grand pour que N − C0 > 0 et N

2
− C > 0, en

déduisant que L(t) ∼ E(t) pour tout t ≥ 0.

Nous revenons à l’expression de (III.14) et à l’expression l’énergie E(t) dans (III.4), alors nous

déduisons qu’il existe deux constantes positives k1, k2, telles que

L′(t) ≤ −k1 E(t) + k2 g ◦ ψx, ∀ t ≥ t0 > 0. (III.15)
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En multipliant (III.15) par η(t), nous obtenons

η(t) L′(t) ≤ −k1 η(t) E(t) + k2 η(t) g ◦ ψx, ∀t ≥ t0. (III.16)

Le dernier terme de (III.16) est estimé comme suit :

D’après la condition H2, nous avons η est une fonction non croissante, donc cela implique que

pour tout s et t ∈ R+ avec s ≤ t , nous avons η(t) < η(s), et en vertu du lemme (III.2), nous

obtenons

η(t) g ◦ ψx ≤
∫ L

0

∫ t

0
η (t− s) g (t− s) (ψx(t) − ψx(s))2 ds dx

≤ −
∫ L

0

∫ t

0
g′ (t− s) (ψx(t) − ψx(s))2 ds dx

≤ −g′ � ψx ≤ −2 E ′(t).

Ainsi, il s’ensuit que (III.16) devient, nous aurons

η(t) L′(t) ≤ −k1 η(t) E(t) − 2k2 E
′(t), ∀ t ≥ t0,

par conséquent, nous pouvons réécrire l’inégalité ci-dessus comme suit :

[η(t) L(t) + 2 k2 E(t)]′ − η
′(t) L(t) ≤ −k1 η(t) E(t).

Nous dénotons F (t) = η(t) L(t) + 2 k2E(t). Comme η est une fonction non croissante, alors

nous trouvons

F ′(t) ≤ −k1 η(t) E(t). (III.17)

Il est clair que F (t) ∼ E(t), il s’ensuit qu’il existe une constante k3 > 0, telle que

F ′(t) ≤ −k3 η(t) F (t), ∀ t ≥ t0. (III.18)

La solution de (III.18) est donnée par

F (t) ≤ F (t0) e
−k3

∫ t

t0
η(s) ds

, ∀ t ≥ t0,
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enfin, nous pouvons conclure que

E(t) ≤ α (t0) e
−k3

∫ t

t0
η(s) ds

, ∀ t ≥ t0, (III.19)

car E(t) ∼ F (t).

Remarque III.1 Les estimations (III.11) sont également valables pour t ∈ [0, t0] par la conti-

nuité et la bornéture des E et η.

Application :

Nous présentons quelques exemples pour illustrer le résultat de la décroissance générale de

l’énergie obtenue dans le théorème (III.1).

Exemple III.1 Soient β1 et β2 sont deux constantes strictement positives. Si g(t) = β1 e
−β1t,

alors nous trouvons

g′(t) = −β2 β1 e
(−β2t)

= −β1 g(t) < 0,
(III.20)

comme g′(t) = −η(t)g(t), alors η(t) = β2.

Nous remarquons que g(0) = β1 > 0, et d’après la relation (III.20) que les deux fonctions g(t)

et η sont non croissantes. En plus,
∫ ∞

0
g(s) ds est bornée car β2 > 0, alors nous déduisons que

les deux conditions (H1) et (H2) sont vérifiées. En appliquant l’estimation du théorème (III.1)

pour trouver

E(t) ≤ C0 e
−β2 C1t, ∀ t ≥ t0,

d’où la décroissance exponentielle de l’énergie E(t).

Exemple III.2 Soient β1 et β2 sont deux constantes strictement positives. Si g(t) = β1

(1 + t)β2+1 ,

alors nous obtenons

g′(t) = −β1 (β2 + 1)(1 + t)β2+2

= −(β2 + 1)
(1 + t)

g(t) < 0,
(III.21)
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comme g′(t) = −η(t) g(t), alors η(t) = (β2 + 1)
(1 + t)

.

Nous remarquons que g(0) = β1 > 0, et d’après la relation (III.21) nous avons les deux fonc-

tions g(t) et η sont non croissantes. En plus,
∫ ∞

0
g(s)ds est bornée car β2 + 1 > 1, alors nous

déduisons que les deux conditions (H1) et (H2) sont vérifiées.

Donc, en appliquant l’estimation du théorème (III.1) pour trouver

E(t) ≤ C

(1 + t)β2+1 , ∀ t ≥ t0.

D’où la décroissons polynomiale de l’énergie E(t).

Nous concluons d’après les deux exemples que l’énergie décroit généralement.
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Conclusion et perspective

.

Les vibrations sont un phénomène récurrence dans le domaine de l’ingénierie notamment au

niveau des structures mécaniques. Ce problème agit négativement sur leur fonctionnement et

leur duré de vie. Pour le réduire plusieurs techniques sont utilisées comme celle de la stabilisation

qui permet d’atténuer ces secousses par rétroaction (feed-back).

Ce mémoire est consacré à l’étude d’un système de Timoshenko avec un seul mécanisme de

dissipation de type mémoire. En utilisant la méthode de Faedo-Galerkin l’existence et l’unicité

de la solution a été obtenu. Et en utilisant la méthode des multiplicateurs un résultat de la

décroissance générale de l’énergie a été également prouvé.

Dans le future, nous essayerons d’établir les mêmes techniques utilisées dans ce travail à des

autres problèmes tel les problèmes poreuses et les problèmes de thermoélasticités.
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