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Abstract

The objective of this work is to establish the existence and uniqueness of the solution of the

following problem :

p1ow — k(Puz + ) =0, (z,t) € (0,L) x (0, 00),

patu = S0es + ki + 0) 4 [T oMalt = )5 =0, (@1) € QL) x(O.00)
Po(0.8) = 2L, ) = 00, 1) = ¥(L,1) =D, e (0.00),

P(2,0) = po(x), 2u(w,0) = 41(,0), v € (0,00),

where ¢ is the longitudinal displacement of the beam, 1 is the rotation angle of the filament
of the beam, ¢ and k are two positive constants, while ¢y and ¢; are two given functions.
We are also interested in studying the general energy decay associated with (P) using the muil-

tiplier method.

Keywords + Timoshenko system, Multipliers method, Memory term, Dissipative energy,

General energy deeay.



Résumé

L’objectif de ce travail est d’établir I'existence et 'unicité deivant :

prow — k(e + 1) = 0, (z,1) € (0,L) x(0,00),

potbs = B + (0 +0) + [ g()nalt = 8)ds =0, (2.8) € (0,L) x (0,0), )
02(0.1) = alL,) = ¥(0,1) = ¥(Li1) = 0, € (0,00),

#l2,0) = po(a), p1(2,0) = 1(x,0), v € (0,0),

ou ¢ est le déplacement longitudinal de la poutre, 1) est I'angle de rotation du filament de la
poutre, soient 9, k deux constantes positives, ¢ et ¢ sont deux fonctions données.
Nous nous intéressons aussi a 1’étude de la décroissance générale de I’énergie associée au (P)

en utilisant la méthode des multiplicateurs.

Mots-clés : Systeme de Timoshenko, Méthode des multiplicateurs, Terme de mémoire,

Energie dissipative, Décroissance générale de 1’énergie
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Introduction

En mécanique, les mouvements vibratoires sont néfastes pour les structures. Pour réduire
les effets de ces vibrations, nous pouvons utiliser plusieurs techniques, tel que la stabilisation
qui atténue les vibrations par rétroaction (Feed-back).

Le probleme de stabilisation auquel nous intéressons revient a déterminer le comportement
asymptotique de 1’énergie que 'on note F(t) en étudiant sa limite. Si la limite est nulle, on
donne une estimation de la vitesse de la décroissance de 'énergie vers zéro. Il se trouve trois

types de stabilisations qu’ils sont obligatoirement étudiés :
1. Stabilité forte : E(t) — 0,lorsque ¢t — 0.
2. Stabilité exponentielle : E(t) < Ce PVt > 0, et C > 0.
3. Stabilité polynomiale : E(t) < Ct™* ¥Vt > 0, et C,x > 0.

En 1921, Timoshenko introduit le systeme suivant :

peu = k(e — ¥)a, dans (0, L) x R, 0
Ly = (ElYy), + k(s — 1), dans (0,L) x Ry,

ol  est le déplacement transversal de la poutre, et 1) est ’angle de rotation du filament de
la poutre. Les coefficients p, I,, E,I et k sont respectivement la masse volumique, le moment
d’inertie polaire d'une section transversale, le module d’élasticité de Young, le moment d’inertie
d’une section transversale et le module de cisaillement.

Plusieurs auteurs ont introduit différents types de mécanismes dissipatifs agissant soit dans
une partie du domaine ou soit a la frontiere pour stabiliser le systeme (1), et plusieurs résultats

concernant la décroissance uniforme et asymptotique de I'énergie ont été établis. Nous pouvons

renvoyer le lecteur a [4, 5].



Kim et Renardy [15] ont considéré (1) avec deux contrdles au bord de la forme

appi(L,.) = k(s — ), =0, VtER,,

p
BL(L,.) + (EI,) = 0, V¢ € R,. 2

Ils ont utilisé la méthode des multiplicateurs pour obtenir un résultat de la décroissance expo-
nentielle de I’énergie du probleme (1)-(2).

Dans [9], A.Guesmia et S. Messaoudi ont considéré le systéme suivant :

p1ou(w,t) — k(pe(2,t) + ¥(z,t)) = 0,

+00 (3)
patu(w,) — 6Uus (2, 1) + k(u(z, 1) +(2,1)) + /0 9(8)¥sa(2,t — 5) ds =0,

ou (z,t) € (0,L) x Ry, L, p1, p2, k, b sont des constantes positives, et g est une fonction de

classe C? satisfaisant pour certaines constantes ko, k1, ks > 0,

—kog(t) < g'(t) < —kig(t) et |g"(t) |< kog(t), VEER,, b —/ g(s) ds > 0.
0

t

Les auteurs ont montré que la dissipation donnée par le terme mémoire / g(t — s)(s) ds
0

est suffisamment fort pour stabiliser le systéme exponentiellement si seulement si les vitesses

k
des ondes sont égales< = ) Ils ont également prouvé que ’énergie des solutions décroit
P1 P2
. . . s k )
polynomialement, dans le cas ou les vitesses des ondes sont différentes | — # — |.
P1 P2

Dans ce travail, nous nous intéressons a étudier le systéme de Timoshenko (3) avec les

conditions aux limites et initiales :

me(ovt) = SOI(LJL) - ¢t(07t) = wt(L7t) =0, te R-H
QD(ZL“,O) = ¢O(x)’¢t(x70) = 901<x70)7 YIS (07L)7

ol g est la fonction de relaxation vérifiant les conditions suivantes :

— (H1) g : Ry — R, est une fonction décroissante de classe C' satisfaisant

l:5—/oog(s)ds>0, g(0) >0,
0



— (H2) 11 existe une fonction différentiable non croissante 7 : R, — R, satisfaisant

g'(t) < —n(t)g(t), V>0.

Le but de notre travail est étudier principalement l'existence et 1'unicité de la solution du
probléme (3)-(4), montrer également la décroissance générale de l'énergie en appliquant la
méthode des multiplicateurs.

Pour arriver a réaliser ces objectifs qu’il est nécessaire de répartir notre travail en trois chapitres.
— Dans le premier chapitre, nous présentons des définitions et des théoremes tres utiles.

— Quand aux deuxieéme chapitre, nous montrons l'existence et 1'unicité de la solution du

systeme considéré, en utilisant la méthode standard de Faedo-Galerkin.

— Enfin, dans le dernier chapitre nous utilisons la méthode des multiplicateurs pour prouver

notre résultat de la décroissance générale de 1’énergie.



Chapitre 1

Préliminaire

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions essentielles concernant les espaces de
Sobolev et aussi certains résultats sur les inégalités classiques qui nous seront utiles par la suit

dans notre mémoire .

I.1 Espace de Lebesgue L' (I)

Soit a < b, I =]a,b] et un intervalle dans R (pas forcément borné) et 1 < p < 4o0.

Appelons espace de Lebesgue LP(I), 'espace
LP(I) = {u : I - R, u mesurable et /|u(x)pdx < +oo}7
I

muni d’une norme

[un

o= ( / b|u<x>|pdx)p.

Si p = +o0, lespace de Lebesgue L*(1) est définie par
L>®(I) ={u: I — R, u mesurable et il existe une constante C telle que |u|< C p.p sur [},

on le munit de la norme

||f||oo:inf{020 / | f|<C pp dans I}.



Définition 1.1 Soit p € [1,00] une fonction v : I — R appartient a Li,.(I) si [yu € LP(I)

pour tout compact K C [

L’espace L*(I) muni du produit scalaire

(u,v) :/uv dr, wu,v e L*(I)
I

est un espace de Hilbert. Sip € R, alors LP(I) est un espace de Banach pour tout 1 < p < 4+00.

1.2 Espace de Sobolev W'?(])

Soit I =|a, b| un intervalle borné ou non et soit p € R avec 1 < p < +oc.

Définition 1.2 L’espace de Sobolev noté W'P(I) est constitué des fonctions de L* (I) dont la
dérivées au sens des distributions s’identifie a une fonction de L*(I).

La définition précédente peut s’écrire donc comme suit :
WP (1) = {u e LP(I), 3 g € L*(I) tel que /ugo’dx - —/ggpd:c,Vw € Cg(f)},
I I

pour p=2, alors W*(I) = H'(I).

Proposition 1.1 Soit u € W'2(I), alors nous avons

1. L’espace W'P(I) muni de la norme :
lullwrry= llull o+ [lu']] oo

est un espace de Banach.

2. L’espace H'(I) muni du produit scalaire :
(u, ) = (u, )2 + (W', 0") 2

est un espace de Hilbert.



Proposition 1.2 (Intégration par parties) Soient u,u € W'P(I) avec 1 < p < +o0, alors,

la formule d’intégration par parties est donnée par

Y

[t dz = utw)oly) — u(wyeta) - [ wtde, vay e,

T

. ’ du ’ dU
ou u =— et v =—.
dz

Cdz

.3 Espace de Sobolev W™?(])

Définition 1.3 Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < +o0, définissons par récur-

rence l’espace

WmP(I) = {u e Wm=hr(]), gz S Wm‘Lp(])}.

Posant

H™(I) = W™(I),

et l’espace H™ muni du produit scalaire

(u,v)gm = (u,v)r2 + Z(u(i),v(i))Lz,

=1

di
o u(zr) = 7 . L’espace H™ est un espace de Hilbert.
xl

I.4 Espace de Sobolev Wy"*(I)

Définition 1.4 Etant donnée 1 < p < +oo et m € N, désignons par Wi (I) la fermeture de
C™(I) dans W™P(I). Nous notons Hi"(I) = W (I).

Le résultat suivant fournit une caractérisation essentielle des fonctions de Wy™P(I).

Théoréme 1.1 Soit u € WyP(I), alors u € Wy P(I) si et seulement si u = 0 sur 1.

10



1.5 Espace de Hilbert

Définition 1.5 (Espace de Hilbert)
Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien (espace vectoriel muni d’un produit scalaire)

complet pour la norme associée a un produit scalaire .

1.6 Base Hilbertienne

Une base Hilbertienne dans un espace de Hilbert H est une (e,)neny d’éléments de H telle
que :

i) leall =1, VYn, (em,e,) =0sim#n

et

it)  wvect(e,,n € N)=H

Théoreme 1.2 Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.

Théoréme 1.3 (Aubin-Lion) : Soient Xo,X, X1 trois espaces de Banach avec Xo C X C Xj.
Supposons que l'injection Xy — X est compacte et l'injection X — Xy est continue, pour
1 <p,q < 0.

Soit W = {u e LP(]0,T), Xo) / us € Lq([O,T],Xl)}, avec ! + L 1, alors nous avons

Sip < oo, linjection de W dans LP ([0,T]; X) est compacfe. S;']p = o0 et ¢ > 1, Uinjection de
W dans C ([0, T]; X) est compacte.

1.7 Quelques inégalité utiles

— Inégalité de Young

1 1
Lemme 1.1 Soient p et q deux réels conjuguée : — + — = 1. Alors, nous avons
b q

ab? b
Y (a,b) € R2, ab < — + —.
(a,0) € RY P

11



En particulier si u,v € L*(I), alors nous avons

1
/]uv\§5/1u|2+—/]v12, Ve > 0.
I I de J1

— Inégalité de Poincaré

Proposition 1.3 Nous supposons que I est borné, alors il existe une constante c, telle que

lullyaon 1y < eplltd'll 2o, Yu € W (1),

/_du

o U = —.
dx

Autrement dit, sur WyP(I) la quantité ||[u'||p» est une norme équivalente d la norme usuelle

de WHP(I).

— Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace de Hilbert munit par le produit scalaire (.,.). Alors, nous avons

[N

| (u,v) |< (u,v)% (u,v)2, VYu,v € H.

12



Chapitre 11

Probleme bien posé

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence et I'unicité de la solution du probleme suivant :

P1Ptt — k?((,ng + ¢x) =0, (Z[Z,t) € (07 L) X (07 OO)? (H 1)
ptht - 5%:3: + k(%x + ¢) + /0 9(3)¢xx(t - 3) dS = 07 (.T, t) € (07 L) X (07 00)7 .
avec les conditions aux limites :
et les conditions initiales :
gD(l’,O) :900($>7 th(l',O) :%(x), (II 3)
w<x70) = w()('r)u 1/%(5570) = 1/}1<$>, ¢(37; _S) = ¢0<x78)7 s>0 S (07L)

Ou py, po2,0, k sont des constantes positives, ¢ et 1) deux fonctions données et g est la fonction

de relaxation vérifiant :

— (H1) g : Ry — R, est une fonction décroissante dans C' satisfaisant
l:5—/ g(s)ds >0, g(0) > 0,
0

— (H2) 11 existe une fonction différentiable non croissante 7 : R, — R, satisfaisant

13



g'(t) < —n(t)g(t), VvVt>0.

Maintenant, nous rappelons quelques outiles dont nous aurons besoin dans la suite de mémoire.

Nous commencons d’introduire I’espace énergétique.

= H!(0,L) x H}(0,L)x LX(0,L)x L*(0, L),
L
H! = H'(0,L)NL*0,L) avec L%*(0,L)= {u € L*(0,L): / u(z)dr = 0} .
0
Ensuite, pour tout (p,, s, 1) € H nous démontrons la décroissance générale de 'énergie

E(t) :

t 1
B) =5 |ov ol + pa I90lP +E g + 01 + (— [ a5 ds)||wxu2+290wx], (1L.1)

M\»—l

ou

L gt
got, = /0 /0 gt — 5) [ta(t) — u(s)]2ds da. (IL5)
Pour cela, nous avons besoin des lemmes suivants :
Lemme I1.1 Nous avons

1

L 1 d t 1
[ v an=y oo ([ o) as) palE] - § o ot 5 a0 el 110)

d t
Preuve. Posons I = 7 (g o zﬂgg), et g * 1, = / g(t — s).(s) ds = 0, alors nous avons
0

pour t > 0

[=2 /L /t (t—5) Vu(t) Yue(t)) ds dax — 2 /OL /Ot (g(t — 5) 1e(s) ae(t)) ds da
+/ / (=) Wa(t) — 1%(8)]2) ds dx

:/0 (/0 ()ds) dx—?/ 1/;$tg*@/)$dx+// "t —s) ()—wl,(s)]Q)dsdx

d t ,
_ dt[ [ ots)as ||ww||2] 00 Wl =2 [ g2 ) do+ g 0w,

14



ceci implique

L d t /
-2 /0 ¢mt g*i/)xdl’ I— dt[(/ (3> d8> ||77Z}$||2‘| +g(t) ”¢x||2 —4g O¢$7

alors, nous obtenons

d

[ g =5 [J—dt (/0 g(s)ds) el + 9() llull® =g 0|,

Ainsi, la relation (I1.6 ) est vérifiée. |
Lemme I1.2 L’énergie E(t) définie dans (I1.4) satisfait

1 1
E'(t) = 5 g oty — 5 g(t) ||| <0, Vt>o0.

Preuve. multiplions ’équations (II.1); par ¢; et (II.1 )5 par 1, puis nous intégrons sur 1'in-

tervalles (0, L), nous avons

L
/O [p1 e o1 —k (e + )2 o] dz =0, (I1.7)

L
/0 02 b 1 — 6 Pup 1+ k (0 +10) Uy + g % yy )dz = 0. (IL8)

En utilisant I'intégration par partie et les conditions aux limites (I1.2) pour les deux équations

(IL.7) et (II.8 ), nous obtenons

pitd _
e td:c+k/ (@r + ) ut dz — k (00 + ) @] E =0, (IL.9)

L L

2
+ [(9 %1 )1he]g = 0.

En sommant (I1.9) et (II.10), nous trouvons

(I1.10)

d

P gl 422 ol 1l [ (a0 da [ () o e = 0. (IL1)
dt Pt t T 0 P P t ax 0 g x zt AT = U. .

15



En vertu de lemme (II.1), donc (I1.9) devient

d P1

Aoy 2y O ek oo L ou L 1 e ds
Sl 2 P+ 5 1l + 5 a4 0P+ 5 goa =5 [ gls) ds 1]

1

1
o - 2 —
5 9 0%t 5 9(t) 9=l = 0.

D’apres la définition E(t) dans (I1.4), ceci implique que

1

d 1
— E(t)==¢ o, — = g(t) ||.]I? <
ZB(t) =5 g 0w =5 gt) [l <0,

comme la fonction g est une fonction positive est non croissante, alors nous obtenons le résultat

cherché. ]

Définition II.1 Nous disons qu’ une fonction (p,) € HL(0,L) x Hy(0, L) est une solution
faible du probléme (I1.1)-(11.3) si seulement si pour tout (v,w) € H(0,L) x Hy(0, L) et pour

tout t € [0,T], nous avons

L L

pl/ oy vdr+k / (o +V)v, dz =0,
OL OL L L rt

P2/ wttwdxw/ wmwmdx+k/(<pw+zp)wdx—/ / gt — ) ¥y w, dt dz =0,
0 0 0 0 0

©(x,0) = o, @i(x,0) = @1, P(x,0) =1y, Y(x,0) = ;.
(I1.12)

Maintenant, nous prouvons l'existence et 1'unicité de la solution faible du probleme (II.1)-(IL.3)

en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

Théoréme 11.1 (Ezistence et unicité) Supposons que les conditions Hy et Hy sont satisfaites.

Soient (¢o, ©1,%0,%1) € H, alors le probléme (I11.1)-(11.8) admet une solution faible telle que :

(p,) e C ( [0,7], H! (0,L) x H; (O,L)> n ct ( [0,T],L* (0,L) x L2 (0, L)).

Preuve. Le preuve se fait en quatre étapes.

16



Etape 1

Approximation de Faedo-Galerkin :

Nous construisons I’approximation de la solution (¢, 1) du probleme (II.1)-(IL.3) en utilisant
la méthode de Faedo-Galerkin comme suit : Pour tout m > 0, soit W,, = Vect {wy,...,w,}
une base hilbertienne de I'espace Hy (0, L).

Nous choisissons les suites (¢g,v5) et (o7, 1¥7) dans W, tel que :

(9087 807117 wga 1/1?) L (9007 P1, wo: ¢1)dan5 X (II]'S)

avec X = H! (0,L) x L? (0,L) x Hy (0,L) x L* (0, L).
Maintenant, nous définissons le couple des fonctions (¢", ™) comme suit :

(" 6™ =3 (2 (), B (0)) wy (x), (11.14)

Jj=1

ou (" (t), " (t)) satisfaisant le probleme suivant :

pl/ gottwjdx—i-k/ (pr + ") wyy dr =0,
p2/ g w; d:v+5/ e wj, dx+k/ (& + ") w; da (IL15)
—/ (t—s) /@D” s) wj, dr dt =0, 1=1,...,n,

0

et

(@0 w0) = (dg)  veeo.D, -

<¢g<x, o>,¢f<x,o>) _ (so’f,w) Ve (L),

Selon la théorie standard des équations différentielles ordinaires, le probléme de dimension fini
(I1.15)-(I1.16) admet une solution (f}', hY);j=1,.. » qui est définie sur [0, #,]. Alors les estimations

suivants nous permettent d’avoir ¢,, = Ty ou 1y est une constante 7o < 7.

17



Etape 2

Estimation d’énergie :

En multipliant (II.15); par (fJ”)l et (II.15), par (h?)/, puis intégrons sur [0, L]. En utilisant

I'intégration par partie et le lemme (II.1), nous trouverons

L L
m/ s&%@s@?dw+k/(s@2+wn)w;‘tdw:0,
OL OL .
pr b devd [unt derk [(eh ) up de
t L
[ att—s) [T () u (1) dwdi =0
0 0

D’ou
p d n L n n n
o ||90,:||2+k:/0 (o + ") @y da =0,
d 5 L 1 1
@ o 0P+ 5 lel” + & / (i + 0" 4 drt 5 g = 5 o' o vy
1 d ¢ \
- n n||2 —
vy o [gowr= ([ ato) as) nuzie| o

En additionnant les identités (I1.18); et (II.18)q, alors nous arrivons a

dE"(t)

<
dt <0,

_ _; [— g o, + g(t) ||¢1H2

ou
1

E'(t) = 5

[ P I1Z + 1l 1% + llon + 9™ 1 + UWR I + g o tba 1

et [ est définie dans I’hypothese H;.

Intégrons (I1.20) sur [0 t], nous trouvons

E™Mt) < E"(0).

(1L.17)

(I1.18)

(I1.19)

(11.20)

(I1.21)

D’apres (I11.13), (g, ¥5, ¢7, ¥7) converge, donc il existe une constante positive C' indépen-

dante de n telle que

E"t)<C,  Vit>o0,
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par conséquent, t,, = T, pour tout 7' > 0.
Ainsi, a partir de (I1.22) et du théoréme de Aubin-Lions, nous pouvons passer a la limite dans

(I1.15)-(IL.16).

Etape 3

Passage a la limite

D’apres (11.22), nous déduisons

(¢™, ™) est borné dans L=(R; H! (0 L)) x L™ (R; H; (0, L)), (11.23)
(¢, ) est borné dans (L™ (R; L*(0,L)))%. .
Par conséquent, de (I1.23) nous aurons
(™, ™) — (p, ) faiblement étoilé dans L? (R; H1(Q)) x L*(R; Hj(9)), (11.24)
(', ¥f') > (1, ¢r) faiblement étoilé dans (L* (R; L*(2))’, ’
ici Q = (0,L). Donc, il en suit que (pn,¥n) et (p,,1,) sont respectivement bornées dans
L2 (R; H! (0,L)) x L* (&; H} (0, L))
et
(L ®: L7 (0,2)) = (L* () (11.25)

D’apres le théoreme de Aubin-Lions, pour tout 7" > 0, il nous donne
(@™, ™) — (i, ¥) fortement dans L ((0,T); H! (0,L)) x L™= ((0,T); H} (0,L)). (11.26)
Nous pouvons déduire de (I1.25) et (I1.26) que

Py — goﬁ dans D’(O, T),
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et pour tout n > j

(96— o) < Il llg = (22— )
<oyl ([ ot as) [ao ) (.27
<yl € 9(0) 102 —

N[

C’est-a-dire que
g * @™ — g * @, faiblement dans L™ (0,7, L* (0, L)).

En passant a limite lorsque n — oo

(11.28)

(i, wy) + k (g2 + ¥, wje) =0,
(¢tt7wj) +0 (¢x7wjm) +k (9030 + @ZJ,’[U]‘) - (g * ¢x7wj) =0.

Donc, les relations (11.12); et (11.12)y sont vérifiées. Il nous reste a démontrer que la relations
(11.12)3 pour déduire que (II.1)-(II.3) est une solution faible. Pour cela, nous prenons une
fonction X (t) de classe C? telle que X (T) = 0.

Multiplions (I1.15) par X(¢) et intégrons sur (0,7) pour arriver a

[ Lt X000 w,) - 4 02 X (0] = 0.

[0 X0 ) +8 @ X00) w)] itk [ (i, X(0) )

- (I1.29)
—/0 (g w2, X(8) wye) dt = 0.
En utilisant I'intégration par partie deux fois par rapport a t, nous obtenons
/ (6 X" (1) wy) dt+ [ bl + 07 X () wye) de = (£(0), X(0) w;) = ((0), X'(0) ),
/( X" () wy) dt+5/ X(t) w;,) dt+/0 (0 + o, X () wy) dt
(g0, X (1) wj) dt = (m( )o X(O0)wy) = (47(0), X' (0)uwy).
(I1.30)
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En utilisant (I1.16) et (II.13) et en passant a la limite lorsque n — oo, nous obtenons

/OT ((p,X”(t) wj> dt + /OTk:(goz +1/1,X(t)wjx) dt = (g&l,wj X(O)) — (gpo,wj X,(O)),
/OT (0, X" (t) w;) dt +6 /OT (e X (2) w) dt+/OTk (0o v, X (1) wy) dt

_/0 (9% %e, X (1) wia(@)) dt = (1,05 X(0)) = (o, w; X' (0)).
(IL.31)
Multiplions (I1.28) par X (¢) avec X(T) =0, en intégrant sur (0,7), et en utilisant 'intégration

par partie deux fois, nous aboutissons

/O ! (0, X" () wy) dt + /0 Tk:(gox + 1, X (Hwja) dt = (94(0),w; X(0)) = (0, w; X'(0))
/OT (0, X"(t) wy) dt +0 /OT(%,X(t) wjy) dt + /OTk (0o + ¥, X (t) wy) dt
_ /OT (9% o X (1) wia(@)) dt = (¢(0),w; X(0)) — (o, w; X'(0)).

(11.32)

Par l'identification entre (IL.31) et (I1.32) et en utilisant le faite que X (¢) et wj, (pour j =

1,---n) sont fonctions arbitraires, donc cela nous conduisons a
@1(0) = 1, ©(0) = o, ¥(0) =0, et 1 (0) =11

Etape 4

Unicité de la solution :

Nous supposons qu'il existe deux solutions du probleme (II.1)-(I1.3) (cpl, w1> et (902, wQ).
Notons (go,zp) = (901 — 2t — w2), alors pour ¢ = 1,2, nous avons

pr @y = k(@he + 1) =0, (x.) € (0, L) x (0,00),
potly = 00k, + k(i +0%) + [ g9t = 5)ds =0, (@,1) € (0.L) x (0,00),

Soi(()?t) - szic(Lvt)v "M,(Ovt) - wl(lﬁt) =0, te (0700)7

¢'(2,0) = ¢y(2,0), @i(z,0) = ¢y(2,0), @€ (0,L).
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Ceci implique que

P1Pet — k(SOxx + %) =0, (:L',t) € (0’ L) X (Oa OO),
potb = 80aa + k(0o + ) + [ g()tualt = s)ds = 0, (2.2) € (0.L) x (0,00).

avec

90x<07t> = (px(L,t) = ¢t<07t> = ¢1(L7t) = 07 te (0700)7
o(x,0) = @(2,0) =0, =z € (0,L).

En utilisant (I1.21), nous trouvons que
E(t) < E(0) = 0.

Comme E(t) est fonction positive, alors E(t) = 0 donc d’ou (gpl, wl) = (@2,1/12).
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Chapitre 111

Décroissance générale

Dans ce chapitre, nous énongons et prouvons notre résultat de la décroissance générale de
I'énergie (I1.4) du probleme (II.1-11.3). La méthode utilisée est la méthode des multiplicateurs.

Pour atteindre notre objectif nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme III.1 La fonctionnelle
L L T
Fi(t) = ps /0 Wy Y dx + py /0 <¢/0 o (y) dy)dx, Vit>0,
satisfait
/ ! 2 1 2 2
Fi(t) < =5 al"+C I+ = [0ll” +er [l +C gothe, ViE>0,

ou l est définie dans ’hypothése Hy dans le chapitre 2.

Preuve. Dérivons F) par rapport a t, alors nous obtenons

L L L z
F{(t)zpz/o ?/dex+p2/0 l/fttlbdx‘i‘ﬂl/ol/)t(/o o (y)dy>dx

+p1/0L77D</0x§0tt (y) dy>d$-

(I1L.1)
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De (II.1); et (II.1)s, nous avons

{ p1u =k (0x +9), (111.2)

P2 wttzégpxz_k [pr_‘_w] _g*wxx-
Remplagons (I11.2) dans (I1.1) pour aboutir

L T L L
FO = bl o [ o ([0 dv)ao s [ van =k "oty v o

_/OLQ*%I (0 dx+/OLw</0xk:(gpx+¢)z dy)dm.

En utilisant U'intégration par partie et les conditions aux limites (II.2), pour obtenir

A =l o [ o ([ d e =0 ol <k oot 0) v o

L L
S T R R | (R PR RO R
d’ou
Fi(t) = pa [[oe]* + p1 /OL @bt(/ox ei(y) dy)cl:c — & | |I” + /OLg U, da. (111.3)

A Daide des inégalités de Young et Cauchy-Schwarz, nous estimons les termes du membre droit

de (TI1.3).

On note

L =m /OL?/ft (/Ox%(y) dy)d:c,
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alors, nous avons

<o [ 1ol (o) a)as
<o [ 1ot ([ 1ot 1a)ao

L L
= [ 1 ldr [ ey | dy

Sﬁl (/Llwt!d:c>2+ ?(/OLhot(dey)Z (I11.4)

2
= e+ S L lpell”

_451
PlL2
_4

C
< - ||¢t||2+ e [lell.

lell* + e lleoel®

Notons que

L
[2:/ (g% ) oy da

_/ (/ t—s%()ds)zﬂxds

= —/0 %/0 gt — 8)[=Vu(s) + Yu(t) — u(1)] ds du
= —/OL /Otg(t — 8)[Yx(t) — ¥u(s)] ds dz + (/Otg(t —5) ds> [40]2.

¢
Dénotons g O 1, = / g(t — ) [1.(t) — 1¥(s)] ds et nous utilisons le changement de variable
0

z =t — s, alors nous avons
t t
| att=s)ds= [ g(=) a=.
0 0
d’ou
L t )
I, = —/0 V(g O ,) dx + (/0 g(z)dz) 2 |
En vertu de I'inégalité de Young nous pouvons avoir

1 o]
< an P+ el o Ol + ([ ot dslual?

~ (o0 [ ds)uwmuu o IOl
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L’application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz a ||g O 1, ||*, nous trouvons

o Ol = [ [ Lot =3) ot =) 1 alt) = () | dsrda:
< (ffae—9ajoor= ([0 oo

< </oog(s)ds>gozl)x < C goty,
0

ceci implique que

C
I, < (ozl + / ds) H¢IH2 —1— — g 0 1g. (IIL.5)
En remplagant (II1.4) et (II1.5) dans (II1.3), nous obtenons
C o0 C
A < o Wl S 42 P = 5 10l (e [ a0 ds) ol + & o

1 C
<c (1+5l) P+ bl = (=1 = [ sl + & o,

Comme [ =6 — / ) ds, alors nous aurons

/ 1 C
A< ©(142) o+ e lod? = o) [+ < gou.

l

posons oy = 3 alors nous déduisons que

, l 1
A < g ol +C (1+2) o+ ol +C goun

[ |
Lemme II1.2 Supposons que Hy est vérifie. Alors, pour tout ty > 0, la fonctionnelle
L t
Rl == | (w0 [ at0=9) 000 = o] ds )
t
=—p [ UrgOv.t>0
satisfait pour tout eg, €3, d5 > 0 et pour tout t >ty > 0
/ 2 2 2 / 1 1
Fy(t) < —py 2 IthH +2 eofltull” +esllen + 0" = Cglote +C (1+ — e RS
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ol
to
9o :/0 g(s) ds.
Preuve. Dérivons Fy par rapport a t, alors nous donnons
/ L L / t 2
Fy(t) = —pa [ 900 de—py [ vi gOv da - p</0 g(t —9) ds) ]

L L t
= _P2/0 Yy gL do — P2/0 Y g’ dx — P2</0 9(s) dS) [
D’apres (I1.1), nous avons

L L L
Fy(t) = =5 [ e g0 do+k [ (o +4) 00 da+ [ gx i, g0 do

— ( [ o g’Dwdx) — ( | Lg(s)ds) e

Maintenant, nous utilisons I'intégration par parties avec les conditions aux limites (II.2), alors

nous trouvons

t L L
0 = —pa [ o661ts) W +5 [ . 00 do+ 1 [ a0 a0

L L
— [Cox ) 00 dw—po [ 9T d
0 0

Ensuite, nous estimons les termes du membre droit de (II1.6) en appliquant 'inégalités de

t
Young, Cauchy- Schwarz et Poincaré et en utilisant le fait que / g(s) ds < 9, donc nous
0

aboutissons

L
L= [ v g0, da
0
2

1)
< e [[va?* + 12 190y
2

2

) L
<+ o ( / g(s)ds> gou

C
S E2 ||z/):v”2 + g go wm
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par analogie avec [;, nous aurons

L
B=k [ (po+1) 600 da

C
<es oo +¥|* + o 9° V.

b= [ 9w (g00) do
-/ " g [a(t) — ()] 9O dr — ( / tg(s)ds) / U alt) 600, d
= [0 do= ([ o) as) [0 g0 a0

. 2
<C gohy + ey HiﬂxHQ—l—l(/O g(s)ds> go

462

1
< gQ”dercHQ +C (52 + 1) go w:m

L
J— /0 vy T da

P2 fot g/(5> dS)g/ Od)x

<pn an Juf? + (2 2]

C
<py ag ||Ue|* — o g oYy

En insérant (I; — I) dans (II1.6), nous aurons

/ t , 1 1
0 < oo | 0(6) ds—aa) P42 2 [l 1P =C v (14 242 gous

Comme g est une fonction positive continue et g(o) > 0, pour tout ¢t > ¢, > 0, alors nous

to
s) ds
prenons qg = Og§> = %, il s’ensuit

! fo 90
/g(s) ds—a2>/ g(s) ds —ay = —
0 0 2

alors, nous déduisons que

g 1 1
Fy() < —p2 3 Al +2 0 [ell* + & o+ —c o 085, + C (1 F ot ) 9ot
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Lemme II1.3 Supposons que Hy et — = — sont vérifiées, alors la fonctionnelle
P1 P2

L L
F3(t):/<¢x§0t+spxwt)dl‘+£/ 0 ¥y do, t>0
0 kpg 0

satisfait

k: C
B < g lort vl + Carllod? +C (14 L) IulP + C g0 = & fon, £20
Preuve. La différentielle de F3 par rapport a t est donnée par

R o ot pn [t
Fi(t) = / (Yt 0t + Vo O1t + Pat Ut + 0p Vi) dx / (pr g *x 1)) do — —— / o1 g * Yy do
ok p2 Jo k ps Jo

= xd
kng /%@b T

En utilisant (II.1); et (II.1)s, alors nous donnons

L L
Fi(t) = [ (at oo 0(0) da = 2 0) [ v = ;2 | g s da
k L
p1 /0 p2 /0 p2 70
1 L 1 L
p2 Jo p2 Jo

Remarquons que
L L L
/0 (Yot @1 + 0ot V(1)) dx = /o (Ve @) do = Mt (’Dt}o = 0.

En intégrant par parties et en utilisant les conditions aux limites (I1.2) pour trouver

Rt == o) [Covedo= 2 [0 gotg*wmdw—nwxu%*/ Vo Pradls
- wx@mdx_iH@tz_*/ SOxT/Jdl'—l-* / 9 * Yz Pax
0 P2 JO P2 JO

L
2 gt pdn—— [T dr
P2 JO p2 Jo
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ceci implique que

L L k
B0 =~ 90) [ ethe da =L [T we da b

k
=2 [ pmar- Sl -2 v (11L7)

P1

1
[T dr

P2 J0

k

Comme — = —, alors la relation (II1.7) devient
1 P2

Fy(O) = = lgull + 5 Wl = 2 ) [ o= [“gew, v da

k,i

(I11.8)
/ thg,*l/)deE—f/ ngl/)dl‘
P2 JO p2 Jo

Dans ce qui suit, nous allons estimer les trois derniers termes de membre droit de la relation
(IT1.8) par 'utilisation des inégalités de Young, Cauchy-Schwarz, et Poincaré, alors pour €4 > 0,

nous avons

k k
W=t [P do < 5 el 4 5 I < 5 ol + C P
p2 Jo 2 2 P?

122—,012/0 g5y by da
=L [ 00 @ttt = = ['ate) ) sl o)

P2 P2

( s 1) ( [ 9o ds> o+ < gous,
(11

.9) devient

Posons a3 = 1, alors

30



[2§090¢x

L
Isz—A / @1 g * Y, dx

ka / @1 g * [Ph(t) —Y(s )]_kp;</otg/(t—s)ds> /OL%%dx

L
de —g p1 /¢t¢xd$+g )k’&/ Pt Py dz
P2 70
<0 QH%W+—£L* f@@dsgwwﬁ-m“u%W+g%““n%w
_Qkip Qkp 4 0 2k§p2 2kpg€4
p2
donc, nous arrivons a
p1E C p
< B2 ol = = ot = ol +90) 2 [T de
car g(t) < g(0 et/ s) ds = g(t) — g(0) < 0.

Enfin, nous substitutions (/; — I3) dans (II1.8), nous obtenons

/ k C
R < g lonlP 4 Cea o + € (14 2] el 4. C gown = S o v,

k c ,
S—Wm+MP+IWWC@H%W+C<H->H%W+Cgm%—go%
2 ps 2p2

k C
<—H%+¢W+C&H%W+C<H—)H%W+ng%—90%.

-2
]
Lemme II1.4 La fonctionnelle suivante
L
Fy(t) = —p1 /0 @ o dx, Vt>0,
satisfait
Fi(1) < —pr lodP + 25 llgw + 0l +C sl £>0.

Preuve. Prenons la dérivée de la fonctionnelle F); par rapport a t, nous aboutissons

Fi(t) = —m /OL i dx—py /OL @ oy da. (IT1.10)
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De (I1.1)1, donc la relation (II1.10) devient

L
Fi(t) = —pu ol — k[ o(os ) do

Explorer 'inégalité de Young, par l'intégration par partie et en prenant en considération les

conditions aux limites (II.2), alors nous trouvons

L
Fi(t) = =pu e + k[ eulpr+v) do.

Explorons les inégalités de Young et Poincaré pour obtenir

Filt) < —pr llgdl? + 5 gl + 5 llpw + 9l
A R T L P
< il + 2 o+l + 5 e
<ol + 2 g+ 9l 4+ O

3k
< —p1 [leel® + 5 =+ Y|I>+ C vl

Nous somme préts a mentionner et prouver notre résultat principal.

Théoréme II1.1 Supposons que Hy et Hy sont vérifiées. Alors, pour tout tog > 0, il existe deux

constantes positives « et (3 telles que l’énergie donné par la relation (I1.4), satisfait

t
E(t) < eiﬁfto n(s) ds

— Y

Vot >t (I11.11)

Preuve. Définissons la fonctionnelle de Lyapunov comme suit :
L(t) = NE(t) + N1 Fi(t) + NoFy(t) + N3Fs(t) + Fyu(t), (I11.12)

ou N, Ny, N, et N3 sont des constantes positives que nous allons choisir plus tard.
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En dérivant (I11.12) et en utilisant les lemmes (I11.2)-(I11.4), nous aurons

L'(t) = NE'(t) + NiF{(t) + NaFy(t) + NoFy(t) + Fy(1)

l 1
<—|=N,—2e Ny—C <1+> Na—C] 14|
2 &4

—m—M&—C%mM%W

[pa go No 1 9
) LRIl S
22 1<+&ﬂwm (I1L13)
[k 3k
— —ea N, — 2 . 2
oo M- Na= 5]l bl
[N N.
+l=-c=2 —ON2‘| g oy,
_2 4
1 1
—|—ClN1+<1+—|-> N2+N31901/)x.
€ &3
P1 ly Ny k N3 P1
n posant & N €9 N, €3 T Ny €4 1C Ny onc, nous avons
ly, N
1) < =[P - € (14 8) Na= | onl? = TP
k 3k )
-l = e
N
+ 2—0]\732—0]\721 g o,
-2 o | e

Ny N,
C|IN,+ Ny [14+ ==+ —=]+ N -
+ l1+ 2<+N1+N3)+ 31901/)

Ensuite, nous choisissons attentivement nos constantes afin que les termes entre les parenthéses
soient positifs .

Premiérement, nous prenons N3 suffisamment grand telle que

K 3K
S A
aq 4[)2 3 9 )
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deuxiemement, nous fixons N; suffisamment grand telle que

la Ny

—C(1+N3)N3—C>0,

Qg =
ensuite, nous fixons N2 suffisamment grand pour que

P2 go No
a3 = —————

5 —C N (1+Ny) >0,

enfin, nous obtenons

p
L'(t) < —ag |9 - 51 led|? = an [loa +l1* — s [l9e]]?
N
+ [Q_CNg—CNzl 9’0%:
, (111.14)

Ny N
N+ Ny |14+ —+ — N. -
+C’[1+ 2<+N1+N3>+ 3]go¢

N
<~ e 4 01 - au P = aa Il + |5~ €| 0w+ C o,
D’autre part, nous définissons

L(t) = Ny Fy(t) + NoFy(t) + N3 Fy(t) + Fu(t).

Maintenant, nous estimons les fonctions Fj(t) — Fy(t), en utilisant I'inégalité de Young, Cauchy-

Schwarz et Poincaré, comme suit :
L L x
A= [[vvder [T [Co ) ay)as

L L T
<o [ 10wl des | hﬂ|<£|¢mn|wodx

/ 1 x 2
<o [P | 4 5 o+ ) [ eto] ]|

2

i 2 2 1 L
<o [2C el + P + 5| [ )| dy

L2
Py|? +7 lloe)?

Spl2cn%W+‘

<C

I 1 + ||¢t||2||+||wt||2],
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L
Pat)=po [ 11900 do

< p2

IWW+MDwH

<C

HmW+ww}

L P1 P1 t 2
Byt = [ (e et on vt o eeg O do— L { [ o) ds o
soM%W+WW+mw%w%W+wwﬁw%ﬂ
SCMWAZHWMQHWMZwa+wﬁ+gm%L
L
F4(t) :/0 ® Pt dz
SC|WW+WW]

SCH%W+WW]

gcn%+¢W+WW+wm]

son%+w%W%W+ww]

Cela implique qu’il existe Cy > 0 tel que
d’ou
(N —Co) E(t) <L(t) < (Co+ N) E(1).

N
Maintenant, en choisissant suffisamment N grand pour que N — Cy > 0 et 5 C >0, en
déduisant que L(t) ~ E(t) pour tout ¢ > 0.
Nous revenons a 'expression de (I11.14) et a l’expression 'énergie F(t) dans (I11.4), alors nous

déduisons qu’il existe deux constantes positives kq, ko, telles que

L'(t) < —ky E(t) + k2 g 01y, Vit>ty>0. (II1.15)
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En multipliant (II1.15) par n(¢), nous obtenons
n(t) L'(t) < —ky n(t) E@t) + k2 n(t) g o s, Vi > to. (I11.16)

Le dernier terme de (II1.16) est estimé comme suit :
D’apres la condition Hs, nous avons n est une fonction non croissante, donc cela implique que
pour tout s et t € R, avec s <t , nous avons n(t) < n(s), et en vertu du lemme (II1.2), nous

obtenons

go¢x<// (t—s) g (t—8) (Wult) — u(s))? ds dx
S—// (t —5) (Vu(t) — Vu(5))? ds da

< —¢ Oty <=2 E'(}).

Ainsi, il s’ensuit que (II1.16) devient, nous aurons
n(t) L'(t) < —ky n(t) E(t) — 2ky E'(t), Vit>to,
par conséquent, nous pouvons réécrire 1'inégalité ci-dessus comme suit :
() L(t) +2 ks E(®)] =0 (1) L(t) < =k n(t) E(t).

Nous dénotons F(t) = n(t) L(t) + 2 koE(t). Comme 71 est une fonction non croissante, alors

nous trouvons

F'(t) < ki n(t) E(b). (IIL.17)

Il est clair que F(t) ~ E(t), il s'ensuit qu’il existe une constante ks > 0, telle que
F'(t) < —k3 n(t) F(t), Vit>t. (IT1.18)

La solution de (III.18) est donnée par
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enfin, nous pouvons conclure que

s) ds
’

E(t) < a (tg) ¢ o ™ V> b, (IIL.19)

car E(t) ~ F(t). u

Remarque II1.1 Les estimations (I11.11) sont également valables pourt € [0,to] par la conti-

nuité et la bornéture des E et n.

Application :

Nous présentons quelques exemples pour illustrer le résultat de la décroissance générale de

I’énergie obtenue dans le théoreme (I11.1).

Exemple II1.1 Soient 51 et By sont deux constantes strictement positives. Si g(t) = e A1t

alors nous trouvons

g ) =B By eV

= _61 g(t) < 07

(I11.20)

comme ¢ (t) = —n(t)g(t), alors n(t) = Bs.

Nous remarquons que g(0) = By > 0, et d’apres la relation (II1.20) que les deux fonctions g(t)
et n sont non croissantes. En plus, /OO g(s) ds est bornée car 53 > 0, alors nous déduisons que
les deuz conditions (Hy) et (Hs) Sonot vérifiées. En appliquant ’estimation du théoréme (II1.1)
pour trouver

E(t) < Cye P2 > ¢,

d’ot la décroissance exponentielle de l’énergie E(t).

Exemple II1.2 Soient 3, et B2 sont deuz constantes strictement positives. St g(t) = (1_1_21)62+1’
alors nous obtenons
g(t) = =B (B +1)(1+1)%"
(B2 +1) (I11.21)

= —m g(t) <0,
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+1)

comme ¢'(t) = —n(t t), alors t:(&i.

o6 = =0lt) g(t). alors n(t) = 5

Nous remarquons que g(0) = 1 > 0, et d’aprés la relation (II11.21) nous avons les deux fonc-

tions g(t) et n sont non croissantes. En plus, / g(s)ds est bornée car By + 1 > 1, alors nous
0

déduisons que les deux conditions (Hy) et (Hy) sont vérifiées.

Donc, en appliquant l’estimation du théoréme (II1.1) pour trouver

C

V> .

D’ot la décroissons polynomiale de l’énergie E(t).

Nous concluons d’apres les deux exemples que ’énergie décroit généralement.
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Conclusion et perspective

Les vibrations sont un phénomene récurrence dans le domaine de 1’'ingénierie notamment au
niveau des structures mécaniques. Ce probleme agit négativement sur leur fonctionnement et
leur duré de vie. Pour le réduire plusieurs techniques sont utilisées comme celle de la stabilisation
qui permet d’atténuer ces secousses par rétroaction (feed-back).

Ce mémoire est consacré a I’étude d’un systeme de Timoshenko avec un seul mécanisme de
dissipation de type mémoire. En utilisant la méthode de Faedo-Galerkin 'existence et 'unicité
de la solution a été obtenu. Et en utilisant la méthode des multiplicateurs un résultat de la
décroissance générale de I'énergie a été également prouvé.

Dans le future, nous essayerons d’établir les mémes techniques utilisées dans ce travail a des

autres problemes tel les problemes poreuses et les problemes de thermoélasticités.
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