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Résumé

Il existe plusieurs distribution dans la probabilités. Ce mémoire est consacré à étude
quelques modeles de distributions liées à la famille exponentielle à savoir: la distribution
de laplace, distribution exponentielle et de Lindley, distribution de Lindley transmutée.
Nous traitons les propriétés statistiques, et l’application de ces distribution.

Mots clés :Modélisation, famille exponentielle, estimation, distribution.

Abstract

There are several distrbutions in the probability. This memory is devoted to a study of
some models of modifies distribution of the exponential family nomely: laplace distri-
bution, esponential and Lindley distribution, transmuted Lindley distribution. We deal
with statistical properites, and the application of these distributions

Key words : Modeling, exponential family, appreciation, distribution.
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Introduction

Le statistiques renseignent sur les tendances et les forces qui influent sur notre

vie. La qualité des procédures utilisées dans une analyse statistique dépend forte-

ment du modèle de probabilité supposé ou la distribution de probabilité. Pour cela,

des efforts considérables ont été déployés dans le développement de grandes classes

des distribution de probabilité standard ainsi que des méthodologies statistiques

pertinentes. Cependant, il reste beaucoup de problèmes importants ou les données

réelles ne suivant aucune des distribution de probabilité standards.

Une distribution de probabilité décrit le comportement aléatoire d’un phénomène

dépendant du hasard. L’étude des phénomènes aléatoires a commencé avec l’étude

des jeux de hasard. Jeux de dés, des urnes et jeu de pile ou face ont été des motiva-

tions pour comprendre et prévoir. Les distribution de probabilités sont utilisées dans

plusieurs domaines de l’activité humaine comme l’économie, l’ingénierie, le manage-

ment et l’informatique. Il existe beaucoup de distribution de probabilités différentes.

Parmi ces distribution, la loi exponentielle qui modélise la durée de vie d’un phéno-

mène sans mémoire. La loi de lindley, proposée par le statisticien britannique Dennis

Victor Lindley en (1958).

Plan du mémoire : Ce mémoire compote, en plus de l’introduction quatre cha-

pitres :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous rappelons certaines notions et certains résultats

que nous utiliserons par la suite. ce rappel comporte la notion de tribus, variables

aléatoire, fonction quantile les lois probabilités.

chapitre 2 : Dans ce chapitre, concernant la distribution exponentialisée de laplace

modifiée, la méthode d’exponentiation et distribution de laplace modifiée, la pro-

priétés statistiques, fonction quantile, et estimation du maximum de vraisemblance.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre, nous abordons les propriétés de la distribution ex-

ponentielles et lindley. Ces propriétés sont moments et mesures connexes, fonction

v



caractéristique et loi exponentielle. Enfin, nous donnons des exemples illustratifs

réelles pour comparer entre la distribution de lindley et loi exponentielle.

Chapitre 4 : Dans ce chapitre, nous allons voir les propriétés de distribution de

lindley transmutée. Ces propriétés sont : moments, Analyse de fiabilité et statistiques

d’ordre.
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Chapitre 1

Rappels Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons les concepts de base et les définitions liées aux

tribus, aux variables aléatoires et lois de probabilités qui serons utilisées dans les

prochains chapitres suivants, ainsi anis quelques preuves, exemples et interprétation

en domaine de modélisation.

1.1 Tribus et Mesures

Commençons par quelques définitions sur les tribus et les mesures.

1.1.1 Définitions

Définition 1.1. Soit Ω un ensemble non vide, F une famille des parties de Ω, (i.e)

F ⊂ P(Ω). La famille F est une tribu (on dit aussiσ-Algèbre) sur Ω si F vérifiée :

i. F ̸= ∅.

ii. F est stable par réunion dénombrable, (i.e) pour toute suite dénombrable (An)n∈N∗

d’éléments de F , on a (∪An)n∈N∗ ∈ F .

iii. F est stable par passage au complémentaire, (i.e pour tout A ∈ F , on a Ac ∈

F).

Le couple (Ω, F) s’appelle espace mésurable ou espace probabilisable.

Remarque 1.1. (en modélisation)

— (Ω) représente l’espace fondamental : l’ensemble de tous les resulats pos-

sibles d’une expérience aléatoire.

— Tribu : le contenu d’information associée a une expérience aléatoire.
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Chapitre 1. Rappels Préliminaires

— Une expérience aléatoire : est une expérience dont les résultats ne peuvent

être prévus avec certitude (exactitude) d’avance.

Exemple 1.1.

1. P(Ω) est une tribu sur Ω pour tout ensemble Ω.

2. {∅,Ω} est une tribu sur Ω pour tout ensemble Ω.

Définition 1.2. Soit (Ω,F) un espace mesurable, une sous tribu de F est une sous

famille G ⊂ F qui est également une tribu sur F .

Exemple 1.2.

1. La tribu engendrée par C = {A} est {∅, A,AC ,Ω}.

Définition 1.3. Soit Ω un ensemble non vide et F une tribu sur Ω.

Les parties de F qui sont des éléments de F sont dites mesurables ou probabili-

sables.

Définition 1.4. (Mesure Positive) Soit (Ω,F) un espace mesurables, on appelle

mesure positive sur F une application : µ : F −→ R+ vérifiant

i. µ(∅) = 0.

ii. µ est α–additive, (i.e : pour tout famille (An)n∈N d’éléments de F disjoints

deux à deux, (i.e : telsqueAn ∩ Am = ϕsin ̸= m), on a

µ(∪An)n∈N =
∑
n∈N

µ(An).

Remarque 1.2. Si µ(Ω) = 1, on dit que µ est une mesure de probabilité.

Définition 1.5. Si µ(Ω) < +∞ on dit que µ est une mesure finie.

— (Ω,F , µ) est un espace mesuré.

— (Ω,F ,P) est un espace probabilisé ou P est une mesure de probabilité.

Passons maintenant à la mesurabilité, les variables aléatoires et leur caracté-

ristiques.

1.2 Applications mesurables

Définition 1.6. (Application mesurable) Soit (Ω,F), (Ω′,F ′) deux espaces me-

surables.

2



1.3 Variables aléatoires

On dit qu’une application f : Ω −→ Ω′ est mesurable (par rapport aux tribus F et F ′)

si

∀B ∈ F ′ : f−1(B) ∈ F ,

où

f−1(B) = {ω ∈ Ω : f(ω) ∈ B}.

1.3 Variables aléatoires

Définition 1.7. On appelle variable aléatoire X (enabrgV.A.X) toute application

mesurable d’un espace probabilisé (Ω,F ,P) dans un espace mesurable (Ω′,F ′).

Définition 1.8. Soit X : (Ω,F) −→ (Ω′,F ′) une variable aléatoire.

On appelle Loi de probabilité X la mesure PX sur (Ω,F ′) définie par :

PX = P(ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A) = P(X−1(A)),

où

PX(A) = P(X ∈ A).

Remarque 1.3. PX est un mesure de probabilité.

Définition 1.9. On appelle fonction de répartition d’une V.A.X la fonction FX

définie sur R par :

FX(x) = P (X ≤ x) = P({ω ∈ Ω : X(ω ≤ x)}), x ∈ R.

Définition 1.10. Une variable aléatoire X est à densité, ou continue, s’il existe

une fonction f définie sur R telle que la fonction de répartition de X s’écrit

∀x ∈ R, FX(x) =

∫ x

−∞
f(t)dt, (1.1)

où f est une fonction intégrable sur R satisfaisant les conditions suivantes :

1. f(t) ≥ 0 pour tout t ∈ R.

2.
∫ +∞

−∞
f(t)dt = 1.

Une fonction qui vérifie les condition (1) et (2) est appelée densité de probabilité.

Proposition 1.1. Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition FX . Si FX

est continue sur R et dérivable sur R (sauf peut−tre en un nombre fini de points),

alors X est une variable à densité f donnée par f(x) = F ′
X(x).

3



Chapitre 1. Rappels Préliminaires

Définition 1.11. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité. On dit que deux événe-

ments A et B de Ω sont indépendants lorsque

P(A ∩B) = P(A).P(B).

Plus généralement, soient n événements, A1, A2, ..., An sont dit indépendants

(ou plus prcisment deux deux indpendants) lorsque pour tous i ̸= j on a

P(Ai ∩ Aj) = P(Ai).P(Aj).

Définition 1.12. (Indépendance des variables aléatoires)

Deux variables aléatoires réelles X1 et X2 sur (Ω,F) sont dites indépendantes si,

pour tous W et W ′ dans B(R), les événements X1∈W et X2 ∈ W ′ sont indépendants.

La définition s’étend immédiatement au cas de n variables aléatoires.

1.4 Espérance mathématique et variance

Définition 1.13. L’espérance mathématique d’une (V.A.X) définie sur (Ω,F ,P)

est donnée par :

E(X) =

∫
X(Ω)

XdPX(x) =

∫
Ω

X(ω)dP(ω). (1.2)

X(Ω) : l’ensemble des valeurs prises par X.

Définition 1.14. La variance d’une (V.A.X) existe et finie si E(X2) existe, alors

on a

V ar(X) = E(X − E(X2)) = E(X2)− (E(X))2, (1.3)

où

E(X2) =

∫
Ω

X2(ω)dP(ω). (1.4)

E(X2) est le moment d’ordre 2 de la (V.A.X).

1.5 Fonction quantile

Définition 1.15. Soit X une (V.A) de fonction de répartition FX . Le quantile

d’ordre uϵ ]0, 1[ de X est le nombre xu = QX(u) tel que FX(xu) = u. La fonc-

tion quantile d’une variable aléatoire (ou d′une loi de probabilit) est l’inverse de sa

fonction de répartition.
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1.6 Fonction génératrice des moments

Remarque 1.4.

1. QX(1/2) = x1/2 est appelé médiane de X.

2. Si FX n’est pas strictement croissante mais simplement croissante, on définit le

quantile d’ordre u par :

QX(u) = inf {xϵR : FX(x) ≥ u} , 0 < u < 1.

1.6 Fonction génératrice des moments

Définition 1.16. La fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire X

est définie par

MX(t) = E(eXt), t ∈ R.

Proposition 1.2.

1. Lorsque les moments de tout ordre existent et que leur série génératrice exponen-

tielle a un rayon de convergence non nul R alors pour tout t ∈ ]−R,R[ on a

MX(t) = E(eXt) =
+∞∑
K=0

E(XK)

K!
tK .

2. Pour tout K ≥ 0, MX est K fois dérivable en 0 et E(XK) = MK
X (0). Donc, on a

E(X) = M
′

X(0) et V ar(X) = M
′′

X(0)− [M
′

X(0)]
2.

1.7 Méthode du maximum de vraisemblance

En (1912), Ronald Aylmer Fisher rédige son premier article consacré au maxi-

mum de vraisemblance. Dans son article de (1912), il propose l’estimateur du maxi-

mum de vraisemblance qu’il appelle à l’époque le critère absolu. c’est aussi en (1922),

qu’il donne le nom de maximum de vraisemblance à sa méthode. On considère un n-

échantillon X1, X2, ..., Xn de loi Pθ (discrète ou continue). Étant en possession d’une

réalisation x1, x2, ..., xn d’un n-échantillon, une approche naturelle au problème de

l’estimation est la suivante : on cherche, parmi toutes les valeurs possibles de θ,

celle sous laquelle il était le plus probable d’avoir observé les valeurs x1, x2, ..., xn, en

d’autres termes, on cherche la valeur de θ qui explique le mieux les valeurs obtenues.

Nous allons à présent construire un estimateur basé sur cette idée.

5



Chapitre 1. Rappels Préliminaires

Définition 1.17. (Fonction de vraisemblance) Soient X1, X2, ..., Xn n variables

aléatoires indépendantes et de même loi. La fonction de vraisemblance est

L(θ; x1, x2, ..., xn) =


n∏

i=1

p(X = xi; θ) si les Xi sont discrètes,

n∏
i=1

fX(xi; θ) si les Xi sont continues.

Définition 1.18. On appelle estimateur du maximum de vraisemblance de la va-

riable aléatoire correspondant à la valeur θ̂n en laquelle la fonction de vraisemblance

atteint son maximum.

1.8 Lois de Probabilités utiles

Donnons quelques lois de probabilités utiles en théorie de la famille exponentielle.

1.8.1 Loi Binomiale

Définition 1.19. Une (V.A.R) X suit une loi Binomiale de paramètres p, (0 <

p < 1) et n, et on note : X → B(n, p) si sa loi est donnée par :

P(X = k) =

Ck
np

k(1− p)n−k, pour k ∈ N,

0, sinon.

Proposition 1.3. La moyenne et la variance de X −→ B(n, p) sont

E(X)=np.

V ar(X)=np(1− p).

Remarque 1.5. (en modlisation)

–La loi Binomiale modélise la situation suivante :

On compte le nombre de succès parmi n expérience réalisées de façon indépendantes.

1.8.2 Loi de Poisson

Définition 1.20. Une variable aléatoire X à valeurs dans R suit un loi de Poisson

de paramètre λ(λ > 0), et on note X → P(λ) si sa loi est donnée par :

P(X = k) =
λke−λ

k!
, k = 0.1...n, ...

6



1.8 Lois de Probabilités utiles

Proposition 1.4. Si X → P(λ) on a

E(X) = λ. (1.5)

V ar(X) = λ. (1.6)

Proposition 1.5. Si X1, X2, ..., Xn sont des variable de Poisson indépendantes de

paramètre respectifs λ1, λ2, ..., λn, alors X=X1 + X2 + ... + Xn est une variable de

Poisson de paramètre (λ1 + λ2 + ...+ λn).

Remarque 1.6. (en modélisation)

La loi de Poisson est la loi des événements rares,(i.e) : des événements ayant une

faible probabilité de réalisation : (maladies rares, accidents mortels rares, letitrage

d′une solution virale, mutation ou recombinai sons dans une squence gntique, pannes,

radioactivit...).

1.8.3 Loi exponentielle

Définition 1.21. Une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramètre

(ou de taux) λ > 0 est une variable continue à valeurs positives de densité

fX(x) =

λe−λx, x ≥ 0,

0, x < 0.

(1.7)

et on note X → ε(λ).

Exemple 1.3. Le temps d’attente exprimer en minutes au guichet d’une banque est

une variable aléatoire T suivant la loi exponentielle de paramètre λ.

On sait que la probabilité qu’un client attente moins de 8 est égale à 0.7

1. La valeur approchée à 0.0001 de λ. On a

P(T ≤ 8) = 0.7, donc : 1− e(−8λ) = 0.7.

e−8λ = 0.3, donc : λ =
ln(0.3)

−8
≃ 0.1505.

2. La probabilité qu’un client attende entre 15 et 20 minutes.

P(15 ≤ X ≤ 20) = F (20)− F (15) = e−0.1505∗20 − e−0.1505∗15 ≃ 0.055.
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Chapitre 1. Rappels Préliminaires

Remarque 1.7. (en modélisation)

–La loi exponentielle modélise la durée de vie d’un phénomène sans mémoire : ou

sans vieillissement : la probabilité que le phénomène dure au moins (s + t) heures

sachant qu’il a déjà duré t heures sera la même que la probabilité de durer s heures

à partir de sa mise en fonction initiale.

En d’autre termes, la fait que le phénomène ait duré pendant t heures ne change

rien à son espérance de vie à partir du temps t.

1.9 Loi de Gamma

Définition 1.22. La loi exponentielle est un cas particulier de la famille des loi

Gamma. Une variable aléatoire X suit une loi Gamma, de paramètres α, β ∈ R∗
+,

(α est appel paramtre d′chelle et β est le paramtre de forme), notée par

X ∼ Γ(α, β). La densité de X


βα

Γ(α)
xα−1e−λx, six ≥ 0,

0, six < 0.

(1.8)

Où Γ(α) est la fonction Gamma est donnée par

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx, α > 0. (1.9)

1.10 Loi Normale

Définition 1.23. Soient deux réels m et σ. On suppose σ > 0 on dit que la variable

aléatoire réelle continue X suit la loi normale de paramètres m et σ lorsqu’elle admet

pour densité de probabilité la fonction

fX(x) =
1

σ
√
2π

e

−1

2

(x−m)2

σ2 , x ∈ R. (1.10)

La loi normale de paramètre m et σ est notée N(m,σ) telle que m est la moyenne

et décart-type σ.

Cas Particulier : Si m = 0 et σ = 1, la loi normale est dite centrée réduite

X → N(0, 1).
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1.11 Loi uniforme

Définition 1.24. On dit que la variable aléatoire réelle continue X suit la loi nor-

male centrée réduite si elle admet pour densité de probabilité de fonction

fX(x) =
1√
2π

e
−
x2

2 , x ∈ R. (1.11)

1.11 Loi uniforme

Définition 1.25. Soit un espace fondamental Ω, intervalle de R, a et b deux réels

tels que a < b.

On appelle loi uniforme sur [a, b] la loi de probabilité dont la densité f est la fonction

constante définie par :

f(x) =


0, si x < a,

1

b− 1
, si a ≤ x ≤ b,

0, si x > b.

La fonction de répartition F est définie par :

F (x) =


0, si x < a,

x− a

b− a
, si a ≤ x ≤ b,

0, si x > b.

1.12 Critères d’information

Définition 1.26. Les critères les plus cités sont ceux d’Akaike(CIA,AICC), et

Baysien (CIB)

AIC = −2 lnL+ 2K.

AICC = AIC +
2K(K + 1)

(n−K − 1)
.

BIC = −2 ln l +K lnL.

Où L est la vraisemblance, k le nombre de paramètres dans le modèle et n le nombre

d’observations.
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Chapitre 2

Distribution exponentialisée de

Laplace Modifiée

Dans ce chapitre, on traite la distribution exponentielle de Laplace modifiée, les

propriétés statistiques.

2.1 La méthode d’exponentiation et distribution

de Laplace

La fonction d’une variable aléatoire exponentialisée X est donné par :

G(x) = [F (x)]a, a > 0. (2.1)

Où F (x) est la fonction de répartition de la distribution de base. En différenciant

(1), nous obtenons la fonction de densité de probabilité de la variable aléatoire

exponentialisée X comme suit :

z(x) = a[F (x)]a−1f(x). (2.2)

Où f(x) est la fonction de densité de probabilité de la distribution de base. La

distribution de base ici est la distribution de Laplace à deux paramètres.

Proposition 2.1. La fonction de densité de probabilité f(x) et la fonction

10



2.1 La méthode d’exponentiation et distribution
de Laplace

de répartition F (x) de la distribution de Laplace sont donnés par :

f(x) =


1

2b
e

(
x−µ
b

)
, si x ≤ µ,

1

2b
e−
(

x−µ
b

)
, si x > µ.

F (x) =


1

2
e

(
x−µ
b

)
, si x ≤ µ,

1− 1

2
e−
(

x−µ
b

)
, si x > µ.

(2.3)

Où, b > 0, −∞ ≤ x ≤ +∞,

b est le paramètre d’échelle, µ le paramètre de localisation.

Preuve

si x ≤ µ

FX(x) =

∫ x

−∞
f(t)dx, et f(x) =

1

2b
e(

x−µ
b )

FX(x) =

∫ x

−∞
f(t)dx =

∫ x

−∞

1

2b
e(

t−µ
b )dx

=
1

2b
b
[
e

t−µ
b

]x
−∞

=
1

2
e(

x−µ
b

).

Si x > µ, on a

FX(x) =

∫ x

−∞
f(x)dt+

∫ +∞

x

f(x)dt

=

∫ x

−∞

1

2b
e(

t−µ
b )dt+

∫ +∞

x

1

2b
e−
(

t−µ
b

)
dt

=
1

2b
b
[
e

t−µ
b

]x
−∞

+
1

2b
b
[
e−( t−µ

b
)
]+∞

x

=
1

2
e(

x−µ
b

) +
1

2

[
e−( t−µ

b
)
]+∞

x

= 1− 1

2

[
e−( t−µ

b
)
]
.

Il est facile de démontrer que f(x) est une densité.

2.1.1 La distribution de Laplace modifiée

En Utilisant la fonction exponentielle proposée par donnée dans l’équation (2.1),

nous obtenons la fonction de répartition Z(x) de la distribution de Laplace modifiée

comme étant

Z(x) =


(1
2
e

(x−µ)
b

)a
, si x ≤ µ,(

1− 1

2
e

(x−µ)
b

)a
, si x > µ.

(2.4)
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Chapitre 2. Distribution exponentialisée de Laplace Modifiée

Où, a, b > 0, −∞ ≤ x ≤ +∞.

De même, en utilisant l’équation (2.2), nous obtenons la fonction de densité de

probabilité z(x), distribution de Laplace modifiée comme

z(x) =


a
(1
2
e

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e

(x−µ)
b , si x ≤ µ,

a
(
1− 1

2
e−

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e−

(x−µ)
b , si x > µ.

(2.5)

Où, a, b > 0, −∞ ≤ x ≤ +∞.

a est la paramètre de forme, b est le paramètre d’échelle, µ est le paramètre d’em-

placement.

2.1.2 Propriétés statistiques de la distribution de Laplace

modifiée

Proposition 2.2. Une variable aléatoire X suit une distribution de Laplace modifiée

X → DLM(a, µ, b) si sa fonction de densité de probabilité est donnée par :

z(x) =


a
(1
2
e

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e

x−µ
b , si x ≤ µ,

a
(
1− 1

2
e−

x−µ
b

)a−1 1

2b
e−

(x−µ)
b , si x > µ.

Où, a, b > 0, −∞ ≤ x ≤ +∞.

Preuve

Il est, clair que z(x) ≥ 0.

Montons que ∫ +∞

−∞
z(x)dx = 1.

On a ∫ +∞

−∞
z(x)dx =

∫ µ

−∞
g1dx+

∫ +∞

µ

g2dx. (2.6)

Où

g1(x) = a
(1
2
e

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e

(x−µ)
b , six ≤ µ,

g2(x) = a
(
1− 1

2b
e−

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e−

(x−µ)
b , si x > µ.

Et∫ +∞

−∞
z(x)dx =

∫ µ

−∞
a
(1
2
e

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e

(x−µ)
b dx+

∫ +∞

µ

a
(
1− 1

2b
e−

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e−

(x−µ)
b dx.

Intégrer g1(x) d’abord nous avons∫ µ

−∞
g1(x)dx =

1

2a
. (2.7)
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2.1 La méthode d’exponentiation et distribution
de Laplace

Maintenant, intégrer g2(x), nous avons∫ +∞

µ

g2(x)dx = 1− 1

2a
. (2.8)

En effet

Si, x ≤ µ

∫ µ

−∞
g1(x) =

∫ µ

−∞
a
(1
2
e

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e

(x−µ)
b

=

∫ µ

−∞

a

2a−1

(1
2
e

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e

(x−µ)
b

=
1

2(a+1)

1

2

[
e

a(x−µ)
b

]µ
−∞

=
1

2a
.

(2.9)

La sommation de l’équation (2.8) et l’équation (2.9). Montre que la distribution de

Laplace modifiée z(x) est une fonction de densité puisque l’intégrale de la Z(x) est

égale à 1.

Proposition 2.3.

SiX → DLM(a, µ, b), lim
x→−∞

Z(x) = 0 et lim
x→+∞

Z(x) = 1.

Preuve

Comme

Z(x) =


(1
2
e

(x−µ)
b

)a
, si x ≤ µ,(

1− 1

2
e−

(x−µ)
b

)a
, si x > µ.

Pour lim
x−→−∞

Z(x) = 0

lim
x−→−∞

Z(x) =
(1
2
e

(−∞−µ)
b

)a
= 0. (2.10)

Pour lim
x−→+∞

Z(x) = 1

lim
x−→+∞

Z(x) =
(
1− 1

2
e−

(+∞−µ)
b

)a
= 1− 0 = 1.

Proposition 2.4.

Si x −→ DLM(a, µ, b), lim
x→+∞

z(x) = 0, et lim
x→−∞

z(x) = 0.

Preuve

Comme

z(x) =


a
(1
2
e

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e

(x−µ)
b , si x ≤ µ,

a
(
1− 1

2
e−

x−µ
b

)a−1 1

2b
e−

(x−µ)
b , si x > µ.
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Chapitre 2. Distribution exponentialisée de Laplace Modifiée

Pour lim
x−→−∞

z(x) = 0,

lim z(x) = a
(1
2
e

(−∞−µ)
b

)a−1 1

2b
e

(−∞−µ)
b . (2.11)

Pour lim
x→+∞

z(x) = 0,

lim z(x) = a
(
1− 1

2
e−

x−µ
b

)a−1 1

2b
e−

(x−µ)
b = 0. (2.12)

Où lim
x→−∞

z(x) = 0, et lim
x→+∞

z(x) = 0.

Cela implique que la distribution de Laplace modifiée (MLD) a un mode unique.

Proposition 2.5. Si X → DLM(a, µ, b), la fonction génératrice des moments de la

distribution de Laplace modifiée peut être dérivée comme par définition de la fonction

génératrice de moment

Mx(t) = E(etx) =
∫ +∞

−∞
z(x)etxdx. (2.13)

Où z(x) est du DLM défini comme

z(x) =


a
(1
2
e

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e

(x−µ)
b , si x ≤ µ,

a
(
1− 1

2
e−

x−µ
b

)a−1 1

2b
e−

(x−µ)
b , si x > µ.

Preuve

On a

g1(x) = a
(1
2
e

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e

(x−µ)
b , si x ≤ µ,

g2(x) = a
(
1− 1

2b
e−

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e−

(x−µ)
b , si x > µ.

Et ∫ µ

−∞
g1(x)e

txdx =

∫ µ

−∞
a
(1
2
e

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e

(x−µ)
b etxdx =

aeµt

2a(a+ bt)
,∫ +∞

µ

g2(x)e
txdx =

∫ +∞

µ

a
(
1− 1

2b
e−

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e−

(x−µ)
b etxdx.

(2.14)

En utilisant le développement en série

(
1− 1

2
e−

(x−µ)
b

)a−1
= 1 +

+∞∑
r=1

r∏
i=1

(a− 1)(−1)re−r
(x−µ)

b

r!2r
.

Comme

ϕr =
r∏

i=1

(a− i)(−1)r

r!2r
.
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2.1 La méthode d’exponentiation et distribution
de Laplace

Ensuite ∫ +∞

µ

g2(x)e
txdx =

aeµt

2(1− bt)
+

aeµt

2

+∞∑
r=1

ϕr
1

(r + 1− bt)
. (2.15)

La sommation de l’équation (2.14) et l’équation (2.15) donne le (fgm) de la distri-

bution de Laplace modifiée comme étant

Mx(t) =
aeµt

2a(a+ bt)
+

aeµt

2
+

aeµt

2

+∞∑
r=1

ϕr
1

(r + 1− bt)
.

Définition 2.1. La fonction de fiabilité d’une variable aléatoire X est définie comme

Fh =
z(x)

1− Z(x)
. (2.16)

Par conséquent, en utilisant l’équation (2.16), la fonction de risque de la distribution

de Laplace modifiée est donnée par

Fh =


a
(
1
2
e

(x−µ)
b

)a−1 1
2b
e

(x−µ)
b

1−
(
1
2
e

(x−µ)
b

)a , si x ≤ µ,

a
(
1− 1

2
e

−(x−µ)
b

)a−1 1
2b
e

−(x−µ)
b

1−
(
1− 1

2
e

−(x−µ)
b

)a , si x > µ.

(2.17)

Où, a, b > 0, −∞ ≤ x ≤ +∞.

Définition 2.2. La fonction de survie d’une variable aléatoire est définie comme

Sf = 1− Z(x). (2.18)

Par conséquent, en utilisant l’équation (2.18), nous obtenons la fonction de survie

de la distribution de Laplace modifiée comme

Sr =


1−

(1
2
e

−(x−µ)
b

)a
, si x ≤ µ,

1−
(
1− 1

2
e

−(x−µ)
b

)a
, si x > µ.

(2.19)

Où, a, b > 0, −∞ ≤ x ≤ +∞.

Proposition 2.6. Si X → DLM(a, µ, b), alors le cumulant [kx(t)] est défini comme

kx(t) = log
(
Mx(t)

)
.

Où Mx(t) est la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire. Par consé-

quent, le cumulant d’une variable aléatoire X ayant une distribution de Laplace

modifiée est donné par :

kx(t) = log
( aeµt

2a(a+ bt)
+

aeµt

2(1− bt)
+

aeµt

2

+∞∑
r=1

ϕr
1

(r + 1− bt)

)
. (2.20)
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Chapitre 2. Distribution exponentialisée de Laplace Modifiée

Si X → DLM(a, µ, b), que le premier moment est

Mx(t = 0) =
µ

2a
− b

2aa
+

a

2
(µ+ b) + a

+∞∑
r=1

ϕr

( µ

2(r + 1)

b

2(r + 1)2
)
.

.

2.1.3 Premier et deuxième moments de la distribution de La-

place modifiée (DLM)

Rappelons que la fonction génération du moment (fgm) de (DLM) est donné

par

E(X) = Mx(t) =
aeµt

2a(a+ bt)
+

aeµt

2(1− bt)
+

aeµt

2

+∞∑
r=1

ϕr
1

(r + 1− bt)
.

En différenciant l’équation ci-dessus par rapport à t, nous obtenons le premier mo-

ment de la (DLM) comme

E(X2) = M ′
x(t = 0) =

µ

2a
− b

2aa
+

a

2
(µ+ b) + a

+∞∑
r=1

ϕr

( µ

2(r + 1)

b

2(r + 1)2
)
. (2.21)

Le deuxième moment est obtenu en différenciant l’équation (2.21) et le résultat est

M ′′
x (t = 0) =

µ2

2aa
− 3µb

2aa2
+

2b

2aa2
− ab(µ2 − 3µ− 1)

2

+ϕ

[
[−µ2b(r + 1) + µb](r + 1)2 + 2b(r + 1)[µ(r + 1) + b]

(r + 1)4

]
.

La variance de la variable aléatoire X ayant une distribution de Laplace modifiée

est obtenue comme

V ar(X) = M ′′
x (t = 0)− [M ′

x(t = 0)]2,

V ar(X) =
µ2

2aa
− 3µb

2aa2
+

2b

2aa2
− ab(µ2 − 3µ− 1)

2

(2.22)

+ϕ

[
[−µ2b(r + 1) + µb](r + 1)2 + 2b(r + 1)[µ(r + 1) + b]

(r + 1)4

]
−
[ µ
2a

− b

2aa
+a2µ+b+ar

]
.

2.1.4 Maximum de vraisemblance de loi L.M

Soit (x1, x2, ..., xn) un échantillon aléatoire de taille n de la loi de Laplace

modifiée. Alors, la fonction de log vraisemblance est donnée par :

lnL =
n∑
i=i

ln z(xi; a, b, µ).
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2.1 La méthode d’exponentiation et distribution
de Laplace

Où

z(xi; a, b, µ) =


a
(1
2
e

(xi−µ)

b

)a−1 1

2b
e

(xi−µ)

b , si xi ≤ µ,

a
(
1− 1

2
e

−(xi−µ)

b

)a−1 1

2b
e

−(xi−µ)

b , si x > µ.

Et, la fonction de log vraisemblance de (DLM) est donné par

lnL =


n ln(

a

b
) + an ln(

1

2
) + (a− 1)

n∑
i=1

(
xi − µ

b
), si x ≤ µ,

n ln(
a

b
) + n lnn(

1

2
)−

n∑
i=1

(
(xi − µ)

b
) + (a− 1)

n∑
i=1

ln
(
1− 1

2
e

−(xi−µ)

b

)
, si x > µ.

(2.23)

Pour obtenir l’estimation des paramètres a, b et µ de l’équation (2.23), la solution

ne peut pas être obtenue sous forme fermée donc les logiciels (Matlab) utilisée pour

obtenir les estimations numériquement.

2.1.5 La Fonction quantile et médiane

La fonction quantile Q(p) est dérivée de la relation

Q(p) = Z−1(p). (2.24)

Par conséquent, la fonction quantile de la distribution da Laplace modifiée est dérivée

comme

Q(p) =

µ+ a−1b ln p+ b ln 2, si x ≤ µ,

µ− b log 2(1− p
1
a ), si x > µ.

(2.25)

Où, a, b > 0, −∞ ≤ x ≤ +∞.

Où p → Uniforme(0, 1). Cela signifie simplement que des échantillons aléatoires

de la distribution de Laplace modifiée peuvent être générés en utilisant

x =

µ+ a−1b ln p+ b ln 2, si x ≤ µ,

µ− b log 2(1− p
1
a ), si x > µ.

La médiane de la distribution de Laplace modifiée peut être obtenue en faisant la

substitution de p = 0.5 dans l’équation (2.26) pour avoir

mdiane =

µ+ a−1b ln(0.5) + b ln 2, si x ≤ µ,

µ− b log 2(1− (0.5)
1
a ), si x > µ.

(2.26)

Pour, a, b > 0, −∞ ≤ x ≤ +∞.

17



Chapitre 2. Distribution exponentialisée de Laplace Modifiée

2.1.6 Entropie

L’entropie IR d’une variable aléatoire X est donnée par :

IR =
1

1− ε
log
( ∫ +∞

0

[z(x)]εdx
)
. (2.27)

Où z(x) est la distribution de Laplace modifiée. En remplaçant l’équation (2.6) en

(2.32) nous obtenons l’expression d’entropie pour la variable aléatoire X ayant une

distribution de Laplace modifiée comme

IR =


1

1− ε
log

(∫ +∞

0

[
a
(1
2
e

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e

−(x−µ)
b

]ε
dx

)
, si Nx ≤ µ,

1

1− ε
log

(∫ +∞

0

[
a
(
1− 1

2
e

−(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e

−(x−µ)
b

]ε
dx

)
, si x > µ.

(2.28)

Définition 2.3. L’entropie de Shannon d’une variable aléatoire X est définie par :

ny = −Elog(z(x)). (2.29)

En remplaçant l’équation (2.6) dans l’équation (2.34) nous obtient l’expression de

l’entropie de Shannon de la variable aléatoire X ayant une distribution de Laplace

modifiée comme

ny =


−E{log

[
a
(1
2
e

(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e

(x−µ)
b

]
}, si x ≤ µ,

−E{log
[
a
(
1− 1

2
e

−(x−µ)
b

)a−1 1

2b
e

−(x−µ)
b

]
}, si x > µ.
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Chapitre 3

Distribution exponentielle et de

Lindley

Dans ce chapitre, on traite la distribution exponentielle et de Lindley, on termine

par une application.

3.1 Distribution de Lindley

La loi de Lindley est une distribution de probabilité continue. Son nom est issu

du nom du statisticien britannique Dennis Victor Lindley (né la 25 juillet (1923),

et décédé le 14 décembre (2013)). En (1958), Lindley a introduit, la distribution de

Lindley dans le cadre et bayésien.

3.1.1 Définitions

Définition 3.1. La densité de probabilité de la distribution de Lindley de paramètre

θ > 0 prend la forme 
f(x) =

θ2

1 + θ
(1 + x)e−θx, si x ≥ 0,

0, sinon.

(3.1)

Remarque 3.1. On peut vérifier que f est densité. On a f(x) est une fonction

positive et continue pour θ ≥ 0, et on a∫ +∞

0

f(x)dx =
θ2

1 + θ

∫ +∞

0

(1 + x) e−θxdx.

D’après un calcul par la méthode d’intégration par parties, on obtient∫ +∞

0

(1 + x) e−θxdx =
1 + θ

θ2
.
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Chapitre 3. Distribution exponentielle et de Lindley

C’est -à-dire ∫ +∞

0

f(x)dx = 1.

Définition 3.2. La fonction de répartition de Lindley est

FX(x) =


1− θ + 1 + θx

θ + 1
(e−θx), x > 0,

0, x < 0.

3.1.2 Fonction de hasard et fonction de survie

Proposition 3.1.

S(x) = 1− F (x) =
θ + 1 + θx

1 + θ
e−θx,

et la fonction de hasard de la distribution de Lindley est

h(x) =
f(x)

1− F (x)
=

θ2(1 + x)

θ + 1 + θx
.

Il est facile de vérifier que la fonction de survie de la distribution de Lindley.

Remarque 3.2. Pour étudier le sens de variation de h sur I = [0,∞[, on étudie le

signe de sa fonction dérivée. La première dérivée de la fonction de hasard est

d

dx
h(x) = h′(x) =

θ2(1 + x)

θ + 1 + θx
.

Donc on a la h′(x) > 0 pour x ∈ [0,+∞[, alors la fonction h(x) est une fonction

croissante en x. De plus on a

θ2

θ + 1
< h(x) < 0.

3.1.3 Moments

Proposition 3.2. Le moment d’ordre K ∈ N de la distribution de Lindley para-

mètre θ, ou le moment d’ordre K de x ∈ Lindley (θ), est

µK = E(XK) =
K!(θ +K + 1)

θK(θ + 1)
.

Preuve On a

E(XK) =

∫ +∞

0

xKf(x)dx

=
θ2

1 + θ

∫ +∞

0

(1 + x)xKe−θxdx

=
θ2

1 + θ

(∫ +∞

0

x(K)e−θxdx+

∫ +∞

0

x(K+1)e−θx

)
dx.
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3.1 Distribution de Lindley

Par changement de variable µ = θx puis en utilisant la fonction gamma (Γ), on

obtient ∫ +∞

0

xKe−θxdx =

∫ +∞

0

(µ
θ

)K
e−µdµ

=
1

θK

∫ +∞

0

µKe−µdµ

=
1

θK
Γ(K + 1)

=
1

θK
K!.

Le même, on obtint ∫ +∞

0

xK+1e−θxdx =
1

θ(K+1)
(k + 1)!.

D’où

E(XK) =
K!θ2

θK(1 + θ)

(
1 +

K + 1

θ

)
=

K!θ2

θK(1 + θ)

(
K + 1 + θ

θ

)
=

K!(θ +K + 1)

θk(θ + 1)
.

Ce qu’il fallait démontrer

Proposition 3.3. Soit X ∼ Lindley (θ). Alors on a

E(X) =
(θ + 2)

θ(θ + 1)
E(X2) =

2(θ + 3)

θ2(θ + 1)

E(X3) =
6(θ + 4)

θ3(θ + 1)
E(X4) =

24(θ + 5)

θ4(θ + 1)
.

Le moment centré d’ordre K de la distribution de Lindley est défini par :

µ′
K = E[(X − E(X))r]

=
K∑
r=1

Cr
KµK(−E(X))(K−r).

D’où

µ′
2 = V ar(X) =

θ2 + 4θ + 2

θ2(θ + 1)

µ′
3 =

2(θ3 + 6θ2 + 6θ + 2)

θ3− (θ + 1)3

µ′
4 =

3(3θ4 + 24θ3 + 44θ2 + 32θ + 8)

θ4(θ + 1)4
.
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Chapitre 3. Distribution exponentielle et de Lindley

Le coefficient de variation (γ), le coefficient de dissymétrie
√
β1 et le coEfficient

d’aplatissement (β2) de la distribution de Lindley sont

γ =

√
θ2 + 4θ + 2

θ + 2√
β1 =

2(θ3 + 6θ2 + 6θ + 2)

(θ2 + 4θ + 2)
3
2

β2 =
3(3θ4 + 24θ3 + 44θ2 + 32θ + 8)

(θ2 + 4θ + 2)2
.

3.1.4 Fonction caractéristique

Proposition 3.4. La fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle

X ∼ Lindely (θ) est donnée par :

φ(t) =
θ2(θ − it+ 1)

(1 + θ)(θ − it)2
i2 = −1.

Preuve on a

φ(t) = E(eitx) =

∫ +∞

0

eitxf(x)dx

=
θ2

1 + θ

∫ +∞

0

eitxe−θxdx

=
θ2

1 + θ

(∫ +∞

0

eitxe−θxdx+

∫ +∞

0

xeitxe−θx

)
dx

=
θ2

1 + θ

(∫ +∞

0

e(−θ−it)x +

∫ +∞

0

xe−(θ−it)x

)
dx,

et on a ∫ +∞

0

e(−θ−it)xdx =
1

θ − it
,

et pour calculer ∫ +∞

0

xe−(θ−it)xdx.

On fait le changement de variable u = (θ− it)x puis en utilisant la fonction gamma

(Γ), on obtient ∫ +∞

0

xe−(θ−it)xdx =

∫ +∞

0

(
u

(θ − it)

)
e−udu

=
1

(θ − it)2

∫ +∞

0

ue−udu

=
1

(θ − it)2
Γ(2)

=
1

(θ − it)2
.
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3.2 Distribution exponentielle

3.2 Distribution exponentielle

Définition 3.3. On dit que la (V.A) X suit une loi exponentielle de paramètre

λ > 0, et on note X ∼ εxp(λ), si elle satisfait

P(X > t) = e(−λt), pour tout t ≥ 0. (3.2)

Sa fonction de répartition est donc

F (t)

= 1− e(−λt), si t ≥ 0,

0, sinon,

et sa densité

fX(t)

= λe(−λt), si t ≥ 0,

0, sinon.

3.2.1 Fonction génératrice des moments

Proposition 3.5. 1–La fonction génératrice des moments d’une (V.A) exponentielle

est donnée par :

GX(t) = E
[
e(tX)

]
=

λ

λ− t
, t < λ. (3.3)

2–Si X suit une loi exponentielle de paramètre λ, alors

E(X) =
1

λ
, et V ar(X) =

1

λ2
. (3.4)

Preuve

1–On peut calculer facilement la fonction génératrice des moments de la (V.A)

X ∼ εxp(λ) ,

Gx(t) = E [e(tX)] =

∫ ∞

0

e (tx) f(x)dx

=

∫ ∞

0

e (tx)λe (−λx) dx

= λ

∫ ∞

0

e (−(λ− t)x) dx.

Pour t ≥ λ, la fonction n’est par intégrale en l’infini, tandis que pour t < λ, on a

GX(t) =
λ

λ− t
.
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Chapitre 3. Distribution exponentielle et de Lindley

2–Nous notons par la dérivation que, pour la distribution exponentielle, GX(t) n’est

défini que pour des valeurs de t inférieures à λ

G′
X(t) =

λ

(λ− t)2
, et G′′

X(t) =
2λ

(λ− t)3
.

On obtient,

E(X) = G′
X(0) =

1

λ
, et E

[
X2
]
= G′′

0 =
2

λ2
.

Alors

V ar(X) = E
[
X2
]
− (E(X))2 =

1

λ2
.

Proposition 3.6. Soient X1, X2,...,Xn des variables indépendantes de loi exponen-

tielle εxp(λ), alors
n∑

i=1

Xi ∼ Γ(n, λ).

Où Γ(n, λ) est la loi Gamma de paramètre n et λ.

Lemme 3.1. Soit X une v.a à valeurs dans R+, de fonction de répartition F
X

continue. Alors X suit une loi exponentielle de paramètre λ > 0 si et seulement si

pour t et s deux réels positifs quelconques

P (X > t+ s|X > t) = P(X > s).

Preuve

Commençons par supposer que X est une V.A.. de loi exponentielle de paramètre

λ > 0. Alors pour tout u ≥ 0, R(X > u) = e−λu. On en déduit

P(X > t+ s|X > t) =
P(X > t+ s)

P(X > t)
=

e−λ(t+s)

e−λt
= e−λs = P(X > s).

Réciproquement, on suppose maintenant que X est une (v.a). à valeurs R+, de

fonction de répartition FX continue, et qui vérifie pour t, s ≥ 0,

P (X > t+ s|X > t) = P (X > s) .

Remarque 3.3. On introduit la fonction de survie de X, G, qui est définie par

G(u) = P(X > u) = 1 − FX(u) pour tout uϵR. Par hypothèse, puisque P(X) >

t+ s|X > t) = P (X > t+ s) /P (X > t), G vérifie

G(t+ s) = G(t)g(s).

Pour tout t, s > 0. Une récurrence immédiate basée sur cette relation permet d’éta-

blir que

G(n) = g(1)n.

Pour tout entier n > 1.
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3.2 Distribution exponentielle

Définition 3.4. Une loi FX est dite à échelle, si pour tout c > 0, P(cX ≤ x)

appartient à la même famille que FX .

Définition 3.5. Soit X une variable de loi de densité f et de fonction de répartition

F Son risque est h(x) =
f(x)

1− F (x)
. Si h est décroissante, on dit alors que les queues

(ailes) de la loi X sont épaisses et si h est croissante alors les queues de X sont

légères. Les figures ci-dessous ;

figure 1 : La fonction de répartition d’un loi exponentielle

figure 2 : La fonction de répartition d’un loi Lindley
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Chapitre 3. Distribution exponentielle et de Lindley

3.3 Application

La distribution exponentielle et de Lindley ont été ajustée un certain nombre

d’ensembles de données de durée de vie réelle. Des tests d’ajustement pour six en-

sembles de données de durée de vie réelle ont été présentés ici.

Afin de comparer les distributions exponentielles et Lindley, il paît chercher −2 lnL,

AIC (Akaike information critre) AICC (Akaike information critre corrig) BIC

(Baysien information critre) pour les six ensembles de données de durée de vie

réelle ont été calculés les formules pour calculer ALC les statistiques ALCC, BIC

sont les suivantes :

AIC = −2 lnL+ 2K.

AICC = AIC +
2K(K + 1)

(n−K − 1)
.

BIC = −2 lnL+K lnL.

Ou K le nombre de paramètres n est la taille de l’échantillon et Fn(x) est la fonction

de distribution empirique.

Les ajustements des distribution exponentielles et de Lindley sont basés sur des

estimations du maximum de vraisemblance .

Soi t1, t2, ..., tn un échantillon aléatoire de taille n à partir d’une distribution expo-

nentielle.

la fonction logarithmique L de vraisemblance lnL de distribution exponentielle étant

donnée.

L = θne−nθt̄, et donnée ln = n ln θ − nθt̄ le θ̂ du paramètre θ de distribution expo-

nentielle est la résolution de l’équation
d lnL

dθ
=0.

Soit t1, t1, ..., tn un échantillon aléatoire de taille n de la distribution de Lindley la

fonction vraisemblance L et la fonction de lnL de vraisemblance dans da L de la

distribution de Lindley sont donnée par

L = (
θ2

θ + 1
)nΠ(1 + ti)e

−nθt,

et

lnL = n ln(
θ2

θ + 1
) +

∑
ln(1 + ti − nθt).
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3.3 Application

Le θ du paramétré θ̂ de la distribution de Lindley est la solution de l’équation
d lnL

dθ
= 0.

Ensemble de données 1

17,88 28,92 33,00 41,52 42,12 45,60 48,80 51,84 5,196 54,12 55,56 67,80

68,44 68,44 68,88 84,12 93,12 98,64 105,12 127,92 128,04 173,40

Ensemble de données 2

12 15 22 24 24 32 32 33 34 38 38 43 44

48 52 53 54 54 55 56 57 58 58 59 60 60

60 60 61 62 63 65 65 67 68 70 70 72 73

75 76 76 81 83 84 85 87 91 95 96 98 99

109 110 121 127 129 131 143 146 146 175 175 211 233

258 258 263 297 341 341 376

Ensemble de données 3

23 261 87 7 120 14 62 47 225 71 246 21 42

20 5 12 120 11 3 14 71 11 14 11 16 90

1 16 52 95

Ensemble de données 4

74 57 48 29 502 12 70 21 29 386 59 27 153

26 326

Ensemble de données

donnée Model parameter estimat −2 lnL AIC AICC BIC

donnée1 Lindley 0,027321 231,47 233,47 233,66 234,61

exponentielles 0,013845 242,87 242,87 245,06 246,01

donnée2 Lindley 0,019841 789,04 791,04 791,1 793,32

exponentielles 0,010018 806,88 808,88 808,94 811,16

donnée3 Lindley 0,033021 323,27 325,27 325,42 326,67

exponentielles 0,016779 305,26 307,26 307,4 308,66

donnée4 Lindley 0,01636 181,34 183,34 183,65 184,05

exponentielles 0,008246 173,94 175,94 176,25 176,65
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Chapitre 3. Distribution exponentielle et de Lindley

3.4 Conclusion

Dans certains cas exponentielle est meilleur, que Lindley tandis que d’autres cades Lindley

est meilleur qu’ exponentiel Lindley est plus flexible que l’exponentielle mais l’exponentielle a un

certain avantage que lindley en raison de sa simplicité.
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Chapitre 4

Distribution de lindley transmutée

Dans ce chapitre, on traite la distribution de Lindley transmutée, les propriétés statistiques et

on termine par une application.

4.1 Introduction

Dans de nombreuses sciences appliquées telles que la médecine, l’ingénierie et la finance, la

modélisation et l’analyse des données de durée de vie sont cruciales. Plusieurs distributions de durée

de vie ont été utilisées pour modéliser ces types de données. La qualité des procédures utilisées dans

une analyse statistique dépend fortement de la modèle de probabilité ou distribution. En raison

de cet effort considérable a été consacré au développement de grandes classes de distribution de

probabilité standard ainsi que de méthodologies statistiques pertinentes.

Cependant, il reste encore de nombreux problèmes importants ou les données réelles ne suivent

aucune des probabilités classiques ou standard des modèles.

Dans ce chapitre nous présentons une nouvelle généralisation de la distribution de Lindley appelée

distribution de Lindley transmutée.

Définition 4.1. On dit que la variable aléatoire X suit une distribution transmutée si sa fonction

de répartition est donnée par :

F (x) = (1 + λ)G(x)− λG2(x), |λ| ≤ 1. (4.1)

Ou G(x) est la fonction de répartition la distribution de base donnée.

Maintenant, nous fournirons une formulation mathématique de la distribution de lindley transmu-

tée et de certaines de ses propriétés.

Définition 4.2. en utilisant (4.1) et (4.2) (4.3) nous avons d’une distribution de Lindley trans-

mutée

F (x) =

(
1− θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)(
1 + λ

θ + 1 + θx

θ + 1 + θx
e−θx

)
. (4.2)
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Chapitre 4. Distribution de lindley transmutée

Donc, la distribution de Lindley transmutée avec la paramètre λ, est

f1(x) =
θ2

θ + 1
(1 + x) e−θx

(
1− λ+ 2λ

θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)
. (4.3)

Remarque 4.1. Que la distribution de Lindley transmutée est un modèle étendu pour analyser

des données plus complexes et qu’il généralise certaines des distributions largement utilisées

La distribution de Lindley est clairement un cas particulier pour λ = 0.

La figure 1 illustre certaines des formes possibles de la pdf, d’une distribution de Lindley transmutée

pour des valeurs sélectionnées des paramètres λ, et θ.

La figure 2 illustre certaines des formes possibles d’une Lindley transmutée distribution pour des

valeurs sélectionnées du paramètre λ en gardant θ = 1.

figure 1 :La densité loi Lindley transmutée
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4.2 Les moments statistiques

figure 2 : La fonction de répartition d’un loi Lindley transmutée

4.2 Les moments statistiques

Considérons maintenant les différents moments de la distribution de Lindley transmutée. Sup-

posons que X désigne la variable aléatoire de distribution de Lindley transmutée avec le paramètre

θ, et λ alors le moment d’ordre K est :

E(XK) =
θ2

θ + 1

∫
xK(1 + x)e−θx

(
1− λ+ 2λ

θ + 1 + θx

θ + 1
e−θx

)
dx

=
K!

θ2 (θ + 1)

[
(1− λ) (θ +K + 1) +

λθ

2K−1
(θ + 1) (2θ + 3θ +K)

]
,

(4.4)

ici on utilise
∫

xKe−θxdx, donc en posant K=1, on obtient la moyenne comme

E(X) =
1

θ (θ + 1)

[
(1− λ) (θ + 2) +

2λθ

θ + 1
(θ + 2)

]
, (4.5)

et en mettant K = 2 on obtient le seond moment comme

E(X2) =
2

θ2 (θ + 1)

[
(1− λ) (θ + 3) +

λθ

2 (θ + 1)
(2θ + 5)

]
(4.6)
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Chapitre 4. Distribution de lindley transmutée

et la variance

V arX = E(X2)− (E(X))2

=
2

θ2 (θ + 1)

[
(1− λ) (θ + 3) +

λθ

2 (θ + 1)
(2θ + 5)

]
−
(

1

θ (θ + 1)

[
(1− λ) (θ + 2) +

2λθ

θ + 1
(θ + 2)

])2

.

(4.7)

4.3 Maximum de vraisemblance

L’estimation des paramètres de la distribution de Lindley transmuée sont données par la fonc-

tion du maximum de vraisemblance L ou

L =
θ2n

(θ + 1)
n e

−
∑i=1

n θxi

n∏
i=1

(1 + xi) 1− λ+ 2
θ + 1 + θXi

θ + 1
e−θxi ,

et

lnL = 2n ln θ − n ln (θ + 1)− θ
n∑

i=1

xi +
n∑

i=1

ln (1 + xi) +
n∑

i−1

ln

(
1− λ+ 2λ

θ + 1 + θXi

θ + 1
e−θxi

)
.

(4.8)

Anulant maintenant
∂ lnL

∂θ
= 0 et

∂ lnL

∂λ
= 0,

on obitient

0 =
2n

θ
− n

θ + 1
−

K∑
i=1

xi +
K∑
i=1

2λxie
−θxi

[
1

(θ+1)2 − θ+1+θxi

θ+1

]
1− λ+ 2λ θ+1+θxi

θ+1 e−θxi
, (4.9)

et

0 =
n∑

i=1

2 θ+1+θxi

θ+1 e(−θxi) − 1

1− λ+ 2λ θ+1+θxi

θ+1 e−θxi
. (4.10)

4.4 Analyse de fiabilité

La fonction de fiabilité R(x), qui est la probabilité qu’un élément ne tombe par en panne avant

un certain temps t, est définie par :

R(x) = 1− F (x). (4.11)

La fonction de fiabilité d’une distribution de Lindley transmutée est donnée par :

R(x) =
θ + 1 + θx

θ + 1
e(−θx)

(
1− λ+ λ

θ + 1 + θx

θ + 1
e(−θx)

)
. (4.12)

L’autre caractéristique d’intérêt d’une variable aléatoire est la fonction de taux de risque définie

par

h(x) =
f(x)

1− F (x)
,

qui est une quantité importante caractérisent le phénomène de la vie.

Elle peut être interprétée comme la probabilité conditionnelle de défaillance, étant donné qu’elle a

survécu jusqu’au temps t.

32



4.5 Application

Définition 4.3. Les fonction de taux de risque pour une variable aléatoire de Lindley transmutée

est donnée par :

h(x) =

(
θ2(1 + x)

θ + 1 + θx

)(
1− λ+ 2λ θ+1+θx

θ+1 e−θx

λ− 1− λ θ+1+θx
θ+1 e−θx

)
, (4.13)

La figure 2 : illustre le comportement de fiabilité d’une distribution de Lindley transmutée lorsque

la valeur du paramètre λ varie de -1 au 1, en gardant θ = 1.

La fonction de taux de risque h(x), d’une distribution de Lindley transmutée a les propriétés sui-

vantes distribution de Lindley transmutée .

h(x) tend vers − θ2

θ + 1
(1 + λ) et −θ ou X −→ 0, et x −→ ∞, respectivement pour λ = 1, nous

avens prouvent.

h(x) = −2
θ2(1 + x)

θ + 1 + θx
.

Le dérivation de h(x) par rapport à x est donnée par

∂h(x)

∂x
= −2(

θ

θ + 1 + θx
)2 < 0.

Donc h(x) est décroissant.

4.5 Application

Dans ce partie, nous utilisons un ensemble de données réelles pour montrer que la distribution

de Lindley transmutée peut être un meilleur modèle que celui base sur la distribution de Lindley.

Sont (128) données.

Tableau

0,08 2,09 3,48 4,87 6,94 8,66 13,11 23,63 0,20 2,23

3,52 4,98 6,97 9,02 13,29 0,40 2,26 3,57 5,06 7,09

9,22 13,80 25,74 0,50 2,46 3,64 5,09 7,26 9,47 14,24

25,82 0,51 2,54 3,70 5,17 7,28 9,74 14,76 26,31 0,81

2,62 3,82 5,32 7,32 10,06 14,77 32,15 2,64 3,88 5,32

7,39 10,34 14,83 34,26 0,90 2,69 4,18 5,34 7,59 10,66

15,96 36,66 1,05 2,69 4,23 5,41 7,62 10,75 16,62 43,01

1,19 2,75 4,26 5,41 7,63 17,12 46,12 1,26 2,83 4,33

7,66 11,25 17,14 79,05 1,35 2,87 5,62 7,87 11,64 17,36

1,40 3,02 4,34 5,71 7,93 11,79 18,10 1,46 4,40 5,85

8,26 11,98 19,13 1,72 3,25 4,50 6,25 8,37 12,02 2,02

3,31 4,51 6,54 8,53 12,03 20,28 2,02 3,36 6,76 12,07

21,73 2,07 3,36 6,93 8,65 12,63 22,69 5,49

Les resultats de l’analyse sont comme suit :
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Chapitre 4. Distribution de lindley transmutée

Modèle estimations des paramètres Ln L

Exponentielle α̂=0,097 -426,76

Lindley θ̂=0,196 -419,52

Lindley transmuté θ̂=0,156 , λ̂=0,167 -415,15

Modèle -2ln L AIC AICC BIC

Exponentielle 853,52 855,53 885,5617 858,37

Lindley 839,04 841,06 841,0917 843,91

Lindley transmuté 830,3 834,31 834,406 840,01
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Conclusion

La qualité des procédures utilisées dans une analyse statistique dépend fortement de la modèle

de probabilité ou distribution. En raison de cet effort considérable a été consacré au développement

de grandes classes de distribution de probabilité standard ainsi que de méthodologies statistiques

pertinentes.

Cependant, il reste encore de nombreux problèmes importants ou les données réelles ne suivent

aucune des probabilités classiques ou standard des modèles.
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