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Résumé :

Dans le contexte de la mécanique quantique relativiste, notre travail s'est
articulé autour de deux grandes parties.

Dans la premiere partie, nous avons tout abord proposé le formalisme de
I'équation de Klein Gordon spin-s (s=0,1/2). Ensuite, en se basant sur les états
stationnaires de diffusion d'une particule relativiste gouvernée par I'equation de
Klein Gordon de spin-s en présence d'un champ électromagnétique localisé, nous
avons construit le formalisme de la matrice de diffusion S,;_, & une dimension.

Dans la deuxiéme partie, comme application, nous avons étudier la diffusion
des particules relativistes de spin-s en interaction avec certains potentiels scalaires
ayant quelques propriétés de symétrie et de portée (potentiel de Cusp et potentiel
barriere).

Pour ces potentiels, I'équation de Klein Gordon spin-s a été d'abord résolue
analytiguement. Du Comportement asymptotique, nous avons tiré la matrice de
diffusion. Par la suite, en utilisons le formalisme de la matrice de diffusion, nous
avons calculer les déphasages des ondes paires et impaires, les amplitudes de
diffusion, les coefficients de transmission et de réflexion, ainsi que la section
efficace totale.

Cette approche s'est révélée rigoureuse et nous a permis d'avoir des résultats

concordant avec ceux de la littérature.

Mots clés : Formalisme, Matrice de diffusion, Equation de Klein Gordon de
spin-s (s=0,1/2).



Abstract

In the context of relativistic quantum mechanics, our work revolves around two
main parts.

In the first part, we first proposed the formalism of spin-s (s = 0.1 / 2) Klein
Gordon equation. Then, based on the stationary diffusion states of a relativistic
particle governed by spin-s Klein Gordon equation in the presence of a localized
electromagnetic field, we have constructed the formalism of the scattering matrix
Skc—s in one dimension.

In the second part, as an application, we study the scattering of spin-s
relativistic particles interacting with some scalar potentials having some
properties of symmetry and range (Cusp potential and barrier potential).

For these potentials, first, the spin-s Klein Gordon equation was solved
analytically. From the Asymptotic Behavior, we have drawn the scattering matrix.
Subsequently, using the formalism of the scattering matrix, we have calculated
the phase shift of the even and odd waves, the scattering amplitudes, the
transmission and reflection coefficients, as well as the total cross section.

This approach has proven to be rigorous and has enabled us to have results that

are consistent with those of the literature.

Keywords : formalism, scattering matrix, Spin-s (s=0,1/2) Klein Gordon

equation.



Table des matiéres

I Introduction générale 3
1 Equations de Klein-Gordon et de Dirac 9
1.1 Imtroduction . . . . . . . . . .. 9
1.2 Equation de Schrodinger . . . . . . . .. ... 10
1.2.1 Construction de I’équation de Schrodinger . . . . . . .. ... .. 12

1.3 Equation de Klein Gordon . . . . . . . . ... 14
1.3.1 Construction de I’équation de Klein-Gordon . . . . . ... .. .. 15

1.3.2  Equation de Klein Gordon en présence d’un charnp électromagné-

tique. . . . 17

14 EquationdeDirac. . . . . . . . ... 23
1.4.1 Construction de I’équation de Dirac . . . . . . . . ... ... ... 23
1.4.2  Forme covariante de ’équation de Dirac . . . . . . . .. ... .. 27

1.4.3 Forme covariante de I’équation de Dirac avec champ électromagné-

tique extérieur . . . . . . ..o Ll 28

2 Formalisme de la matrice de diffusion pour Klein Gordon spin-s (s=0,1/2) 32

2.1 Imtroduction . . . . . . . . . L 32
2.2  Une expérience de diffusion . . . . ... ... ... ... ... ... ... 33
2.2.1 Description classique de la diffusion . . . . . . ... ... 34
2.2.2  Description quantique de la diffusion . . . . ... ... ... ... 35
2.3 Formalisme de Klein-Gordon spin-s . . . . . . ... ... ......... 37



Table des matiéres

I Introduction générale 3
1 Equations de Klein-Gordon et de Dirac 8
1.1 Imtroduction . . . . . . . . . .. 8
1.2 Equation de Schrodinger . . . . . . . .. ... 9
1.2.1 Construction de I’équation de Schrodinger . . . . . . .. ... .. 11

1.3 Equation de Klein Gordon . . . . . . . . ... 13
1.3.1 Construction de I’équation de Klein-Gordon . . . . . ... .. .. 14

1.3.2  Equation de Klein Gordon en présence d’un charnp électromagné-

tique. . . . 16

1.4 Equation de DIrac. . . . . . o v v v 22
1.4.1 Construction de I’équation de Dirac . . . . . . . . ... ... ... 22
1.4.2  Forme covariante de ’équation de Dirac . . . . . . . .. ... .. 26

1.4.3 Forme covariante de I’équation de Dirac avec champ électromagné-

tique extérieur . . . . . . ..o Ll 27

2 Formalisme de la matrice de diffusion pour Klein Gordon spin-s (s=0,1/2) 32

2.1 Imtroduction . . . . . . . . . L 32
2.2  Une expérience de diffusion . . . . ... ... ... ... ... ... ... 33
2.2.1 Description classique de la diffusion . . . . . . ... ... 34
2.2.2  Description quantique de la diffusion . . . . ... ... ... ... 35
2.3 Formalisme de Klein-Gordon spin-s . . . . . . ... ... ......... 37



2.3.1

Equation de Klein Gordon spin-s dans la représentation de Weyl .

2.4 Formalisme de la matrice de diffusion pour Klein-Gordon spin-s a une

dimension . . . . . .. s,

24.1

Calcul de la matrice de diffusion . . . . . . . . . . ... ... ...

3 Application du formalisme matrice de diffusion a4 une dimension

3.1 Etude dans le potentiel de Cusp . . . . . . . . ...

3.2

3.1.1
3.1.2

3.1.3
3.1.4
3.1.5

Conditions de raccordement . . . . . .. ... ... ... .....
Matrice de diffusion de I’équation de Klein Gordon spin-s dans le
potentiel de Cusp . . . . . . . .. ..o
Comportement asymptotique de la fonction d’onde . . . . . . ..
Représentation des ondes partielles . . . . . .. ... ... ....

Coeflicients de transmission et de réflexion . . . . . . . . . . . ..

Etude dans le potentiel barriére . . . . . . .. ...

3.2.1

3.2.2

Matrice de diffusion de I’équation de Klein Gordon spin-s dans le
potentiel barriere . . . . . . . ... L

Diffusion par effet tunnel . . . . . . . ... .. ... ... ... ..

II Conclusion générale

40



Introduction générale



Introduction générale

La distance qui sépare la physique classique de son homologue quantique est si grande
qu’on s’étonne encore qu’elle ait pu étre franchie. Ce sont deux conceptions du monde que
tout semble opposer. La premiére repose concrétement sur ce qu’on peut voir et toucher,
sur quoi aussi on peut agir. Elle est fonciérement causale, en poussant la causalité a
I'extréme du déterminisme. La seconde physique pénétre dans un monde inaccessible
a nos sens et que, seules, des mathématiques abstraites décrivent. Ce qu’on voit y est
remplacé par des fonctions d’onde; des quantités telles qu’une position ou une vitesse
qu’on exprimait par des nombres deviennent des matrices, des opérateurs, des notions
de mathématique pure. Au lieu de la certitude excessive du déterminisme, on a affaire
a un hasard absolu. I’antagonisme semble total. Ces deux visions du monde concordent
cependant et 'on sait, a présent, que la physique classique se déduit de la physique
quantique. Dans les circonstances familiéres de notre environnement ordinaire, trés loin
de I’échelle des atomes, le quantique devient classique.

La mécanique classique rend bien compte de la réalité telle que nous 'observons au
quotidien. Elle distingue deux types d’objets : la matiere et le rayonnement. La matiére
suit les lois de la mécanique rationnelle de Newton, le rayonnement les lois de 1’électro-
magnétisme de Maxwell.

Apres 'émergence de théories tels que la mécanique classique de Newton, la thermo-
dynamique, 1’électromagnétisme et la mécanique statistique, on pense avoir trouvé toutes
les lois de la physique, qu’il ne reste plus qu’a affiner la précision des mesures. Hélas, il
existe alors encore de nombreuses questions sans réponse. La premiére mise en échec
de la théorie classique est venue avec la théorie de la relativité d’Einstein. Ensuite, une
série d’expériences sur les atomes et le noyau atomique ont mis en lumiére 'incapacité
des théories classiques & rendre compte des phénoménes se produisant & cette échelle
microscopique. Il s’est avéré que les particules les plus infimes ou élémentaires (atomes,
électrons, noyaux...) n’obéissant pas aux lois de la mécanique classique.

Pour parvenir a donner une interprétation cohérente de ces expériences, il a été néces-



saire d’introduire des concepts radicalement différents de ceux de la physique classique.
[’ensemble de ces nouveaux concepts a donné naissance a une nouvelle physique, la "phy-
sique quantique". Dans cette physique, la trajectoire n’a plus aucun sens et ’on parle de
la probabilité de présence. En fait, une particule élémentaire se manifeste dans 1’espace
comme une onde. Soit ¥(7,t) la fonction d’onde associée, oit 7 est la position de la
particule dans I’espace et t le temps. Comme pour toute onde, ¥ (7, t) doit satisfaire une
équation d’onde. C’est I’équation de Schrodinger [1, 2], congue par le physicien autrichien
Erwin Schrédinger en (1926), est une équation fondamentale en physique quantique non-
relativiste. Elle décrit I’évolution dans le temps d’une particule massive non-relativiste,
et remplit ainsi le méme role que la relation fondamentale de la dynamique en mécanique
classique.

Cependant, la mécanique quantique ne satisfaisait pas aux principes de la relativité
restreinte d’Einstein, principe énoncé au début du siécle. 11 fallait donc faire un autre
pas vers une physique plus générale et plus compléte qui obéirait a toutes les évidences
expérimentales. Par conséquent, pour satisfaire & la covariance, principe découlant de
la relativité restreinte d’Einstein, les physiciens ont développé de nouvelles théories. La
mécanique quantique relativiste a ainsi débuté avec l’arrivée de 1’équation de Klein-
Gordon (1926), permet entre autre de décrire la dynamique de particules relativistes de
masse m ayant un spin-0, avec ou sans charge [3, 4]. Malheureusement, cette équation
présente de sérieuses difficultés d’interprétation dans le cadre de la mécanique quantique
originelle, théorie censée décrire une seule particule.

En 1928, en combinant les principes de la relativité restreinte et ceux de la théorie
quantique, Dirac, introduit I’équation qui porte son nom [3, 5, 6]. Cette équation a connu
un grand succes en expliquant le spin des particules et 'existence des antiparticules
(particule ayant une masse, un spin et une vie moyenne identique a celle de la parti-
cule, se trouvant dans le méme état d’impulsion, de position, mais de charges opposés :
charge électrique, faible, et autres nombres quantiques), mais elle ne peut décrire que les

phénomeénes ot le nombre des particules ne varie pas. Elle ne peut pas décrire les proces-



sus dans lesquels des particules apparaissent ou disparaissent, par exemple ’annihilation
matiére-antimatiere [3, 5, 6].

Les recherches se poursuivirent, en 1948, des travaux importants menés par Julian
Schwinger et Tomonaga, ainsi que par Richard P. Feynman, établirent un formalisme ot
la covariance relativiste était mise en évidence, et qui permit de séparer les contribu-
tions des fluctuations du vide en des parties divergentes et des termes finis. Les termes
divergents furent incorporés a la masse et a la charge initiale de ’électron, pour donner
ce que l'on prend comme valeurs expérimentales. Par conséquent, un arsenal mathéma-
tique gigantesque mais aussi formidable a été élaboré pour traiter le fantéme "infini"
héritier de ces ambiguités. Des techniques sophistiquées de renormalisation, de géométrie
non commutative, d’algébres de Hopf...etc n’ont pas été capable d’apporter une solution
définitive & ce probleme.

Bien qu'on a gagné énormément sur le plan technique, la physique est restée a un
état embryonnaire sur le plan fondamental. Sans exagération et avec toute la modestie,
on peut dire que la théorie quantique des champs est & I’état initial ; tentative inachevée.

Un retour vers les équations d’onde est alors justifiable. Premiérement, ces équations
d’onde sont beaucoup plus proches de la structure formelle inévitable de la mécanique
quantique et deuxiément les corrections apportées par la théorie des champs ne sont
vraiment décelables qu’en présence des champs forts. Dans le cas de ces équations d’onde,
les résultats physiques ne représentent alors que la premiere approximation ou la création
et 'annihilation de paires particule-antiparticule sont négligés, mais laissent entrevoir leur
effet via Deffet tunnel [7, 8].

L’objet de ce travail est double : d’une part, de construire la matrice de diffusion
pour les particules relativistes gouvernées par ’équation de Klein Gordon de spin-s (s=0
ou s=1/2) a une dimension en présence d’un champ électromagnétique localisé (tendant
vers zéro a grande distance du centre diffuseur); d’autre part, d’analyser les solutions
du probléme des états de diffusion des particules relativistes en interaction avec certains

potentiels scalaires ayant quelques propriétés de symétrie et de portée via le formalisme



de la matrice de diffusion.

Cette thése comporte deux parties. Dans la premiére partie, en premier lieu, nous
allons tenter de trouver un moyen permettant de rassemblés dans une écriture unifiée les
deux équations de la mécanique quantique relativiste, qui sont I’équation de Klein-Gordon
de spin-0 et I’équation de Dirac du second ordre (ou équation de Dirac quadratique), en
une seule équation qu’en la nome équation de Klein Gordon spin-s (s = 0,1/2). En
second lieu, nous allons construire le formalisme de la matrice de diffusion de Klein
Gordon (S* KkG—s) pour les particules relativistes de spin-s gouvernées par 1’équation de
Klein Gordon spin-s & une dimension en présence d’un champ électromagnétique localisé.

Dans la deuxiéme partie de cette thése, comme application nous étudierons la diffusion
des particules de Klein Gordon spin-s en interaction avec certains potentiels scalaires
ayant quelques propriétés de symétrie et de portée (potentiel de Cusp [9] et potentiel
barriére), en utilisons le formalisme de la matrice de diffusion pour calculer les déphasages
des ondes paires et impaires 515 (I =0,1), les amplitudes de diffusion fJF, les coeffecients
de transmission et de réflexion T, et R,, ainsi que les sections efficaces différentielles
discretes oF et la section efficace totale of. Cette partie se termine par un paragraphe
sur 'effet tunnel dans le contexte d’une équation de la dynamique quantique relativiste.

Nous terminons cette thése par une conclusion.



Chapitre 1

Equations de Klein-Gordon et de

Dirac

1.1 Introduction

Comme il est bien connu en mécanique quantique relativiste, les équations de Klein-
Gordon et de Dirac ont été introduites pour décrire d’une maniere covariante la dyna-
mique d’une seule particule douée respectivement de spin-0 et 1/2.

L’équation pour les particules de spin entier (bosons), fut découverte par de Broglie,
par Schrodinger avant son équation de Schrodinger non-relativiste, et, indépendamment,
par Oskar Klein et Walter Gordon en 1926. On la connait depuis lors comme ’équation
de Klein-Gordon. Cette équation est manifestement covariante par rapport aux trans-
formations de Lorentz, mais, on peut trés vite se rendre compte qu’on rencontre des
problémes avec une telle interprétation directe. En effet, si I’on considére une onde plane,
I’équation de Klein-Gordon implique immédiatement qu’il existe des niveaux d’énergie
négatives (£ < 0) non bornée inférieurement. De plus, le calcul du courant sur cette onde
plane donne une densité de probabilité négative (p = E/m < 0) [3, 4, 10]. On verra par
le suite que l'introduction des antiparticules léve ce probléme.

La deuxiéme candidate qui est ’équation de Dirac, a été au contraire appliquée avec



succes et les solutions & énergies négatives ont été interprétées comme étant des antiparti-
cules associées aux particules. Cependant, comme il est connu, cette interprétation n’est
valable qu’en présence des champs faibles et lentement variables. Sinon, I’équation de
Dirac est considérée comme une équation de base de la théorie des champs des fermions
de spin-1/2.

De cette maniére, on conclut que les deux équations sont ainsi confrontées aux mémes
problémes de la physique a plusieurs corps. Néanmoins, le role que joue I’équation de Dirac
comme étant une théorie & une particule a été omis pour I’équation de Klein-Gordon.

Nous allons maintenant devenir plus précis, et définir les équations d’onde relativistes
pour les particules de spin entier (bosons) et demi-entier (fermions), mettant I’accent sur
ces derniéres.

Avant de procéder au développement des équations de Klein Gordon et de Dirac, il
est nécessaire de revenir d’abord a la théorie de la mécanique quantique non relativiste

a travers I’équation de Schrodinger.

1.2 Equation de Schrédinger

Jusqu’a la fin du XIXéme siécle, le monde physique était expliqué par 1’électroma-
gnétisme de Maxwell et la mécanique newtonienne. Tout objet pouvait étre localisé dans
I’espace & tout moment, et répondait soit a ’analyse de la trajectoire d’un corpuscule,
selon sa masse m et sa vitesse v, suivant le principe fondamental de la dynamique (lois
de Newton ),

dp

“pr _ 7 1.1
o , (1.1)

_>
ol F est la force totale agissant sur la particule et p° = mv est I'impulsion de la
particule. Soit & I'analyse du déplacement d’une onde suivant les lois de Maxwell, qui

s’écrivent en ’absence de charges et de courant [11, 12] :
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0B OE
?/\Z_@):——, ?/\ﬁzsu—, ?.E}:O, V.B = (1.2)
ot ot
€ et p étant la permittivité et la perméabilité.
Par application de la relation d’analyse vectorielle @ A <€> A ?) = (d.7) b

ﬁ
(7. b ) ¢, nous pouvons déduire de (1.2), 'équation générale qui décrit la propagation
de 'onde électromagnétique dans ’espace libre, dans un milieu homogéne, linéaire et
isotrope [11] :
1 02

{?2_1)_2@}\11(?,75)_0 avec U=F ou B. (1.3)
o

Le symbole ?2 représente 'opérateur laplacien. ve = ¢/n désigne la vitesse de phase
dans le milieu d’indice optique n = ,/gu et c la vitesse de la lumiere.

Si I'indice de réfraction n est constant dans le milieu étudié, on peut chercher une
solution de la forme W (77,¢) = ¥ (77) e~**. En reportant dans I’équation (1.3), on trouve

que ¥ (77) est solution de I’équation

{Vuj—g}m(?) ~0. (1.4)

Une solution élémentaire de (1.4) est W (77) = Wpe' ¥ 7. Avec ce résultat, la solution
de (1.3) prend la forme :

U (7, ) = Wee!(F-7 1), (1.5)

H
ou ¥y, k£ et w sont 'amplitude, le vecteur d’onde et la pulsation respectivement. Le
— —
vecteur d’onde k et la pulsation w définissent la phase ® par ® = k.7 — wt, soit :
0P

—Vo, w= (1.6
= ) W= .6)

—
k

On reconnait la vitesse ve par la vitesse du déplacement de la surface équiphase

® = P (Py = cste) au cours du temps, donnée par ve = w/k.

10



1.2.1 Construction de ’équation de Schrodinger

Au début du 20°™¢ siécle, certains phénomeénes a 1’échelle atomique ou subatomique,
remirent en question les lois de la physique classique. Par exemple, 'hypothése de Planck
consernant le rayonnement du corp noir et ’explication par Einstein de 'effet photoélec-
trique suggerent que le champ électromagnétique, a aussi un aspect corpusculaire. Tout
cela méne Louis de Broglie a inventé la mécanique ondulatoire, faisant associe des ondes

de fréquence v aux corpuscules de matiére d’énergie E et d’impulsion P’ [1, 2].

E=ho, J=hk, (1.7)

o i = h/27m et h est la constante de Planck.
Schrodinger exploite & fond ’analogie optico-mécanique de Hamilton, & la lumiére
des idées de de Broglie. Le point de départ est ’équation de Hamilton - Jacobi pour une

particule de masse m et d’énergie potentielle V' [13, 14]

%—f +H (7’, VS, t) —0 (1.8)

ou S et H sont 'action et I’hamiltonien du systéme. Pour un hamiltonien ne dépend

pas explicitement du temps (E est une constante), on a :

oS

ot Wsrzpzzmw—v)- (1.9)

Soit une surface d’action constante Y, définie par ’équation S (7',t) = Sp. On intro-
— —
duit le vecteur 7’ normal & la surface Y par W = V.S/ | VS | et 'élément de longueur

dl = 7.d7, la variation de S est formellement :

ds = )VS‘ler—dt V2m (E = Vdl — Edt = 0, (1.10)

ce qui donne la vitesse de déplacement vy d’un point marqué sur une telle surface :

11



E E
vp = L _Z (1.11)

dt  \/2m(E-V) p

Ayant fait apparaitre cette vitesse, Schrédinger lui fait jouer le role d’une vitesse de

. L, . . . , —
phase dans une certaine équation d’onde pour une certaine fonction, notée W (7). En

reportant (1.7) et (1.11) dans (1.4), Schrodinger écrit la forme historique :

{$?+%1%;12}@0ﬂ:0. (1.12)

Cette équation, connue sous le nom d’équation de Schrédinger indépendante du temps
(ou stationnaire), est la base de la théorie la plus utilisée pour décrire le mouvement des
particules matérielles telles que 1’électron dans un potentiel extérieur V.

L’équation (1.12) ne concerne que la partie spatiale de la fonction d’onde, c’est a dire
d’énergie bien définie. Il faut encore établir ’équation des ondes proprement dite, celle
qui régit I'évolution dans le temps d’un ¥ (7, ) quelconque.

Par utilisation du principe de correspondance du formalisme hamiltonien de la méca-
nique classique non relativiste, selon lequel, on peut passer de lois en physique classique

aux lois traitant du méme sujet en physique quantique en remplagant les variables dyna-

miques du systéme par des opérateurs [1, 2, 15]

m%Ha iRV o P, (1.13)

on obtient une équation qui satisfait a ces exigences :

oW (T t) h? =, N —

Telle est ’équation aux dérivées partielles qui doit remplacer les équations du mou-
vement de la dynamique pour ’étude des phénomeénes & trés petite échelle. Une équation
fondamentale en physique quantique non relativiste. Elle décrit I’évolution dans le temps

. . . . . N . RN
d’une particule massive non-relativiste de masse m soumise & un potentiel V' (77,t), et
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remplit ainsi le méme role que la relation fondamentale de la dynamique en mécanique
classique ou les équations de Maxwell en électromagnétisme.

L’interprétation physique correcte de la fonction d’onde de Schrodinger ne fut donnée
qu’en 1926 par Max Born. On interpréte le module au carré de la fonction d’onde comme
la densité de probabilité de présence P (7 ,t) = |¥ (77, t)|2 :

Cette équation est invariante par rapport aux rotations et aux translations d’espace.
On peut montrer qu’elle est également invariante par rapport aux transformations de
Galilée, mais elle ne posséde pas la propriété d’invariance par rapport aux transformations
de Lorentz (dissymétrie entre les coordonnées d’espace et de temps) et ignore les spins
des particules.

Il fallait donc faire un autre pas vers une physique plus générale et plus compléte
qui obéirait a toutes les évidences expérimentales. Par conséquent, pour satisfaire a la
covariance, principe découlant de la relativité restreinte d’Einstein, les physiciens ont
développé de nouvelles théories. La mécanique quantique relativiste a ainsi débuté avec
larrivée de I’équation de Klein-Gordon (1926), permet entre autre de décrire la dyna-

mique de particules relativistes ayant un spin-0. [3, 4].

1.3 Equation de Klein Gordon

Nous commencerons par exposer la théorie de Klein-Gordon qui généralise la théorie
quantique non relativiste, lorsque les fonctions d’onde sont des quantités scalaires. Nous
aborderons ensuite la théorie de Dirac, qui, envisageant des fonctions d’onde & plusieurs
composantes, introduit la notion de spin [3, 5], et réussit entre autres choses, & prévoir
I’existence du positron.

La recherche d’une équation d’onde relativiste pour ’électron est compliqué par 1’exis-
tence du spin. Cherchons d’abord a former une équation d’onde relativiste pour une
particule de spin-0, un méson 7w par exemple. Une telle particule n’ayant pas de degré

de liberté interne, sa fonction d’onde W (7,¢) dépend des seules variables r et t. Nous
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désignons par m sa masse, par e sa charge et nous supposons que la particule est libre.

1.3.1 Construction de I’équation de Klein-(Gordon

Pour trouver 1’équation d’onde des particules relativistes de spin-0, nous procédons
empiriquement, en nous aidant du principe de correspondance; ceci nous assure qu’on
retrouve les lois du mouvement classique, lorsque les conditions de validité de ’approxi-
mation classique sont remplies. Evidemment, on reconnait ’équation de Schridinger, on
utilise alors exactement le méme raisonnement pour obtenir 1’équation d’évolution tem-
porelle en mécanique quantique relativiste. La seule différence est qu’on utilise plutot
I’équation classique relativiste de I’énergie pour une particule libre comme point de dé-
part, soit la relation de dispersion d’Einstein (on utilise le systéme d’unités naturelles tel

que h=c=1) [3, 4],

E=+\p?2+m2 (1.15)

Ensuite, en adoptant les mémes postulats de correspondance qu’en mécanique quan-
tique non relativiste, en écrivant que l'opérateur d’évolution des fonctions d’onde i9/0t
est égal a 'opérateur hamiltonien H lequel s’obtient en remplagant, dans ’expression de

H
I’énergie, 'impulsion par 'opérateur —:V, nous obtenons :

i% =/=-V24+m2 (1.16)

En tenant compte de (1.16), ’équation de Schrédinger relativiste qui décrit ’évolution
au cours du temps de la fonction d’onde ¥ (7, ) d’une particule libre, fonctions propres

de 'opérateur H associé a I’énergie totale E, sécrit :

@%?t) - (\/—6’2 + mz) U (7, t). (1.17)

Cette équation a deux graves défauts. D’une part, la dissymétrie entre les coordonnées

d’espace et de temps et telle que I'invariance relativiste et les propriétés qui en découlent
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n’y apparaissent pas clairement. D’autre part, nous sommes immédiatement arrétés par
Iinterprétation de la racine d’un opérateur, ce qui nous oblige & rejeter cette équation.
On évite ces deux difficultées en prenant comme point de départ de 'opération de

correspondance la relation relativiste entre énergie et quantité de mouvement,

E* - p?*=m? (1.18)

En égard a la présence de E? au lieu de E dans la relation (1.18), nous utiliserons,

non plus (1.16) et (1.17) mais les relations suivantes qui en découlent :

2,
—om=F (1.19)
et
2 —
_PY gy (1.20)

ot?
En tenant compte de (1.18) et en remplacant p’, par I'opérateur —i?, I’équation

(1.20) conduit a 'équation de Klein Gordon

Nous écrivons encore 1’équation (1.21) sous une forme plus simple. Dans ce but, in-

troduisons le quadrivecteur énergie impulsion p*, défini par :

=it — i (% _ﬁ) , (1.22)

ensuite, considérons l'invariant relativiste (1.18), qui s’écrit sous forme

P'pu = m?. (1.23)

Par un calcul direct, et en utilisant la définition du produit scalaire de deux quadri-
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vecteurs a* = (a°, @) et b = (bo, ?) 3, 4, 10], donné par :

(I,Mbu = (lobo — ??, (]_24:)
on peut écrire 1’équation (1.21) sous la forme :
{0"0, + m*} W (7,1) =0, (1.25)

habituellement appelée équation de Klein-Gordon covariante, étant donné que I'opé-
rateur 00, est invariant et que le champ W (77, ¢) est scalaire.

Cette équation est trés semblable & 1’équation d’onde ordinaire, sauf pour un terme
supplémentaire impliquant la masse. Elle s’applique a une fonction d’onde scalaire ¥ (77, t)
décrivant des particules massives de spin-0, sans ou avec charge électrique.

L’équation de Klein-Gordon se généralise a toutes les particules de spin entier, les
bosons, qu’elle décrit correctement. Elle n’est pas applicable par contre aux particules
de spin demi-entier (les fermions). Cette équation d’onde relativiste doit converger vers
I'équation de Schrodinger a la limite non relativiste (la limite non relativiste consiste a
dire que I'énergie E < m, est petite devant la masse, que les champs |A4y| < m? et
’Z‘ < m? sont faibles par rapport a la masse et que la variation spatiale des quantités
|D’| < m est faible).

La forme de l’équation de Klein Gordon (1.25) n’est applicable qu’aux particules

libres. Nous allons essayer d’incorporer I'interaction du champ électromagnétique.

1.3.2 Equation de Klein Gordon en présence d’un charnp élec-

tromagnétique.

Les équations d’ondes des particules libres n’expriment en fait que celles des proprié-
tés qui sont liées aux éxigences générales de symétrie spacio-temporelle. Or, les processus
physiques auxquelles participent les particules dépendent des propriétés de leurs interac-

tions.
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On aimerait maintenant pouvoir généraliser 1’équation de Klein-Gordon libre (1.25)
que nous avons initialement présentée plus haut, en introduisant I'interaction du champ
de Klein Gordon avec un champ électromagnétique externe donné, composé d’un potentiel
vecteur A (7°,t) et d’un potentiel scalaire Ay (7,t) qui forment un quadrivecteur que
I'on désignerons par A, = (AO, _A>>

Pour avancer dans cette démarche, nous commencerons, dans une premiere partie, par
analyser la structure de I'hamiltonien d’interaction entre particule classique de charge
q et le champ électromagnétique. Puis, nous adopterons les mémes postulats (1.18),
(1.19) et (1.20), qu’en mécanique quantique relativiste d’une particule libre pour calculer
I’hamiltonien de la particule de Klein Gordon spin-0 dans un champ électromagnétique
A,,. La seule différence est qu’on utilise plutot ’équation classique relativiste de I’énergie
pour une particule en présence d’un champ électromagnétique comme point de départ.

Comme on sait de ’électrodynamique classique, en présence de champs électrique E
et magnétique ?, une particule de charge électrique ¢ qui se déplace avec une vitesse v’

subit, une force donnée par la formule de Lorentz [11, 12],

17:q<f+7/\§>. (1.26)

Nous cherchons un lagrangien effectif tel que (1.26) correspondent aux équations
d’Euler de I'action correspondante. Pour avancer dans cette démarche, on réécrit la force
de Lorentz en fonction des potentiels scalaires et vecteurs définis dans I’équation (1.2).

Ensuite, développons le double produit vectoriel,

TA(TAT) =T (73) - (7F) A= L (v A) - AL

Aprés quelques processus calculatoires simples, cette derniére égalité nous permet

d’écrire I’équation (1.26), sous la forme :
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H
= 0 — dA
F = ——(A —_’.A>—— . 1.28

1 ( a7 (0T dt (1.28)
Le potentiel vecteur A et scalaire Ay sont des fonctions de 7 et de ¢ uniquement, et

doivent donc étre indépendants de v'. Par conséquent, on peut réécrire (1.28), sous la

forme :

— ou d [(oU
F = —8—? + % <8_7) ; (1.29)

en désignant par U le potentiel généralisé, c’est-a- dire :

U=gq (AO - 7(.7) . (1.30)

Nous avons donc démontré que la force électromagnétique dérive d’un potentiel gé-
néralisé U qui est une expression simple formée a ’aide de la charge et de la vitesse de
la particule et des potentiels électromagnétiques Ay et A.

D’autre part, puisque F dérive du potentiel généralisé U, I’équation (1.29) est I'équa-
tion du mouvement obtenue a partir d’un lagrangien L = T'— U (T est I’énergie cinétique
de la particule) ou le potentiel A interagit avec le courant ¢ v . En conséquence, en po-
sant v = 7) = d7’/dt, le lagrangien d’'une particule classique de masse m et de charge

q = e évoluant dans un champ électromagnétique s’écrit :

. 1 - 2 RN
L (7,?’,t) — T [AO (Tt -7 A (m)] | (1.31)

L’hamiltonien classique associé a ce lagrangien se trouve de la maniére habituelle, par

une transformation de Legendre par rapport a la vitesse généralisée [13, 14],

H (?, 7.7 ?,t) =7, 7L (?, —{*,t) . (1.32)
Nous partons du lagrangien (1.31) et de l’expression de l'impulsion P qui est la

. . . L, — L, .
variable canoniquement conjuguée de 1, est donnée par la relation :
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7 =2 —m7T +eA. (1.33)

En vertu de la définition (1.33) de P’ et de I’équation (1.31), on peut exprimer 7
en fonction de P’ : 7 = <7 — GZ) /m. En y portant cette expression dans (1.32), on

obtient de la méme maniére le hamiltonien

H:L<_>—ez>2+eA (1.34)
2m D 0- .

Remarquons que ’hamiltonien classique d’une particule de masse m et de charge e,
é
située dans un champ électromagnétique A, = (AO, A) , s’obtient en faisant la substi-

tution

H — (H —eAy), 7 — (? — e_A>> ) (1.35)

Dans un tel cas, la relation relativiste (la relation de dispersion d’Einstein) entre

énergie et quantité de mouvement (1.18), en présence d'un champ électromagnétique
s’écrit [3, 4]
2
(E — eAy)® = (7 - eZ) +m2. (1.36)

De facon analogue, la description des interactions électromagnétiques des particules
en théorie quantique relativiste est rendue possible par la généralisation du principe de
correspondance utilisé en théorie classique et en théorie quantique non relativiste. Ainsi,
on part du hamiltonien classique (1.36), en remplacant les quantités ci-dessus par leurs

opérateurs, soit

P = (E,7) —p'—edt = <E —eAy, P — eZ) , (1.37)

c’est-a-dire, on admet le principe de couplage minimal de Fock, qui consiste & rem-
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placer les dérivées 0, par une dérivée covariante (covariante vis a vis des transformations

de jauge) [3, 4]

. . 0 = =
i0, — 10, —eA, = <za —eAy,—iV — eA) : (1.38)

Compte tenu de (1.37), I’équation (1.23) se transforme

(P —eA") (pu — eA,) = mQ, (1.39)

et en remplace (1.39) dans (1.25), on obtient 1’équation qui régit I’évolution d’une

particule relaviste de spin-0 en présence d’un champ électromagnétique exterieur.

0 2 — —\ 2
{(a—l—ier) - (v —ieA) +m2}\p(?,t) = 0. (1.40)
Si nous réécrivons cette relation en faisant usage des opérateurs correspondants de
I'énergie et de la quantité de mouvement (quantification canonique). En introduisant
la dérivée covariante D* = 0" + ieA*, nous pouvons écrire en analogie avec ’équation

de Klein-Gordon libre en I'absence de champ I’équation de Klein Gordon généralisée,

c’est-a-~dire en présence d’'un champ électromagnétique

(D*Dy +m?) ¥ (7, t) = 0. (1.41)

Cette équation sera appliquée en particulier au champ scalaire réel sans spin (s = 0),
ce qui n’est pas le cas du photon, et aura une solution composée de la fonction de 'onde
plane.

Maintenant, reste a savoir si cette équation a un sens physique. On sait que la méca-
nique quantique interprete les résultats d’une mesure d’un état comme une probabilité.
En utilisant la méme méthode que celle utilisée en mécanique quantique non relativiste
(équation de Schrodinger), c’est-a-dire en multipliant W* par 1’équation d’onde et en

soustrayant W multiplié par I’équation d’onde conjuguée, on obtient :
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8, [V MU — WOHT* + 2ie AT*T] = 0 (1.42)

L’équation de continuité est satisfaite en prenant J* proportionnel au crochet de
I'équation (1.42). Nous fixons la constante de proportionnalité de fagon a trouver la
définition usuelle a la limite non relativiste :

!

Tt = [T — TOMT* + 2ie AVTHT] = <p, 7) (1.43)

2m

A T’examen de l'expression (1.43), une remarque s’'impose : La densité p = J° peut
devenir négative, ce qui est inexplicable. Une telle situation n’existe pas avec I’équation de
Schrodinger. C’est 1a une des difficultés majeures de ’équation de Klein-Gordon. Cette
difficulté a été en fait surmontée par Pauli et Weisskopf qui ont pu l'utiliser comme
équation de base de la théorie des champs des bosons a spin-0. L’équation de continuité
est alors interprétée comme loi de conservation de densité quadridimensionnelle charge-
courant, en multipliant 7 et p par une charge, ceux-ci représentent alors un courant et
une densité de charge. [16].

Une autre difficulté, en effet, si ’'on considére une onde plane, les niveaux d’énergie qui
découlent de (1.21), sont solutions de E? = p?+m? avec les deux signes E = ++/p2 + m?.
L’existence de niveaux d’énergie négative non bornée inférieurement, donc arbitrairement
basse, est un probléme majeur, qui semble indiquer une instabilité de la théorie.

Toutes ces incohérences vont étre levées par l'introduction de la théorie quantique
des champs, une théorie décrivant un systéme a nombre arbitraire de particules, dans
laquelle 'objet ¥ est promu du réle de fonction d’onde a celui d’opérateur capable de
créer et annihiler ces particules. C’est le changement de point de vue traditionnellement
appelé seconde quantification [17, 18, 19].

Nous examinerons maintenant une autre équation d’onde relativiste, originellement

proposée par Dirac pour pallier aux insuffisances de ’équation de Klein-Gordon.
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1.4 Equation de Dirac

En 1928, Dirac est parvenu a écrire une équation d’onde des particules relativistes de
spin-1/2. Cette équation, appliquée a I’électron, donnait une explication dans le cadre
de la théorie quantique moderne (et non plus de I’ancienne théorie des quanta) de la
structure fine du spectre de 'atome d’hydrogene. D’autre part, elle a permis & Dirac de
postuler I'existence des positrons, antiparticules associées aux électrons, découverts dans
'étude du rayonnement cosmique dés 1933 [20].

Fidele a l'interprétation de la fonction W (7, ¢) comme décrivant un état, Dirac admit
alors comme postulat que I’équation quantique relativiste de ’électron devait étre du pre-
mier ordre par rapport au temps, de sorte que la fonction d’onde & un instant arbitraire
puisse étre déterminée par la seule connaissance de cette fonction a 'instant initial. La
connaissance de 1’état de I’électron & un instant donné serait alors suffisante pour dé-
terminer son état a un instant ultérieur, sans qu’il soit besoin de connaitre la vitesse
de changement de I’état a l'instant initial. L’invariance relativiste exigeant de I’équation
qu’elle soit aussi du premier ordre par rapport aux coordonnées spatiales, Dirac sou-
haite ainsi linéariser I’équation de Klein-Gordon en utilisant I’équation de Schrodinger

contenant la dérivée de la fonction d’onde au premier ordre.

1.4.1 Construction de I’équation de Dirac

Pour la construire, nous suivrons I'approche historique, qui est la plus simple. On
cherche une équation analogue a 1’équation de Schrodinger (1.14) . L’application du prin-
cipe de correspondance (1.16) conduit a I’équation de Schrédinger suivante :

OV (7,1)

ou le symbole H désigne un opérateur linéaire, et auto adjoint.
L’équation (1.44) doit étre formellement covariante relativiste. Or cette derniére équa-

tion ne peut étre covariante relativiste que si 'opérateur H est constitué de dérivée par-
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tielles du premier ordre. En particulier, si 'on maintient 'idée d’une équation d’ordre 1
en temps, les coordonnées doivent également figurer par des dérivées du premier ordre.
Ceci posé, considérons d’abord le cas d’une particule de Dirac (électron libre) en 1’ab-
sence de champ. L’hamiltonien doit alors étre invariant par translation, donc indépendant
de 7.
Tenant compte de toutes les hypothéses précédentes, ainsi, la forme la plus générale

admissible de 'opérateur H s’écrit :

H="17.7 + Bm. (1.45)

Dans cette expression o et [ sont des opérateurs, représentés par des matrices com-
plexes n x n, indépendants de 7 et de ', qui doivent décrire de nouveaux degrés de
liberté de la particule.

Pour garentir le caractére auto-adjoint de 'opérateur H, il faut que ces matrices soient

hermitiques,

—
«

ot p=4. (1.46)

La condition de masse traduite en mécanique classique par la relation bien connue
E? = P2 + m?, soit également satisfaite dans la théorie quantique. Plus précisement, le
principe de correspondance exigeant que l'opérateur H de ’électron libre, doit satisfaire

la condition

H? =% +m2 (1.47)

H? = (@ + fm) = L {aw g} o+ m{on B)p' 4?0 (149

. _ , . L
ou le symbole {w;, a;} = a;a; + a;a; désigne Panticommutateur.
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I est claire que la condition de masse (1.47) est satisfaite si, et seulement si, les

matrices «; (i = 1,2,3) et 3 satisfont les régles d’anticommutation suivantes :

OéiOCj + OéjOéZ' = 252']']17“ OZZ'B + BO&Z' = 0, 62 = Hn (149)

Si 'on admet maintenant que le hamiltonien H est auto-adjoint (hermétique), les
matrices o; et S doivent I’étre aussi. En tenant compte de toutes ces contraintes, on peut
s’assurer que les valeurs propres de «; et 5 doivent étre +1 (derniére contrainte) et que

la trace de celles-ci doit étre nulle (deuxiéme contrainte).

Tr(a;8) =Tr (Ba;) = =Tr (Ba;) = 0. (1.50)

Puisque la trace est simplement la somme des valeurs propres (£1), le nombre de
valeurs propres négatives doit correspondre avec celui des valeurs propres positives, par
conséquent, la dimension des matrices doit étre un nombre pair. La plus petite dimension
qui permet de satisfaire simultanément toutes ces contraintes est n = 4. Les matrices qui

satisfont toutes ces contraintes sont définies par [3, 5, 21, 22] :

o = S P : (1.51)
g; 0 0 _]IQ

Dans ces matrices, écrites en termes de blocs 2 x 2, le symbole o; (i = 1,2, 3), designe

les trois matrices de Pauli et I, représente la matrice unité 2 x 2,

01 = , O9 = . , 03 = y ]12: . (152)

Nous somme maintenant en mesure d’écrire explicitement I’équation (1.44) qui résulte

des conditions énoncées précédement. Cette équation s’écrit :
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{z‘%waﬁ?—mﬁ}qf(?,t) —0, (1.53)

Si I'on adopte les matrices (1.51), la fonction d’onde W (7,t) est un spineur ayant
donc 4 degrés de liberté (fonction d’onde & 4 composantes). On peut évidemment trou-
ver d’autres jeux de matrices, mais tous conduisent au méme résultat. Il est impossible
néanmoins de trouver des matrices d’ordre inferieur a 4.

L’équation (1.53) est I’équation de Dirac telle qu’elle fut originellement proposée par
Dirac lui méme. C’est sous cette forme qu’elle se préte le plus facilement a 'interprétation
physique et a I’étude du passage a la limite non relativiste.

Cette équation a connu un grand succes. Le spin de I’électron, en fut déduit, et sa
description se raméne & celle donnée par Pauli dans la limite des faibles vitesses. La
présence d’états d’énergie négative non bornée inférieurement fut résolue par Dirac qui
associera les énergies négatives aux antiparticules. Il appuya le fait que les électrons
d’énergie positive étaient stables d’apres le principe d’exclusion de Pauli, les niveaux
d’énergie négative étant occupés par les antiparticules. Par I’absorption d’un photon, un
positron d’énergie négative peut alors avoir une énergie positive laissant un trou dans
la bande d’énergie négative. Ce processus correspond & la création de paires d’électron-
positron [19, 20, 23]. De cette fagon, ’équation de Dirac ne peut décrire de fagon cohérente
une seule particule relativiste. Comme les masses en relativité ont une forme d’énergie,
les particules peuvent étre crées et détruites.

C’est ainsi que la relativité a trouvée sa place en mécanique quantique par la solution
de Dirac a I’équation de Schrodinger pour des particules de hautes énergies. L’importance
de cette équation aura plusieurs effets sur 'explication de résultats expérimentaux et
constituera le coeur de I’électrodynamique quantique en décrivant les interactions de la

lumiére avec la matiére.
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1.4.2 Forme covariante de I’équation de Dirac

L’équation de Dirac libre établie précidement résulte de conditions qui sont nécessaires
a la covariance relativiste, mais qui ne la garantissent pas forcément. En fait, la covariance
relativiste de I’équation de Dirac est subordonnée & un choix approprie de la matrice qui
figure dans la loi de transformation lors d’un changement de référentiel déterminer par
une transformation de Lorentz. Or 1’équation de Dirac, écrite sous la forme (1.53) se
préte mal & une discussion de la covariance relativiste car les variables d’espaces T et de
temps t y jouent des roles formelles trop dissymétrique [6, 24].

C’est la raison pour laquelle nous commencons par effectuer une transformation de
I’équation de Dirac dans la forme dite <<manifestation covariante>>. Dans ce but,
multiplions les deux membres de ’équation (1.53) a gauche par [, et en tenant compte

de I’équation (1.49), il vient

{w% +ifa.V — m]I4} U (7,t)=0. (1.54)

A cet effet, nous passons maintenant a une notation plus compacte, la notation cova-

riante. Pour ceci nous introduisons les matrices

VW=08, A =pa avec =("7), (1.55)
et nous utilisons les notations quadrivectorielles
ot = (2% 2!, 2? 2?,) et O* = (9/02°, /0x, D/0x?)
la relation (1.54), peut étre écrite sous la forme

{iv"0, — mly} ¥ (7,t) = 0. (1.56)

Les propriétés de 4 s’obtiennent aisément & partir de celles de @ et 3 (herméticité,
anticommutation, de carré I;). En substituant (1.55) dans (1.49), nous dérivons leurs

relations d’anticommutation
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{7 = =2 et T =09 (1.57)

ol g" désigne les composante contravariantes du tenseur métrique dans ’espace de

Minkowski, défini par :

1 0 0 0

. 0 -1 0 0

N P (1:58)
00 0 -1

1.4.3 Forme covariante de I’équation de Dirac avec champ élec-

tromagnétique extérieur

Nous avons développé jusque la une théorie libre, c’est a dire ne faisant intervenir
aucune interaction. On aimerait maintenant généraliser I’équation de Dirac pour rendre
compte d’'une éventuelle interaction électromagnétique. Pour ce faire, procédons de la
méme maniére que pour le cas de Klein Gordon. Autrement dit, pour dériver I’opérateur
hamiltonien de Dirac relatif a une particule en présence d’un champ électromagnétique
exterieur caractérisé par son potentiel A, = (AO, Z), remplacons dans I’hamiltonien
en absence de champ de I'équation (1.45), 'opérateur H — H — eAy et I'mpulsion
P = - ez. En conséquence, ’hamiltonien correspondant a cette sibstutition se

déduit de 'équation (1.45) par cette méme substitution :

(H = cdo) =@ (7 = ¢A) + om. (1.59)
Dans ces conditions, 'opération de correspondance (1.13) appliqué a (1.59) donne

0 0 = =
io ﬁz&—er, iV —iV —eA. (1.60)

Ensuite, compte tenu de cette régle de correspondance, 1’équation de Dirac non cova-
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riante couplée & un champ électromagnétique externe, s’écrit :

{ <i% - er> + 3 (ﬁ’ - eZ) - mﬁ} U(7,t) = 0. (1.61)

L’équation (1.61) régit I’évolution d’une particule de Dirac en présence d'un champ
électromagnétique extérieur dans la mesure ou 'effet du rayonnement peut étre négligé
3, 5, 6].

L’équation de Dirac écrite sous la forme (1.61) se préte mal a discussion de la co-
variance relativiste. C’est la raison pour laquelle nous commencons par effectuer une
transcription de ’équation de Dirac dans la forme dite covariante. Dans ce but, multi-
plions les deux membre de ’équation (1.61) & gauche par 5. Compte tenu de (1.49), il

vient :

{5 (i% - er> +8]@. (iV-ed)| - mh} T (7, 1) =0. (1.62)

Utilisons maintenant les notations quadrivectorielles et la relation (1.55), I’équation
covariante en présence d’un champ électromagnétique A,, qui remplace 'expression (1.56),
s’exprime comme pour ’équation de Klein Gordon, par la substitution de la dérivation
ordinaire 0, par la dérivation covariante D, = 0, +ieA,. Par conséquent, nous obtenons

une équation de Dirac sous la forme

(iv" D, —m) ¥ (7,t) = 0. (1.63)

Cette équation d’onde apparait suffisante pour rendre compte du phénomeéne de dé-
doublement. Les matrices v* contenant quatre lignes et quatre colonnes, elle aura quatre
fois autant de solutions que I’équation d’onde non-relativiste, et deux fois autant que
P’antérieure équation d’onde relativiste (1.41). Etant donné que la moitié des solutions
doivent étre rejetées puisqu’elles assignent une charge +e a ’électron, on en aura encore
un nombre correct pour rendre compte du phénoméne de dédoublement.

Toutefois, il peut étre plus commode dans les applications d’utiliser d’autres repré-
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sentations de I’équation d’onde. Nous voulons également dériver une équation d’onde du
deuxiéme ordre pour le champ de Dirac. Pour ceci, nous partons de la forme covariante
(1.63) et nous écrivons que l’action de 'opérateur (—iy*D, — m) sur le premier membre

donne zéro :

(v*4"D,D, +m?) ¥ (7, t) = 0. (1.64)

Afin de discuter son interprétation physique, il nous faut encore simplifier le terme
4" D, D,,. Pour cela, nous utilisons les propriétés des matrices de Dirac et remplagons

le produit v#~" par

ot = ghv — gt 1.65
Yy

ot o* = £ [y*,7"] est le quadritenseur matriciel antisymétrique, il représente le spin
de la particule et le symbole [y*, "] = y#~" — 4¥~* désigne le commutateur. Cepondant,
par un simple changement de la dénomination des indices muets, et en tenant compte de

la définition de I'opérateur D, on peut écrire

1 e
A1 DDy = = 0,7 ] DDy = 5 07" Dy Do) = 50" E. (1.66)

ici, F, = 0,A, — 0,A, est le tenseur électromagnétique. Enfin, insérons (1.65) et

(1.66) dans (1.64), on obtient

{(D“DM +m?) L+ ga’“’FW} U (7, t) = 0. (1.67)

Cette équation est manifestement covariante. Comme souhaité, c’est une équation
différentielle du deuxiéme ordre par rapport au temps, dite équation de Dirac quadra-
tique. Elle différe de celle obtenue a partir de ’équation de Klein-Gordon par le couplage
minimal. Dans la représentation de Dirac ou ¢% = ia/ et oii = eiikgk, le terme sup-

— —
plémentaire $o#F,, = ¢ (i?.E + 7.B> décrit un couplage du champ & un moment
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dipolaire électrique et & un moment magnétique portés par la particule [3, 5]. Ce terme
n’a pas d’analogue classique et sa contribution est négligeable lorsqu’on se trouve dans les
conditions de validité de I'approximation classique. Le mouvement d’un paquet d’onde
de Dirac est alors le méme que celui d’un paquet d’onde de Klein-Gordon.

Enfin, nous pouvons faire un raisonnement semblable & celui de I’équation de Klein
Gordon, nous allons définir une densité de courant et démontrer que le courant défini
avec les solutions de ’équation de Dirac obéit & une équation de continuité.

Pour calculer le courant J#, les mémes manipulations peuvent étre faites en partant
de la forme covariante de I’équation de Dirac (1.63), ’hermétique conjuguée de cette

équation est

(=10, — eA,) Uiy — Wt =0  avec U= (w)". (1.68)

Ensuite, en multiplant & droite par 7%, et en utilisant YT = 799420 et y#170 = A0~#,

ainsi que la définition ¥ = ¥i4° nous obtenons 1’équation de Dirac adjointe

(=0, — eA,) Uy —m¥ = 0 (1.69)

Multiplions (1.63) & gauche par ¥ et (1.69) a droite par ¥ et soustrayant, nous

obtenons

i (0, U9V 4+ Uy*9,¥) =0, (1.70)

permet de définir un courant J#,

T = Tyl — (p, 7) . (1.71)

Physiquement, le vecteur J* joue un roéle important. D’abord, en vertu des équations
de Dirac satisfaites par U et U, il est conservé. En outre, sa composante temporelle

JO = U est définie positive, et il parait donc qualifié pour le réle de courant de
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probabilité, dans 'interprétation de ¥ comme une fonction d’onde.

Dans la théorie de Dirac, au contraire, nous parviendrons & définir une densité p
positive; ce qui n’était pas le cas pour ’équation de Klein-Gordon. Cependant, nous
verrons que la difficulté des énergies négatives, I'interprétation proposée par Dirac est
schématiquement la suivante et entérine I'idée suivant laquelle, dans toute théorie rela-
tiviste, le nombre de particule ne saurait étre fixé a cause de la possibilité de création et

d’annihilation de particules [17, 18].
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Chapitre 2

Formalisme de la matrice de

diffusion pour Klein (Gordon spin-s

(s=0,1/2)

2.1 Introduction

Les processus de diffusion jouent un réle clé pour ’étude des propriétés de la matiére.
L’expérience de Rutherford, qui démontra I’existence du noyau, était basée sur la diffusion
de particules o par des atomes d’or. La spectroscopie laser moderne, qui fournit des
informations sur la structure des atomes et des molécules, peut étre vue comme un
processus de diffusion de photons. La conductivité électrique des métaux ne peut étre
comprise de maniére quantitative que si on prend en compte la diffusion des électrons de
conduction par les défauts du réseau cristallin. Enfin, et ce n’est pas le moindre de ces
exemples, la physique des particules est entiérement fondée sur ’analyse de processus de
collision. Les tres hautes énergies atteintes dans les accélérateurs modernes (de 100GeV
a quelques T'eV dans le centre de masse) permettent de sonder la matiére sur une échelle
de distance extrémement courte (< 107®m) [25, 26, 27].

Dans la théorie classique de la diffusion, I’état de la particule incidente (qui est libre)
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est entierement déterminé par son impulsion. Il en est de méme pour la particule sortante.
Au niveau quantique, il n’est alors pas possible en général de prévoir avec certitude quel
état final va résulter d’une collision donnée; on cherche donc seulement & prédire les
probabilités pour un certain état final. Le probléme consiste donc a établir la relation
entre I’état initial ¥ et 1’état final ¥°*. En mécanique quantique 1’'objet mathématique
correspondant est 'opérateur S (ou la matrice de diffusion S ). Si nous connaissons cet
opérateur, nous pouvons déterminer ’état final ¥°“ & partir de tout états initial ¥,
Cela signifie que la matrice S contient toute I'information quant au processus de diffusion.
On peut écrire donc ¥* = ST 28, 29].

Ce chapitre est consacré a I’analyse théorique des expériences de diffusion. Nous y in-
troduisons le concept de section efficace, qui joue un role central dans la description d’une
collision, aussi bien du point de vue classique que quantique. En mécanique quantique,
la description mathématique de cet observable se fait au moyen d’une matrice appelée
matrice de diffusion S , qui correspond a l'opérateur d’évolution en représentation de

Dirac.

2.2 Une expérience de diffusion

Si, dans une expérience physique, un faisceau de particules (projectiles) d’énergie E
arrive de l'infini sur une cible fixe (le centre diffuseur). L’intensité de ce faisceau est
caractérisé par le flux f, c’est-a-dire par le nombre de particules qui traversent, par
unité de temps, une surface d’aire unité, perpendiculaire a la direction du faisceau. Apres
traversée de la cible, le nombre dn de particules déviées sont recueillies dans un détecteur
dont la position est définie par sa direction (6, ¢) = €.

L’un des enjeux de la théorie des collisions et I’obtention de la section efficace différen-
tielle de diffusion do /dS2. C’est la principale grandeur mesurable dans une telle expérience

et elle est homogene a une surface. Cette quantité est définie comme suit [13, 14],
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da_ldn

= - 2.1
aQ  F dQ (2.1)

La section efficace totale de collision s’obtient par intégration sur les angles :

o [ ()i o

2.2.1 Description classique de la diffusion

En mécanique classique [13, 14], ot vaut la notion de trajectoire, le principe de calcul
de la section différentielle de choc apparait plus directement qu’en mécanique quantique.
Considérons en effet un pinceau de trajectoires incidentes asymptotiquement paralléles a
grande distance du diffuseur, hors de la zone d’interaction, les trajectoires étaient quasi
rectilignes, s’il n’y avait pas de force d’interaction, la distance de plus courte approche
aurait été précisément b (b est ce qu'on appelle le paramétre d’impact). Apres colli-
sion, celles-ci formeront asymptotiquement une gerbe d’ouverture df, et sont déviées, par
'interaction, d’un angle 6, (angle de diffusion), dépendant du parameétre d’impact. Dés
lors, en suivant les trajectoires, on voit que les particules enregistrées dans le compteur
d’ouverture df2 = sin 0dfd¢ ont été découpées dans le faisceau initial par le secteur d’ou-
verture angulaire (¢, ¢ + d¢) de la couronne circulaire d’épaisseur (b, b+ db). L’aire de ce

secteur étant ds = bdbd, il voit passer un nombre de particules par unité de temps

dn = bdbdoF . (2.3)

Insérons (2.3) dans la définition (2.1), on obtient la section efficace différentielle :

do b |db
— = - — (2.4)
) sin@ |df

Les valeurs absolues ont été introduites dans (2.4) car le nombre de particules doit
toujours étre positif alors que b et # varient souvent dans des directions opposées. De

plus b, est une fonction de I'angle de diffusion et de ’énergie.
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L’angle 6 est 1ié a b par une relation que I’on peut obtenir en intégrant les équations de
mouvement ou, plus simplement, en appliquant seulement les principes de conservation
de 'énergie et du moment cinétique it (théoréme des aires) [13, 14].

11 suffit donc de connaitre la relation b (6), c’est-a-dire la géométrie des trajectoires,

pour calculer, en mécanique classique, une section efficace de collision.

2.2.2 Description quantique de la diffusion

Dans une description quantique et selon le principe d’incertitude de Heisenberg, la
notion de trajectoire, et celle de parameétre d’impact, perd son sens. C’est pourquoi méme
du point de vue expérimental on doit introduire la notion de section efficace qui repré-
sente une moyenne effectuée sur ce parametre d’impact. Pour calculer cette moyenne,
on a admis implicitement que les particules incidentes étaient reparties au hasard dans
la section droite du faisceau incident ; cette hypothése est en revanche explicitée dans
le calcul quantique qui nous conduit a considérer les particules incidentes comme for-
mant un paquet d’onde plane envoyé sur une cible. Ce paquet d’onde est supposé dans
un temps antérieur trés loin comme étant libre, c’est & dire qui n’interagit pas avec la
cible. L’impulsion de ce faisceau est supposée étre bien déterminée. Ce faisceau entre en
interaction avec la cible décrite au moyen d’un potentiel diffuseur V (77, ¢) de portée finie
est non nul. L’évolution de ce faisceau au cours du temps est décrite par une fonction

W (7,t), vérifiant 1’équation de Schrodinger (en posant i = 1) [15, 30, 31]

oV (7t
z%:flw?,t), H=Hy+V (7.1, (2.5)
ou Hy = k?/2m = E dénote '’hamiltonien du systéme non-perturbé, tandis que

V (7,t) représente une perturbation.
Nous traitons le probléme de facon simple et intuitive, pour décrire quantitativement
le processus de diffusion par un potentiel, nous allons focaliser notre attention sur les états

stationnaires du probléme. Dans ces conditions, I’équation (2.5) décrivant I’évolution de
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la particule admet des solutions d’énergie E bien définie i. e, des états stationnaires
(7 ,t) =V (7)) e

Loin de la zone d’action du potentiel (|7°| — o0), la particule incidente est consi-
dérée libre, elle peut donc étre représentée par une onde plane 6%?. La présence du
potentiel scinde I'onde incidente en une onde transmise et une onde diffusée (qui dépend
du potentiel). Par conséquent, la fonction d’onde W, (77) représentant 1’état stationnaire
de diffusion associe & une énergie E doit étre une superposition d’une onde plane et
d’une onde diffusée. La forme asymptotique apres la collision (i.e., & grande distance du

potentiel localisé) est simple [15, 30, 31],

(2.6)

Dans cette expression, seule la fonction f, (6, ¢) que 'on appelle 'amplitude de difiil-
sion, dépend du potentiel.

Pour obtenir la section efficace différentielle de diffusion, nous suivrons le méme che-
minement que dans le paragraphe précédent. Pour calculer le nombre dn de particules,
diffusées par unité de temps, considérons la densité de courant de probabilité associée a

I’équation de Schrodinger (2.5)

P {\Ifk (?mk) . (?qj;;) \Ifk} . (2.7)

2ma

—
7 —
ik T

Le terme d’onde plane e représente un faisceau monocinétique des particules inci-

ﬁ
dentes de densité de probabilité égale a 'unité, d’'impulsion k et de densité de courant
ﬁ

Join = s /m.

Le terme fy (0, ¢) e™*" /r représente le faisceau de particules diffusées. Pour calculer le
courant de probabilité de ’onde diffusée, il est commode d’utiliser les coordonnées sphé-
riques. A grande distance la contribution du gradient sur fj (6, ¢) /r est proportionnelle
a 1/r3, qui est négligeable pour r grand. Donc, seulement 1’exponentiel contribue au flux.

Le courant diffusé est radial :
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(74) = -0 ofw. 2.9

mr?
. — L2 . . , o, .
ou u, est un vecteur d’'unité. Le nombre dn de particules, diffusées par unité de temps,

212 — o .
dans un élément de surface d s’, vu de 'origine sous un angle df2, est

) K 1S (0.9)

m 72

dn = N 7 g.d5 = nr? (7}) Q) = nr ). (2.9)

—
7 —
kT

— —
Le flux du faisceau représenté par la fonction e étant : n j ;, = (n/m) k. On en

déduit la section efficace différentielle,

da_ldn_

0o ra |fr (0,0)]". (2.10)

La section efficace diflérentielle est donc simplement donnée par le carré du module
de 'amplitude de diffusion.
On voit que cette expression est tout a analogue a la définition empirique de la section

efficace de diffusion d’une onde classique (2.1).

2.3 Formalisme de Klein-Gordon spin-s

Rappelons que les équations d’ondes relativiste qui généralisent 1’équation de Schro-
dinger sont I’équation de Klein-Gordon (1.40), qui permet entre autre de décrire la dyna-
mique de particules relativistes ayant un spin-0 [28, 32|, avec ou sans masse (en posant

h=c=1),

R S -
{(a+zeA0> —<V—zeA> +m }\Ilo(r,t)—o, (2.11)

et I’équation de Dirac (1.63), qui sert a décrire les particules massives de spin-1/2

[32, 33, 34], et qui obéissent au principe d’exclusion de Pauli, les fermions
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(= eA —m) Uy (7,1) =0, (2.12)

o 7 = (x,9,2), Ao (7,1) et A (7", t) sont les composantes du potentiel quadrivector
A, f—ep=~"(i0, —eA,) et, ¥* (1= 0,1,2,3) sont les matrices gamma de Dirac.

Toutefois, il peut étre plus commode dans les applications d’utiliser d’autres repré-
sentations de I’équation d’onde. Nous voulons également dériver une équation d’onde du
deuxiéme ordre, qui permet d’unifier I’équation de Klein-Gordon de spin-0 et ’équation
de Dirac quadratique (ou Klein-Gordon spin-1/2). En effet, pour contourner la difficulteé,

nous adoptons pour toute matrice A la notation suivante :

9% 1 for s=0
(A)” = (2.13)
A for s=1/2.

Et en introduisant ensuite le changement

U, (7,t) = (f— eA+m)* ®,(7,t), s=0, (2.14)

Dans ce cas, les équations (2.11) et (2.12) peuvent étre exprimées par une seule

relation, appelée équation de Klein Gordon de spin-s (s=0,1/2) [28]

{

Ici, @, (77, ) est une fonction d’onde & 22¢ (2s + 1) composantes, et I; est la matrice

0 ] 2 — . —\2 9
(a—i—zeAO) —(V—zeA) +m

H225(25+1) + Se (O-F)2S} (ps (?, t) = O (215)

unité de dimension d. Nous avons en outre noté par o = £ [y*,7"], par F, = J,A, —
0,A, le tenseur électromagnétique et o F' = 0" F),, le terme de couplage entre le spin de
la particule et le champ électromagnétique.

Pour s = 0, ’équation (2.15) se réduit a I’équation de Klein-Gordon (KG-0), et pour
s = 1/2 nous obtenons la forme quadratique de ’équation de Dirac (ou KG-1/2).

Venons-en maintenant & ’expression de I’équation de continuité pour I’équation de
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Klein Gordon spin-s. Pour cela, reprenons la forme générale de ’équation (2.15), qui peut

s’écrit :

{ [(5}“ + z'eA“) (3# + z'eAu> + mQ} Iy2s 2541y + se€ (O’F)QS} ®, (7 ,t) =0, (2.16)

_>
ou O* est la dérivée a droite. Ainsi, que celle qui s’en déduit en prenant la transposée
conjuguée, et nous multiplions le résultat obtenu en arriére par (70)28, et en utilisant le

fait que

((J“V)QS)T _ (a“l’)zs, (70)25 (O_Hy)2s _ (UW)2S (70)257 (2.17)

nous obtenons alors

=l

(70 { [(3“ - ieA“) (R - ieAu> + mﬂ Lpze(ass) + S€ (O’F)2S} —0  (2.18)

ou &, = &f (79)* . Multiplions (2.15) a gauche par @, et (2.18) a droite par ®,, puis

retranchant entre elles les équations ainsi obtenues, il vient :

— —
s 1 V.S, =0, (2.19)

—
la densité J? et le courant J , sont donnés par :

1 [~ (0D 0P € o=
0o _ _~ ZEs ) s 20
S =0 {CDS ( o > ( > ) @S} +—A"3,9, (2.20)

.= L [a(Fe) - (V8) 0] +

—
= — Ad,D,, (2.21)
2im

e
m
le terme 1/(2im) est introduit par commodité.

De méme, il convient de noter que le produit scalaire invariant de Lorentz est défini
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comme suit [19, 35, 36],

(B, | ®,) = / {65 K% + eAO) @S} - K% — 6A0> 68} @s} d*r. (2.22)

2.3.1 Equation de Klein Gordon spin-s dans la représentation

de Weyl

Il y a, toutefois, des cas ol une représentation des matrices v* de Dirac est plus
commode qu’une autre. Choisissons pour les matrice v* de Dirac, la représentation de
Weyl (aussi appelée la représentation chirale). Dans cette représentation les matrices +*

ont la forme suivante [5, 21] :

0 0 ]12 . 0 —0; .
v = , V= ,  1=1,23 (2.23)
H2 0 ag; 0

o0 = (01,09,03) sont les matrices de Pauli habituelles. Grace a ce choix de la repré-
sentation, les matrices o#” sont diagonales par blocs, nous trouvons pour (i, j, k) cyclique
ok ok 0 i a* 0
o =i . 07 =€ (2.24)
0 —oF 0 oF
ol ¢;;;, est le tenseur de Levi-Civita. Si 'on introduit maintenant un spineur ®, (7',t) &

22% (2s + 1) composantes, défini comme suit :

P, (7 ,t) =

® (i’ 2 (2.25)

s
oF (7, 1)
ott &7 (7°,t) et ®F(7,t) sont des spineurs a 22* composantes. Ensuite, insérons
I'expression précédente dans 1’équation (2.15), développée de maniére explicite dans la
représentation de Weyl, il vient :

Pour le spin-1/2, I’équation de Klein Gordon se transforme en un systéme de deux
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équations différentielles couplées du second ordre,

H 0 o, (7t
1/2 1/2 (_} ) — 0, (2.26)
0 Hf, o7, (7,1)

Py (7,1) et <I>f/2 (7', t) sont des spineurs & 2 composantes, et

H$

1/2

L+ico (ﬁﬂﬁ) , (2.27)

o\ (= .\,
(a—l—zer) —(V—zeA) +m

— —
ici, E et B sont les champs électriques et magnétiques.
Pour le spin-0, I’équation de Klein Gordon se transforme en un systéme de deux

équations couplées du second ordre,

Hy 0 D, (1,1
0 o (71 _ 0, (2.28)
0 Hf of (7,1)

ot ®; (7,t) and ®; (7,t) sont des fonctions d’onde & une composante, et

2 2

Remarquons qu’il y a redondance car H, = H{ et par conséquent les équations du
systéme (2.28) sont identiques.
La encore, les systémes d’équations différentielles (2.26) et (2.28) peuvent également

étre rassemblés dans une écriture unifiée comme

H: 0 o7 (7,
=0, (2.30)
-

0 Hf o7 (

et
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HF =

S

<% + ieAO>2 — (6 - iez>2 +m?

Iyse £ 2ise (3)% (E’iiﬁ) . (231)

Apreés avoir donné les éléments constituant le formalisme de Klein Gordon pour les
particules de spin-s, passons maintenant & la construction du formalisme de la matrice
de diffusion unidimensionnelle d’une particule de Klein Gordon spin-s dans un champ

¢électromagnétique localisé.

2.4 Formalisme de la matrice de diffusion pour Klein-
Gordon spin-s 4 une dimension

L’étude des problémes de diffusion & une dimension a lui aussi son importance. En
effet, si en physique les cas réalistes sont en général & trois dimensions, le cas a une
dimension s’insére dans le cadre de modéle ou d’approximation représentant cette réalité.
Dans ce qui suit, nous allons adapter le formalisme de la matrice de diffusion au cas & une
dimension. Cette matrice trouve son interprétation physique en la reliant aux coefficients
de réflexion et de transmission.

Venons-en maintenant & la construction de la matrice de diffusion d’une particule
relativiste de masse m, d’énergie E, de charge e et de spin-s (s = 0,1/2) par un champ

|z|—+o00
—

électromagnétique A, (x,t) localisé (A4, (x,1) 0). Dans ce cas, ’équation d’évolu-

tion (2.15), s’écrit [28]

{

ot Ag= Ay (,), A = A (x,t) et V = V, = (d/dx)

R =
(a—i-zer) —(V—zeA) +m

L2« (2541) + s€ (OF)QS} O, (x,t) =0, (2.32)

-
7

A grande distance (|z| — o0), dans les régions asymptotiques , ’hamiltonien HJ peut
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étre approximé par 'hamiltonien d’une particule libre HF® = P?/2m. Par conséquent,
parmi toutes les formes possibles des états qui satisfont I’équation (2.32), nous choisirons
des solutions pour un ensemble continu de valeurs de 1’énergie E. Dans ce cas, I’équation
qui régit I’évolution de la particule de Klein Gordon spin-s posséde une classe de solutions
particulieres, appelées états stationnaires, ou les variables de temps et d’espace sont

séparées. Plus précisément, la fonction d’onde (2.25) , s’écrit

®, (2,t) = e HD, (z) = e (2.33)

Loin de la zone d’action du centre diffuseur, le champ A, (x,t) doit étre compris
comme une perturbation de HF° dont les effets sont négligeables dans les régions asymp-
totiques de l’espace. Dans ces conditions, la particule est considérée libre; elle peut
donc étre représentée par une onde plane. La forme asymptotique a grande distance
(x| — +o0) de la fonction d’onde décrivant la propagation de la particule vers la
droite ou la gauche respectivement, doit étre une superposition d’ondes planes e,
avec k = vVE2 —m?2 > 0. Comme elles sont linéairement indépendantes pour toutes les
valeurs de z, la solution générale ®, (x) de 'équation différentielle (2.32) est une com-
binaison linéaire d’exponentielles. Plus précisément, la forme asymptotique a gauche de

la fonction d’onde @7, (v) (arrivée de —o0) et @7 (7) (arrivée de +00) se comportent

comme suit [28, 29, 37],

1Felkr + RT eike T — —00
q);F,L (z) = " 7
T e r — 400
o ‘ (2.34)
. 1226—zkz + RjRezkx T — 400
CI)S,R (SL’) - " 7
Tipe " r — —00

T5, T h RI,, RT; et 1T sont des vecteurs a 2% composantes, donnés par :
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2s

¥ 8 F o— ' T =
L= ] Tir= ] =1 (2.35)
R RY
Ry Ry

Ici, TJTS’L, TETS’R, RI;L et R]T;L (j = 1,2) sont des coefficients qui dépendent de I’énergie
E, du potentiel d’interaction et de la masse m de la particule.

Introduisons la matrice de diffusion de Klein Gordon spin-s (Sxg_s) 4 une dimension,
et examinons le probléme général. La fonction d’onde stationnaire solution de I’équation

(2.32) s’écrit alors [28] :

OF (out, +00) ** + OF (in, +00) e~ T — 400
0F () = 4 OOl B e 237)
T (in, —o0) ™ + &F (out, —o0) e~ r — —00

Dans la formule (2.37), ®F (in,out, +00) sont des vecteurs a 2% composantes. Nous

pouvons voir que le vecteur ®F () peut étre encore écrit sous la forme

OF (2) = DF " () + BT () (2.38)

S

ou ®F () et ®F° (x) sont respectivement les parties incidente et sortante, données

par :

BF (2) = BF (in, ~00) €0 (~) + BF (in, +00) 0 (1)

‘ ' (2.39)
PFout (r) = &F (out, —o0) e~**0 (—x) + ®F (out, +0) 20 (x) ,

ou # (x) est la fonction de Heaviside habituelle (6 (xr < 0) =0, 8 (x > 0) =1).

Nous allons maintenant relier la fonction d’onde sortante ®7°** (z) a la fonction

44



d’onde entrante ®F" (x). En effet, pour un champ d’interaction & variation bornée, le
role des conditions aux limites et de continuité est alors essentiel. Ces deux conditions
ont pour conséquence que les amplitudes sortantes sont linéairement dépendantes des

amplitudes entrantes. Il existe donc un opérateur de diffusion S ¢_; telle que (28, 29, 37] :

D (1) = Sk ™ (2) (2.40)

ou encore explicitement, sous forme matriciélle

CI)S_ (OUt, +OO> §11 §12 §13 §14 (I)S_ (ZTL, —OO)
(I): (out, +OO) _ §21 .§22 §23 §24 (I);r (ZTL, —OO) (241)
(I)s_ (O'U,t, —OO) §31 §32 §33 §34 (I)S_ (m, +OO)
q): (Out, OO) §41 §42 §43 <§44 @2— (Zﬂ, +OO)

8, (i,7 = 1,4) sont des éléments blocs de matrices de dimension 2%*. Dans le cas de
spin zéro, I’équation (2.41) se réduit a

D (out, +00) [ S s12 D (in, —oo) (2.42)

g (out, —00) S21 S22 D (in, +00)

ot Q¢ (in, out, £00) et s;; (4,7 = 1,2) sont des coefficients.

2.4.1 Calcul de la matrice de diffusion

A cause de Vexistence de la symétrie, CP,T, qui est le produit de trois symétries
fondamentales : P, la parité, C, la conjugaison de charge et T, le renversement du
temps [10, 22, 38], les matrices §;; ne sont pas indépendantes.

Considérons premiérement ’opération de parité P;, c’est-a-dire 'opération qui trans-
forme (x,t) — (—=,t). Par suite, le champ électromagnétique A, (z,t), le terme de cou-

plage (0 F') et la fonction d’onde @ (x, ) se transforment de la fagon suivante [10, 22, 37] :
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/ —
A, — A :<A,—A>, o, (1,1) — @, (—,1),
SRR ) ) (=:8) (2.43)
(0F) — (0F) = —o%Fy + 07 Fy, 1,j=1—3.
Si on effectuer le changement x — —uz, et si on tient compte de (2.43), I’équation

(2.32) prend la forme

{

2
(% + ier) — (? — ieZ)2 +m?

Lp2s 9541y + s€ ((aF)’)2S} ®, (—m,t) = 0. (2.44)

En appliquant P, a (2.44) et avec P, 1P, = I525 2541y, on peut alors écrire

ps{

On voit que si ®, (x,t) est une solution de I’équation (2.32), ®* (. 1) telle que

2
(% + z'er) — (? — ieZ)2 +m?

Lo2s (2541) + S€ ((UF)')2S} P71oP (2,t) =0,

(2.45)

® (1,t) = P,®, (—m,t), (2.46)

en est une autre. Comparant (2.32) et (2.45), elles coincident si 'opérateur P; satisfait

aux conditions

P (0% Pt = (o™ P (0¥)* Pt = (oY) (2.47)

C’est la propriété que posséde l'opérateur P, = 1, (70)28 (ot m,,, est un nombre
complexe arbitraire). Nous prenderons par la suite n, = .
Avec ce choix de phase, en utilisant les relations (2.37) et (2.46), on peut s’assurer

aisément que @'+ (z) s’obtient de ®F(x) par la substitution

ST (out, +00) « i®F (out, —o00)
( ) o i0F ( ) .
®F (in, +00) < i®E (in, —00) .
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Puis en insérant cette derniére expression dans (2.41), on trouve que la matrice de

diffusion Skq_s doit vérifier la condition

(01 ® P,) (S‘KG_S> (01 ®P) " = Sxas. (2.49)

Le symbol ® est le produit de Kronecker des matrices. De la condition (2.49), il vient

S11 = S44, S22 = 833, S13 = S42, 531 = S24, (2'50)

S12 = 843, S21 = 834, S23 = S32, S14 = Sa1.
Effectuons encore 'opération de renversement du temps. Cette opération consiste a
inverser le cours du temps dans un processus physique : c’est-a-dire a effectuer la trans-
formation mathématique (z,t) — (z, —t) dans les équations qui régissent le mouvement

du systéme étudié. Ainsi, par reversement du temps ¢t — —t, on peut facilement voir que

A, (x,t), (cF) et &4 (x,t) se transforment comme [10, 22, 38] :

’ —
A, — A =(A),— A, P, (x,t) — Py (2, —1),
BT < ° ) ( )” (@ =) (2.51)
(oF) — (oF) = oc%Fy — d F};.

Dans (2.32) si on effectue le changement ¢ — —t, en tenant compte de (2.51), et si

on prend le complexe conjugué, sachant que le tenseur F),, est hermitique, il vient :

{((% + ieAO)Q - (? — ieZ)Q + m2> Iy2s (2511

+se ((0%)" Foy — (6V)" )~ 1% (z, —t) = 0.

Pour expliciter 'action de I'opérateur renversement du temps 7, multiplions 1’équa-

tion précédente a gauche par Ty et avec T, 1T, = Ilg2s(241), il vient

TA((2 +iedo)” = (V —ie A)? +m?) Tovsaa

N 0s (2.53)
+se ((001)* Fo — (09)" Fy) YT, 0% (2,t) = 0.

Nous voulons que la fonction ®Z= (z,t) telle que

47



L (2,t) = T,®% (z, —1), (2.54)

vérifier la méme équation que @, (z,t). On trouve que opérateur T doit satisfaire

aux conditions suivantes :

(@) T = (@ (@) T = (e s

A un facteur de phase pres nr, = t, ces conditions sont vérifiées par l'opérateur
T, =i(y'y%)™.
D’autre part, avec (2.37) et (2.54), on voit qu’on peut passer de ®F (z) & 7T () et

réciproquement par le changement suivant

OF (out,+00) < — (02)25 (®F (in, +00))",

2 (2.56)
OF (out, —00) «» — (09)~° (®F (in, —00))".

Sous forme matricielle, avec (2.41), si 'on tient compte de (2.56), on aboutit & I'ex-

pression

(SKG—s) (01 X TS) ( ;{G—s) (01 X Ts)il = H225+1(25+1). (257)

Passons maintenant a la troisiéme transformation, la transformation, qui change une
particule pour son antiparticule se trouvant dans le méme état d’impulsion, de position,
etc...Cette opération transforme une particule en son antiparticule de masse et de spin
identiques, portant la méme quantité de mouvement mais en changeant le signe de tous
les autres nombres quantiques additifs : charge électrique, nombre baryonique, étrangeté
, nombres leptoniques [25, 26]. A cette opération est associée un opérateur C qui agit
sur le vecteur d’état @, (x,t) d’une particule en le transformant en un état % (x,t) qui
est son conjugué de charge (antiparticule).

En effet, par conjugaison de charge e — —e, le champ électromagnétique A, (z,t) et

le terme de couplage (0 F) se transforment de la fagon suivante [10, 22, 3§]
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A, — (A)% =—=A,,  (0F) = (0F)% = —0"F,,,. (2.58)

e

Pour comprendre comment la fonction d’onde ®, (z,t), se transforme pendant 1'opé-
ration de la conjugaison de charge, effectuons dans I’équation (2.32), la substitution

e — —e, ensuite, prenons ’hermitique conjugué, en tenant compte de (2.58) , il vient :

ot (2, 1) {((% +iedg)’ — (V —ied)? + m2> Tee(2s11)

—s¢ <<‘701)T Fo + (0%7)! Fi‘>2s} = 0. (2.59)

Apreés multiplication des deux membres de I’équation (2.59) & droite par (70)28 , et si

on tient compte des relations

CORICEE <o:f>25 (Y0, (%) (om)f = — (") (49"
<(Uol)2s) _ (001)25, ((O'ij)2s> _ (aij)gs,

(2.60)

nous obtenons

2
3, (x,1) { ((% + ier) —(V —ieA)?+ mz) Tp2s(341) — S€ (aF)%} =0. (2.61)

Cette équation (2.61) differe de (2.32) par le changement de signe devant (oF)* .

Pour établir la forme de l'opérateur Cj, prenons des deux membres de 1’équation (2.61)

le transposé¢, multiplions le résultat a gauche par C; et avec C;1C, = Ilg2s(2541), il vient

Cs{((% + i€A0)2 - (? — ieZ)Q + m2) H22s(23+1)

) . (2.62)
—se ()" B+ (09)" Fy) Y0108 1) = 00

Dans ces conditions, on voit que si @, (z,t) est solution de (2.32), la fonction &+ (x,t)

telle que
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O (x,) = OB, (1), (2.63)

en est une autre. Nous définirons 'opérateur C; conjugaison de charge par

C () e == ", e (@)) et = - e

Alors les conditions (2.64) sont vérifiées par I'opérateur Cy = 1, (v24%)** avec la
constante arbitraire 7o, = 1.

Ainsi I’équation de Klein Gordon spin-s est invariante dans I'opération conjugaison
de charge et la fonction d’onde stationnaire relative a I'antiparticule ®F% (x) se déduit

de celle relative de la particule ®F (z) par la relation suivante :

O (out, +00) — Fi (7)** (®F (in, +50))" (2.65)
OF (out, —00) = Fi (02) (8 (in, —00))" |
En portant cette derniére expression dans (2.41), on aboutit a
(SKG_S> (0'1 ® CS) (S(}((G—S> (0'1 ® Cs)il — H22s+1(25+1). (266)

Ces relations obtenues a partir de I'invariance par rapport a la réflexion d’espace,
du renversement du temps et de la conjugaison de charge et aprés combinaison nous

donnent :

(2.67)
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En outre, la conservation de charge de 1’équation de Klein Gordon spin-s permet

d’écrire :

(D7) = (27"[2]") (2.68)

En y faisant la substitution
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52 = (1) Sk, (L@ (1°)), B = (@) (L (1)), (269)

dans (2.68), nous vérifions facilement que la matrice Ska_s satisfait :

(Hz% ® (70)28) (5}@75) (Hz% ® (’70)25> (SKG7s> = Iyesrn) (25 41)- (2.70)

Combinons les relations déduites de I'unitarité, des invariances par rapport aux opé-
rations réflexion de I'espace P;, du renversement du temps 7, et de la conjugaison de

charge (. De ces relations, nous pouvons extraire

~ A _"_|_ ~ oA o — ~ A _"+ ~ A _"_
Siu =51 =T, Spp=35833=1T,, S13=354=~R], 5u=35u=DR,. (2.71)

La matrice de diffusion Skg_, se réduit & :

TF 0 R+ 0

S S

. 0 77 0 R;

Ska_s = ° : (2.72)

R 0 T7 0

s

0 Rt 0 TF

S S

TF et RF sont des blocs de matrices de dimension 22 x 2%°. Ils représentent main-
tenant, les coefficients de transmissions et de réflexions (left) et (right), de I’équation de

Klein Gordon spin-s. Ils sont donnés par :

T+ = , Rf= o, (2.73)

ou ts, 75,0, €t ws sont des fonctions de I’énergie E; du potentiel et de la masse m de

la particule.
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Nous remarquons que, pour ce spin-0, nous avons p, = wo = 0. La matrice Ska—o
est symétrique car Ty” = T; et Ry = R, . Elle est pseudo-symétrique pour spin-1/2 car
nous avons UngJ;QO'g = T172 et 03}?3203 = R; J2- Cette derniére propriété est spécifique
au spin des particules.

En utilisant la condition de conservation de charge (2.70), d’apres (2.72), nous trou-

vons facilement que ces blocs de matrices vérifient les équations suivantes :

. . . . . . . . . . CaNT o
(T T+ (R RE =T, (T) R+ (R T = (1) U+ (RD) 7 =0 (2.74)
Nous avons calculé la forme générale de la matrice de diffusion S KkG—s d’une particule

de Klein Gordon spin-s (s = 0,1/2) par un champs électromagnétique localisé.

Matrice de diffusion dans la base des ondes partielles

En mécanique quantique, la nature mathématique particuliére de 'opérateur moment
cinétique 73 (73 = f + ?) a plusieurs conséquences trés spéciales. D’une part, les va-
leurs que peuvent prendre les observables que sont ses composantes et son module, qui
sont égales aux valeurs propres des opérateurs correspondant, sont quantifiées. D’autre
part, ses différentes composantes ne commutent pas entre elles; on ne peut donc pas
trouver de fonction d’onde ayant simultanément une valeur bien définie pour deux com-
posantes différentes du moment cinétique total. Seuls le carré de son module 7§ et sa
composante Js . forment, avec le hamiltonien H,, un ensemble complet d’observables
qui commutent. Les états propres correspondant a ces opérateurs forment une base de
I’espace des états. On les appelle harmoniques sphériques ou ondes partielles [39, 40].

En utilisant un développement en harmoniques sphériques appelé analyse en ondes
partielles, ondes paire et impaire, des états stationnaires de diffusion ®F (x), on peut
montrer que la matrices de diffusion S ka—s devient diagonale.

Pour illustrer ce propos, nous appliquons une transformation unitaire sur Sk, de
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maniére a obtenir une nouvelle matrice My q_;. Cela peut étre fait en introduisant 1'opé-

rateur hermétique US, définie par :

M () = U, 07 (x), 2 (2) = U, (z), (2.75)

S S

ou sous forme matricielle [28, 29] :

»; (in, —o0) Ip2s 0 Ig2s 0 o (in, —o0)
7t (in, —oc0 1 0 I 0 Ip2s o (in, —o00
(. e o ” ( " @

7 (in, +00) V2 ilpzs 0 —illges 0 O (in, +00)

7 (in, +00) 0 dllpes 0 —illpes OF (in, +00)
et
», (out, +00) Ipes O Tg2s 0 O (out, +00)
st (out, +00) 1 0 Ty 0 Ip2s O (out, +00) 2.77)
», (out, —o0) V2 ilyzs 0 —illpes 0 o (out, —o0) L
x (out, —o00) 0 el 0 —illps O (out, —o0)

ol »F (out, +00) et »F (in,+00) sont des vecteurs a 22* composantes.

Cette transformation permet de définir la matrice Myc_s. En effet, aprés quelques
manipulations, des expressions (2.76) et (2.77), déduisons ®F (in, £oo) et ®F (out, +00)
respectivement en fonction de s (in, +00) et s (out, £00), insérant le résultat obtenu

dans (2.41) en tenant compte de (2.72), on trouve :

»; (out, +00) »; (in, —o0)
s (out, +00 - st (in, —oc0
R N I (278)
»; (out, —00) 2, (in, +00)
x (out, —00) x7 (in, +00)
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ol Myc_, est la matrice (25D (25 + 1) x 23D (25 4+ 1)), donnée par :

T, 0 iR, 0
—~+ ~—
N A . 0 s 0 —iR,
Mgg-s = USka_sUl = | _4 _ : (2.79)
1R, 0 T, 0
—~+ —~—
0 —iR, 0 T,
et
—+ ts 75 0 —+ 0 ps £ ws
Ts _ , Rs — . (280)
0 ts 1y ps £ ws 0

Procédons maintenant & la diagonalisation de la matrice Mgq_s. Pour illustrer ce

propos, comme d’habitude, nous écrivons I’équation aux valeurs propres

det (MKG—S — 65H2(2s+1)(23+1)) = 0.

(2.81)
Par un simple calcul les valeurs propres sont
By =ts £ Vwi+12—p2, (2.82)
et la matrice diagonale qui représente My, est la suivante
. ts + /w2412 —p? 0
MKG_S:I[22S(2S+1) ® (2-83)

0 ts — w412 — p?

Ayant obtenu la matrice de diffusion M KG—s, NOUS passons maintenant au calcul de

la fonction d’onde stationnaire ®F (x) dans la base des ondes partielles, et qui conduit

au développement asymptotique (2.37).

Pour illustrer ce propos, partons des équations (2.76) et (2.77), exprimant les vecteurs

OF (in, too) et ®F (out, £00) en fonction de s (in, +00) et 7 (out, +00),
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T (in, £oo,) = %= [57F (in, —o0) £ isxF (in, +00)],
F (in,£00,) = 25 b (in, —0c) & iseF in, +00)] -
OF (out, +00,) = \/Li [2F (out, +00) F iz} (out, —00)].

Ensuite, portant 1’expression précidente dans I’équation (2.39), les ondes incidentes

et sortantes s’écrivent alors :

T (2) = 5 [54] (in, —00) +ies] (in, +00)] ekl

| (2.85)
dFout () = L [[5F (out, +00) — iescF (out, —o0)] ell] .

Oue=+(—)pourz >0 (x<0).
Pour la fonction d’onde stationnaire solution de I’équation (2.32). Insérons (2.84) dans
(2.37), nous obtenons :

Pour x — +00

OF (z) = %{[%;F (out, +00) — ixF (out, —o00)] e*@+

, (2.86)
(5] (in, —o0) + s (in, —|-OO)]}€—2kx
et pour r — —o0
T (z) = %{[ F (out, +00) + s (out, —o00)] e~k 4 -
[5¢F (in, —00) — isT (in, +00)] e**}.

Méthode des déphasages

En général il est tres difficile de calculer les solutions de I’équation stationnaire, et en
particulier 'amplitude de diffusion. Cependant, pour un potentiel trés faible (potentiel
localisé), on peut calculer 'amplitude de diffusion, en utilisant la théorie des perturbations
stationnaires. Le résultat obtenu s’appelle 'approximation de Born [39, 40].

Dans ce paragraphe, nous développons une méthode non perturbative qui part de la
solution de ’équation de (KG-s) au spectre continu en présence d’un centre diffuseur.
Nous envisageons les changements minimaux dans le développement asymptotique (|x| —

o0) du cas libre. Le plus simple est d’ajouter un déphasage. Autrement dit, on pose a
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priori que 'effet du terme d’interaction a courte portée se réduit & donner un déphasage
spécifique a chaque onde partielle de la particule libre.

Pour illustrer ce propos, utilisons la propriété de conservation du courant (2.74), et
introduisons les déphasages relatifs aux ondes paires 6° et impaires 6', on peut finalement
exprimer Iexpression (2.83) sous une forme plus explicite

<0
62155 0

Myg—s = Lypezosn) ® : (2.88)

0 6215;

avec

o204 _ t+ (‘Ul /wg 72— g2, [=0,1. (2.89)

Cherchons maintenant la forme asymptotique (|z| — oo) de la fonction d’onde sta-
tionnaire ®F (), qui conduit au développement asymptotique (2.37). pour déduire la
forme asymptotique de la fonction d’onde, remplacons dans (2.86) et (2.87) » (out, £00)
par leurs expressions (2.78), tenant compte de (2.88) et (2.38), nous obtenons pour la

fonction d’onde stationnaire solution de I’équation de (KG-s),

[T (in, —00) Y () + 57 (in, +00) ¢ (x)] (2.90)
1/}2 (:C) _ (ié?)l [e—z‘k\x| + (_1)l e2iélseik\x|} _

2¢% [cos (k|2 | +62)]  pour I =0, (2.91)
2ee™ [sin (k |z | +6)]  pour = 1.

Ce déphasage additionnel 6 (I = 0,1) posséde donc l'interprétation physique sui-
vante : Il est la seule trace visible a grande distance dans la fonction d’onde de la présence

d’un terme d’interaction & courte portée.
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Coeflicients de transmission et de réflexion

Dans les problémes de diffusion, on s’attache le plus souvent a la recherche des coeffi-
cients de réflexion et de transmission R, et T, définis respectivement comme les rapports
des flux de particules réfléchies et transmises au flux incident. Edt égard aux notions pro-
babilistes de la théorie quantique, ces flux correspondent aux flux des vecteurs densités
de courant de probabilité associés.

Les solutions de 'équation (2.32) dans les régions asymptotique |z| — oo, sont des
solutions d’ondes planes ¢ L? (espace des fonctions de carré sommable) et donc non
normalisables. Ces solutions sont utilisées pour décrire des courants stationnaires de
particules. Pour évaluer les probabilités de réflexion et de transmission d’un tel faisceau,
comparons les flux réfléchi et transmis avec le flux incident.

Pour pouvoir exprimer les courants, il est nécessaire de déterminer la fonction d’onde.
Pour une particule venant de la gauche, la présence du centre diffuseur donne lieu, &

+ikz incidente et réfléchie, caractérisées par leurs amplitudes. A

gauche, a deux ondes e
droite il a seulement une onde émergente c’est-a-dire T (in, +o00) = 0. Pour une particule
venant de droite, (c’est a dire, qu’il a seulement une onde émergente pour z — —0o0);
cela impose 7 (in, —oo) = 0.

Comme les deux cas sont similaires, considérons celui d’une particule venant de la

gauche. Avec ce choix, d’aprés (2.84) nous avons

OF (in,+00,) =0, s (in,+00) = i3] (in, —0). (2.92)

En remplagant Pexpression (2.92) dans le développement (2.90), la fonction d’onde

de I'état stationnaire s’écrit :

¥4 () = e (im, —o) [u2 (o) + 0} (2)]. (2.98)

Ensuite, insérons (2.91) dan (2.93), nous trouvons :
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o7, (1) = V25T (in, —oo) [ + f;e._“”] T — —00, (2.00
’ V23T (in, —o0) [(1+ f) e'*?] T — 400,

ou fF sont les amplitudes de diffusion, données par :

1 . .
F=0F fi=5 (&’52 - 1) —ie®sindl, 1=0,1. (2.95)

Ayant obtenu la forme asymptotique & gauche de la fonction d’onde ®7; () (arrivée
de —00), on pourra alors calculer les coefficients de réflexion et de transmission Ry et T,
ainsi que la section efficace o.

Les coefficients de réflexion et de transmission sont calculés a partir de la densité de
courant (2.21). Loins de la zone d’action du champ diffuseur (|x| — 400), le potentiel

—_— — . .
vecteur A = 0, 'expression du courant s’écrit :
1 B T = s
To=o— 8. (V,) - (V&) o], & =al(y)° (2.96)
2im
Avec le choix ®F (in,+00) = 0, et si on suppose que le flux incident est normalisé,
c’est-a-dire ®F (in, —o0) = /23] (in, —00) = 1F. Dans ce cas, en comparant (2.34) et

(2.94), l'onde incidente, 'onde réfléchie et 'onde transmise s’écrivent

F,inc __ 1F ikx Fref _ 1F £—,—ikx _ pF _—ikx
e =1Fe™ OIS =1Ff"e = R e "™,

PFtr T +\ ik T ika (2.97)
s’ :]'s (1+fs)€ :T‘s,L6 '

De la définition (2.96) du courant et de 'onde incidente, I'expression du courant

incident est

Tr=[aotanan' o] =7 (2.98)
De méme pour le courant transmis, nous avons
- _ N1 K .
J= 0T + () )] S+ P (2.99)
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Le coefficient de transmission est par définition le rapport du courant transmis et incident

[28, 29]. 11 est égal a

1 50 <12
_ 62163 +€2z53 '

(2.100)

A partir de la définition (2.76) du courant et de 'onde réfléchie, ’expression du courant
réfléchi est
k 2 —

— £ (2.101)

m

ﬁ
J

== 00"+ )]

Le coefficient de réflexion est par définition le rapport du courant réfléchi et incident. Il

est égal a

7Tef 2 L g0 g1
R, = |S—| = |fo| == | — ¥ (2.102)
j me 4
S
On vérifie alors facilement
R, + T, = 1. (2.103)

Une interprétation de ces coefficients est la suivante : si I’on effectue une mesure de la
position de la particule juste aprés qu’elle a fini d’interagir avec la barriére, la particule
aura une probabilité Ry d’apparaitre a gauche, et une probabilité T, d’apparaitre a droite.
Les coefficients R, et T, prennent ainsi valeur de probabilité de rebond et de probabilité
de franchissement de la barriére.

Calculons maintenant la section efficace différentielle et la section totale. Comme il y
a deux directions discrétes dans le cas & une dimension, caractérisées par € = +1 selon
que z > 0 (z < 0). Les sections efficaces différentielles discrétes dans ces deux directions

sont données par [41, 42]:

o =|f. (2.104)
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La section efficace totale est la somme des intensités des ondes diffusées en avant et

en arriere

= Za |fJr +|fs ’ 2 (sin® 62 + sin®4) . (2.105)

Ayant présenté le formalisme de la matrice de diffusion S Ka—s, dans ce qui suit, et
comme application nous allons adapter le formalisme de la matrice de diffusion a une
dimension, pour décrire la diffusion d’une particule relativiste de spin-s par un potentiel

scalaire localisé.
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Chapitre 3

Application du formalisme matrice

de diffusion a une dimension

Apreés avoir donné les éléments constituant le formalisme de la matrice de diffusion
a une dimension pour les particules de Klein-Gordon spin-s (s = 0,1/2) en interaction
avec un champ électromagnétique A, (AO (x,t), A (x, t)) a courte porté, passons au coté
pratique a savoir ’application de ce formalisme de la matrice de diffusion développé dans
le chapitre deux pour étudier la diffusion d’une particule relativiste de spin-s par certains
potentiels scalaires ayant quelques propriétés de symétrie et de portée.

Nous commencons par considérer une particule relativiste de masse m, d’énergie F,
de charge e et de spin-s (s=0,1/2), évoluant dans un monde & une dimension. La par-
ticule, incidente sur un centre diffuseur, évolue librement avant d’atteindre la région ou
elle va subir les effets d’un centre diffuseur localisé, composé d’un potentiel scalaire symé-
trique & une dimension indépendant du temps Ag (x,t) = V (x) et d’un potentiel vecteur
A (x,t) = 0. Dans cette région d’interaction, le potentiel V' (x) est non nul. Nous envi-
sageons le cas ou V(x) a la méme limite lorsque x — £o0, et suivant la coutume nous
adoptons cette valeur (|xl‘iinooV(m) — 0).

Dans ce cas, I'hamiltonien (2.31) de 'équation de Klein Gordon spin-s & une dimen-

sion, soumise a l'action d’un champ scalaire V' (), a savoir les potentiels électromagné-
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Il

— —
tiques Ag et A, reliés aux champs électrique E et magnétique B par :

—
— — 0A dV(w)—) - = = =
E=-VA— = — B = A= 1
\Y% 0 ot Ao [ VA 0, (3 )
s’écrit :
HY — 2+'V()2_d_2+ 2| | %ise ( )2SM (3.2)
=g eV (@ T3 T | I F 2ise (0 T .

En y faisant la substitution (3.2) dans (2.30), I’équation de Klein Gordon spin-s dans

le potentiel V' (z), se rameéne a ’équation :

{

Le terme F2is (01)25 dV (z) /dz contient I'interaction du spin avec le potentiel extérieur.

av
Tpes F 2ise (1) %} OF (z,t) = 0. (3.3)

o 22 )
(a%—ze‘/(a:)) —@ij

Si on le supprime (s = 0), I’équation (3.3) se réduit a la méme équation qui représente
le cas du spin-0 (KG-0). En posant (s = 1/2), on obtient I’équation de Klein Gordon
spin-1/2 (ou équation de Dirac quadratique) .

La particule est soumise a un potentiel V(z) qui ne dépend pas du temps. Dans ce
cas, I’équation d’évolution peut étre simplifiée en écrivant la fonction d’onde associée a

un état propre d’énergie E sous la forme

T (z,t) = e "F1OT (). (3.4)

En substituant cette forme dans I’équation (3.3), permettent d’éliminer la dérivée
partielle par rapport au temps et les solutions stationnaires ®F (z) doivent alors satisfaire

a I’équation suivante

d
{D%(G]IQ% + 2ise (01)* T } oF(z) =0, (3.5)
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nous avons noté D%, = j—; + (E — eV (x))* — m? 'opérateur relatif a ’équation de
Klein-Gordon de spin-0.

Afin de découpler 'équation (3.5), introduisons la nouvelle variable

0o = | 257 ) (36)

et reportons cette expression dans 1’équation (3.5), on obtient pour chaque composante
de la fonction d’onde x[(z) une équation de type Klein-Gordon qui contient en plus un

terme décrivant le couplage spin-champ

{D%(GHQ% + 2is (03) %ix)} X7 (z)=0. (3.7)

3.1 Etude dans le potentiel de Cusp

Passons maintenant a la résolution de 1'équation stationnaire (3.7) en présence d’un
potentiel scalaire symétrique. Ce potentiel, nous le choisissons comme étant celui de Cusp
[9], représenté par :

|a|
Vi(z) = Voe =, (3.8)
ou Vjp, et a sont des constantes positives. Dans le cas limite a — 0, Vj — oo, 2aVy — «,

ce potentiel lisse est une bonne réalisation du potentiel fonctionnel delta,

+oo
lim Voe’% — ad(r) avec o= / Voe(’%l)dx =2aVp (3.9)

a—0+,Vp—+00 oo

Le potentiel V(x) varie comme l'indique la figure-1, de la valeur V(z) — 0 pour
|z| — +o0 ala valeur V = Vj pour = 0. Ceci modélise un centre attractif ou I’énergie
potentielle de la particule est soit nulle si la distance |z| est trés grande, soit constante

et positive si la particule est trés prés du centre attractif si la distance |x| ~ 0. Cest
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clairement un modele d’atome (potentiel coulombien) [9]

Figure 1 : Potentiel de Cusp pour a =1, Vj = 2

Reportons cette expression (3.8) dans (3.7), ’équation de Klein-Gordon spin-s & ré-

soudre est la suivante :

{ {— (B — eVpe e )2 — m?| Tpzs £ 2ies () - (voe*%) } YFo(z) = 0. (3.10)
T

dx?

Comme il y a une valeur absolue pour la variable z, distinguons comme d’habitude
les deux régions = < 0 et x > 0.
Cherchons d’abord les solution dans la région x < 0. Pour calculer les solutions de

I'équation différentielle (3.10), introduisons une nouvelle variable x — y définie par

y = 2iaeVye. (3.11)

I'intervalle z € |—o00,0[ est réduit a l'intervalle y € ]0,2iaeVy[. Par un calcul direct,

on voit immédiatement que
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d dy\ d yd d z y d Y Y
dx <d:c) dy ady’ dz (Voer) a dy <2iea) 2iea?’ (3.12)
et

d2

dd_d(yd)_ Py
dr?  drdr dx

_r e va 1
a dy a? dy? + a? dy’ (3.13)

et en reportant ces expressions dans (3.10), on obtient pour la fonction d’onde sta-
tionnaire yT(y) relative a la nouvelle variable y = 2iaeVye=, 1’équation différentielle

suivante :

{ [yd% (y%) ~ (iag - 1) - <ma>2] ae £ sy <ag>28} ) =0, (3.14)

Pour résoudre cette équation, faisons le nouveau changement de variable

XTW) =y 2 T (W), (3.15)

par un calcul direct, on voit immédiatement que

d 1 N LdfT
Yau <y‘§f§(y)> = —%y_2fj(y) 1 nySd—gjy)’ (3.16)
et
d? 1 Ld2 T L dfF 3,
y2d_y2 <y*§fj(3/)> = y2£s—y2(y) — y2ﬂd—;y) + Zyiﬁf‘j(y) (3.17)

La formule (3.14) peut étre mise, aprés I'introduction de de (3.16) et (3.17) et quelques
transformations simples, prend pour la fonction fF(y) une forme absolument analogue a

une équation de type Whittaker [41, 42, 43],
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{(Cp L e 1/4—<W—E2—m2>2) (o0
+ ]12252'2
Yy

a1ty " }ff(y)ZO- (3.18)

L’équation précédente est une équation différentielle du deuxiéme ordre, elle possede
deux solutions linéairement indépendantes. La solution générale est une combinaison

linéaire de deux fonctions de Whittaker [43, 44, 45],

CfFMni,fu(y) + C;Mni,u(y)
fSy) = : (3.19)
DiFMn{—u(y) + D;Fanz,u(y)

Ici, nous avons employé les notations

Myt 1, (y) = y/ ¥ e 92 F(1/2 — k5 £, 1 £ 20, y),

kT =iaE £ 5, u=iavVE? —m?2,

ot 1 Fy(1/2— k% 4+, 1424, y) est la fonction hypergéométrique confluente [43, 44, 45].

(3.20)

Le terme kT = iaE + s représente l'effet du spin-s. Si on prend s = 0, les deux

solutions de (3.19) sans identiques et représentent la méme solution dans le cas d’une
particule de Klein Gordon de spin-0. Pour s = 1/2, la solution représente la diffusion
d’une particule de Klein Gordon de spin-1/2 (ou Dirac quadratique).

Passons maintenant a l'autre région = > 0, et effectuons le changement de variable

suivant

y = 2iaeVye o (3.21)

En faisant usage de (3.16) et (3.17), et en tenant compte de changement de signe

devant le terme d’interaction spin-champ

. s d oz S s
+2ise (o3)*) (Vo) = :Fa_y (03)® (3.22)

nous obtenons un systéme d’équations similaire a (3.14)
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{ [y% (yd%) ~ (B -2 - (maf] Ip. F s <as>28} V) =0 (3.23)

Pour résoudre cette équation, introduisons une nouvelle fonction gF (y) a travers la

relation

XT (W) =y 207 (y), (3.24)

et en reportant cette expression dans (3.23), I’équation pour la fonction ¢gF(y) en
présence du potentiel de Cusp, prend une forme absolument analogue & I’équation de

Whittaker, donnée par :

dy? i Yy y?

{ ( @ 1 daE  1/4- (iaVE? —m?) > Lyee F S(“y?)) i } GFy)=0  (3.25)

qui a aussi pour solution

CTM, .+ _ + O M,
gy =| > W)+ CiM=uly) | (3.26)
DéFMni,f,u(y) + DZFMni,u<y>

Enfin, les solutions (3.19) et (3.26) peuvent se regrouper pour étre écrites en une seule

équation incluant des solutions relatives & x < 0 et x > 0 :
(I(y) = 0(=2) [ (y) + 0(x)g5 (v), (3.27)
avec

z|

y = 2iaeVge_‘T. (3.28)

Insérons toutes ces relations dans (3.6), la fonction d’onde stationnaire @, (y) =
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(®7 (y),®F ()" & 225 (25 + 1) composantes, solution de I'équation de Klein Gordon

spin-s (3.5), en présence d’'un potentiel scalaire (potentiel de Cusp),s’écrit :

ez )@ g & ()

(3.29)
de(y) 0 [gater] @) ()

K
» O
—~
<
~—
)
I
QQI
NI

3.1.1 Conditions de raccordement

Notons que les coefficients (C77, D}, j = 1,4) ne sont pas indépendants les uns des
autres. Ils sont déterminés par les conditions de raccordement de la fonction d’onde ®F ()
et de sa dérivée (OF (x))l aux points z = 0 ou y = 2iaely = A.

Afin de déterminer ces conditions, procédons de la maniére suivante. Revenons a
I'équation de Klein Gordon (3.7), et examinons ce qui se passe au voisinage d’un point

d’abscisse x( ot le potentiel V(z) présente un saut fini de la forme :

Vi(z our r<T
V(z) = @) P " (3.30)
Va(z) pour T >
avec
V() d‘gf) pour x < 3,
T
g [Va(a) = Valag)] 6(z — o) pour v =z, . (331
d‘gy) pour T > To.

ol 0(x —xg) est la distribution de Dirac. La présence de delta de Dirac dans I’équation
(3.7) implique que la fonction d’onde ®F (z) est continue au point zy et que la dérivée
(®F (x))l est discontinue en ce point. En intégrant membre & membre 1’équation (3.7) de

part et d’autre de x = xo, on obtient

T (2) = 2 (wq) (3.32)



et

W@ O e [Va(af) - Vilap)] (09) 07(a). (339

S
dx o= dx -

Le potentiel de Cusp est continu en x = 0%, c’est a dire V5(0") = V;(07) = V;. En
conformité avec la discussion générale, la fonction d’onde de Klein-Gordon spin-s ainsi

que sa dérivée premiére sont continues en x = 0 ou y = 2iaeVy = A, c’est-a-dire :

AT (x) _ doF* (z)

7 (0%) =dF(07), .

S

(3.34)

z=0*1 dx

=0
Par le jeu des conditions de raccordement (3.34), de la fonction d’onde @7 (z) au

point z = 0 ou y = 2itaeVy = A, fournissent le systéme d’équations suivant :

CiFM,{:I:’_M()\) + O;:Mni#(/\) = C’;FMH;,_#(A) + CZFMH{M()\),
(3.35)
DTM;&;M()\) + DziMH,uO‘) = D?TMni,fu(M + DIM/#,M(A)'

De la méme fagon, les conditions de raccordement (3.34), de la dérivée de la fonction
d’onde au point x = 0, fournissent le systeme d’équations suivant :

CF M () +CF M (A) = CT M,

K:Fviiu‘

() +CT M= (),
(3.36)
DFM’

K,:F,—u/<)\) _I_ D;FM/;:F,M(A) = D?M’;i7_u<)\) _I_ DZ:M/;i,M()\)7
Les systémes d’équations algébriques (3.35) et (3.36), permettent d’exprimer quatres
des coefficients, comme CT, C5, DT et DF, en fonction des quatres autres C5, Cf, DF

et Df,

Cf = CIWh + CPW, G = CTWih + CF W3,

(3.37)
Df = DfWi5 + DfWyy, D3 = DFWa; + Df Wiy,
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ou sous forme matricielle, I’équation (3.37) s’écrit :

X; ¢ (out, +00) Dfc 0 G 0 X5 ¢ (in, —o0)
H< (out, +00 0 D¢ 0 Go° e (in, —o0
ot o) || A i) |
X; ¢ (out, —00) Goe 0 Dje 0 X5 ¢ (in, +00)
X1 (out, —o0) 0 Gie 0 Dfe X7 (in, +00)
avec
5 CY
X: (out, +00) = , X3¢ (out, —00) = (3.39)
Dy Df
Cf Cy
X5 (in, +00) = . X2 (in, —o00) = . (3.40)
DY Dy

Les matrices ch et G’fc apparaient dans (3.38) sont données par les formules sui-

vantes
R Wi 0 . Wi 0
D¥e = H . GEe= 2 : (3.41)
0 W 0 W4
ou
FF(FY + FE(FFY FF(FFY — FF(EFY
W£:W§1:—1(2)+ 2/(1)7W14:W3i2: 2 (FY) 1/(2)7 (3.42)
(FTFY) (FTFY)
ici, Fit, F5F, (FT7) et (F57) sont définis par :
(F) = (=3 + 35— T )M (N + (5 — p+ £7) Mr i1, (N),
(Fy) = (=5 + 5 = KF) Mz s(A\) + (5 + o+ £F) Mz 11,,(N), (3.43)
Ff =M= _,(\), Fjf =M+ u(A)



Nous avons employé la propriété de la fonction de Whittaker [43, 44, 45],
, 1 1
yM(y) = ( 5y —f ) Mu(y) + {5+t 6 ) Meu(y) (3.44)

3.1.2 Matrice de diffusion de I’équation de Klein (Gordon spin-s
dans le potentiel de Cusp

Dans cette section, nous construisons la matrice de diffusion S%Gfs d’une particule de
Klein Gordon de masse m d’énergie E, de charge e et de spin-s (s = 0, 1/2), soumise & une
interaction décrite par un potentiel symétrique V(x) = V(—x) avec pour comportement
a linfini V (z) 520, Ce potentiel nous le choisissons comme étand celui de Cusp. On
rappelle que ce potentiel s’écrit :

Lz]

V(z) =Voe (3.45)

Pour analyser ce probléme, nous allons nous appuyer sur les solutions stationnaires

de I'équation de Klein Gordon spin-s (3.5) dans le potentiel de Cusp, qui s’écrit :

d? —lzlyo 2 , 95 d _l=l .
{ [E + (F—eVpe @) —m ] Ip2s + +2ise (01) o (VOe a >}<I>8qE () =0, (3.46)

dont les solutions sont données par 1’équation (3.29),

1 (25)
or) -t | 252 G (3.47)

Afin de calculer les éléments de la matrice S%,_,, on se place toujours dans le cas
d’observations effectuées "a linfini" (| * |— +o0, ou encore pour y — 0). Parmi
toutes les formes possibles des états qui satisfont I’équation (3.46), nous choisirons des
solutions pour un ensemble continu de valeurs de I’énergie E, qui correspondant aux

états de diffusion ((E —eVp)? — m? > 0). Asymptotiquement, de telles solutions sont
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des ondes planes puisque le potentiel est constant lorsque |x| — oo. En analysant ces
solutions correctement, on constate qu’elles correspondent aux états de diffusion de par-
ticules asymptotiquement libres, diffusées par le potentiel V(z). Admettant, dans le cas
(E —eVp)® —m2 ~ E?2 —m? = k® >0, des solutions sous forme d’ondes planes monochro-

+ikz se dirigeant vers la droite ou vers la gauche.

matiques e

L’état quantique décrivant cette situation est une combinaison linéaire des fonctions
de Whittaker (3.47). Pour déduire les états stationnaires de diffusion, examinons mainte-
nant briévement le comportement asymptotique de la fonction d’onde ®¢(x) a trés grande

distance | z |— oo (c’est a dire que y — 0).

3.1.3 Comportement asymptotique de la fonction d’onde

Loin de la zone d’action du potentiel, lorsque |  |— +oo 'argument y de la fonc-
tion hypergéométrique vaut zéro. Alors, en vertu de la formule connue de la fonction
hypergéométrique 1 Fy (a,b,0) = 1 [43, 44, 45], et du comportement asymptotique de la
fonction de Whittaker [43, 44, 45],

Myt 1, (y — 0) — yl/Qi“e_y/Q. (3.48)

Portons ces expressions dans 1’équation (3.27), aprés quelque processus calculatoire
qu’il est recommandé de faire pour s’entrainer, insérons le résultat dans (3.47), on aboutit

a I'asymptotique de la fonction d’onde stationnaire

03+ 01
2

070 = | ](25) T (1), (3.49)

ou
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C:F
A
D3
ny(x) =
ATH cr
Dy

\

:F
eikaz+)\# 4 e—ikac T — 400
Dy
(3.50)
| F\
e—zkx + MM ezka: T — —00
D3

En reportant 1’expression précédente dans (3.49), comparons le résultat ave (2.37),

la forme asymptotique de la fonction d’onde ®F¢(x), solution générale de I’équation

différentielle (3.46) est,

|:O'3<2HJ'1:| (2s) /\—u

o7 ()

[03«501] (2s) AH

\

Cf
Dy

Cr
Dy

| cF\
ezkx + )\M efzkm T — 400
Df
(3.51)
, Cy .
efzkr + MM 2 ezkx T — —00
D3

Pour calculer les vecteurs &7 (out, £00) et ¢ (in, £00) , insérons 'expression (3.37)

dans (3.51), apreés quelques calculs élémentaires, comparons le résultat obtenu avec la

formules (2.37), nous obtenons :

7 (out, +00) =

7 (out, —o00)

et

0'3+O'1

O'3+O'1

CTWah + CiW3,

” Nk (3.52)
D;FWZSQ + DZ:WSAL

CIWh + CFWH,

, (3.53)
DIWE + DFWE
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r 7(2) CF

OF (in, —o0) = | 23 ‘5 AN RSV Di , (3.54)
- - 2
. (o5 +0q ] @ Cy

O (in, +o00) = —5 A . (3.55)
_ Dj

En utilisant les méthodes développées dans le chapitre-2, on trouve sans peine que
I'état final apres diffusion @244 (1) est d’aprés (2.40) relié a 1’état initial ¢ () par la
relation :

0 (2) = S @ (2) (3.56)

s

ou encore explicitement sous forme matriciélle,

O ¢ (out, +00) T 0 R 0 ¢ (in, —00)
O (out, +00 0o T7° 0 R;® o (in, —oo
( ) | _ V v ( ) (3.57)
O ¢ (out, —00) R;c 0 T;7° 0 O ¢ (in, +00)
O (out, —o0) 0 Rbe 0 Tr° O (in, +00)

Reportons les expressions des vecteurs &7 (out, Foo) et &7 (in, Foo) donnés par
les équations (3.52), (3.53), (3.54) et (3.55) dans (3.57), et prenons en compte que les
vecteurs ®T¢ (in, Foo) sont indépendants, On peut vérifier facilement que les éléments
blocs de matrices de dimension (22 x 22%) T:¢ et RF¢ sont donnés par :

o fws re  Epg

THe = ° S|, REe= ° : (3.58)
TwS  t =y

S S S

avec
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1= AT (W + W), wl = BT (W — W) |

S 2

(3.59)
re = INTEC W+ W), gl = AT (W - W)

Ces blocs de matrices Tsi’c et R;‘E’C, représentent respectivement les coefficients de
transmissions et de réflexions (left) et (right), de I'’équation de KG-s et £, w¢, r¢ et pS
sont des fonctions de F, V; et m.

Nous remarquons que, pour ce spin-0, nous avons pj = wg; = 0. La matrice gf{G_o est
symétrique car Ty = T, et Ry = R, . Elle est pseudo-symétrique pour spin-1/2 car
nous avons o371 17203 = Tfﬂ et O'gRIr/QO'g = R; /2: Cette derniére propriété est spécifique

au spin des particules.

3.1.4 Représentation des ondes partielles

Donnons maintenant expression de la matrice de diffusion M¢,__, la matrice repré-
sentant s?(c,us dans la base des ondes partielles.

Pour illustrer ce propos, nous appliquons la transformation unitaire U, introduite
dans les équations (2.65) et (2.66), et qui transforme ®2“4¢ et P en 322"HC et 3™
donnés par :

%out,c (l‘) _ Usq)gut,c (CL’) : %z’n,c (ZL’) _ ﬁsq)in,c ([E) . (360)

S S

Ensuite, remplagons (3.56) dans (3.60) , et utilisons la propiété des matrices unitaires

o ST = Ip2s+1(2541), On obtient aprés un calcul simple

S S

2 () = (Usk@%msffi ) 1 (1) = Mg 56 (z). (3.61)

Introduisons maintenant les matrices S}’{Gﬂ et U,, données par les équations (3.57) et
(2.75), dans I’équation (3.71). Aprés quelques manipulations, on peut finalement exprimer

la matrice de Klein Gordon spin-s dans la représentation des ondes partielles
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. 0 iR, 0
—+,C ~—,C
- e 0o T, 0 iR,
KG—s — Us KG—SUS = —+,c ——,C ’ (362)
1 0 T 0

ou

—+.c [ =i e 0 —+.c 0 P £ ws
T, = , R, = . (3.63)
0 [ = J = 0

Procédons maintenant a la diagonalisation de la matrice M%G_S.Comme d’habitude,

nous écrivons ’équation aux valeurs propres

det ( y KG-s — 55H2(2s+1)(25+1)) = 0. (3.64)

Par un simple calcul les valeurs propres sont :

Ee — 12 \f (o) + (1) — (o) (3.65)

et la matrice diagonale qui représente S _, est la suivante

- e 0
MKG782H223(28+1) ® . (3.66)

0 pB,°
Ayant diagonalisé la matrice Mf(cfs, utilisons la propriété de conservation du cou-
rant (2.74), en introduisant les déphasages relatifs aux ondes paires §°¢ et impaires 0,
I’expression précédente se met, aprés un calcul élémentaire, sous la forme :

62@'68’C 0
(3.67)

Tre
KG_S:]I225(25+1) ® e
0 62255”

En comparant maintenant (3.67) & (3.66), les déphasages relatifs aux ondes paires
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6%¢ et impaires 6 pour une particule de Klein Gordon de spin-s en interaction avec le

potentiel de Cusp, sont donnés par :

05 = 15 4+ (1) (we) o+ (r9)* — (). (3.68)

Le déphasage 515’6 est une fonction de I’énergie E et de la masse m, ainsi que des

parametres Vj et a.

3.1.5 Coefficients de transmission et de réflexion

Ayant obtenu la matrice de diffusion dans la représentation des ondes partielles,
ainsi que les déphasages (5i (I =0,1), passons maintenant au calcul des coefficients de
transmission et de réflexion RS et T¢.

Pour illustrer ce propos, considérons la situation physique usuelle ou la particule
ne provienne que d’une source unique située, mettons, a l'infini & gauche. Dans ce cas
I'amplitude entrante de droite est nulle : ®F (in, +00) = 0, et les vecteurs ®F (out, +00)
et ®F (out, —oo) décrivent la transmission et la réflexion de la particule.

Dans I’hypothese oti, on élimine 'onde se propageant dans le sens de = décroissant,
qui correspond & une particule venant de la droite, il y’a seulement une onde émergente
c’est-a-dire ¢ (in, +00) = is] (in, —o0) . Dans ces conditions, I’équation (2.90) pour

une particule de (KG-s) placée dans le potentiel de Cusp devient :

1

1 . e
T (2) = —=27°(in, —c0 ie)! [e‘zkm + (=1)" % e““'m‘] ) 3.69
s (@) ﬂs( );() (=1) (3.69)
Exploitant & nouveau les équations (3.52), (3.53), (3.54),(3.55) et (3.61), par un

calcul direct, nous trouvons :
1

»x¢ (in, —00) = — {

V2

o3+ 01} 29 \H 5 (3.70)

2 D;F

et insérons l’expression précédente dans (3.69), on voit immédiatement que la forme
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asymptotique & gauche de la fonction d’onde @7 (z) (arrivée de —o0), s’¢écrit :

| | cF
(et 4 freemthe] [aaken] ) yu [ 2 T — —o0,
DI
Oy () = O; (3.71)
(14 frey o] [ogee) x| 2 T — 400,
D;

ou fF¢ sont les amplitudes de diffusion d’une particule de Klein Gordon spin-s par le
potentiel de Cusp.
Pour calculer ces amplitudes, utilisons I’hypothése d’une particule émise depuis —oo,

c’est-a-dire Cf = D] = 0. Avec ces conditions, comparons (3.51) et (3.71), il vient :

fj,c _ 1);2# (Wﬂ + Wﬂ) —1, ff= %)\%\/(W;Z — Wl’)2 + 4VV{2VV1+2 (3.72)

2
On note en particulier que pour le spin-0, nous avons pf = w{ = 0, ce qui signifie que

Wi = Wi, et Wi = Wp,. Dans ce cas, les amplitudes f;  deviennent :

0= AT =1, f = AT (3.73)

Cherchons maintenant les coefficients de réflexion et de transmission RS et T¢.

Comme l'interprétation de la fonction d’onde reste la méme si on la multiplie par un
vecteur constant, on peut poser ¢ (in, —oo) = 1F, comme nous I’avons fait en (2.87).
Dans ces conditions, on vérifiera en utilisant (3.71) que l'onde incidente, ’onde réflichie

et 'onde transmise s’écrivent :
F,inc,e _ 1F ikx F,ref,c _ 1F p—,c —ikx Fire _ 1F +,c\ ikx
St =1fetr T = AT foce BT =17 (14 f10) ™. (3.74)
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inc,c . TEf c

Calculons les courants de probabilité j , s et 7’;’""3 associés respectivement

aux ondes incidente, réfléchie et transmise. Comme ’amplitude de ’onde incidente de la

: PN NP 2
gauche soit normalisée a 1, c’est-a-dire |1F|” = 1, nous obtenons :

- zncc

k
J s -
m

—
7

G, gie = % (L+ 97, (3.75)

— k 2
“ref,c —,C
) Js - }fs
m

Le coefficient de transmission est par définition le rapport du courant transmis et

incident. Il est égal a

trc
Js

znc c

S

T: =

s

=[(1+ 1) |2 = % A7 (Wi + W) }2 . (3.76)

Le coefficient de réflexion est par définition le rapport du courant réfléchi et incident. Il

est égal a

2

1
~ | =1 'A—Qu\/(Wﬂ SWR) AW L (3.77)

. ref,

lTLC Cc
S

RS =

S

avec

RS+ T¢ = 1. (3.78)

Enfin, pour calculer les sections efficaces différentielles et totale, utilisons les formes
(2.104) et (2.105) trouvées pour o< (e (x < 0) = — et e (x > 0) = +) et o’ dans le cas
d’une particule de Klein Gordon spin-s en interaction avec un champ électromagnétique
localisé. On déduit pour le cas de Cusp.

Pour les sections efficaces différentielles discrétes dans ces deux directions, nous trou-

vons

2

1
o7 = | fFef = 1 ’A‘Q“\/(Wﬂ — W)+ AW LW (3.79)
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2
0—:70 = ‘f:_’c|

1
-2 A2 (Wi 4+ W) — 1) (3.80)

La section efficace totale est la somme des intensités des ondes diffusées en avant et

en arriére

ot =} [l v ) = e = ) v

2] . (3.81)

3.2 Etude dans le potentiel barriére

Considérons maintenant comme application des résultats du chapitre-2, le cas d’une
particule relativiste de masse m d’énergie E, de charge e et de spin-s, soumise & ’action

d’un potentiel scalaire symétrique (potentiel barriére) dont la forme est la suivante

Viz)=Ag=Veb(a—l|z]) et A=0 (3.82)

ou Vp et a sont deux constantes positives. 6 (z) est la fonction de Heaviside. Le po-
tentiel V() varie comme l'indique la figure-2, de la valeur V(z) — 0 pour |z| > a a la

valeur V' = V; pour |z| < a.
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Figure 2 : potentiel barrire pour a = 1, Vj = 1/2

La particule est soumise a un potentiel V' (z) qui ne dépend pas du temps. Dans ce
cas, la fonction ®F° (x,t) solution de 'équation (3.3), s’écrit sous la forme ®F° (z,t) =
e *ELOTP (1) . En portant cette expression dans I’équation (3.3), la variation en fonction
du temps se trouve éliminée et on obtient pour ®F° () 'équation stationnaire suivante :

dV (x)

|:D%{G]I22s + 2ise (1) d—] T (z) =0 (3.83)
T

Afin de découpler I’équation (3.83), introduisons la nouvelle variable

b o3+ 01 2 b
o) = o x(), (3.84)
et reportons cette expression dans 1’équation (3.83), on obtient pour chaque compo-
sante de la fonction d’onde xF*(x) une équation de type Klein-Gordon qui contient en
plus un terme décrivant le couplage spin-champ
dV (zx)

D2 Ioes =+ 2ies (o3) %) — xFb(x) =0, (3.85)

ici, les fonctions y;°(z) et x’(x), sont des spineurs a 2% composantes. D% est
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I’opérateur relatif a ’équation de Klein-Gordon de spin-0, donné par :

d2

Dia = gz

+ (B —eVof (a — |z)))* — m?2. (3.86)

Passons maintenant a la résolution de ’équation (3.85) pour le potentiel barriére
(3.82).

La variation de I’énergie potentiel eV (x) qui est égale a eVp (Vo > 0), dans la région
|z| <a et nulle en dehors de cet intervalle. Dans ces conditions, I’équation de Klein Gordon

spin-s (3.85), s’écrit :

d2
{(@ + E? — m2) ]1225} xI(z) =0 pour |z| > a, (3.87)
et
d2
{(@ +(E —eVp)® — m2) H22s:| xFP(z) =0 pour |z|<a. (3.88)

Nous avons trois régions distinctes dans lesquelles nous devons résoudre ’équation de
(KG-s).

Considérons d’abord la région (I) quand = < —a, la particule est libre (pas de potentiel
V (z) = 0). Introduisons la notation k* = E?—m? (k > 0), ce qui permet de récrire (3.85)

sous la forme :

d2
{(7 - k:2> ngé} xFP(x) =0 pour z < —a. (3.89)

La solution générale de cette équation différentielle du second ordre est une superpo-
sition linéaire arbitraire d’ondes planes :
AT

| AF
X () = et +
By B

e ke, (3.90)

Quand x est compris entre —a<<x<<a (région II), le potentiel V' (x) = V4. On distingue

82



deux cas selon que (F — eVO)2 — m? est supérieur ou inférieur a 0. Nous ne traiterons ici
que le cas (E — eVo)2 —m? > 0, correspondant & des états de diffusion. On introduira la
notation k? = (E — eVp)?—m? > 0 (k; > 0), Péquation (3.85) pour les états stationnaires
prend la forme :
d2 2 F,b
] + k7 ) Io2s | xT°(2) =0 pour —a<z<a. (3.91)
Sa solution générale est :
Cr

) . Cy
Xop(r) = et 4
Dy D3

e e (3.92)

Enfin, dans la région (IIT) quand x> a, le potentiel V' (x) est & nouveau identiquement
nul. L’équation aux valeurs propres prend une forme absolument analogue a (3.89). Sa
solution générale est de la forme :

AT . Af .
b 3 ik 4 ik
XIH[<I) = e* + e ) (3.93)
By B
A ce stade, on dispose donc des trois expressions suivantes pour la fonction d’onde,

chaque expression étant associée a un intervalle donné pour z :

(

AT . AT .
! etk 2| eike pour =< —a

Bf B

F,b CiF ik1x C;F —ik1x
X:(x) = erT + e pour —a<r<a (3.94)
DY DF
AT , Af )
5| ke 4 o pour a<zx

By Bf

\

Insérons toutes ces relations dans (3.84), la solution @, (x) & 2% (2s + 1) composantes

de T'équation de (Klein Gordon spin-s) en présence d’un potentiel scalaire (potentiel
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barriére) est :

— os+o1](2s)  _
O () [ate1] )y =b( )
P (z) = = (3.95)
O () [ato1] )yt )

Notons que les (AT, Bf,j =1 — 4) et (CFF, Df,i = 1,2) sont des vecteurs a 2*° com-
posantes, qui dépendent de I’énergie F, de la masse m de la particule et des paramétres
Vb et a. Ces vecteurs ne sont pas indépendants les uns des autres. Ils sont déterminés par
les conditions de raccordement de la fonction d’onde ®7* (z) et de sa dérivée (OF* (ib’))/
aux points x = =+a.

Comme le potentiel posseéde un saut fini, les conditiont de raccordement (3.32) et
(3.33) sont adéquates.

En écrivant les conditions de continuité de la fonction d’onde xT° (z) et de sa dérivée

en r = —a, nous nous obtenons :
S (=a7) =Xt (—a), (3.96)
d F,b T d F,b T . ) )
Xsdx( ) —at T Xsdx( ) | o £2ise [Va(—aT) = Vi(—=a")] (03)* xF(~a).  (3.97)

Avec Vi(—a™) = 0 et Vo(—at) = Vi, les deux équations précédentes fournissent un
systéme linéaire pour les deux inconnues C;" et D (i = 1,2) que 'on peut donc exprimer

en fonction de AT et B (j = 1,2). On trouve ainsi :

. AT .
= e+ e, (3.98)
Df D Bf B
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CF ‘ CF . AT } AF |
kl 1 6—zk1a . 2 elkla — L 1 e—zka _ 2 ezka
by D3 B BF
AT . AT\
:I:QiSGVO (0'3)28 1 ef’Lka + 2 ezka ’
By B
(3.99)
Les conditions de continuité de la fonction d’onde T et de sa dérivée en x = a, nous
donnent :
X (a7) =X (a¥), (3.100)
dy Tt dyFb
Xsd (I) |a+: Xsd («I) ‘a— +9ise [‘/'Q(G+) o ‘/1(@7)] (0_3)23 X;’Z’b(a). (3101)
€z x

Nous prenons maintenant V;(a™) = Vj et Va(at) = 0, les deux équation précédentes
fournissent un systéme linéaire pour AT et B (j = 3,4) que I'on peut exprimer en

fonction de C;F et D" (i = 1,2) (maintenant connus en fonction de AT et B (j =1,2) :

AT . AT . CF . CF .
3 ezka + 4 e—zka — 1 ezkla + 2 e—zkm (3102)
By Bf DY Dy
¥ T F F
k A3 eika o A4 e—ika — ]{:1 Cl eikla - 02 e—ikuz
By B DY DF
A . Ccy .
T2iseV (03)25 ! etkie 2 e~ iha
DY Dy
(3.103)

En écrivant (3.98), (3.99), (3.102) et (3.103) sous forme matricielle et en effectuant
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le produit des matrices, il vient :

X (out, +00) oo G0\ [ xtin—oo)
b (out, +00 0 Db 0 Gt b (in, —oc0
XS ( > — R S R S XS ( ) ’ (3.104)
X5 (out, —00) Got0 Dy 0 X5 (in, +00)
X (out, —o0) 0o G o D X (in, +00)
ou
b = b Ay
X717 (out, +00) = . Xa 7 (out, —o0) = (3.105)
By By
b AT b AT
X5 (in, +00) = ;X3 (in, —o0) = (3.106)
B B
et
. Js 0 A & 0
Db = , GF' = : (3.107)
0 s 0 <

Ici, nous avons employé les notations

Jo=tk F =" af = (ki +kF25eVo), 57 = (kn—kF 25eV),

S
s

gs — [agtaize%kla o 62362:6721'161(1] 6721'lm7 7];; — asﬂFB;t [622'143111 o 672ik1a] )

(3.108)

3.2.1 Matrice de diffusion de I’équation de Klein Gordon spin-s

dans le potentiel barriére

Ayant déterminé le comportement de la fonction d’onde pour la barriére, construisons
la matrice S?(G—s relative a I’équation de Klein Gordon spin -s (s = 0,1/2).

Pour analyser ce probléme, nous allons nous appuyer sur les solutions stationnaires
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(3.95) de l’équation de (KG-s) correspondant aux états de diffusion. De tels états sont
appelés états asymptotiques.
La forme asymptotique & gauche de la fonction d’onde © — —oo et sa forme asymp-

totique a droite x — +oo est d’apres I’équation (3.95) :

F F
[03-501] (25) A3 6ikx 4 A4 6—ikx T — 00,
Bf Bf
OF(z) = (3.109)
s AT . AT A
[U ;Ul}@ ) :E etkr 4 jc e~ ikz T — —00.
Bj B;

\

En métant I'expression de (3.109) sous la forme &7 (z) = &F™ (1) + &L (2), et
en effectuant quelques calcules simples, on obtient pour les fonctions d’ondes incidente

et sortante les expressions suivantes :

. (2s) AT ) AT .
OF" (1) = {”3 ; “1} Ple™o@ 4| T e (-a)p,  (3.110)
B B
(2s) AT , AT .
@Ejout’b (:E) _ |i0-3 + 011 3 elkxe (.I') + 2 671]“:9 (_x) ) (3111)
2 Bgc B;E

En comparant le résultat (3.109) avec la formule (2.27), on trouve finalement
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d b (out, +00) X (out, +00)
O (out, +o0 (25) B (out, +o00
5 ( ) = H225(23+1) ® |:a-3 + Ul} XS ( ) (3.112)
@, (out, —o0) 2 X (out, —o0)
&1 (out, ~o0) X (out, —o0)
et
b (in, —o00) X5 (in, —o0)
O (in, —oo (29) b (in, —oc0
s ( ) — ]1225(23-!—1) ® |:0-3 + O—l:| XS ( ) (3113)
® P (in, +00) 2 x5 (in, +00)
® 1 (in, +00) X (in, +00)

Puisqu'il est connu d’avance que la matrice S%.,__ qui contient toute l'information
quant au processus de diffusion, relie les coefficients ®F° (in, Foo) des ondes entrantes
se propageant vers la barriére) aux coefficients ®F° (out, +00) des ondes sortantes par
(se propag . : p
la relation ®2“tb = S§b . &b Pour déterminer la matrice S%. . , des expressions

s KG-—s KG-s p
3.112) et (3.113) déduisons xT* (out, £00) et YT (in, £00) respectivement en fonction
S S

de ®F (out, £00) et T (in, +00), insérant le résultat obtenu dans (3.104), nous trouvons :

o7t — (A B AT 00 = Sy @, (3.114)

ol fl:i est 'inverse de la matrice fl_s. fl_s et B_S sont des blocs de matrices de

dimension (21 (2s + 1) x 2**1) (25 + 1)) , donnés par :
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A @ o Db 0 GyY
Ay = |Lpsgorny ® {03 il 01} . BL.=| 0 T (3.119)
2 G 0 Do

Reportons (3.115) dans (3.114) , aprés quelque processus calculatoire qu’il est recom-

mandé de faire pour s’entrainer, comparons le résultat avec (2.31), il vient :

0 RS0

o T o0 R
(3.116)

0 R o TP

ott T et RF® sont des matrices de dimension (22° x 2%%). En tenant compte de

(3.107),0on démontre facilement que ces éléments blocs de matrices sont donnés par :

. t 0 3 rb £pb
=1 " , REM = o P (3.117)
0 # b 1}
avec
b b _ 1 - + b 1 -+
to=vs, o= (5 +<f), o= 5 (s; —<h). (3.118)

Nous remarquons que pour une particule de spin-0, nous avons p} = 0. Dans ce cas
la matrice de diffusion g}){c—o de Klein Gordon est symétrique car Ry b= Ry * Elle est
pseudo-symeétrique pour une particule de spin-1/2 car nous avons ang/’Sag = Rl_/s . Cette
derniére propriété est spécifique au spin des particules.

Enfin, donnons l'expression de la matrice M%,_,, des déphasages 6% (I = 0,1), de la
fonction d’onde @;FLb (7), des coefficients de transmission ou de réflexion T? et R et de

la section efficace totale dans le cas du potentiel barriére.
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Pour calculer la matrice de diffusion MY, dans la base des ondes partielles, repor-
tons les valeurs des matrices S%.,__ et U, données par les équations (3.116) et (2.74) dans

I'équation (2.79), effectuons quelques calcules simples, nous obtenons :

—+,b —+,b
S 0 S
—+,b ——,b
- s et 0 T, 0 R,
MKG—S = US KG-sYs — —+,b ——,b (3119)
i 0 T, 0
——,b ——,b
0 R, 0 T,
ou
—tb 1 [ 20, £ (¢, +¢)) 0 (3120)
T2 0 20, & (s +¢t) |
—+,b ; 0 ¢, —<f
. ( ) (3.121)
2\ (s —<h) 0

Passons maintenant a la diagonalisation de la matrice M, . Pour illustrer ce propos,

comme d’habitude, nous écrivons ’équation aux valeurs propres

det (M}QG_S - 5§ﬂ22s(25+1>> —0. (3.122)

Par un simple calcul, on trouve les valeurs propres associées que 'on met en forme

de la fagon suivante :

BEY =9, £ /(s;6f) (3.123)

Et la matrice diagonale qui représente S, est la suivante

Vs + v/ (s5¢T) 0

M?(G—s = I2s(2541) ® (3.124)
0 Us —+/(s5s4)

En utilisant la propriété de conservation du courant (2.74), et en introduisant les
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déphasages relatifs aux ondes paires 62’b et impaires 5;’b, on peut finalement exprimer ce
résultat sous une forme plus explicite

.¢0,b
62155 0

MY, = Ipps(aarn) ® , (3.125)

0 621'55*’

et comparons cette expression avec (3.124), il vient

% =9+ (=)' /(s;50),  1=0,1 (3.126)

Pour la fonction d’onde, considérons le cas d’une particule venant de la gauche. La

+ikz incidente et réfléchie,

présence du potentiel donne lieu, a gauche, & deux ondes e
. e, . . . , 9 N
caractérisées par leurs amplitudes. A droite il a seulement une onde émergente c’est-a-
dire A] = Bf = 0. Dans ces conditions, comme pour le potentiel de Cusp, nous avons
b . . b .
7 (in, +00) = i (in, —00) .

En tenant compte de ces hypotheéses, la forme asymptotique a gauche de la fonction

d’onde @be (x) (arrivée de —o0), s’écrit :

i| (2s) AT
b B
o7 (z) = (3.127)

A:F

+,b\ Likz] [o3+o1 (2s) 1
1+ £79) e g @ [ 4T
1

[eikm + ff,befikz} [03-501
s

ot f7* sont les amplitudes de diffusion d’une particule de Klein Gordon spin-s en

interaction avec la barriére de potentiel, données par :

fHr=9,-1, f7'=/(<t) (3.128)

Tournons-nous maintenant vers les coefficients de transmission T? et de réflexion R®

pour la barriére. Pour calculer ces coefficients, procédent de la méme maniére que pour
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le cas du potntiel de Cusp, de fagon que 'amplitude de 'onde incidente de la gauche soit

normalisée, c’est-a-dire 57 (in, —o0) = 1T (avec |1F| = 1). On obtient :

Finc,b zkac Forefb _ —,b,—ikx
(I)sL - l:Fe (bs,L - 1;Ffs €

ST =1F (1+ fH0) et

Il est évident que les coefficients de transmission T et de réflexion R? pour la barriere

se déduisent de la méme maniére que pour le cas du potntiel de Cusp.

zncb ’7€fb

ﬁ
Calculons les courants de probabilité j b j i et j b associés respectivement

aux ondes incidente, réfléchie et transmise. Comme ’amplitude de I’onde incidente de la

. VN R . 2 .
gauche soit normalisée & 1, c’est-a-dire |1F|” = 1, on obtient :

. mcb

k
Js = —
m

ToTeee R FreoBaepmpts e

Le coefficient de transmission est par définition le rapport du courant transmis et

incident. Il est égal a

trb
Js

—

T =

S

2ol = 1+ AN =10 (3.131)

En insérant ’expression de 5, donnée par ’équation (3.108) dans (3.131), nous ob-

tenons

T _ AR2 k2
TARIR? 4 (K] — (K + 2seVp)?] [k} — (K — 2seV))?] sin? (2k1a)

(3.132)

Le coefficient de réflexion est par définition le rapport du courant réfléchi et incident.
Il est égal a

b_ 'refb
R

s

mc b

= |1 = [Vl sD) ’ (3.133)
Insérons aussi les expressions de ¢ et ¢, données par 1’équation (3.108) dans (3.133),
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nous obtenons

b [k% — (k+ 286‘/0)2} [/{:% — (k- 256%)2} sin? (2k,a) (3.134)
TR 4 [k — (k4 2seVp)’] [k — (k — 2seVp)?] sin? (2Kk1a) '
avec
R + T = 1. (3.135)

Notons, que le coefficient de transmission T® de la barriére en fonction de sa largeur 2a
oscille de maniére périodique entre sa valeur minimale 4k2k? [4k3k% + [kF — (k + 2seVp)?] [k} — (k — 2s¢
et sa valeur maximale, qui est 1. Il apparait des résonances chaque fois que 2a est un
multiple entier de la demi-longueur d’onde 7/k; (ou 2ak; = nr) dans la région II.

Enfin, pour calculer les sections efficaces partiélles 05 et totale o’. Substituant

I'expression (3.128) dans les formules (2.104) et (2.105), il vient :

2

L L |y ‘\/(gs—g;‘) , (3.136)
et
2
ot = ot 4ot =0, — 1P+ [VisTeh)| =2(1 - Rev,), (3.137)
ou
Red, — 4k2K? cos 2kya cos 2ka + 8k k (k? + k? — 4s%€*V) sin 2k, a sin 2ka (3.138)

[k — (k + 2seVp)?] [k} — (k — 2s€Vp)?] sin® (2k1a)

3.2.2 Diffusion par effet tunnel

L’effet tunnel est au méme titre que la quantification de I’énergie une prédiction
spectaculaire de la mécanique quantique. Il désigne la propriété que posséde un objet

quantique de franchir une barriére de potentiel méme si son énergie est inférieure a
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I’énergie minimale requise pour franchir cette barriére. Ainsi, bien que I’énergie de la
particule soit plus faible que la hauteur de la barriére, il y a malgré tout une probabilité
non nulle pour que la particule puisse se trouver a l'intérieur de cette barriére. C’est un
phénomeéne évidement non classique mais analogue a la traversée d’ondes évanescentes
en optique dans des milieux absorbants de faible épaisseur [46].

L’effet tunnel fut prédit dés le début de la mécanique quantique, et mis en évidence dés
la fin des années 30 pour expliquer différents phénomenes (Fowler /Nordheim 1928 pour
I’extraction d’électrons d’un métal sous l'effet d’un champ électrique fort, Gamow 1928
pour la radioactivité «, Frenkel 1930 sur la résistance de contact entre deux matériaux
conducteurs). Les microscopes a effet tunnel développés depuis les années 1980 reposent
sur cette possibilité appliquée aux électrons [10, 11]. Ce phénomeéne de pénétration dans
les régions inaccessibles classiquement est encore plus spectaculaire si on considére une
barriére finie de hauteur eV} et de largeur 2a.

Nous discutons maintenant Iexpression (3.132) du coefficient de transmission et com-
parons ses prédictions a celles obtenues en mécanique classique.

Classiquement, un tel effet est absolument impossible du point de vue énergétique :
une particule classique d’énergie F ne peut jamais traverser une barriere de potentiel
dont la hauteur est supérieure a I’énergie E. En effet, le mouvement d’une particule dans
ce potentiel est extrémement simple. Si F est ’énergie de la particule incidente que 'on
suppose provenir de la gauche, elle subit une brusque décélération lors de son arrivée sur

la barrieére. La conservation de 1’énergie permet d’écrire;

E=Tr=T;+eW (3.139)

ou 17 et Ty sont les énergies cinétiques de la particule si elle se trouve dans les régions
I (V(x)=0)oull (V(z)=V). Il s’ensuit que T;; = E — eVf. Ainsi, si I’énergie F est
supérieure a eV (E > el}), la particule classique incidente de la gauche sur la barriére de
potentiel est instantanément freinée, mais continue sa route avec une vitesse moindre et

se retrouve donc a droite de la barriere de potentiel avec certitude. A Popposé, si Pénergie
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E est inférieure a eVj (E < eVj), la particule classique rebondit élastiquement sur le mur
et repart en arriére (puisqu’alors T7; < 0, ce qui est impossible). La probabilité est nulle
de la trouver a droite de la barriére.

Contrairement au traitement classique, T — 0 pour E < eV} ; la théorie quantique
relativiste montre donc que dans les deux cas suivants (E < eV et (E — eVp)®> —m?2 <0),
il y a une probabilité de transmission non nulle & travers la barriere.

Pour mettre en évidence effet en question ; partant des équations (3.132) et (3.134),

et aprés substitution de k* = (E? — m?) et k¥ = ((E — eVo): —m ?), nous obtenons :

™ = L , (3.140)
1+ (%) sin? (2k,a)
et
Q sin? (2k,a)
R’ = <2“) B (3.141)
1+Q (;k‘f’k) sin? (2k,a)
avec,
Q= [(1-45%) [(1 - 45?) (eVo)® + 4E (E — eVy)] + 165°m?] (3.142)

Examinons tout d’abords le cas E < €Vp. A partir de Péquations (3.140), et en
prenant I'approximation, tout a fait justifiée, pour une barriére haute £ < elj, nous

avons

1 1
2 1 5 5 ST (3.143)
0 () e [0 10 + 165t
dans ce cas l'expression (3.140) se simplifie, on obtient la relation :
T, = 1 2 # 0. (3.144)
1+ 4(E21_m2) [((1 - 4s%) eVp)” + 1652m?] sin® (2k1a)
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Examinant maintenant le cas (E — eVO)2 —m? <0, c’est a dire k; est maintenant ima-

ginaire pur. Dans ce cas, la solution (3.95) est encore valable pour la région |z| > a. Par

. : . o 2
contre dans la région |z|<a, cette fois nous pouvons toujours écrire i\/ (E—eVpy)” —m? =

+iK, ou K = \/m2 — (E — €eV})? et I'équation (3.95) devient

03 T 01 (23)_
@f”’m:([ ~ } xf’b(w)>9(a—|xl), (3.145)

ot X7 () est obtenue en remplacant dans xF°(z) k; par iK, il vient :

CF CF
Xy = L e e (3.146)
DY D3

Si on calcule la densité de courant, avec (3.145) , dans la région | x | <a 'exponentielle

est réelle et il n’y a plus de courant, c’est-a-dire

T(z)=0. (3.147)

Pour mettre en évidence 'effet en question ; les relations de continuité écrites & propos
des états non-liés de la barriére de potentiel restent valables et il suffit, si on souhaite
les expliciter, de prendre en compte que le fait que maintenant k; = 1 K. Les relations de
continuité se traduisent toujours par (3.104), mais comme k; est maintenant imaginaire
pur cos (iz) = cosh (z), sin (iz) = isinh (z)). Dans ces conditions, les coefficients de
transmission T® et de réflection R® sont toujours donnés par les équations (3.140) et

(3.141) .

1 Qr
TP = __~- R = .14
S14Qr *o14ar (3-148)
avec
2 . 12
r— (eVp)” sinh” (2K a) (3.149)

4(E?—m?) (m? - (E - eVo)2) '
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Le résultat de I’équation (3.148) nous indique que le coefficient de transmission T? # 0,
la particule a une probabilité non nulle de franchir la barriére de potentiel méme si
(E — eVO)2 — m? < 0, un résultat tout a fait contraire & la physique classique. C’est ce
qu’on appelle Ieffet tunnel. Sous la barriére de potentiel, 'onde est évanescente, elle va

Kz avec une portée de l'ordre de 1/K. Pour pouvoir observer l'effet tunnel, il

comme e~
faut que la portée de I'onde soit plus grande que la largeur de la barriére. On doit donc
avoir 1/K 2 2a.

L’effet tunnel relativiste, dit aussi effet tunnel de Klein, peut étre expliqué par le
méme argument donné dans le paradoxe de Klein [10, 11], ie, la création de paires. En
fait, a partir de la valeur critique du potentiel V., = E + m ou plutot quand V' — oo,
les particules non relativistes ne peuvent pénétrer la barriére de potentiel a ’'opposé des
particules relativistes qui la traversent grace & ce phénoméne de création (combinaison

des particules et antiparticules).

Lorsque 2Ka > 1,0n a :

']I'b 4(E® —m?) (m? — (E — elp)?) e~ 2Ka
s 0 (6%)2 ’

12

(3.150)

la probabilité de traverser la barriére par effet tunnel décroit alors exponentiellement
avec 1’épaisseur de celle-ci.

Dans les deux situations (E — eVp)® — m? > 0 et (E —eVy)® — m? < 0, la théorie
quantique impose que la particule soit simultanément transmise et réfléchie par ’obstacle.
Cette réflexion-transmission simultanée constitue un comportement qui tranche avec la
mécanique classique :

e il faut tout d’abord comprendre ce phénoméne comme le fait qu’en interagissant
avec la barriére, la fonction d’onde se sépare en deux composantes : une qui continue
sa course vers la droite, et une qui revient vers la gauche. La particule quantique perd
son unité, et son état aprés I'interaction est une superposition de deux états transmis et
réfléchi ;

e ensuite, méme avec une énergie inférieure & la hauteur de la barriére, une fraction
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de la particule est capable, au moins en partie, de poursuivre sa route vers la droite. Plus
fort encore, la fonction d’onde, et donc, la probabilité de présence, ne sont pas nulles dans
la zone |z| < a ou I'énergie est pourtant inférieure au potentiel V' (z). Cela serait parfai-
tement inconcevable en mécanique classique. Pour autant, la théorie quantique autorise
la particule & faire des excursions modérées dans ces zones interdites. Ces phénomenes

sont désignés sous le terme d’effet tunnel.
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Conclusion générale
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Conclusion générale

Le contenu de ce manuscrit, concerne en général le traitement de certains probléemes
de la mécanique quantique relativiste via le formalisme de la matrice de diffusion.

Sur le plan de la forme, la thése comporte une introduction et trois chapitres, claire-
ment rédigés ; suivis d’une conclusion.

Le premier chapitre a été consacré a une analyse bibliographique, dans laquelle nous
traitons I’équation de Klein-Gordon, premiére candidate pour satisfaire simultanément
les exigences relativistes et les postulats quantiques et passage obligé pour aboutir a une
autre équation quantique et relativiste, ’équation de Dirac. Les difficultés d’interprétation
de I’équation de Klein-Gordon, en particulier ’existence de solutions d’énergies négatives,
et les conséquences qui en découlent sont bien rappelées, de méme que le passage vers
une équation qui tient compte du couplage avec le champ électromagnétique.

Le second chapitre, est composé essentiellement de deux parties. Dans la premiére
partie, nous avons unifie I’équation de Klein Gordon pour les particules de spin-0 et
I’équation de Dirac pour les particules de spin-1/2 en une seule équation d’onde relati-
viste dite équation de Klein Gordon de spin-s (s = 0,1/2) des particules en interaction
avec un champ électromagnétique extérieur. Dans la deuxiéme partie, en se basant sur
les états stationnaire de diffusion d’une particule de (KG-s) en présence d’un champ élec-
tromagnétique localisé, nous avons construit le formalisme de la matrice de diffusion de
Klein Gordon spin-s a une dimension. Le formalisme y est bien exposé et les considé-
rations de symétrie Cy, P, et Ty et les conséquences qui en émergent sur les fonctions
d’ondes et par de la sur la matrice de diffusion sont rappelés.

Pour envisager les changements minimaux dans le développement asymptotique exact
du cas libre, la méthode des déphasages est utilisée, et nous a permis d’extraire les
déphasages, les amplitudes de diffusion, les coefficients de réflexion et de transmission,
ainsi que la section efficace totale.

Enfin, le dernier chapitre est dédié a I'application du formalisme de la matrice de dif-

fusion pour les particules relativistes de spin-s en interaction avec des potentiels scalaires
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ayant quelques propriétés de symétrie et de portée.

Ce chapitre est composé essentiellement de deux parties. Dans la premiére partie, nous
avons solutionné I’équation de Klein Gordon spin-s pour (s=0 ou 1/2), dans le potentiel de
Cusp. La solution a été donnée sous forme analytique utilisant les fonctions de Whittaker.
Les bonnes conditions de raccordement ont été déterminées dans le cas général. Dans le
cas d’'un saut de potentiel, la présence de la fonction delta de Dirac a modifié la forme des
conditions de raccordement. Du Comportement asymptotique, nous avons tiré la matrice
de diffusion S, .. En utilisant la base des ondes partielles (représentation des ondes
partielles, ondes paire et impaire), nous avons donné l’expression de la matrice Mf(Gﬂ,
des déphasages 52’6 (I =0,1), de la fonction d’onde, des amplitude de diffusion f*¢, les
coeflicients de transmission ou de réflexion T¢ et RS, ainsi que la section efficace totale
o'¢ dans le cas du potentiel de Cusp.

La méme méthode a été adoptée pour le cas du potentiel barriére et nous a permis
de calculer la fonction d’onde, la matrice de diffusion S’%G_s, la matrice M})«;_s dans la
base des ondes partielles, les déphasages §i’b (I = 0,1), les amplitudes de diffusion f*?,

les coefficients de transmission ou de réflexion T? et R?, ainsi que la section efficace totale
th
S

Dans le cas de la barriére de potentiel, nous avons abordé le probléme de I'effet tunnel.
Nous avons montrer que dans les deux cas suivants £ < eV et (£ — eVO)2 —m? <0,la
théorie quantique autorise la particule a faire des excursions modérées dans les régions
inaccessibles classiquement. Le coefficient de transmission T? ne s’annule pas et montre
la possibilité d’existence de création de paire : c’est l'effet tunnel de Klein. I a été en
outre montré que pour certaines valeurs du potentiel, on obtient un effet de résonance
relatif & la transmission.

Cette approche s’est révélée rigoureuse et nous a permis d’avoir des résultats concor-

dant avec ceux de la littérature.
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In this work, we consider the problem of a relativistic spin-s (0, 1/2) particles interacting with a one-dimensional symmetrical scalar
potential using the spin-s Klein Gordon equation. In the scattering case, we construct the formalism of scattering matrix for the spin-s
Klein Gordon relativistic particle in a symmetric potential. Through the scattering matrix, we can derive the phase shift, the scattering
amplitude and consequently reflection and transmission coefficients. Finally, we applied the results obtained to a symmetric scalar

potential; this potential is that of cusp.

1. Introduction

The study of scattering plays a very important role in
modern physics because it offers valuable insights into the
nature of the interactions between particles coming into
contact. This theory finds its origins in theories of
classical and quantum mechanics. In classical physics, the
state of the incoming (free) particle is entirely determined
by its momentum, which is equally true for the outgoing
particle. At the quantum level, it is not generally possible
to predict with certainty which end state will result from a
given collision. We are therefore only trying to predict the
probabilities for a certain final state. The problem is to

establish the relation between the initial state V" and
the final state V. In quantum mechanics, the knowledge

scattering operatoré allows us to determine the final state
W from any initial state " The corresponding

mathematical object is the scattering matrix 3’, the S-

matrix can be defined as the matrix that transforms the
coefficients of the incoming waves into those of the

outgoing waves ¥* =S¥" .
The purpose of this article is to address some scattering
problems of relativistic particles of spin-s(s=0,1/2)

interacting with a symmetric scalar potential. The one-
dimensional scattering problem has been studied in terms
of the S-matrix by a number of authors (see, for example,
[1-6]).

The manuscript has four sections. The second section
introduces the spin-s Klein Gordon formalism for a
charged particle coupled to an electromagnetic field. The
spin-s Klein Gordon equation combines Klein Gordon
and Dirac equations; Klein Gordon equation is used to
describe spin zero particles [7] whereas the Dirac
equation for the spin 1/2 particles in relativistic quantum
mechanics [8, 9]. In the third section, we express the
scattering properties in terms of the S-matrix and
determine the element of scattering matrix by using
C.PT symmetry and the charge conservation. From

scattering matrix, we drew phase shifts, the scattering
amplitude, and reflection and transmission coefficients for
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a symmetrical scalar potential. In the fourth section, the
results and discussion are presented. Finally, in the fifth
section, we present analytical solution of the spin-s Klein-
like many studies [10-15], the exact solutions to spin-s,
the Gordon equation with a Cusp potential in one
dimension, where the Klein Gordon equation are given in
terms of Whittaker's functions. In the scattering case, we
obtain the scattering matrix, phase shifts the scattering
amplitude and hence the reflection and transmission
coefficients for the Cusp potential.

2. The Klein Gordon formalism for spin-s particles

In relativistic quantum mechanics, the Klein Gordon and
the Dirac equation describe the massive particles of spin

0 and1/2, respectively. In presence of an
electromagnetic  field, 4, AU,E the Klein Gordon
equation is given by (i=c=1)
o . Y (a , a)z (=
5+1@A0 —\V—ied| +m ‘Po(r,t):O, @))]
The Dirac equation is given by
(p_eA_m)\Plz(;’t)ZO’ )

Where, 7 = (x,y,z), 4, and A are the four-vector A,.
p—eld= 7/“(1'6# —eAy), and y* (4=0,123 ) are

gamma matrices.
By making the substitution

¥ (7.1)=(p—ed+m)'® (7.1), s=o,% 3)

If we adopt the following notation for any matrix 4

(4] = 1 for s=0 \
|4 for s=1/2, 4)

In this case, Eqns. (1) and (2) can be expressed by a
single relation, called the spin-s Klein Gordon (KG -s)
equation
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{[@Mji(@_@y+mz}w+S6(0F)h}®y(m):0’

)

Here, ® (¥,r) is a wave function with 2%(2s+1)

components and [ is the identity matrix of

2% (25+1)
dimension 2* (2s + 1) and F' is the electromagnetic tensor
F,=0,4,-04,

defined by the components and

oF =O'""FW with " = 5[7/“,}/“1
Fors=0, Eqn (5) reduces to the Klein-Gordon

equation and fors =1/2; we obtain the quadratic form of
Dirac equation (or Klein-Gordon spin-1/2).

Moreover, starting from Eqn. (5), we define a continuity
equation:

0
Zsii o, ©)
t

Where, J! and J. are given by:

s

’)[aq)b(t;’t)j _(a&a(tf,t)J <D51

o L[a .

* T 2im ™
+ 2 40, (7,1) 0 (7.1).

m
And
J = [6.6.0) 50, (7.0)- 60 ()0, (7.0)

2im ®)

+£ 40,(7,1)0,(7,1),

m

Here, 65(}7,”:(@5(}7)0)#(}/0)% denotes the adjoint and

(@,(F.0) = (@) ).

In addition, the scalar product is defined by

@,10)=[8.0.0)(Sver o )

_Kﬁ _ Aojax(f,t)}qz.y(;’t) . )

ot
If we write @ (F,1)= (CD;(?,t),d)j(?,t))T,and choose for
the y* the Weyl representation [16]:

L (0 LY . (0 -¢
Pl oof T e o)

Where, ®_(7,¢) and ®*(F,z) are a wave function with

(10)

2" components, and & = (6,,0,,0,) are the usual Pauli
matrices. With this representation, Eqn. (5) decomposes
into a system of two coupled equations:
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H(7.) 0 o (7,1) o .
() @ () (b
Here,
Hf(?,t):{[ﬁﬂ’erj —(ﬁ—ie;l)zwtmz:llzz.
ot (12)

T 2ise(G ) (E 2 B)

E and B are the electric and magnetic fields. After
giving the elements constituting the Klein Gordon
formalism for spin-s particles, let us now turn to the
construction of the one-dimensional scattering matrix

S

KG-s *

3. Scattering matrix in a symmetrical potential

We consider a relativistic particle of massm, energy E ,
spin- s and charge e in a one-dimensional model moving
under the effect of a symmetrical scalar potential

| x|

A4,(x,t) =V (x) and with infinite behavior V(x) —> 0. 1In

this case, £ and B become:

E=-T05 55, (13)
dx
So, the system of equations (Eqn. (11)) is written as
follows
H’(x,t) d)’(x,t)
s s -0
( 0 H (x,t)J[op;(x,t) ’ (9
Here,
. 0 LA
H (x,t): 1——eV(x) + -m” |1
! ot dx’ : (15)
+2ise(o, ) _dV(x)
dx

As the potential V(x) is time independent, we can write

the solutions of Eqn. (14) under the form
@7 (x,1)=e"™®*(x), consequently, ®*(x) satisfies
s dv .
{DEGI? +2ies(o, | d—(")}qng(x) =0. (16)
X

D}, =<L+(E-eV(x))’-m’is the operator relative to
KG-0.

| x [0

At great distance from the diffuser V(x) — 0, the
asymptotic form of the wave functions @7 L(x) (arrival of
(—o) and CDf,R(x) (arrival of + ), corresponding to

scattering states (E2 -m* > O), can be written [5, 6, 17]
as

1e“+R ™ x——w

oL

s,L

(17)

X — 40’



The African Review of Physics (2019) 14 :0020

o (x) 1e™+R ™ x—+x0 8
sR\X)= ]—‘:.Refﬂq X — —0 ( )
Where, 1, = (lg,lj)r is unit vector of 2*(2s+1)

T are vectors of

s,L°

T

s,R?

R andR

components -

s,R

2*(2s+1) components.

Now, examine the general problem. The stationary wave
function of Eqn. (16) [5, 6] and [17] is written as

ikx

)= O (out,+0)e™ + @7 (in+0)e™ x — +o0
B (Df(in,—oo)e”“ +@; (out,—oo)e’”“ x— - (19)

Where, @7 (in,out,+o) are vectors with 2* components,

and k=vE> —m’.

Let us consider that the incoming and outgoing parts of
the wave function @’ (x) are given by:

{ N (x) =07 (in,—oo)e”“ﬁ(— x)+ @7 (in,+oo)e’”“9(x)

(O3S (x) =07 (out,—oo)e'”“ﬂ(— x)+ @7 (0ut,+oo)e”“0(x)
(20)
By definition the matrix § .. connects @ (x) to ®”(x)
[, 6] by

q);(out""_oo) ‘§11 512 513 514 d);(in,—oo)

@;(out,+oo) §21 §22 §23 §24 (D: in,—oo)

- s s s s (s 21
(O} (out,—oo) Sy Sy Sy Sy || D (zn,+oo)
(D: (OMI,—OO) 541 §42 ‘§43 §44 (D: (in:""oo)

Here 5, are matrices of dimension 2** . In the case of spin
0, the system reduce to

(oo )-(& Eato)

D, (out,—oo) @2)

Where, d)o(in,out,ioo) are coefficients.
Eqns. (21) and (22) can be unified into the following
formula

D, (out) = SA'K(H(IJv (in),
Where, the vectors @ (in,out) and the s KGos

has respectively the dimension 2**' (25 +1).

(23)

the matrix

In fact, matrices s, are not all independent but verify

some constraints derived from general conditions
reflecting the symmetry of the KG-s equation. Consider
C,PT, symmetry is the product of three fundamental

operators: parity P, time reversal 7. and charge

conjugation C_, these operators are characterized by the
following properties:
CC'=PP'=TT =1,

2% (25+1)

(24)

Any operator is determined at a phase factor closure, we
will take afterwards n.=n,=n,=i , so that

=l =l =1

7.
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Firstly, we apply the operator P, which transforms

(x,t)—)(— x,t); by changing x —»—x in Eqn. (14), we

get:
"5 e

Multiplying Eqn. (25) on the left by P, and using Eqn.
(24) , we find

N b

s

(25)

x,1)

=0.
.. I)J (26)
Posing

R R

@7 (x,t)is a solution of Eqn. (14) if P satisfies the
condition

p [H; (x) 0 jP_l _ [H; (()x, )0

0 H(-x1))"

K

P

s

@7

This condition is true if P =iy’ )".
Using Eqn.(19) and Eqn. (27) we move @, (x,t) to
@’ (x, t) and making the following changes:

@7 (out,ioo) > i0: (out,?oo),

(s . - 29
@ (in,%0) <> i®* (in,Foo). (29)
and transporting this last expression in (21), we find
‘in = ‘i44= izz = ‘izza ‘i]Z = ‘i43= 5;31 = 5;245 (30)
Si3 = Sps Sp3 T S35 Sy = S35 Sy = Sy

Let us perform again operation7,, which changes
(x,t)—) (x,—t), by changing? — —¢, and taking the
conjugate complex of Eqn. (14), we find

ALY i

Multiplying (31) on the left by7 , and using (24) we
obtain

(0 T o

we-rete [

®" (x,7) satisfies Eqn. (14), if 7. satisfies the condition:

(€1))

(33)
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Y S

Eq. (34) is satisfied by the operator T = i(;/';/‘*)zs .
From (19) and(33), we can go from ® (x,7) to
@7 (x, t) by carrying out the following change:

@ (out, o) > (o, | (CD; (in,iOO))* ,
@’ (inx0) > (o, )" (CD; (out,iw))*.
Finally, let us apply the operator C, , which transforms

(35)

e —> —e ; by changing e — —e , and taking the Hermitian
conjugate of Eqn. (14), we find

o5 i)

Multiplying (36) by (j/o)h from the right and using

(V) =1, we ger

> (x’t)(H:((f’t) H.:(()x,r)J -

Transposing Eqn. (37) and multiplying it from the left by
C,, we obtain

CY[HJ gx’t) H(()mﬂ ccgggg} (7")“j 0, (9)

(36)

37

s

Suppose
oo B ) CS[(Q‘(X’ ’)j (y‘))zrj,

CD:(x,t)

for ®°(x,z) to be a solution to Eqn. (14) , C, must
satisfy the conditions:

CS[H:(()x’t) H,:?x,t)JCS]:(HA(()x,t) H*(()x,t)} (40)

K

(39)

Eqn. (40) is verified by C, =i(72;/°)2".
Using Eqns. (19) and (39), we move from @ (x,7) to
(Df(x,t) through the following changes

@ (out,+) < Fi(o, §* (CDi (in, o0 )) ,
@ (in,+0) & Fi(o, ) (@j (out oo ))
Combining Eqns. (29) , (35), (41) and (2 1) we obtain

(41)

S)y =8y =S, =8, =8y, =8, =85, =5, =0. (42)
In addition, charge conservation gives:
(@ | D) =(D] | D). (43)

The last equation leads to the next relationship

147

(121\ ® (70 )ZJ )S;G—s (121\ ® (70 )ZJ )SKG—.v = Iz“”"(z.wl)’ (44)
= (SA’;,M )], and ® being the tensor product.

By combining the relations deduced from, the invariances
with respect to the operations P ,.7, ,C and the charge

with S'

KG-s

conservation, we obtain the final form of the scattering
matrix of a spin-s (s =0,1/2) relativistic particle in a
symmetrical potential:

r" 0 R 0
< o 1 o R 45
KG-s R; 0 TS, 0 ( )
0 R 0 T
T* and R’ are matrices to (2> x2*) are given by:
ot N O A
]-:+ _[ l F‘J’ ]-1 :( ‘ | J’
o) =00
(40)

t7 and r* are functions generally dependent on the
potential shape.
For s=0 noting that ¢ =r =0,

so T,'=T, and

R, =R, in this case S'KH is symmetrical. For s=1/2
we get (O-s)(Tli'z)(o-s): T, and (Gs)(Rli'z)(Us):Rli/z’

St1, 18 pseudo-symmetrical. Theses latte r properties

SO

are specific to the spinning particle.

Let us now express the matrix S in the partial wave

KG-s
basis, even and odd waves. To illustrate this, we apply the
unitary transformation [5, 6]

ya (in,—oo) L, 0 I, 0 \(@; (in,—oo)
2lin—d| 1|0 I, 0 I, |®(n-x
ylintod)| V2|, 0 —il, 0 | @ (in+oo) “7
7 (in+o0) 0 il, 0 —il, )|® (in+o)
And
flows)) (L 0 L 0 Yo
Cous| 10 L 0 1|6l
;(;(out,+oo) _\/E il, 0 -l 0 CD;(out,+oo)’ (48)
;(:(out,+oo) 0 il 0 —il, (I):(outﬁ—oo)
Where, z7(in ko) and y7(out,+) are vectors with
2%" components. By combining Eqns. (47), (48) and
(21) it comes to:
;(S'(out,+oo) Z;(ln,—oo)
xoutr) |\ | 7 (in=0)
2: out,—o0) || g (ino0) (49)
X! (out,—oo) X! (in,+oo)
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Where, M is the scattering matrix in the partial wave
base. Using Eqn. (44) we obtain

explis®) 0 )}

0 exp(i S| (50)

MKG—.\ = Izl\ ®(

Here 6!, 1=0,1 represents respectively the phase shift
of the event and odd waves, given by:

exp(is! )=, +(~1)(e ) + 0 F -6 (51)
For the wave function, let's combine Eqns. (47)and (48)

with Eqn. (21) and insert the result in Eqn. (19) to obtain
the following:

7 (x)= %[zf('n,—oo)wi’ (W)+ 2 ol W)} (52
With
v (x)=2(ie) " {coS[k | x|+ + %ﬂ, 1=0,1, (53)

Where, ¢ = +(—) according to x>0 (x < 0).

For a particle spreads —oo — +00 , with (19), q)f(in,+oo): 0,

in these conditions 7 (in,+0)=iy’(in,~»). So, Eqn.

(52) becomes

o7, (x)= { \/\/EZ (f’n,—oo)[el‘: + ﬁ’é’k:] . X —> —o0 54)
2. (ln,—oo)[e + (1 + f. )e ] X — +00

with 7 are the scattering amplitude, given by:

- 1( s 5 .
=R S zz(em ~1)=ie” sing!, [=0,1.  (55)

To calculate the reflection and transmission coefficients
we use Eqns. (54) and (55) to get

2
2i8! 2i5!
e +te

>

T =14/ \zzi
(56)
PRl 2

1
R = f P==
A 2

4. Application

We will consider as application of the previous results the
case of a relativistic particle of mass m, energy E , spin-
s and charge e diffused by the Cusp's potential, defined
by [10]:

V@=Ve", (57)
Where, V, and a are real positives. Here, V, represents
the height of the potential and the parameter a defines
the shape of the potential.
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Figure 1: Cusp Potential fora =1, Iy = 2

In the limiting case, a — 0, this potential reduces to a
repulsive delta interaction of strength 24V, [10]. On the
other hand, this potential models an attractive center
where V(x) varies from V(x)—0 for |x|—>oo to
V(x)— ¥, for x—>0. This is an atom model (Coulomb

potential) [10].
The particle is subjected to a time-independence and in
this case the solution of Eqn. (14) is written as

@7 (x,t)= e @7 (x), consequently, 7 (x) satisfies

{D,ﬁglzl, +2ies(o, ) di (Voe’¥ )} ®*(x)=0. (58)
X

Where, Dpj =<4+ (E - eVoe¥)Z —m?*. To decouple the
system Eqn. (58) uses the following transformation

2s
o™ (x)= {%} 2 () V@)=V, (59)
We now obtain
2 . 25 d L} F
[D;}L;lew ilee(UJ d_(VOe ’ )} . (x)z 0. (60)
X

We treat here the case (Ez—m2 >0), corresponding to
scattering states. Since there is an absolute value for
variable X , let us distinguish as usual the two regions
x<0 and x>0.

For x<0, by the change of variable y=2iaV,e"", we
transform the system (Eqn. (60) into

d d . ’ 2 2 25 F
{ydy(ydyJ_[ZaE_;j +ma ]12«\ is(o;) y};@ (x)=0. (61)

We now introduce the change z*(x)=y~/7(y) and we
obtain for f7(y) a Whittaker equation [20, 21]

& 1 iak va-lialE i
dy 4y R

The solution of which is a combination of Whittaker's

Iz‘is(ay“) =0, (62)
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functions

L (COM,. WM
f; (y) = T F (63)
DM ,(»+D, M. (v)
Where, M. . (»), x and g are given by:
M., ()=y""e? F(/2-x £ pu,1520,y), (64)
C=iaE ts, pu=iak.
and | F(1/2-x7+u,1£2u,y) is the confluent

hypergeometric function [20, 21].
As we proceed to the other region x>0, and by

—x/a

making the change y=2iaV,e and replaceing ;(f(x)

by y~“g7(y) , we arrive at an equation similar to Eqn.

(62)

a1 @+1/4—(ia\/E2—m2)z ;sle)” (=0
dy 4y ¥ oy |7 ’
(56)
which also has for solutions
0y (C;MK,,/,(W C:Mk.;,;,(y)] p 6(
DIM, () +DM_ ()] EF

Solutions of Eqns. (63) and (66) can be grouped together

+

into a single equation including solutions relative to x < 0
and x>0

=11 (M0(=x)+ g (10(x), (67)
with y =2iaV,e” and 6(x) is the Heaviside function.
The stationary solution of Eqn. (58) is finally
(o) e
®;(x)=| 1=y (68)
@ (x) o
[ (y)

In addition, constants C; and D;(j =1—> 4) are not

completely independent but are interconnected by the
continuity condition of the wave function and its first
derivative in the vicinity of zero point x=0 or
y=2iaV,=A. To determine these conditions, let us
return to the KG-s Eqn. (58) and examined what happens

near a point x, where the potential V(x) has a jump of

the form

V(x)= Vi (x) for X <X, 69)

V,(x) for x> X,

with

) S for x<x,

X . .
e V.-V (x)|o(x—x,) for x=x,
L) for x>x,

(70)
5(x X, ) is the delta function. Let us integrate Eqn. (58)

on the domain [xo, 0] we get:

D (x;) =D (x,) (71)
dq)j( (x[‘)') _ dq)j( (x(;) + ZISQ[VZ (xg) _ I/I(X[; )](03 )?s (I)T( (.XO)
dx dx
(72)

By applying the continuity conditions given by Eqns. (71)
and (72) to x =0, a simple calculation yields

G =CW + CW, C) =W + CIW .
D} = DW; + DIW;., D = DIW; + DI, (73)
Where, the coefficients are defined as follows:
W e FEY B
(F7F)
_F(E (74)
Wy =y <L EV B
(F)
F*, F], (Ff) and ( 2) are defined by
W yJ =y F (/24 114211, y),
& ,1 .
— 1/ 241
J=pr, 0, =y R/2-pm1-2u ),
1 /1 1
= = Ho—pri | M, ) (75)
( - j W) [2 I j )
1 /1 1 -
=|——=+—= H=—+ut+x | M. .
( ot j M, () [2 u j) )

To calculate the scattering matrix S . » we first look for
the asymptotic behavior of the stationary wave function
d)f“'(x) at very great distance |x|—>oco or again for
y—0. By virtue of the known formulalFl(a,b,O)zl s

V2t ,y)2 [

and M . (y —>0)>y 20], the stationary wave

function is written:

s (&30 . c .
[%](2 ){/1“( Je’“ +/1"( ]e‘“} X —> +00
D D

()=

[%]m){ﬂ“[cJ ke /1"( ] ’“} X — —©
D! ;

Comparing only (76) with (19) we obtain:
Ci+D;
C;-D; ’

(76)

T+Dy

cDj"(in,—oo):ﬂ“[c’ J < (in,1o0) = 4{

C;-D; (77)
Q)f"'(out,—oo)zﬂ_ﬂ(cm} CD? (out +oo) i_ﬂ(c +D; J
C7-Df Ci-Df

Substituting (Df“(out,ioo) and ®*(in,Foo) given by
Eqn. (77) in Eqn. (21) and using Eqns. (73), (45) and
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(46) , we can determine S . for Cusp potential:

O (out+0)) (T 0 R* 0 )0 (in—0)) (T8
O “(out40)| | 0 T 0 R* (D“(m, )
®“out,—0)| |R* 0 T 0 || ©(in+w0)
@ “(out,—0)) 0 R* 0 T q)“(m +00)
Where,
e e S
AR -
" ’Z"(WIZ =W, ), (79)
R | e
R =|" N o
e g : e
r= W)
7 and ¢ are functions of E, ¥, and m .
Finally, let us give the expression of the matrix My,

of the phase shift ( ;"), of the wave function and the

transmission and reflection coefficients in the case of
Cups potential. Using the reasoning previously exposed
for the treatment of a symmetrical potential

V(x) = V(— x) for matrix M Eqn. (50) gives

KG-s?

. exp(i 5 ) 0
Mko s T [2' ®( 0 exp(ié‘j" )} (80)
Where,
explia’ )=+ (e F 4l f -6 81)

To calculate the wave function, substituting Eqn. (81)
into Eqn. (55), the result into Eqn. (54), we find

te \/_;( (zn oo)[e + [ "“] X — —0
O 82
)= {w/_)a (im0 + (14 £7)e*] x = 400 (82)
Here,
A l(e”f" +e )—1 =MWE -1, [ =
o2 (83)
E(ezui“-‘ _ezm‘ ) ﬂJ#VVl;
From Eqn. (56), the reflection and transmission

coefficients are given by

zm‘“ 205!

+e |ﬂ 2”|2

JRICH | |/1 zﬂ|2

ol o
Ri=|/f=

2i50

5. Results and discussion

The resolution of KG-s (Eqn. (60)) interacting with the
Dirac delta potential V(x)=ad(x) (« being a positive
parameter), leads to infinite matrices. This comes from
the term Vz(x) in (60). This term gives a square delta
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5(x)5(x) 5(0)5(x)—) . For this reason the delta

potential is replaced by a regular potential. This potential,
we choose it as that of Cusp. By assimilation of « to

greatness a = [V, exp(—2)dx = 2aV,, going to the limit

a—0, V, — o, the potential of Cusp becomes the delta

potential lim ¥, exp(- 1) — ad(x) [10].

By a passage to the limit ¢ - 0 and V, —» 0, we can

express the wave function, the scattering matrix, the
transmission and reflection coefficients and the phase
shifts for a particle of KG-s interacting with the delta

potential. For the coefficients R and T,
R’ = T =

s

lim T°—0.

a—0",V,—>wo s

lim R{—1,

a—0", V-0

A

Similarly, it is easy to deduce the scattering matrix S,

corresponding to Eqn. (2), which connects the outgoing
wave P, ,(out) to the incident wave ¥ ,(in), by the

relation ‘I’]/z(out) =S D‘I’“Z(in). To calculate S, , we start

by noticing that for |x| — o, A—>0 and
p—eA+m—> p+m. TInserting this into (2), we derive
D, (OMt) p+m 7=, (OMI) and o, (m) = ﬁ ¥, (ll’l)

Substituting these into Eqn. (23) and by a straight forward

calculation one obtain S =S PO

6. Conclusion

Our work has been organized around two major parts. In
the first part, we considered the spin-s (s =0,1/2) Klien

Gordon equation interacting with the one-dimensional
symmetrical scalar potential. The formalism of the

scattering matrix S for a spin-s related particle

KG-s
interacting with a localized electromagnetic field was first
constructed that allowed us to retrieve reflection and
transmission coefficients again. In the second part, as an
application of the results, the case of the Cusp's potential
was investigated in detail and we solved the KG equation
for a spin-s relativistic particle. The solution was given in
analytical form using Whittaker's functions. From the
asymptotic behaviour and by the conditions of continuity

we drew the elements of scattering matrix Sy, , phase
shifts, RS the T!
coefficients.

reflection and transmission
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