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                     Abstract 

  In this work, starting from the zero solution, we prove the 

existance, uniqueness and regular dependance of, S-

asymptitically ⍵-periodic solution, x(e) of liénard's differential 

equation, in the form:  

X"(t)+f(x(t), x'(t)).x'(t)+g(x(t))=e(t) 

Where "e" is asymptotically ⍵-periodic forcing terme. 

                                   Keywords 

S-asymptotically ⍵-periodic functions, Liénard equation, 

Implicit function, Nemytskii operator. 

 

  



 

 

 

                       Résumé 

     Dans ce travail, au voisinage de zéro, on démontre 

l'existence, l'unicité et la dépendance régulière d'une solution 

x(e), S-Asymptotiquement ⍵-périodique, de l'équation de 

Liénard de la forme:  

X''(t)+f(x(t), x'(t)).x'(t)+g(x(t))=e(t) 

où "e" est une force extérieure S-Asymptotiquement ⍵-

périodique. 

                         Mots-clés 

Fonction S-asymptotiquement ⍵-périodique, Equation de 

Liénard, Fonction implicite, Opérateur de Nemytskii. 

 

 

 

  



 

 

 

 الملخص                         

جود والوحدانية في هذا العمل سوف نبرهن، في جوار الصفر، الو   

دوري، وذلك  -⍵مالا نهاية  -x(e) ،S لحل 1Cوالارتباط من صنف 

 :لمعادلة لينار من الشكل

 X''(t)+f(x(t), x'(t)).x'(t)+g(x(t))=e(t) 

 .دورية -⍵مالا نهاية  -Sقوة خارجية  "e" نأي

 الكلمات المفتاحية                 

دورية، معادلة لينار، دوال ضمنية، مؤثر  -⍵مالا نهاية  -Sدوال 

 نومتسكي. 
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Introduction générale

Depuis peu, une nouvelle classe de fonctions généralisant celle des fonc-
tions périodiques a été définie : il s’agit de la classe des fonctions
S-asymptotiquement ω-periodiques. Cette classe de fonctions généralise aussi
celle des fonctions asymptotiquement ω-perioqiques. Dans [13] Lizama et
N’Guèrèkata montrent une relation entre les fonctions S-asymptotiquement
ω-périodiques et plusieurs sous espaces de BC(R, X) où X est un espace de
Banach.

L’existence et l’unicité d’une solution S-asymptotiquement ω-periodiques
a une grande importance dans l’étude qualitative de la théorie des équations
différentielles due à leurs applications dans plusieurs domaine comme la bio-
logie mathématique, la physique, la théorie du contrôle et d’autre domaines.
Parmis ces applications, on trouve comme modéle oscillatoire important dans
le domaine de la physique, l’équation de Liénard forcée.

Dans [5] les auteurs donne des résultats d’existence, au moins, d’une so-
lution périodique pour l’équation de Liénard généralisée

x′′(t) + φ(x(t), x′(t)).x′(t) + ψ(x(t)) = 0.

D’autre résultats de dépendance ont été établis en [1] et [2], pour des différent
types de solutions xp de la famille d’équations suivantes :

x′′(t) + f(x(t), p).x′(t) + g(x(t), p) = ep(t),

pour un p, dans un voisinage de 0 et dans un espace de Banach.

Blot, Cieutat et N’Guérékata [4], Cuevas, Pierri et Sepulveda [7], Cuevas
et de Souza [8], Henriquez, Pierri et Táboas [10],[11], Nicola et Pierri [12],
sont penchés vers ce type d’équations et sur les conditions d’existence et
d’unicité et de la dépendance différentielle de la solution S-asymptotiquement
ω-periodique des équations différentielles dans des espaces de dimension fi-
nie ou infinie. Dans [3], les auteurs montre l’existence d’une solution S-
asymptotiquement ω-periodique pour les équations d’évolution sous la forme
du problème de Cauchy.
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Plan du mémoire

Le principal résultat obtenu dans ce travail concerne l’existence et l’unicité
d’une solution S-asymptotiquement ω-periodique de l’équation de Liénard

(F , e) x′′(t) + f(x(t), x′(t)).x′(t) + g(x(t)) = e(t).

Pour réaliser notre objectif on divise notre travail en trois chapitres

Dans le chapitre 0I, on rappelle les définitions et les propriétés des fonc-
tions S-asymptotiquement ω-periodiques en abordant quelques outils d’ana-
lyse fonctionnelle (Espace de Banach, opérateur linéaire, différentielle d’un
opérateur,théorème des fonctions implicites)

Dans le chapitre II, nous établissons des nouvelles propriétés sur les
opérateurs de Nemytskii sur l’espace des fonctions S-asymptotiquements ω-
periodiques. Nous étudions aussi la continuité et la différentiabilité des opé-
rateurs utilisés dans la démonstration de notre théorème principal.

Dans le chapitre III, on présente notre théorème principal sur l’exis-
tence et l’unicité de la solution S-asymptotiquement ω-periodique de l’équa-
tion de Liénard (F , e) avec un résultat de dépendance de la solution par
rapport au terme forcé e(t).



Chapitre 1

Préliminaire

Ce chapitre est une collection des définitions, des théorèmes et des pro-
priétés qui seront utiles pour la suite de ce travail.

1 Espace de Banach
Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps K (K = R ou C).
On appelle norme sur un espace vectoriel E une application x 7→ ‖x‖ de E
dans R+ vérifiant les conditions suivantes :

1. ∀x ∈ E : ‖x‖ = 0⇔ x = 0

2. ∀λ ∈ K, ∀x ∈ E : ‖λ.x‖ = |λ|.‖x‖.
3. ∀x y ∈ E : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Le couple (E, ‖ · ‖) s’appelle un espace vectoriel normé où E est un K-espace
vectoriel et ‖ · ‖ est une norme sur E.

Définition 1.2 Une suite de vecteurs (xn) dans X est de Cauchy si pour
chaque ε > 0, il existe un entier N tel que

‖xn − xm‖ < ε, pour tout n,m > N.

Définition 1.3 On dit qu’un espace normé E est de Banach, si toute suite
de Cauchy fn est convergente dans E. C’est-à-dire E est complet en tant
qu’un espace métrique muni de la distance associée à sa norme.

Définition 1.4 Soit (X, ‖ · ‖) un espace de Banach, BC0(R+, X) désigne
l’espace des fonctions bornées et continues. On note :

BC0(R+, X) = {f : R+ → X, f est continues, ‖f‖∞ := sup
t∈R+

‖f(t)‖X <∞}.

4



5

Pour k ∈ {1, 2}, l’espace

BCk(R+, X) = {f : R+ → X, f ∈ Ck(R+, X) ∀j = 1, . . . k f j ∈ BC0(R+, X)},

est muni de la norme

‖f‖BCk := ‖f‖∞ +

j=k∑
j=1

‖f j‖∞

est un espace de Banach.

Exemple 1.1 On a
1. (R, |.|) est un espace de Banach.
2. Pour E = C([a, b],R), on a (E, ‖.‖∞) est un espace de Banach, avec

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f (x)|

.

2 Différentielle en un point et sur un ouvert
Soit E,F deux espaces normés.

Définition 1.5 Soit U ouvert sur E. On dit qu’une application
f : U → F est differentiable en un point a ∈ U s’il existe une application
linéaire continue La de E dans F telle que, pour h suffisamment petit on ait

f(a+ h)− f(a)− La.h = ◦(h) = ‖h‖ε(h),

avec ε(h) qui tend vers zéro lorsque h tend vers zéro.
La est appellée differentielle de f au point a est notée Df(a) telle que

Df : U −→ L(E,F )
a 7−→ Df(a)

On dit que f est différentiable sur U si elle l’est en tout point de U .

Proposition 1.1 Si f : U ⊂ E → F et g : V ⊂ E → F sont différentiables
respectivement sur des ouverts U et V d’un même espace E, alors leur somme
f + g est différentiable sur U ∩ V et

D(f + g) = Df +Dg.
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C’est-à-dire que pour tout x ∈ U ∩ V et pour tout h ∈ E

D(f + g)(x).h = Df(x).h+Dg(x).h.

De plus, quel que soit λ ∈ R, la fonction λf est différentiable et

D(λf) = λDf.

Théorème 1.1 Si f : U ⊂ E → F est différentiable en un point x ∈ U et
si g : V ⊂ F → G est différentiable en f(x) ∈ V , alors la fonction composée
g ◦ f : U ⊂ E → G est différentiable en x et on a

D(g ◦ f)(x) · h = Dg(f(x)) · (Df(x) · h) ∀x ∈ U et ∀h ∈ E.

Autrement dit,

D(g ◦ f)(x) = Dg(f(x)) ◦Df(x) ∀x ∈ U.

Exemple 1.2 soit φ une application bilinéaire de E1 × E2 vers F continue
et continument différentiable, alors on a :

Dφ(x1, x2)(h1, h2) = φ(x1, h2) + φ(h1, x2), ∀(x1, x2), (h1, h2) ∈ E1 × E2.

En effet on a

lim
(h1,h2)→(0,0)

∥∥∥∥φ((x1, x2) + (h1, h2))− φ((x1, x2))−Dφ(x1, x2)(h1, h2)‖F
‖(h1, h2)‖E1×E2

∥∥∥∥ = 0

d’autre part : φ est bilinéaire donc

φ(x1 + h1, x2 + h2) = φ(x1, x2 + h2) + φ(h1, x2 + h2)

= φ(x1, x2) + φ(x1, h2) + φ(h1, x2) + φ(h1, h2)

et donc

‖φ(x1 + h1, x2 + h2)− φ(x1, x2)− φ(x1, h2)− φ(h1, x2)‖F = ‖φ(h1, h2)‖F ,

et puisque

lim
(h1,h2)→(0,0)

‖φ(h1, h2)‖
‖(h1, h2)‖

= 0

alors
Dφ(x1, x2)(h1, h2) = φ(x1, h2) + φ(h1, x2)
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Exemple 1.3 Soit E et F deux espaces normés. soit f une application li-
néaire de E vers F continue, alors on a :

Df(x).h = f(h) ∀x, h ∈ E.

En effet : puisque f est linéaire et continue alors f est de classe C1

donc ∀x ∈ E

lim
h→0

‖f(x+ h)− f(x)−Df(x).h‖
‖h‖

= 0,

d’autre part f est linéaire, donc

f(x+ h)− f(x)− f(h) = 0,

alors :
Df(x).h = f(h).

3 Opérateurs linéaires
Définition 1.6 Soit X un espace de Banach. Une application

A : D(A) ⊂ X → X

est un opérateur linéaire si D(A) est un sous-espace vectoriel de X et A est
linéaire. D(A) est appelé domaine de A.

Exemple 1.4 Soit A l’opérateur différentiel d
dt

où

D(A) = {f ∈ C1(R, X),
d

dt
∈ BC0(R, X).}

Nous noterons par L(X) l’ensemble des applications linéaires de X dans X.

Définition 1.7 Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach X
avec D(A) = X.
A est un opérateur linéaire borné sur X s’il existe une constante positive c
telle que

‖Ax‖ ≤ c‖x‖, ∀x ∈ X.

Définition 1.8 Un opérateur linéaire sur un espace X est continu au point
x ∈ X, si pour toute suite (xn) ⊂ X tel que xn → x, nous avons Axn → Ax,
c’est à dire

‖Axn − Ax‖ → 0, quant ‖xn − x‖ → 0
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Définition 1.9 Un opérateur linéaire A : X → X est continu sur X si et
seulement s’il est continu pour tout point x ∈ X.

Théorème 1.2 Soient E et F deux espaces vectoriels normés et A : E → F
une application linéaire. Alors les proprétés suivantes sont équivalentes :

1. A est continue sur E.
2. A est continue en 0E.
3. l’image par A de toute borné de E est un borné de F .
4. ∃c > 0 tel que ∀x ∈ E on a

‖A(x)‖F ≤ c ‖x‖E

Exemple 1.5 Soit E = C ([0, 1] ,C), avec

‖f‖E = sup
t∈[0,1]

|f (t)| .

Soit t0 ∈ [0, 1], on définit A par

A : E −→ C
f 7−→ f (t0)

A est continue sur E, car ∀f ∈ E on a

‖Af‖ = ‖f (t0)‖ = |f (t0)| 6 sup
t∈[0,1]

|f (t)| = ‖f‖E .

4 Fonction S-asymptotiquement ω-periodique
Définition 1.10 [10], [4] Soit ω ∈ (0,∞).
Une fonction x ∈ BC0(R+, X) est dite S-asymptotiquement ω-périodique si
elle vérifie

lim
t→∞

(x(t+ ω)− x(t)) = 0.

On note par SAP 0
ω(X) l’espace des fonctions S-asymptotiquement ω-périodiques.

Théorème 1.3 [4]. (SAP 0
ω(X), ‖ · ‖∞) est un espace de Banach.

démonstration :
Soit fn une suite dans SAP 0

ω(X) qui converge vers f pour n→∞. Montrons
que f ∈ SAP 0

w(X), et f est fermé dans SAP 0
ω(x) En effet :

f(t+ ω)− f(t) = f(t+ ω)− fn(t+ ω) + fn(t+ ω)− fn(t) + fn(t)− f(t).
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Comme on a la suite (fn)n converge vers f pour n→∞ alors

lim
n→∞

(fn(t)− f(t) = 0 et lim
n→∞

fn(t + ω)− f(t + ω) = 0,

et puisque fn ∈ SAPω(X), on a

lim
n→∞

fn(t+ ω)− fn(t) = 0.

Donc
lim
n→∞

f(t+ ω)− f(t) = 0.

Alors on obtient SAP 0
w(X) est un fermé dans un complet BC0(R+, X), d’où

SAP 0
w(X) est complet.

Pour k ∈ {1, 2}, l’espace

SAP k
w(X) = {f : R+ → X, f ∈ SAP 0

w(X) ∀j = 1, . . . k f (j) ∈ SAP 0
w(X)},

est muni de la norme de ‖f‖BCk , est un espace de Banach.

Exemple 1.6 La fonction

f : [0,+∞[ −→ R
t 7−→ sin(ln(t+ 1))

,

est une fonction s-asymptotiquement ω-périodique.

En effet : puisque

lim
t→∞

f ′(t) = lim
t→+∞

cos(ln(t+ 1))

t+ 1
= 0,

alors pour ω > 0 et pour 0 < δ < 1 on a

lim
t→∞

(f(t+ ω)− f(t)) = lim
t→∞

f ′(t+ δω)ω = 0.

5 Propriétés des Fonctions s-asymptotiquement
ω-periodiques

Proposition 1.2 Soit X un espace de Banach .Si a ∈ SAP 0
w(R) et f ∈

SAP 0
w(X), alors af ∈ SAP 0

w(X).
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Démonstration Comme a et f sont bornés, ∃k1, k2, tel que |a(t)| ≤ k1 et
‖f(t)‖X ≤ k2, ∀t ≥ 0. Nous avons

‖a(t+ ω)f(t+ ω)− a(t)f(t)‖ ≤ ‖(a(t+ ω)− a(t)).f(t+ ω)‖
+‖a(t)(.(f(t+ ω)− f(t))‖

≤ |a(t+ ω)− a(t)|.‖f(t+ ω)‖
+‖f(t+ ω)− f(t)‖.|a(t)|

d’où

‖a(t+ ω)f(t+ ω)− a(t)f(t)‖ ≤ |a(t+ ω)− a(t)|.k2 + ‖f(t+ ω)− f(t)‖.k1.

Par conséquent

lim sup ‖a(t+ ω)f(t+ ω)− a(t)f(t)‖ ≤ limt→∞ |a(t+ ω)− a(t)|.k2
+ limt→∞ ‖f(t+ ω)− f(t)‖.k1.

,

d’où
lim
t→∞
‖a(t+ ω)f(t+ ω)− a(t)f(t)‖ = 0.

Proposition 1.3 Supposons que f ∈ SAP 0
w(R) tel que inft∈|R+ |f(t)| ≥ γ >

0, alors g := 1
f
∈ SAP 0

w(R).

Démonstration : Il est évident que |f(t)| ≥ γ pour tout t ∈ R+. Nous
déduisons alors que

1

|f(t).f(t+ w)|
≤ 1

γ2
.

Soit ε > 0. Alors il existe Tε > 0 tel que

|f(t+ w)− f(t)| < εγ2, t > Tε.

Pour t > Tε nous avons donc

|g(t+ w)− g(t)| ≤| f(t+ w)− f(t)

f(t).f(t+ w)
|≤ ε.

Proposition 1.4 Soit f ∈ SAP 0
w(X) et φ : X → X un opérateur uni-

formément continu sur les sous ensemble bornés de X. Alors la fonction
F : R+ → X définie par

F (t) = φ ◦ f(t)

est dans SAP 0
w(X).
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Démonstration : Soit δ > 0. Comme f ∈ SAP 0
w(X), il existe Tδ tel que

pour tout t > Tδ nous avons

‖f(t+ w)− f(t)‖ < δ.

Pour ε > 0, il existe τ > 0 tel que pour tout x, y ∈ Rf (l’image de f qui est
un ensemble borné inclus dans X), tel que ‖x− y‖ ≤ τ nous avons

‖φ(x)− φ(y)‖ < ε.

Pour x = f(t+ w) et y = f(t) et δ = τ nous obtenons donc

‖φ(f(t))− φ(f(t+ w))‖ < ε, ∀t > Tδ.

Proposition 1.5 Soit f ∈ SAP 0
ω(X) et a ∈ L1(R+,R). Alors la fonction

G : R+ → R définie par

G(t) :=

∫ t

0

a(t− s)f(s)ds,

est dans SAP 0
ω(X).

Démonstration : Soit ε > 0. Alors il existe T > 0 tel que

|f(t+ w)− f(t)| < ε, t > T,

et

|a(t)| < ε. Car les fonctions a support compact sont dense dans L1

Nous avons

‖G(t+ w)−G(t)‖ = ‖
∫ w

0

a(t+ w − s)f(s)ds+

∫ t+w

w

a(t+ w − s)f(s)ds

−
∫ t

0

a(t− s)f(s)ds‖

≤ ‖
∫ w

0

a(t+ s)f(w − s)ds‖+

∫ t

0

|a(t− s)|‖f(s+ ω)− f(s)‖ds

≤ ‖f‖∞‖
∫ w

0

|a(t+ s)|ds+

∫ T

0

|a(t− s)|‖f(s+ w)− f(s)‖ds

+

∫ t

T

|a(t− s)|‖f(s+ w)− f(s)‖ds

≤ ‖f‖∞‖.w.ε+ 2‖f‖∞
∫ T

0

|a(t− s)|ds+ ε

∫ t

T

|a(t− s)|ds

≤ ‖f‖∞‖.w.ε+ 2‖f‖∞
∫ t

t−T
|a(s)|ds+ ε

∫ t−T

0

|a(s)|ds

≤ ‖f‖∞‖.w.ε+ 2‖f‖∞εT + ε

∫ t−T

0

|a(s)|ds
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qui montre que
lim
t→∞
‖G(t+ w)−G(t)‖.

6 Théoréme des fonctions implicites
Définition 1.11 On appelle fonction implicite définie par l’équation f est
continue et linéaire, f(x1, x2) = 0 toute fonction φ définie sur un intervalle I
de R à valeurs dans un intervalle J de R et telle que ∀x1 ∈ I, f(x1, φ(x1)) =
0.

Théorème 1.4 [6] Soient E1, E2 et F des espaces de Banach, U ⊂ E1, V ⊂
E2 des ouverts et f : U × V → F une application de classe Cr(r ≥ 1).
Soit (a, b) ∈ U × V tel que

f(a, b) = 0 et Dyf(a, b) ∈ Isom(E2, F ).

Alors, il existe un voisinage ouvert de a, Ua ⊂ U , un voisinage ouvert de b,
Vb ⊂ V et une application de classe C1, φ : Ua → Vb tel que φ(a) = b et on
a :

∀(x, y) ∈ Ua × Vb, f(x, y) = 0⇔ ∀x ∈ Ua y = φ(x),

c’est à dire

{(x, y) ∈ Ua × Vb, f(x, y) = 0} = {(x, φ(x)), x ∈ Ua}.



Chapitre 2

Opérateurs importants.

Dans ce chapitre en présente les opérateurs linéaires utilisés dans notre
résultat principal et nous établissons la diffirentiabilité de l’opérateur de Ne-
mytskii sur l’éspace des fonctions S-asymptotiquement ω-periodiques.

1 Opérateurs de dérivation

— d2

dt2
: SAP 2

w(R)→ SAP 0
w(R) est défini par

d2

dt2
x := x′′.

d2

dt2
(λ1x1 + λ2x2) = (λ1(x1) + λ2(x2))

′′

= λ1x
′′
1 + λ2x

′′
2

= λ1
d2

dt2
x1 + λ2

d2

dt2
x2

alors l’opérateur d2

dt2
est linéaire.

Et puisque

‖ d
2

dt2
x‖∞ ≤ ‖x′′‖∞ + ‖x′‖∞ + ‖x‖∞,

on a
‖ d

2

dt2
x‖∞ ≤ ‖x‖BC2 .

Alors l’opérateur d2

dt2
est linéaire et continu, donc

d2

dt2
est de classe C1, (2.1)

13
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et on a
pour tout x, y dans SAP 2

w(R)

D
d2

dt2
(x(·))(y(·)) =

d2

dt2
(y(·))

— d
dt

: SAP 1
w(R)→ SAP 0

w(R) est défini par

d

dt
x := x′.

On a

d

dt
(λ1(x1) + λ2(x2)) = (λ1(x1) + λ2(x2))

′

= λ1x
′
1 + λ2x

′
2

= λ1
d

dt
x1 + λ2

d

dt
x2

alors l’opérateur d
dt

est linéaire.

Et puisque

‖ d
dt
x‖∞ ≤ ‖x′‖∞ + ‖x‖∞,

on a
‖ d
dt
x‖∞ ≤ ‖x‖BC1 .

Alors l’opérateur d
dt

est linéaire et continu, donc

d

dt
est de classe C1, (2.2)

et on a
pour tout x, y dans SAP 1

w(R)

D
d

dt
(x(·))(y(·)) =

d

dt
(y(·))

2 Opérateurs d’injections
— in1 : SAP 2

w(R)→ SAP 1
w(R) est défini par

in1(x) := x.
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On a

in1(λ1(x1) + λ2(x2)) = λ1x1 + λ2x2

= λ1in1(x1) + λ2in1(x2)

alors l’opérateur in1 est linéaire. Puisque

‖in1(x)‖BC1 = ‖x‖∞ + ‖x′‖∞ ≤ ‖x‖∞ + ‖x′‖∞ + ‖x′′‖∞,

on a
‖x‖BC1 ≤ ‖x‖BC2 ,

d’où
‖in1(x)‖BC1 ≤ ‖x‖BC2 .

Alors l’opérateur

in1 est de classe C1, (2.3)

et on a, pour tout x, y dans SAP 2
w(R)

Din1(x(·))(y(·)) = in1(y(·)).

— in2 : SAP 2
w(R)× SAP 1

w(R)→ SAP 0
w(R)× SAP 0

w(R) est défini par

in2(x, y) := (x, y).

On a

in2(λ1(x1, y1) + λ2(x2, y2)) = λ1(x1, y1) + λ2(x2, y2)

= λ1in2(x1, y1) + λ2in2(x2, y2)

alors l’opérateur in2 est linéaire. Puisque

‖(x, y)‖BC0×BC0 = sup(‖x‖BC0 , ‖y‖BC0) ≤ ‖(x, y)‖BC2×BC1 = sup(‖x‖BC2 , ‖y‖BC1),

d’où
‖in2(x, y)‖BC0×BC0 ≤ ‖(x, y)‖BC2×BC1 .

Alors l’opérateur
in2 est de classe C1, (2.4)

et on a, pour tout (x1, y1), (x2, y2) dans SAP 2
w(R)× SAP 1

w(R)

Din2((x1, y1)(·))((x2, y2)(·)) = in2((x2, y2)(·)).
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— in3 : SAP 2
w(R)→ SAP 0

w(R) est défini par

in3(x) := x.

On a

in3(λ1(x1) + λ2(x2)) = λ1x1 + λ2x2

= λ1in3(x1) + λ2in3(x2)

alors l’opérateur in3 est linéaire. Puisque

‖in3(x)‖BC0 = ‖x‖∞ ≤ ‖x‖∞ + ‖x′‖∞ + ‖x′′‖∞,

on a
‖x‖BC0 ≤ ‖x‖BC2 ,

d’où
‖in3(x)‖BC0 ≤ ‖x‖BC2 .

Alors l’opérateur

in3 est de classe C1, (2.5)

et on a, pour tout x, y dans SAP 2
w(R)

Din3(x(·))(y(·)) = in3(y(·)).

3 Opérateurs de projections
— π1 : SAP 2

w(R)× SAP 0
w(R)→ SAP 2

w(R) défini par

π1(x, e) := x

π1(λ1(x1, e1) + λ2(x2, e2)) = λ1x1 + λ2x2

= λ1π1(x1, e1) + λ2π1(x2, e2)

alors l’opérateur π1 est linéaire.

On a
‖x‖BC2 ≤ sup(‖x‖BC2 , ‖x′‖BC0),

donc
‖π1(x, e)‖BC2 ≤ ‖(x, e)‖BC2×BC0 .

Alors l’opérateur π1 est linéaire et continu,

π1 est de classe C1. (2.6)
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— π2 : SAP 2
w(R)× SAP 0

w(R)→ SAP 0
w(R) défini par

π2(x, e) := e

π2(λ1(x1, e1) + λ2(x2, e2)) = λ1e1 + λ2e2

= λ1π2(x1, e1) + λ2π2(x2, e2)

alors l’opérateur π2 est linéaire.

On a
‖e‖BC0 ≤ sup(‖x‖BC2 , ‖e‖)BC0 ,

donc
‖π2(x, e)‖BC2 ≤ ‖(x, e)‖BC2×BC0 .

Alors l’opérateur π2 est linéaire et continu, donc

π2 est de classe C1. (2.7)

4 Opérateur de Nemytski
Dans cette section, nous définissons l’opérateur de Nemytski (dite aussi

opérateur de superposition). Soit X, Y deux espaces de Banach

Définition 2.1 Pour f : X → Y une fonction, l’opérateur de Nemytski par
rapport à f est l’opérateur donné par

Nf : BC0(R+, X) −→ BC0(R+, Y )
[t 7→ u(t)] 7−→ [t 7→ f(u(t))]

Pb(X) désigne l’ensemble des parties bornées de X.

Définition 2.2 Soit φ : X → Y une fonction. on dit que φ est bornée uni-
formément continue si on a les conditions suivantes :

(a) Pour tout B ∈ Pb(X),

φ(B) ∈ Pb(Y ).

(b) ∀B ∈ Pb(X), la restriction φ|B est uniformément continue.
On note par UCb(X, Y ) l’espace de ces fonctions.

Définition 2.3 soit φ : X → Y une fonction. On dit que φ est C1 unifor-
mément sur les sous-ensembles bornés de X si
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(a) φ ∈ UCb(X, Y ).

(b) φ ∈ C1(X, Y ).

(c) Dφ ∈ UCb(X,L(X, Y )).

On note par UC1
b (X, Y ) l’espace de ces fonctions.

En premier temps nous étudions la continuité d’opérateurs de Nemytski.

Théorème 2.1 Soit f ∈ UCb(X, Y ). Alors on a

Nf ∈ C0(BC0(R+, X), BC0(R+, Y )).

Démonstration
On fixe u ∈ BC0(R+, X). On pose

y(t) := f(u(t)), pour tout t ∈ R+;

et donc nous définissons la fonction y : R+ → Y. Puisque u est bornée, alors
on a

u(R+) ∈ Pb(Y ),

et par l’utilisation de deuxième condition de la Définition , on obtient

y(R+) ⊂ f(u(R+)) ∈ Pb(Y ).

Et donc y est bornée. Notons que

y = f ◦ (u).

Puisque u, et f (d’après la première condition de la définition ) sont continues,
alors il en est de même pour y. Et donc Nf : BC0(R+, X) → BC0(R+, Y )
est bien défini.
Maintenant nous étudions la continuité de Nf , on fixe u ∈ BC0(R+, X).
Alors il existe R ∈ (0,∞) tel que

u(R+) ⊂ BX(0, R).

On pose
B1 := B(0, R + 1) ∈ Pb(X).

On fixe ε ∈ (0,∞). Soit u1 ∈ BC0(R+, X) tel que

‖u− u1‖∞ ≤ δ(B1, ε),
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tel que δ(B1, ε) donner par la deuxième condition de la définition que l’on
peut choisir plus petit que 1. Alors pour tout t ∈ R+, on a

|u1(t)| ≤ |u1(t)− u(t)|+ |u(t)|,

et donc on a
|u1(t)| ≤ R + 1.

Alors u1(R+) ⊂ B1. Par l’utilisation de la deuxième condition de la définition
4 et puisque on a

‖u− u1‖∞ ≤ δ(B1, ε), pour tout t ∈ R+,

on obtient
|f(u(t))− f(u1(t))| ≤ ε, pour tout t ∈ R+,

c-à-d
‖Nf (u)−Nf (u1)‖∞ ≤ ε.

D’où la continuité de Nf . �

Théorème 2.2 Soit f ∈ UCb(X, Y ). Alors on a

Nf ∈ C0(SAP 0
ω(X), SAP 0

ω(Y )).

Démonstration
Nous savons que Nf (SAP

0
ω(X)) ⊂ SAP 0

ω(Y ) d’après [10] ou Théorème 3.14
de [4]. Puisque la restriction d’un opérateur continu est continue, on obtient
la continuité de Nf d’après le Théorème 2.1. �

Théorème 2.3 Soit f ∈ UC1
b (X, Y ). Alors on a

Nf ∈ C1(SAP 0
ω(X), SAP 0

ω(Y )),

et on a pour tout u, h ∈ SAP 0
ω(X)

DNf (u).h = [t 7→ Dφ(u(t)).h(t)].

Pour la démonstration voir [3].
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5 Opérateur du produit
Soit l’opérateur B : R× R→ R défini par

B(r, s) := r.s.

On a

B(λ1r1 + λ2r2, s) = (λ1r1 + λ2r2)s

= λ1r1s+ λ2r2s

= λ1B(r1, s) + λ2B(r2, s),

alors B est linéaire par rapport a la premiér variable.

B(r, λ1s1 + λ2s2) = r(λ1s1 + λ2s2)

= rλ1s1 + rλ2s2

= λ1B(r, s1) + λ2B(r, s2),

alors B est linéaire par rapport au deuxième variable et donc B est un opé-
rateur bilinéaire.
Puisque B est un opérateur bilinéaire continu donc est de classe C1

On considère l’opérateur de Nemystki construit sur B,

NB : SAP 0
w(R)× SAP 0

w(R) −→ SAP 0
w(R)

[t 7→ (u(t), v(t))] 7−→ [t 7→ u(t).v(t)]

et on a
DNB(a, b)(u, v) := [t 7→ DB(a(t), b(t))(u(t)v(t))],

donc
DNB(a, b)(u, v) := [t 7→ B(a(t), v(t)) +B(u(t)b(t))],

alors
DNB(a, b)(u, v) = NB(a, v) +NB(u, b).



Chapitre 3

Existence et unicité des solutions
S-asymptotiquement ω
périodiques de L’équation de
Liénard

Dans ce chapitre, on donne un théoréme sur l’existence et l’unicité et
la dépendance réguliére d’une solution S-asymptotiquement w-périodique de
l’équation de Liénard.

Lemme 3.1 Soit A ∈ L(Rn,Rn) tel que toutes ses valeurs propres ont une
partie réelle différente de zéro. Alors, pour tous h ∈ SAP 0

w(Rn), il existe une
unique solution S-asymptotiquement w-periodique de l’équation différentielle

u′(t) = Au(t) + h(t). (3.1)

Ce lemme est une généralisation d’un travail sur [2]

Théorème 3.1 Soit l’equation de Liénard

(F , e) x′′(t) + f(x(t), x′(t)).x′(t) + g(x(t)) = e(t).

Sous les hypothéses
(A1) f ∈ UC1

b (R2,R) et g ∈ UC1
b (R,R).

(A2) g(0) = 0.
(A3) f(0, 0) 6= 0 lorsque f(0, 0)2 < 4g′(0), et g′(0) 6= 0 lorsque f(0, 0)2 ≥

4g′(0).
Il existe un voisinage W de 0 dans SAP 0

w(R), un voisinage U de 0 dans
SAP 2

w(R2) et une application e 7→ x[e] de classe C1, de W dans U qui
satisfont les conditions suivantes :

21
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(i) x[0] = 0.

(ii) Pour tout e ∈ W , x[e] est une solution S-asymptotiquement w− perio-
dique de (F , e).
(iii) Si x ∈ U solution S-asymptotiquement ω− périodique de (F , e). avec
e ∈ W dans SAP 0

ω(R), alors on a x = x[e].

On définit l’opérateur non linéaire Φ : SAP 2
ω(R)× SAP 0

ω(R)→ SAP 0
ω(R)

Φ(x, e) := [t 7→ x′′(t) + f(x(t), x′(t)).x′(t) + g(x(t))− e(t)] (3.2)

où x ∈ SAP 2
ω(R).

Il est facile de remarquer que , x ∈ SAP 2
ω(R) satisfait Φ(x, e) = 0 si et

seulement si x est une solution S-asymptotiquement ω− périodique de (F , e).
Pour bien organiser notre démonstration de Théorème 3.1, on va la découper
en des lemmes avec leurs démonstrations pour assurer les hypothèses du
théorème des fonctions implicites ([6], p. 61) sur Φ(x, p) = 0 sur Φ(x, e) = 0 et
donc l’existence et l’unicité d’une solution S-asypmtotiquement ω-périodique
de (F , e).
Par l’hypothèse (A2), 0 est une solution S-asypmtotiquement ω-périodique
de (F , 0), et alors on a l’égalité suivante

Φ(0, 0) = 0. (3.3)

Lemme 3.2 Sous les hypothéses (A1−A2), l’opérateur Φ est bien défini, et
il est de classe C1 de SAP 2

ω(R)×SAP 0
ω(R). De plus la dérivée partielle de Φ

par rapport à la première variable, au point (x, e) = (0, 0), est donnée par

DxΦ(0, 0).y = [t 7→ y′′(t) + f(0).y′(t) + g′(0).y(t)]

où y ∈ SAP 2
ω(R).

Démonstration On note que l’égalité suivante est vérifiée :

Φ =
d2

dt2
◦π1 +NB(Nf ◦ in2 ◦∆◦π1,

d

dt
◦ (in1 ◦π1)) +Ng ◦ in3 ◦π1−π2. (3.4)

D’aprés le théorème2.3 et l’hypothèse (A1) on a

Nf , Ng est de classe C1.

D’aprés les equations (2.1) jusqu’à (2.5) du chapitre 2 alors on a

π1 π2 NB
d

dt
,
d2

dt2
in1, in2, in3 sont de classe C1.
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Pour l’opérateur ∆ défini comme suit :

∆ : SAP 2
ω(R) −→ SAP 2

ω(R)× SAP 1
ω(R)

x 7−→ ∆(x) = (x, x′)

∆ est linéaire puisque

∆(λ1(x1) + λ2(x2)) = λ1(x1, x
′
1) + λ2(x2, x

′
2)

= λ1∆(x1) + λ2∆(x2)

Et on a
‖(x, x′)‖BC2×BC1 = sup(‖x‖BC2 , ‖x′‖BC1) ≤ ‖x‖BC2 ,

car si sup(‖x‖BC2 , ‖x′‖BC1) = ‖x‖BC2 on a

‖x‖BC2 ≤ ‖x‖BC2 .

Et si sup(‖x‖BC2 , ‖x′‖BC1) = ‖x′‖BC1 on a

‖x′‖BC1 = ‖x′‖BC0 + ‖x′′‖BC0 ≤ ‖x‖BC0 + ‖x′‖BC0 + ‖x′′‖BC0

donc
‖∆(x)‖BC2×BC1 ≤ ‖(x)‖BC2 ,

d’où ∆ est de classe C1. Par l’utilisation des régles habituelles du calcul dif-
férentiel dans les espaces de Banach, on obtient que Φ est de classe C1.

Et alors, pour tout y ∈ SAP 2
ω(R), et par l’utilisation des formules clas-

sique du calcul différentiel dans les espaces de Banach, on obtient

DxΦ(0, 0).y =
d2

dt2
y+NB(DxNf (0, 0).y, 0)+NB(Nf (0, 0),

d

dt
.y+DxNg(0).y+0,

et donc pour tout t ∈ R,

(DxΦ(0, 0).y)(t) = y′′(t) + f(0, 0).y′(t) + g′(0).y(t).

Lemme 3.3 Sous les hypothèses (A1-A3), DxΦ(0, 0) est bijectif de SAP 2
ω(R)

sur SAP 0
ω(R).

Démonstration
Soit e ∈ SAP 0

ω(R). Nous voulons montrer qu’il existe une unique y ∈ SAP 2
ω(R)

tel queDxΦ(0, 0).y = e. en utilisant la formule prouvée par le lemme 3.2, cette
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équation est equivalente à dire que y est une solution S-asymptotiquement ω-
périodique de l’équation différentielle linéaire du seconde ordre(qui est l’équa-
tion de Duffing ) :

y′′(t) + f(0, 0).y′(t) + g′(0).y(t) = e(t). (3.5)

Soit le système différentiel de premier ordre équivalent à l’équation (3.5)
suivant.

X ′(t) = M.X(t) +B(t) (3.6)

où X(t) :=

[
y(t)
y′(t)

]
, B(t) :=

[
0
e(t)

]
, et M :=

[
0 1

−g′(0) −f(0, 0)

]
.

Le polynôme caractéristique de M est

λ2 + f(0, 0).λ+ g′(0).

On note par λ1 et λ2 les deux valeurs propres (égales ou différentes) de M .
Dans le cas où λ1, λ2 ∈ R, c.à.d

f(0, 0)2 ≥ 4g′(0),

la condition (A3) implique que λ1 6= 0 and λ2 6= 0 car on a

g′(0) = λ1.λ2 6= 0.

Dans le cas où λ1, λ2 ∈ C \ R, c.à.d

f(0, 0)2 < 4g′(0),

la condition (A3) implique que <λ1 6= 0 et <λ2 6= 0 puisque

f(0, 0) = −2<λ1 = −2<λ2.

Alors les hypothèses du lemme 3.1 sont vérifiées, et donc il existe une unique
solution S-asymptotiquement ω-périodique X. Par conséquent, la première
coordonnée de X, notée par y, est l’unique S-asymptotiquement ω-périodique
de (3.5). Donc y est l’unique élément dans SAP 2

ω(R) qui vérifie

DxΦ(0, 0).y = e.

Par l’utilisation de (3.3), du Lemme 3.2, du Lemme 3.3 et avec le théorème
des fonctions implicites ([6], p. 61) on obtient l’existence d’un voisinage U
de 0 dans SAP 2

ω(R), un voisinage V de 0 dans SAP 0
ω(R) et une application

e 7→ x[e] de classe C1 de V dand U qui satisfont les conditions suivantes :
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a/ x[0] = 0, qui est la condition (i) du notre théorème .
b/ Φ(x[e], e) = 0 pour tous e ∈ V , on assure alors que x[e] est une solution

S-asypmtotiquement ω-periodique de (F , e) pour tous e ∈ V et c’est
la conclusion (ii) du notre théorème.

c/ {(x, e) ∈ U × V : Φ(x, e) = 0} = {(x[e], e) : e ∈ V} et donc la
conclusion (iii) du notre Théorème.

Ainsi notre Théorème est prouvés.
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