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Abstract

In this work, starting from the zero solution, we prove the
existance, uniqueness and regular dependance of, S-
asymptitically w-periodic solution, x(e) of liénard's differential
equation, in the form:

X" (t)+f(x(t), x'(t)).x"(t)+g(x(t))=e(t)
Where "e" is asymptotically w-periodic forcing terme.

Keywords

S-asymptotically w-periodic functions, Liénard equation,
Implicit function, Nemytskii operator.
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Résumé

Dans ce travail, au voisinage de zéro, on démontre
I'existence, I'unicité et la dépendance réguliere d'une solution
x(e), S-Asymptotiquement w-périodique, de |I'équation de
Liénard de la forme:

X" (t)+f(x(t), x'(t)).x'(t)+g(x(t))=e(t)

ou "e" est une force extérieure S-Asymptotiquement w-
périodique.

Mots-clés

Fonction S-asymptotiquement w-périodique, Equation de
Liénard, Fonction implicite, Opérateur de Nemytskii.
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Introduction générale

Depuis peu, une nouvelle classe de fonctions généralisant celle des fonc-
tions périodiques a été définie : il s’agit de la classe des fonctions
S-asymptotiquement w-periodiques. Cette classe de fonctions généralise aussi
celle des fonctions asymptotiquement w-periogiques. Dans [13] Lizama et
N’Guérekata montrent une relation entre les fonctions S-asymptotiquement
w-périodiques et plusieurs sous espaces de BC'(R, X) ot X est un espace de
Banach.

L’existence et 'unicité d’une solution S-asymptotiquement w-periodiques
a une grande importance dans I’étude qualitative de la théorie des équations
différentielles due & leurs applications dans plusieurs domaine comme la bio-
logie mathématique, la physique, la théorie du controle et d’autre domaines.
Parmis ces applications, on trouve comme modéle oscillatoire important dans
le domaine de la physique, ’équation de Liénard forcée.

Dans [5] les auteurs donne des résultats d’existence, au moins, d’une so-
lution périodique pour I'équation de Liénard généralisée

2 (1) + g(a(t), (). (£) + d(a(t)) = 0.

D’autre résultats de dépendance ont été établis en [1] et [2], pour des différent
types de solutions z, de la famille d’équations suivantes :

2" (t) + f(x(t), p)-a'(t) + g(x(t),p) = e(1),
pour un p, dans un voisinage de 0 et dans un espace de Banach.

Blot, Cieutat et N’Guérékata [4], Cuevas, Pierri et Sepulveda [7], Cuevas
et de Souza 8], Henriquez, Pierri et Téboas [10],[11], Nicola et Pierri [12],
sont penchés vers ce type d’équations et sur les conditions d’existence et
d’unicité et de la dépendance différentielle de la solution S-asymptotiquement
w-periodique des équations différentielles dans des espaces de dimension fi-
nie ou infinie. Dans [3], les auteurs montre l'existence d’une solution S-
asymptotiquement w-periodique pour les équations d’évolution sous la forme
du probléme de Cauchy.



Plan du mémoire

Le principal résultat obtenu dans ce travail concerne I’existence et 'unicité
d’une solution S-asymptotiquement w-periodique de ’équation de Liénard

(Foe)  a"(t) + fz(t), 2'(2).2(t) + g(2(t)) = e(t).

Pour réaliser notre objectif on divise notre travail en trois chapitres

Dans le chapitre 0I, on rappelle les définitions et les propriétés des fonc-
tions S-asymptotiquement w-periodiques en abordant quelques outils d’ana-
lyse fonctionnelle (Espace de Banach, opérateur linéaire, différentielle d’un
opérateur,théoréme des fonctions implicites)

Dans le chapitre II, nous établissons des nouvelles propriétés sur les
opérateurs de Nemytskii sur I’espace des fonctions S-asymptotiquements w-
periodiques. Nous étudions aussi la continuité et la différentiabilité des opé-
rateurs utilisés dans la démonstration de notre théoréme principal.

Dans le chapitre III, on présente notre théoréme principal sur 1’exis-
tence et 'unicité de la solution S-asymptotiquement w-periodique de I’équa-
tion de Liénard (F,e) avec un résultat de dépendance de la solution par
rapport au terme forcé e(t).



Chapitre 1
Préliminaire

Ce chapitre est une collection des définitions, des théorémes et des pro-
priétés qui seront utiles pour la suite de ce travail.

1 Espace de Banach

Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps K (K =R ou C).
On appelle norme sur un espace vectoriel E une application x — ||z| de E
dans R vérifiant les conditions suivantes :

I.VeeE: |z[|=0&2=0
2.V eK, Ve e E: ||Az|| = |A|z].
3. Vrye B |z +yl <zl + llyll.

Le couple (E,||-||) s’appelle un espace vectoriel normé ou E est un K-espace
vectoriel et || - || est une norme sur E.

Définition 1.2 Une suite de vecteurs (x,) dans X est de Cauchy si pour
chaque € > 0, il existe un entier N tel que

|xn — xm|| <&, pour tout n,m > N.

Définition 1.3 On dit qu’un espace normé E est de Banach, si toute suite
de Cauchy f, est convergente dans E. C’est-a-dire E est complet en tant
qu’un espace métriqgue muni de la distance associée a sa norme.

Définition 1.4 Soit (X, | - ||) un espace de Banach, BC°(Ry, X) désigne
l’espace des fonctions bornées et continues. On note :

BC°(R,, X)={f: R, = X, f est continues, ||f||s := sup || f(t)||x < co}.
teR4
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Pour k € {1, 2}, l'espace
BC*R,, X)={f: R, =X, fEC*R,,X)Vj=1,...k [/ e BC'Ry,X)},

est muni de la norme
j=k
£l see = 1fllse + D 1 Nl
j=1

est un espace de Banach.

Exemple 1.1 On a
1. (R,].|) est un espace de Banach.
2. Pour E = C([a,b],R), on a (E,||.||,) est un espace de Banach, avec

[flle = sup [f (@)l

z€[a,b]

2 Différentielle en un point et sur un ouvert

Soit E, F' deux espaces normés.

Définition 1.5 Soit U ouvert sur E. On dit qu’une application
f U — F est differentiable en un point a € U s’il existe une application
linéaire continue L, de E dans F telle que, pour h suffisamment petit on ait

fla+h)— fla) = La.h = o(h) = ||h][e(R),

avec €(h) qui tend vers zéro lorsque h tend vers zéro.
L, est appellée differentielle de f au point a est notée D f(a) telle que

Df: U — L(E,F)
a +— Df(a)

On dit que f est différentiable sur U si elle ’est en tout point de U.

Proposition 1.1 St f: U CFE — F etg:V C E — F sont différentiables
respectivement sur des ouverts U etV d’un méme espace E, alors leur somme
f + g est différentiable sur U NV et

D(f +g)=Df + Dg.



C’est-a-dire que pour tout x € U NV et pour tout h €
D(f 4+ g)(x).h = Df(x).h+ Dg(x).h.
De plus, quel que soit X € R, la fonction \f est différentiable et
D(\f)=ADf.

Théoréme 1.1 Si f : U C E — F est différentiable en un point x € U et
sig:V CF — G est différentiable en f(x) € V, alors la fonction composée
go f:U C E — G est différentiable en x et on a

D(go f)(x)-h=Dg(f(z)) - (Df(x)-h) Ye €U et Vh € E.
Autrement dit,
D(go f)(xz) = Dg(f(x)) o Df(x) Vzel.

Exemple 1.2 soit ¢ une application bilinéaire de Ey x Ey vers F' continue
et continument différentiable, alors on a :

qu(fl’l, Ig)(hl, hg) = ¢($1, ]’LQ) + ¢(h1,$2), V(l’l,xg), (hl, hg) € E1 X EQ.

En effet on a

o((z1,2) + (h1, ha)) — d((21,22)) — Dd(x1, 22)(h1, o) P

=0
” (hlv hQ) ||E1 x Eo

lim
(hl ,hQ)%(0,0)

d’autre part : ¢ est bilinéaire donc

dxr +hi, 2o+ he) = o(x1,22 + he) + ¢(hy, 22 + ho)
= (21, 12) + ¢(x1, ha) + O(h1, 22) + P(hy, hy)

et donc
|p(z1 + by, 2o + he) — d(w1, 22) — ¢(21, ho) — (b1, 22) || = [|@(h1, ho)ll g
et puisque

[¢Che, ha) |l

11m /1 1 NI 0
(h1,h2)—(0,0) ||(h1, ha)]|

alors

Do(x1,22)(ha, he) = ¢(x1, he) + ¢(hy, z2)



Exemple 1.3 Soit E et F' deux espaces normés. soit f une application li-
néaire de E vers F' continue, alors on a :

Df(z).h = f(h) Va, h € E.

En effet : puisque f est linéaire et continue alors f est de classe C*
donc Vx € E

o W@+ 0) = (@) = Df )b _
h=0 Al

d’autre part f est linéaire, donc

f(x+h) = flx) = f(h) =0,

0,

alors :

Df(x).h = f(h).

3 Opérateurs linéaires

Définition 1.6 Soit X un espace de Banach. Une application
A:DA)CX =X

est un opérateur linéaire si D(A) est un sous-espace vectoriel de X et A est
linéaire. D(A) est appelé domaine de A.

Exemple 1.4 Soit A l'opérateur différentiel % ot

D(A) = {f € C'(R, X), % € BC°(R, X).}

Nous noterons par £(X) I’ensemble des applications linéaires de X dans X.

Définition 1.7 Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach X
avec D(A) = X.
A est un opérateur linéaire borné sur X s’il existe une constante positive ¢
telle que

|Az|| < cl|z]], Vz e X.

Définition 1.8 Un opérateur linéaire sur un espace X est continu au point
x € X, si pour toute suite (x,) C X tel que x,, — x, nous avons Ax, — Ax,
c’est a dire

|Az, — Az|| — 0, quant ||z, — x| — 0



Définition 1.9 Un opérateur linéaire A : X — X est continu sur X si et
seulement s’il est continu pour tout point x € X.

Théoréme 1.2 Soient E et F deux espaces vectoriels normés et A : E — F
une application linéaire. Alors les proprétés suivantes sont équivalentes :

1. A est continue sur E.

2. A est continue en 0.

3. limage par A de toute borné de E est un borné de F'.
4. de¢ >0 tel que Vr € E on a

[A(@)[lr < cllz]lg
Exemple 1.5 Soit E = C([0,1],C), avec

1flle = e [F @)1

te(o,1
Soit ty € [0,1], on définit A par

A:. F — C
f — f(t)

A est continue sur E, carVf € E on a

[ASI= 1S (o)l = |f (to) < sup [f ()] = [|f]l-

te[0,1]

4 Fonction S-asymptotiquement w-periodique

Définition 1.10 [10], [4] Soit w € (0, ).
Une fonction v € BC°(R,, X) est dite S-asymptotiquement w-périodique si
elle vérifie

Jim (a(t + ) — (1)) = 0.

On note par SAPY(X) l’espace des fonctions S-asymptotiquement w-périodiques.
Théoréme 1.3 [/]. (SAPY(X),| - |ls) est un espace de Banach.

démonstration :
Soit f, une suite dans SAPY(X) qui converge vers f pour n — co. Montrons
que f € SAPY(X), et f est fermé dans SAP%(z) En effet :

f+w) = f(t) = f+w) = falt + @) + full +w) = fult) + fu(t) = [(2).



Comme on a la suite (f,), converge vers f pour n — oo alors

lim (fn(t) = f(t) =0et lim f,(t +w) —f(t +w) =0,

n—00 n—00

et puisque f, € SAP,(X), on a
lim f,(t +w)— f.(t) =0.

Donc
lim f(t+w)— f(t)=0.

n—o0

Alors on obtient SAPS(X) est un fermé dans un complet BC°(R,, X), d’ou
SAP?(X) est complet.

Pour k € {1,2}, espace
SAPHX)={f: Ry = X, f€SAPY(X)Vj=1,...k f¥ € SAP’(X)},
est muni de la norme de || f|| gcr, est un espace de Banach.

Exemple 1.6 La fonction

f: [0,400] — R
t — sin(In(t+1))

est une fonction s-asymptotiquement w-périodique.

En effet : puisque

lim () = lim SSWREED) g

t—o0 t— 400 t+1

alors pour w > 0 et pour 0 < § < 1 on a

lim (f(t +w) — f(t)) = Jlim f(t+ dw)w = 0.

t—o00

5 Propriétés des Fonctions s-asymptotiquement
w-periodiques

Proposition 1.2 Soit X un espace de Banach .Si a € SAPY(R) et f €
SAPY(X), alors af € SAP)(X).
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Démonstration Comme a et f sont bornés, 3k;, ks, tel que |a(t)| < k; et
Il f ()]l x < ke, Vt > 0. Nous avons

la(t +w)f{t+w) —a®)fOI < [(alt +w) = a(?)).f(E + )|
Hla@®)((f(t+w) = FO))]

< a(t +w) = a(@) L[ f(t 4+ w)|l
+[f(t +w) = f@O)]]-|a(?)]
d’ou
la(t +w)f(t+w) —a()f@)] < lat +w) = a(@)] -k + |t +w) = F{)]].K1.
Par conséquent

limsup ||a(t +w) f(t +w) — a(t) f(?)]| limy o0 |a(t + w) — a(t)|.ka

<
+ lmy oo || f(E+w) — f(E)].K1.

d’ou
lim la(t +w)f(t +w) — a(t) f(1)]) = 0.

Proposition 1.3 Supposons que f € SAP)(R) tel que infe, |f(t)] > v >
0, alors g := % € SAPY(R).

Démonstration : Il est évident que |f(t)| > ~ pour tout ¢ € R,. Nous

déduisons alors que
1

£ (). f(t+ w)]
Soit € > 0. Alors il existe T, > 0 tel que

<

1
72
If(t+w)— f(t)] <ey?, t>T.

Pour ¢ > T, nous avons donc

ft+w) — f(t)
f@).ft+w)
Proposition 1.4 Soit f € SAPY(X) et ¢ : X — X un opérateur uni-

formément continu sur les sous ensemble bornés de X. Alors la fonction
F:R, — X définie par

l9(t +w) —g(t)] <| <e

F(t)=¢o f(t)
est dans SAP2(X).
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Démonstration : Soit § > 0. Comme f € SAP?(X), il existe Ts tel que
pour tout ¢ > T5 nous avons

£ (t+w)— ft)] < 6.

Pour € > 0, il existe 7 > 0 tel que pour tout z,y € Ry (I'image de f qui est
un ensemble borné inclus dans X), tel que ||x — y|| < 7 nous avons

[p(x) — oY)l <
Pour z = f(t+ w) et y = f(t) et 6 = 7 nous obtenons donc

[o(f () — o(f(t+w))l| <& VE>T5.

Proposition 1.5 Soit f € SAP%(X) et a € L'(R,R). Alors la fonction
G : R, — R définie par

est dans SAPY(X).
Démonstration : Soit € > 0. Alors il existe T" > 0 tel que
ft+w)—f(t) <e t>T,
et
la(t)| < e. Car les fonctions a support compact sont dense dans L'

Nous avons
IGt+w) -G = | Owa(t+w—s)f(s)ds-l—/wtwa(t—i—w—s)f(s)ds
— [ ate= sy
<[ attr st + alt = 95 + ) — F(o)lds
< bl [ late+ s + [ late = l15ts ) - 76)lds
b [ latt = 9l5ts +w) = fs)las
< lellave 20l [ late = as-+ [ lati — o)
< el 2070 [ jalas e [ latoas

t=T
< ||f||oo||-w-€+2||f||oo€T+€/ |a(s)lds
0
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qui montre que
lim ||G(t +w) — G(®)].

t—o00

6 Théoréme des fonctions implicites

Définition 1.11 On appelle fonction implicite définie par ’équation f est
continue et linéaire, f(xq,x2) = 0 toute fonction ¢ définie sur un intervalle I
de R a valeurs dans un intervalle J de R et telle que V1 € I, f(z1,¢(x1)) =
0.

Théoréme 1.4 [6] Soient Ey, Ey et F des espaces de Banach, U C Ey,V C
Ey des ouverts et f: U x V. — F une application de classe C"(r > 1).
Soit (a,b) € U x V tel que

f(a,b) =0 et D,f(a,b) € Isom(E,, F).

Alors, il existe un voisinage ouvert de a, U, C U, un voisinage ouvert de b,
Vi, C V et une application de classe C*, ¢ : U, — V, tel que ¢p(a) = b et on
a:

V([B,y) € Ua X%? f($,y>:O<:>V$EUa y:¢<l‘)7

c’est a dire

{(z,y) € Ua x Vi, [flz,y) =0} = {(z,0(x)), = €U},



Chapitre 2

Opérateurs importants.

Dans ce chapitre en présente les opérateurs linéaires utilisés dans notre
résultat principal et nous établissons la diffirentiabilité de 'opérateur de Ne-
mytskii sur I’éspace des fonctions S-asymptotiquement w-periodiques.

1 Opérateurs de dérivation

: SAP2(R) — SAPY(R) est défini par

dt2

2

——(Arr + Aaza) = (Ai(21) + Ae(w2))”

dt?
= )\11‘ + )\QZE
d> d?
= )\ldt2x1+/\2dt2 2
alors 'opérateur j—; est linéaire.
Et puisque
2
1=z lloo < l12"lloc + [12”lloo + [|2loc,
on a
I 2$||oo < [|z[|sc>-
dt
Alors l'opérateur j—; est linéaire et continu, donc
d2
7o) est de classe C*, (2.1)

13
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et on a
pour tout z, y dans SAP?(R)

DO = 50

— 4. SAPL(R) — SAPJ(R) est défini par

ix =
at”
On a
d ,
%(Al(ﬂcl) +A2(72)) = (A1) + Ao(22))
= )\11'/1 + )\21'/2
d d
= )\1@1’1 + )\2@.’172

alors 'opérateur % est linéaire.

Et puisque
d
1= 2lloo < [12"lloo + [[]lcc,
on a
el <l
— |00 < |2 .
7 BC!
Alors I'opérateur % est linéaire et continu, donc
d 1
pr est de classe C", (2.2)

et on a
pour tout z, y dans SAPL(R)

DEEON) = H0)

2 Opérateurs d’injections
— in; : SAP?(R) — SAPL(R) est défini par

iny(z) == x.
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On a

in1(>\1(l’1) + )\2(&32)) = )\1%1 + /\2272
= Aing(z1) + Aging (x2)

alors 'opérateur in; est linéaire. Puisque
lina(z)lser = [[2lloo + 12"]loo < l2lloo + (12| + 12" [lc0,

on a
|z||ger < ||2]|Be2,
d’ou
[iny ()| er < ||| Be2-

Alors 'opérateur

in; est de classe C', (2.3)
et on a, pour tout z, y dans SAP?(R)
Diny (2(-))(y(-)) = i (y(-))-
ing : SAP2(R) x SAPL(R) — SAP?(R) x SAP?(R) est défini par
ing(ﬂf,y) = (SU,:(/)

On a

ing(M(x1,y1) + A2, 42)) = Ai(z1, 1) + Ao(22, y2)
= Aing(z1,y1) + Aging(ze, yo)

alors 'opérateur iny est linéaire. Puisque

(@, y)||Bcoxco = sup(||x|| geo, [[y|lBco) < [[(7, )| Be2xBer = sup(||z||sez, |yl Bor),
d’ou
|ling(z, y)|| Beoxseo < ||(z,y)| Be2xpor-

Alors l'opérateur
iny est de classe C", (2.4)

et on a, pour tout (z1,v1), (72,y2) dans SAP2(R) x SAP}(R)

Ding((z1, y1)(+)) (22, 42)(-)) = ing((w2, 42)(+)).



— ing: SAP%(R) — SAP2(R) est défini par

ins(z) := z.

ing()\l(.Tl) + )\2(132)) = )\11’1 + )\2372
= )\12.713(1'1) + )\22.713(&72)

alors 'opérateur ing est linéaire. Puisque
lina(2)[[poo = 1zlloo < 1#lloo + [127[loc + [12"]]sc

on a
[zl pco < llzllBe2,
d’ou
[inz(2)l|pco < [|7|Bez.

Alors l'opérateur

ing est de classe C!,

et on a, pour tout z, y dans SAPZ(R)

Ding(z(-))(y()) = inz(y(*)).

3 Opérateurs de projections
— m : SAP2(R) x SAP°(R) — SAP2(R) défini par
mi(z,e) =
T A1, e1) + Aa(22,€2)) = Ay + Aoy
= Mmi(xy,er) + Aomi (22, €2)
alors I'opérateur m; est linéaire.
On a
zllc2 < sup([|z]|pe2, 12| peo),
donc

Im1 (2, e)llsez < |(z, e)| e2xpeo-

Alors 'opérateur 7 est linéaire et continu,

7 est de classe C*.

16

(2.6)



17

— my : SAP2(R) x SAP(R) — SAP?(R) défini par
mo(x,e) ==e
mo(AL(z1,e1) + Aa(T2,2)) = Arer + Aaeo
= Mima(1, e1) + Aama(2, €29)
alors 'opérateur m, est linéaire.
On a
lellsco < sup(|[z||sez, [lell) peo,
donc

Im2(z, €)[ s> < [I(2, €)l| se2xeo-

Alors I'opérateur my est linéaire et continu, donc

Ty est de classe C. (2.7)

4 Opérateur de Nemytski

Dans cette section, nous définissons l'opérateur de Nemytski (dite aussi
opérateur de superposition). Soit X, Y deux espaces de Banach

Définition 2.1 Pour f : X — Y wune fonction, 'opérateur de Nemytski par
rapport a f est l'opérateur donné par

N;: BC(R,,X) — BC(R,Y)
[t u(t)]  — [t flud))]

Py(X) désigne I'ensemble des parties bornées de X.

Définition 2.2 Soit ¢ : X — Y wune fonction. on dit que ¢ est bornée uni-
formément continue si on a les conditions suivantes :

(a) Pour tout B € Py(X),
o(B) € Pp(Y).

(b) VB € Py(X), la restriction ¢, est uniformément continue.

On note par UCK(X,Y') Uespace de ces fonctions.

Définition 2.3 soit ¢ : X — Y une fonction. On dit que ¢ est C' unifor-
mément sur les sous-ensembles bornés de X si
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(a) p € UCL(X,Y).
(b) ¢ € CHX,Y).
(c) Dp e UC,(X,L(X,Y)).
On note par UCEH(X,Y) Uespace de ces fonctions.

En premier temps nous étudions la continuité d’opérateurs de Nemytski.

Théoréme 2.1 Soit f € UC,(X,Y). Alors on a
Nf S OO<BCO(R+7X)7 BCO(R+,Y))

Démonstration

On fixe u € BC°(R,, X). On pose
y(t) := f(u(t)), pour toutt e R,;

et donc nous définissons la fonction y : R, — Y. Puisque u est bornée, alors
on a

U(R+) € Pb(Y),
et par l'utilisation de deuxiéme condition de la Définition , on obtient
y(Ry) C f(u(Ry)) € Pp(Y).

Et donc y est bornée. Notons que
y=fo(u)

Puisque u, et f (d’aprés la premiére condition de la définition ) sont continues,
alors il en est de méme pour y. Et donc Ny : BC°(R,, X) — BC(R,,Y)
est bien défini.

Maintenant nous étudions la continuité de Ny, on fixe u € BCO(R,, X).
Alors il existe R € (0, 00) tel que

u(Ry) C Bx (0, R).

On pose
By :=B(0,R+ 1) € Py(X).

On fixe € € (0,00). Soit u; € BC°(Ry, X) tel que

HU - ulHoo S (5(3175)7
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tel que d(By,e) donner par la deuxiéme condition de la définition que 1'on
peut choisir plus petit que 1. Alors pour tout ¢t € R, , on a

ur ()] < fun (8) = w(@)] + |u(t)],

et donc on a

Alors u; (R;) C By. Par I'utilisation de la deuxiéme condition de la définition
4 et puisque on a

|lu — ui||oo < d(By,€), pour tout t € Ry,

on obtient
|f(u(t)) = f(ur(t))| < e, pour tout ¢ € Ry,
c-a-d
[N (u) = Ny(ur)]|oo < e
D’ot la continuité de Ny. O

Théoréme 2.2 Soit f € UC,(X,Y). Alors on a
Ny € C°(SAPY(X), SAPY(Y)).

Démonstration

Nous savons que N;(SAPY(X)) c SAPY(Y) d’aprés [10] ou Théoréme 3.14
de [4]. Puisque la restriction d’un opérateur continu est continue, on obtient
la continuité de Ny d’aprés le Théoreme 2.1. O

Théoréme 2.3 Soit f € UCHX,Y). Alors on a

N; € CY(SAPY(X),SAPY(Y)),
et on a pour tout u, h € SAPY(X)

DNj(w).hh = [t — D(u(t)).h(t)].

Pour la démonstration voir [3].
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5 Opérateur du produit
Soit 'opérateur B : R x R — R défini par
B(r,s) :==r.s.
On a

B(Airi + Aora,8) = (A1 + Aora)s
/\17”18 + )\27”28
= )\13(7“1,8) +)\QB(T'2,S),

alors B est linéaire par rapport a la premiér variable.

B(T’, )\181 -+ )\282) = 7’()\181 + )\282)
= 7“)\181 + T‘)\QSQ

= )\13(7"7 Sl) + /\QB(Ta 52)7

alors B est linéaire par rapport au deuxiéme variable et donc B est un opé-
rateur bilinéaire.

Puisque B est un opérateur bilinéaire continu donc est de classe C*

On considére 'opérateur de Nemystki construit sur B,

Np: SAPY(R) x SAP(R) —s  SAPY(R)
[t — (u(t),v(t))] — [t = u(t).o(t)]

et on a
DNg(a,b)(u,v) == [t = DB(a(t), b(t))(u(t)v(t))],
donc
DNg(a,b)(u,v) := [t — Bla(t),v(t)) + B(u(t)b(t))],
alors

DNg(a,b)(u,v) = Ng(a,v) + Np(u,b).



Chapitre 3

Existence et unicité des solutions
S-asymptotiquement w
périodiques de L’équation de
Liénard

Dans ce chapitre, on donne un théoréme sur l'existence et 1'unicité et
la dépendance réguliére d’une solution S-asymptotiquement w-périodique de
I’équation de Liénard.

Lemme 3.1 Soit A € L(R",R") tel que toutes ses valeurs propres ont une
partie réelle différente de zéro. Alors, pour tous h € SAP2(R™), il existe une
unique solution S-asymptotiquement w-periodique de l’équation différentielle

u'(t) = Au(t) + h(t). (3.1)
Ce lemme est une généralisation d'un travail sur 2]
Théoréme 3.1 Soit l’equation de Liénard
(Foe)  a"(t) + fz(t), 2'(2).2"(t) + g(2(t)) = e(t).

Sous les hypothéses
(A1) f € UCLH(R*R) et g € UCHR,R).

(A2) g(0) = 0.
(A3) f(0,0) # 0 lorsque £(0,0)* < 44'(0), et ¢'(0) # 0 lorsque f(0,0)* >
44'(0).

Il existe un voisinage W de 0 dans SAP2(R), un voisinage U de 0 dans
SAPZ(R?) et une application e — zle] de classe C', de W dans U qui
satisfont les conditions suivantes :

21
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(i) z[0] = 0.
(i) Pour tout e € W, zle] est une solution S-asymptotiquement w— perio-

dique de (F,e).

(1) Si x € U solution S-asymptotiquement w— périodique de (F,e). avec
e € W dans SAP°(R), alors on a x = z[e].

On définit 'opérateur non linéaire ® : SAP?(R) x SAPY(R) — SAP°(R)
D(x,e) = [t a"(t) + fla(t),2'(t).2'(t) + g(a(t)) — e(t)] (3.2)

ou r € SAP%(R).

Il est facile de remarquer que , + € SAP%(R) satisfait ®(z,e) = 0 si et
seulement si  est une solution S-asymptotiquement w— périodique de (F,e).
Pour bien organiser notre démonstration de Théoréme 3.1, on va la découper
en des lemmes avec leurs démonstrations pour assurer les hypothéses du
théoréme des fonctions implicites ([6], p. 61) sur ®(z,p) = 0 sur ®(z,e) = 0 et
donc I'existence et 'unicité d’une solution S-asypmtotiquement w-périodique
de (F,e).

Par I’hypothése (A2), 0 est une solution S-asypmtotiquement w-périodique
de (F,0), et alors on a I'égalité suivante

®(0,0) = 0. (3.3)

Lemme 3.2 Sous les hypothéses (Al — A2), Uopérateur ® est bien défini, et
il est de classe C' de SAP?(R) x SAP°(R). De plus la dérivée partielle de ®

par rapport a la premiére variable, au point (x,e) = (0,0), est donnée par
Dy®(0,0).y = [t — 3" (t) + £(0).4/(t) + ¢'(0).y(1)]
oty € SAP%(R).

Démonstration On note que 1’égalité suivante est vérifiée :

2 d
b = ﬁom—i-NB(Nfomzvom,Eo(inl O7T1))+Ng0in3071'1—ﬂ'2. (34)

D’aprés le théoréme2.3 et ’hypothése (A4;) on a
Ny, Ny est de classe Cct.
D’aprés les equations (2.1) jusqu’a (2.5) du chapitre 2 alors on a

d d* . . .
m m Ng —, — inq, ing, ing sont de classe C*.

dt’ dt?
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Pour l'opérateur A défini comme suit :

A: SAPXR) —s SAPX(R)x SAPL(R)
x - A(x) = (x,2")

A est linéaire puisque

AM(z1) + Aa(22)) = Ai(w1, 7)) + Aa(wo, 25)
= MA(z1) + AA(x9)

Et on a
\|(fﬁa$')||Bc2chl = SUP(HIHBC?? ||$/||Bcl) < HIHBC%

car si sup(||e| sz, [[2']l 1) = Il scz on a

z][Bc2 < ||zl Be-

Et si sup(||z| sz, [l2'] ser) = [[#']|per on a

|2 ser = 12" || oo + ||2" || Beo < ||l co + ||2"|| oo + [|2" [ oo
donc
|A ()] Bezxper < [[(2)]Be2,

d’ott A est de classe C*'. Par l'utilisation des régles habituelles du calcul dif-
férentiel dans les espaces de Banach, on obtient que ® est de classe C.

Et alors, pour tout y € SAP?(R), et par I'utilisation des formules clas-
sique du calcul différentiel dans les espaces de Banach, on obtient

&2 d
D®(0,0).y = —5y+Na(DeN7(0,0).4,0)+ N5 (N;(0,0), 4+ Ds Ny (0).+0,

et donc pour tout t € R,
(D2®(0,0).9)(t) = y"(t) + £(0,0).4'(t) + ¢'(0).y(?).

Lemme 3.3 Sous les hypothéses (A1-A3), D,®(0,0) est bijectif de SAP*(R)
sur SAPY(R).

Démonstration
Soit e € SAP%(R). Nous voulons montrer qu’il existe une unique y € SAP?(R)
tel que D, ®(0,0).y = e. en utilisant la formule prouvée par le lemme 3.2, cette
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équation est equivalente a dire que y est une solution S-asymptotiquement w-
périodique de I’équation différentielle linéaire du seconde ordre(qui est I’équa-
tion de Duffing ) :

y'(t) + £(0,0).4'(t) + ¢'(0).y(t) = e(t). (3.5)

Soit le systéme différentiel de premier ordre équivalent a ’équation (3.5)
suivant.

X'(t) = M.X(t) + B(t) (3.6)

ot X(t) := [ 5,((?) }, B(t) == [ 685) }7 et M := l —g(’)(()) —f(l(),O)

Le polynome caractéristique de M est
M4 £(0,0).) + ¢'(0).

On note par A\; et Ay les deux valeurs propres (égales ou différentes) de M.
Dans le cas ou A, A2 € R, c.a.d

£(0,0)* > 44'(0),
la, condition (A3) implique que A; # 0 and Ay # 0 car on a
g (0) =X A #0.
Dans le cas ou A, Ay € C\ R, c.a.d
£(0,0)2 < 44'(0),
la condition (A3) implique que RA; # 0 et Ry # 0 puisque
£(0,0) = 2R\, = —2R ).

Alors les hypothéses du lemme 3.1 sont vérifiées, et donc il existe une unique
solution S-asymptotiquement w-périodique X. Par conséquent, la premiére
coordonnée de X, notée par y, est 'unique S-asymptotiquement w-périodique
de (3.5). Donc y est I'unique élément dans SAP?(R) qui vérifie

D,®(0,0).y =e.

Par I'utilisation de (3.3), du Lemme 3.2, du Lemme 3.3 et avec le théoréme
des fonctions implicites ([6], p. 61) on obtient l'existence d’un voisinage U
de 0 dans SAP%(R), un voisinage V de 0 dans SAP°(R) et une application
e — z[e] de classe C' de V dand U qui satisfont les conditions suivantes :
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a/ x[0] = 0, qui est la condition (i) du notre théoréme .

b/ ®(z[e],e) = 0 pour tous e € V, on assure alors que z[e] est une solution
S-asypmtotiquement w-periodique de (F,e) pour tous e € V et c’est
la conclusion (ii) du notre théoréme.

¢/ {(z,e) e U xV : P(z,e) = 0} = {(z]e],e) : e € V} et donc la

conclusion (iii) du notre Théoréme.

Ainsi notre Théoréme est prouvés.
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