) Sl ";w\ Sl 84049

Faculté des Sciences

NN SiSae ¢ 1955 <15l 20 Ly,
‘Univegs'i(tléxll'JOAAom 55 e \ " .

Sty ) o

?’Iépartement d:
athématique

N°: U.S/F.S/D.M/....[2024.
Faculté des Sciences
Département de Mathématiques

Meémoire

Présenté en vue de I’obtention du diplome de
Master en Mathéematiques

Cycles limites d’une classe d’équations

differentielles du cinquieme ordre

Option : Commande optimale et systeme dynamique

Par : Latreche Fatiha

Encadre par : Dr. Sellami Nabil M.C.A U. GUELMA
Devant le jury :

Président : Dr. Khemis Rabah M.C.A U. SKIKDA
Examinateur : Dr. Bedrani Yassine M.C.B U. SKIKDA

Année 2023 — 2024




Je dédie ce modeste travail

A [’homme de ma vie, source de ma joie et de
mon bonheur a celui qui s’est toujours sacrifié
pour me voir réussir a mon cher pere El
Mahfoud ta présence a mes cotes est toujours la
source de ma force.

A celle qui m’a mis sur le chemin de la vie a
celle dont la supplication ne m’a pas quitté a
chaqgue pas a ma chere mere Khamissa source
d’amour et de tendresse et mon modele dans
cette vie.

_gjari Nasr eddine

S crﬁres soeurs Rima, Roumaissa, Nour
h%da,/Nedjema et mon frere Zakaria.

mes amis.surtout Fathia et Hayat.

Bt




REMERCIEMENTS

® Je remercie tout d abord ALLAH qui m’a aidé et m'a donné la
santé, la patience et le courage durant ces longues années d’étude

et la force pour finir ce travail ®.
Je tiens a remercier sincerement mon encadreur

Dr.Sellami Nabil, pour m’avoir donné I'opportunité de travailler

sur ce projet, pour son grand soutien scientifique et moral, pour

les suggestions et les encouragements qu’il m’a apportés durant
mon projet.

Mes sinceres remerciements vont aux membres de jury

Dr.Khemis Rabah et Dr.Bedrani Yassine qui ont accepté de juger
mon travail.

Je remercie vivement tous les enseignants de notre département
qui ont toujours donné le meilleur d’eux-mémes afin de nous
assurer une formation de qualité.



Résumé

Dans ce mémoire, on étudie I'existence de cycles limites d’une classe d’équations différen-
tielles du cinquiéme ordre en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre, ou

il s’agit d’équations de la forme
) —ex® — dF — i — bi — ax = eF(x, &, %, %, W, 1)

ot a= A, b = =AM+ X+ pd),c=A+p+06+Aud, d=—(1+ A+ A6 + ud),
e=A+pu+06,et A\ et § sont des parametres réels, € est suffisamment petit et F' est une

fonction de classe C?, 2r—périodique en t.



Abstract

We study the existence of limit cycles for a class of fifth order differential equations using

first-order averaging theory, the studied equations are of the form

5)

2O —ex® — 4% — ¢k — bi — ax = eF(x,2,%, 7, @, t)

where a = A\ud, b = —(Ap+ X0+ pd), c =X+ pu+0+ Aud, d = —(1 + A+ Ad + pd),
e=A+pu+9,and \ pu 0 are real parameters, ¢ is sufficiently small and F' is a function

of class C?, 2r—periodic in t.
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Introduction

Les équations différentielles sont un type d’équations mathématiques qui mettent relation
une ou plusieurs fonctions et leurs dérivées, utilisées pour décrire la maniére dont une
quantité donnée évolue dans le temps.

Elles sont apparues au 17°"¢ siécle avec le développement du calcul par Newton et
Leibnitz, Newton les a utilisé pour décrire le mouvement des corps célestes et d’autres
phénomeénes physiques, le 18°¢ siécle a vu de grands efforts de la part de scientifiques
tels qu’ Euler, qui ont introduit des méthodes pour résoudre et analyser les équations
différentielles, le développement des équations différentielles ordinaires s’est poursuivi au
19°7¢ siecle avec Lagrange, Laplace et Jacobi qui ont développés des méthodes pour les
résoudre, et au 20°"¢ siecle avec 'avénement des ordinateures, des méthodes numériques
de résoudre de ces équations ont été développées, permettant de résoudre des problémes
plus complexes.

L’étude de 'existence, le nombre et la stabilité des solutions périodiques est I'un des plus
importants problémes de la théorie qualitative des équations différentielles ordinaires et
des systémes dynamiques.

Un cycle limite d'une EDO est une solution périodique isolée, la compréhension et ’évolution
des cycles limites nécessite une étude compléte des équations différentielles ordinaires
ou les points d’équlibre sont déterminés et leur stabilité est éxaminée. De nombreuses
méthodes ont été développées pour rechercher des solutions périodiques des équations dif-
férentielles, parmi lesquelles la théorie de Poincaré Bendixson, qui fournit des conditions

pour l'existence de cycles limites dans les systémes bidimensonnels. En revanche, dans les



systémes de dimensions supérieures 1’étude devient plus complexe et nécessite des outils
avanceés tels que la théorie des perturbations.

La méthode de Moyennisation est une théoire classique introduite pour la premiére fois par
Krylov et Bogoliubov en 1937 [3] et constitue I'une des méthodes de perturbation les plus
importantes que nous utilisons actuellement pour étudier les cycles limites d’équations
différentielles ordinaires et des systémes dynamiques.

Dans ce mémoire, on utilise la méthode de Moyennisation du premier ordre afin d’étudier
les cycles limites pour une classe d’équations différentielles ordinaires du cinquiéme ordre
Notre mémoire comporte trois chapitres :

Le premier chapitre est un chapitre préliminaire qui contient des définitions et des théorémes
de base de la théorie qualitative des EDO et des systémes dynamiques.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons deux types différents de la théorie de Moyen-
nisation du premier ordre, pour chaque type on donne un théoréme avec des exemples
d’applications.

Enfin, le dernier chapitre est consacré a 1’étude des cycles limites pour une classe d’équations
différentielles ordinaires du cinquiéme ordre en appliquant la théorie de la Moyennisation

du premier ordre.

i



CHAPITRE

1 Notions Préliminaires

Dans ce chapitre, on va donner quelques notions générales de la théorie qualitative des
systémes dynamiques. Premierement on définit le systéme dynamique et les notions de :
flot, point d’équilibre, la linéarisation, stabilité, la nature de points d’équilibre, solution

périodique, et on passe a la définition du portrait de phase et cycles limites.

1.1 Systéme dynamique

Un systéme dynamique est un phénomeéne qui évolue dans le temps. Cette évolution peut
étre déterminée par des équations différentielles ordinaires et peut étre :

autonome : si I’évolution ne dépend pas du temps.

non autonome : si I’évolution dépend du temps.

On définit un systéme dynamique par

Définition 1.1. Un systéme dynamique sur R” est une application ¥ : RT x R"” — R"
définie sur tout R™ x R", telle que:

L 2) : RT — R™ est continue.

: R®" — R" est continue.



1.2. Flot d’un systéme diftérentiel

Exemple 1.1. Soit le systeme différentiel

T = Ax

z(0) = xg

ol A est une matrice constante, la solution de (1.1) est
z(t) = .
Le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique, car ’application
U:R" x R" — R"

définie par

U(t,z) = ez

vérifie les quatre propriétés précédentes.

1.2 Flot d’un systéme différentiel
Définition 1.2. Soit le systéme non linéaire
b= f(x) (1.2)

onz € R"et f e CHR)
On appelle flot du systéme différentiel (1.2), ’ensemble des application ¢, : R" — R™
définies par ¢,(xo) = @(t, zo) ou p(t, o), est la solution telle que p(0,zq) = .

1.3 Points d’équlibre

Définition 1.3. Le point 5 € R" est appelé point critique ou point d’équilibre du

systéme différentiel non linéaire (1.2) s’il vérifie f(xo) = 0.



1.4. Stabilité de la solution

1.4 Stabilité de la solution

Définition 1.4. Une solution ¢(t) du systéme (1.2) telle que ¢(tg) = ¢, est dite stable

au sens de Lyapunov si pour toute solution z(t) de (1.2) vérifiant z(¢y) = z on a :
Ve > 0,30 > 0: ||z(to) — dpl| < = [|z(t) — ()| <e,Vt > to.
De plus si :
lim [[z(t) — ¢(2)|] = 0

alors la solution ¢(t) est dite asymptotiquement stable.

1.5 Systéme linéarisé

Définition 1.5. On appelle systéme linéarisé de (1.2) au voisinage du point d’équilibre
X, le systéme

= Ax
ou

Ofi
8xj

A= Df(z) = ( (.ro)) 1<i,j<n. (1.4)

1.6 Solution périodique

Définition 1.6. On appelle solution périodique toute solution x = ¢(t) de I’équation
(1.2) telle qu’ il existe un nombre 7" vérifiant p(t +T') = ¢(t). Une solution périodique

de (1.2) correspond a une orbite (courbe) fermée dans 'espace des phases.

1.7 Portrait de phase

Définition 1.7. Soit le systéme différentiel.

(1.5)



1.8. Point d’équilibre hyperbolique

Un portrait de phase est ’ensemble des trajectoires dans I’espace de phase, en particulier
pour les systémes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux variables, les
solutions (z(t),y(t)) du systéme (1.5) sont représententées dans le plan par des courbes
appelées orbites. Les points critiques de ce systéme sont des solutions constantes et la
figure compléte ainsi que ces points critiques représente le portrait de phase et le plan

(zoy) est le plan de phase.

1.8 Point d’équilibre hyperbolique

Définition 1.8. Un point d’équlibre z de (1.2) est dit hyperbolique si toutes les valeurs

propres de la matrice jacobienne de f au voisinage de xg ont des parties rélles non nulle.

1.9 Nature des points d’équilibre
On considére le systéme linéaire
i = Az, Vo € R? (1.6)

ou A est une matrice constante inversible d’ordre 2.
Soient \; et Ay les valeurs propres de cette matrice. On distingue les différents cas suivants

selon les valeurs propres \; et Ay de la matrice A.



1.9. Nature des points d’équilibre

1) Si A; et Ay sont réelles non nulles et de signe différent, alors le point critique x = g

est un point selle, il est toujours instable (voir Figure 1.1).
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Figure 1.1. Selle (instable)

2) Si A\; et \y sont réelles non nulles et de méme signe, on a trois cas:

(a) Si A1 < Ay <0, le point x = z est un noeud stable (voir Figure 1.2).

Figure 1.2. Noeud (stable)



1.9. Nature des points d’équilibre

(b) Si0 < A\ < Ay, le point 2 = ¢ est un noeud instable (voir Figure 1.3)
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Figure 1.3. Noeud (instable)

(e) Si A\ = Ay = A, le point & = x4 est un noeud propre, il est stable si A < 0, et instable

si A > 0, (voir Figure 1.4 et Figure 1.5).
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Figure 1.4. Noeud propre Figure 1.5. Noeud propre
(stable) (instable)

3) Si A; et Ay sont complexes conjugées c’est-a-dire VA; = 1,2, \; = «a; + if3; avec

Re(\;) # 0, alors le point critique = z est un foyer. Il est instable si Re();) > 0 et



1.9. Nature des points d’équilibre

asymptotiquement stable si Re();) < 0 .(voir Figure 1.6 et Figure 1.7).
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Figure 1.7. Foyer
(asymptotiquement stable)



1.10. Cycle limite

4) Si \; et A2 sont imaginaires pures avec Im();) # 0 et Re(\;) = 0, alors le point = x

est un centre, il est stable mais n’est pas asymptotiquement stable. (voir Figure 1.8).

Figure 1.8. Centre

1.10 Cycle limite

Définition 1.10. Un cycle limite est une solution périodique isolée, c’est & dire qu’on ne

peut pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.

1.11 Cycle limite hyperbolique

Définition 1.11. Supposons que le systéme (1.5) a une orbite périodique (z(t),y(t)) de

période T > 0, et soit
S— / (aG aH) (2(8), y(1))dt. (1.7)

On dit que 'orbite périodique est un cycle limite hyperbolique si S # 0. De plus si S > 0

(respectivement S < 0), alors le cycle limite est instable (respectivement stable).



CHAPITRE

2 Théorie de moyennisation

Dans ce chapitre, on présente une introduction de la théorie de moyennisation du premier
ordre pour les orbites périodiques d'une équation différentielle ordinaire ou d’un systéme

différentiel.

2.1 Meéthode de moyennisation du premier ordre pour
les orbites périodiques
On considére le systeme différentiel a valeur initiale suivant
%(t) = eF(t,x(t)) + e R(t,x(t), ), x(0) = xo. (2.1)

Avec x(t) € D C R", D un domaine bornée et ¢ > 0. On suppose que F(t,x(t)) et

R(t,x(t),e) sont T'—périodiques en t,, Le systéme moyenné associé au systéme (2.1) est

défini par
y(t) =<f(y(1) , ¥(0) = xo. (2.2)
P = 7 [ Fls.y)ds. (2.3

0
Le théoréme suivant nous donne les conditions pour lesquelles les points singuliers du

systéme moyenné (2.2) fournissent des solutions périodiques du systéme (2.1).



2.1. Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

Théoréme 2.1. Considérons le systéme (2.1) et supposons que les fonctions vectorielles
F,R,D,F,D?F et D,R sont continues et bornées par une constante M (indépendante de
g) dans [0,00[x D avec —gg < € < €g. De plus, on suppose que F' et R sont T'—périodiques
en t avec T indépendante de €.

(1) Si g € D est un point singulier du systéme moyenné (2.2) telle que

det(D, *(q)) # 0. (2.4)

Alors pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T—périodique x.(t) du

systeme (2.1) telle que x.(t) — q quand € — 0.

(13) Si le point singulier y = q du systéme moyenné (2.2) est hyperbolique alors pour

le| > 0 suffisamment petit, la solution périodique correspondante x.(t) du systéme

(2.1) est unique, hyperbolique et de méme type de stabilité que q quand ¢ — 0.
Preuve : Voir Verhulst [10].

Exemple 2.1. Considérons ’équation différentielle
F+z=c(r®+22 1)1
qui peut étre écrite sous la forme

T=1

(2.5)
y=—z+e(x®+2x—1)y

En coordonnées polaire (r,0) o x = rcosf et y = rsind, ce systéme devient
7 =rsin® 0 (r?cos? 0 + 2rcosf — 1)
0 = —1+ercos? AsinO(rcosf + 2) —sin? 0

ou d’une maniére équivalente

d
d_g = —rsin®6 (r2 cos? 6 + 2r cosf — 1)

De (2.3) on obtient

2

1 : 1 1
fo@r) = —%/T‘SIIP@ (7’2 cos? 0 + 2rcos ) — 1) do = 57“(1 _ 172).
0

10



2.2. Autre méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques.

La seule racine positive de fO(r) est r = 2. Comme (%) = —1 d’apres le Théoréme

2.1, il suit que le systeme (2.5) pour |e| # 0 suffisamment petit, admet un cycle limite qui

bifurque de 'orbite périodique de rayon r = 2 du systéme non perturbé (2.5) avec ¢ = 0.
df°(2)

De plus, comme (7> = —1 < 0, ce cycle limite est stable.

2.2 Autre méthode de moyennisation du premier or-
dre pour les orbites périodiques.

On consideére le probléeme de la bifurcation des solutions T'—périodiques d’un systéme

différentiel de la forme
%x(t) = Fy(t,x) +eFy(t,x) + 2 Fy(t, %, €). (2.6)

Avec ¢ suffisamment petit.
Les fonctions Fp, F; : R x Q— R" et Fy : Rx Q X] — g, 9[— R" sont des fonctions de
classe C?, T—périodiques par rapport a la premiére variable et Q est un sous ensemble

ouvert de R". Supposons que le systéme non perturbé (2.6) quand ¢ — 0
x(t) = Fy(t,x) (2.7)

a une sous variété de solutions périodiques de dimension k. Soit x(¢, z) une solution du
systéme (2.7) telle que x(0, z) = 2. La linéarisation du systéme non perturbé (2.7) le long

d’une solution périodique x(¢, z) est
y = D, Fy(t,x(t, 2))y. (2.8)

Dans la suite on note par M, (t) la matrice fondamentale du systéme différentiel linéaire
(2.8) et par ¢ : R¥ x R"* — R* la projection de R™ sur ses k premiéres coordonnées.
iel(xy, xa, ..., z) = (1, T2, ..., Tk)
Théoréme 2.2. Soit V C R* un ouvert borné, B, : V. — R"* une fonction de classe
C?.0n suppose que

(i) Z = {za = (a, By()), 0 € V} C Q et que pour chaque z, € Z la solution

11



2.2. Autre méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques.

X(t, zq) de (2.7) est T—périodique.

(ii) Pour chaque z, € Z il existe une matrice fondamentale M, (t) de (2.8) telle
que la matrice M_'(0) — M_1(T) contient dans le haut coin droit la matrice nulle
de dimensions k x (n—k) et dans le bas coin droit une matrice A,((n—k) x (n—k))

avec det A, # 0.

On considére la fonction F :V — RF
. T
f@ﬁ%'?/M;@E@@%%mﬁ. (2.9)
0

S’ ilexite a € V telle que F(a) =0 et det(%£(a)) # 0, alros il existe une solution
T—périodique p(t,e) du systéme (2.6) telle que p(0,e) — 2z, quand € — 0.
Preuve : Voir Malkin [6] et Rosean [7] et voir Buica, Francoise, Llibre [1].
Corollaire 2.1 On suppose qu'’il existe un ensemble ouvert et borné V' avec V' C 2 telle
que pour chaque z € V, la solution x(¢, z) est T—périodique et on considére la fonction

F :V — R" définie par :

T
1
Fo)= 7 / MMt 2)Fy(x(t, 2), )t (2.10)
0
S'il existe a € V avec F(a) = 0 et det((%£)(a)) # 0, alors il existe une solution

T—périodique ¢(t.€) — z quand ¢ — 0.

Exemple 2.3 On considére 1’équation suivante
T —i+d—ax=¢e(2+sin(t))(2x® —1) (2.11)
Si y =, z =%, Péquation (2.11) peut étre écrite sous la forme

T=1y
y==z (2.12)
i=x—y+z+e@+sin(t)(z?—1)=z—y+2+ecF(x,y,2,1)

12



2.2. Autre méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques.

L’origine est I'unique point d’équilibre du systéme (2.12) lorsque € = 0, la partie linéaire
du systeme (2.12) avec € = 0 a Porigine est

1

0

-1

S
I
— o o

0
1
1

Les valeurs propres de la matrice A sont i,—i et 1. Avec la transformation linéaire
inversible (X,Y, Z)! = B(z,y, 2)!, on transforme le systéme (2.12) en un autre systéme
dont sa partie linéaire est la forme de Jordan réelle de la partie linéaire du systéeme (2.12)
avece = 0, c-a-d (X, Y, Z)! = J(X,Y, Z)!, ou J est la forme de Jordan réelle de la matrice

A donnée par

0 -1 0
J=11 0 0
0 0 1
On a
BAB™'=J=BA—-JB=0
d’ou
1 -1 0
B=10 -11
1 0 1
Alors
X 1 -1 0 x X=x—y
YV [=]0-11 y [y Y=-ytz
A 1 0 1 z Z=x+z
et
T 2 oa | [ X r= A5
v =]y ey e
)\ ) 2] (o

13



2.2. Autre méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques.

Le nouveau systéme s’écrit sous la forme

X=-Y
Y =X +eF(X,Y, Z,t) (2.13)
Z =7+ ¢eF(X,Y, Z,t)

ou

) X YiZ X-YViZ XiViZ
F(X,Y,Z,t):F( 2+ , 5 tZ +2 + ,t)

Pour £ = 0, la solution du systéme (2.13) est

X(¢) Xocost — Yysint
Y(t) | = | Yocost+ Xpsint
Z(t) Zoet

Avec les notations introduites dans le Théoréme 2.2. le systéme (2.13) est similaire au

systéme (2.6) avec
x = (X,Y,2), Fo(x,t) = (Y, X,Z), Fi(x,t) = (0, F,F) et Fy(x,t,¢) = (0,0,0).

Soit z(t, Xo, Yo, Zo, €) la solution du systéeme (2.13) telle que z(¢, Xo, Yo, Zo,€) = (Xo, Yo, Zo).
Le systéme (2.13) avec ¢ = 0 a un centre linéaire a l'origine dans le plan (X.Y) qui est
un plan invariant par le flot du systéme non perturbé, et les solutions périodiques de ce

centre sont

X(tv X07 va O, O) = (X(t)v Y(t)7 Z(t))

telles que
X(t)=Xocost—=Yysint , Y(t)=Yycost+Xosint , Z(t)=0 (2.14)

Notons que ces solutions sont 2w —périodiques.

Pour notre systéme le V' et le « du Théoreme 2.2 sont

V={(X,)Y):0<X*+Y?<plpourp>0 et a=(XqY) €V

14



2.2. Autre méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques.

La matrice fondamentale M (t) du systéme (2.13) avec € = 0 par rapport a la solution

périodique (2.14) telle que M (0) = I est

cost —sint 0
M(t) =] sint cost 0
0 0 et

On remarque qu’elle est indépendante des conditions initiales (X, Yp,0) et on a

00 0
M70)—M1'2r)=] 0 0 0
00 1—e?
On a (1 —e™2") # 0. Alros toutes les conditions du Théoréme 2.2 sont satisfaites. Par

conséquent, on doit étudier les zéros o = (X, Yy) € V des deux premiéres composantes

(Fi(a), Fo(a)) de la fonction F(«) donnée dans (2.9), on a trouve

Fi(a) —/sint F(x(t, Xo,Y5,0,0), t)dt (2.15)
ey (1) - Y1) ~X() - V() ~X(0)+Y()
_/sth( 5 , 5 , 5 ,t)dt
Fa(a) :/ costF(z(t, Xo,Yp,0,0), t)dt (2.16)
_ /t p(RUZY0 X0V X0 ),
2 2 ’ 2 )

0
ot X () et Y (t) sont données par (2.14). On pose F(a) = (f1(Xo, Ys), f2(Xo, Yp)) et on

integre (2.15) et (2.16) on obtient

f1(Xo,Yo) = §(XF + XoYo + Y7) —
f2(Xo,Yo) = —15(Xo — Y0)(Xo + Yo

)

15



2.2. Autre méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques.

Si f1(Xo, Yo) = f2(Xo, Yo) = 0, on trouve quatre solutions (X3, Yg;) = (2, —2), (X, Yo2) =
(-2,2), (G Vi) = (=37 -31) (X, Vi) = (3, %°) Ona

3773
a(flvf?) ) (a(fl,fg) ) —1
det (— = det | =5 =— 40
a(X()a }/E)) (XUIaYOI):(27_2) a(XO, }/E)) (X(]Q,YOQ):(—272) 8
d(f1, fo) ) (a(f1,f2) ) 1
det | ————~—=~ = det | =———= =40
(a(XO’ ¥o) (Xo03,Yos)=(— 243, — 243) 0(Xo, Yo) (Xoa,You)=(242,243) 8 ’

Alors pour e € [—&g, g0] avec € > 0 suffisamment petit, il existe quatre solutions 2w —périodiques

de I’équation différentielle (2.11) telle que
r1(0,6) — 2, 41(0,e) =0 , (0,e) — —2.
29(0,6) — =2, d9(0,e) =0 , 3(0,e) — 2.
2V/3
3
2v/3

14(0,6) — 0 x'4(0,5)—>—7 , 24(0,) — 0.

1‘3(0,8) — 0 s ig(O,E)—> s $3(0,5)—>0

quand e — 0
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CHAPITRE

Cycles limites d’une

classe d’équations
différentielles du

cinquiéme ordre

Dans ce chapitre nous utilisreons la théorie de la moyennisation pour étudier les cycles

limites de la classe suivante d’équations différentielles ordinaires du cinquiéme ordre.

2®) —ex® — dF — ¢k — bi — ax = eF (x, &, %, 7, W 1) (3.1)

ot a=Ab, b ==+ AN+pd),c=A+p+0+Aud, d=—(1+ A+ A6+ ud),
e=\+pu+0, et X\ puetdsont des paramétres réels, ¢ est suffisamment petit et F' € C?
est une fonction 2r—périodique en la variable ¢.

Siy=da, 2= u=17,etv=2% Iéquation (3.1) peut s’écrire comme suit

i=y
Y=z
P (3.2)
U=

| v=ar+by+cz+du+ev+ecF(x,y, 2z uv,t)
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31.Cas1:  \ud#0 et AN\#u+#9

L’origine est 'unique point singulier du systéme (3.2) avec ¢ = 0. Afin d’appliquer le

théoréme 2.2, nous allons effectuer un changement linéaire de variables (X,Y, Z, U, V)T =

B(x,y, z,u,v)T tel que dans les nouvelles variables (X,Y,Z,U, V), le systéme (3.2) avec

e = 0 a sa partie linéaire égale a sa forme normale de Jordan.

On distingue cing cas suivant les valeurs des parameétres A, p et ¢ :
Cas1: Aud#Oet A#Apu#9

Cas2:0=0,ur#0et u# A\

Cas3:0=0,u=A#0

Casd: 040, u=X#0

Casb:0=p=X#0

3.1 Casl: \ud#0et NF#pu+#9

Dans ce cas, la forme normale de Jordan réelle de la matrice A est la suivante

0 -1 000
1 0 000
Ji=l0 0 &0 0
0 0 0 poO
0 0 00 A

(3.3)

donc la partie linéaire du systéme (X Y, Z,U, V) a l'espace (X, Y,0,0,0) rempli par les

orbites périodiques

X(t) Xo cost — Yy sint
Y (t) Yy cost + X, sint
Zt) | = 0
Ul(t) 0
V(t) 0

Sauf son origine. La dimension de la variété des orbites périodiques est donc 2.

18
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31.Cas1:  \ud#0 et AN\#u+#9

Afin d’établir le resultat principal pour le cas 1, nous avons besoin de quelques prélimi-

naires. Définissons

27
0
27
fuXa¥a) = [ cost Pla(t).y(t),2(0) ), v(e). )i
0
ou
(A= A—p—0) X+ (1-Ap—Ad—pd)Y
o(t) = (A241) (u2+1)(82+1)
(t) _ (A=A —pd) X+ (At ptd—Aud)Y
Y (A2+1) (u2+1)(82+1)
2(t) = At pt=2Aud) X+ AptAd+ps—1)Y
(A241) (p2+1) (62 +1)
u(t) = ApAAS+ 6 — 1) X +(Apd—A—p—06)Y
(A2+41) (u2+1) (82 +1)
Qs A—p=8) X+ (1-Au—X—pd)Y
v(t) = (A2+1) (u2+1)(62+1)
et

X(t) = X cost — Yy sint, Y(t) =Yy cost+ Xy sint.

Nous présentons maintenant le résultat suivant pour le cas 1
Théoréme 3.1. Supposons que A\ud # 0 et X\ # p # 6. Sl ewiste un (X7, Yy) € R\
{<070)} tel que pour (35) on a fl (X())ku}/o*) = f2 (X(T?Y;)*) = O; et

a(fla f2) )
d P LA
ot (a(XO’YO) (Xo,Yo)=(X3.Y5)

Alors pour € € [—eg,&0] avec g9 > 0 suffisamment petit, il existe une solution

£0. (3.6)

2w —périodique x(t,e) de l’équation différentielle du cinquiéme ordre (3.1).
telle que

(A0 —A—p—0) X3 +(1—Ap—Ad—pd) Yy
(0,8) — (A2+1)(ZQ+1)(62+1) :
. (I=Ap—=A0—pd) X5 +(A+p+0—Apud) Yy
2(0,¢) — (/\2+1)(u02+1)(52+1) :
. (A A6 —Aa8) X+ (At NS+ pud—1) Y
Z(0,e) — <A2+1)(Z2+1)<62+1) o | quand € — 0. (3.7)
(0 8) (Ap+A04+-p6—1) X5 +(Apd—A—p—98)Yy
(A241) (p2+1) (62 +1)
(4) (Ad=A—p—8) X +(1-Au—Ad—pd) Yy
0,6) = (A2+1)((L2+1)(52+1) :
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31.Cas1:  \ud#0 et AN\#u+#9

De plus, pour € € [—&g, o] \ {0}, la solution 2r—périodique z(t, ) est un cycle limite.
L’équation différentielle linéaire du cinquiéme ordre 20 — ex™® — d'F’ — ci — bt — ax = 0
fournit un systéme linéaire dans R® ayant un centre & deux dimensions. Le théoréme
3.1 réduit I'étude des cycles limites de ’équation différentielle du cinquiéme ordre (3.1)
bifurquant des orbites périodiques de ce centre, c’est a dire qu’il suffit d’étudier I'existence
des zéros non dégénérés d'un systeme algébrique de deux équations avec deux inconnues,
déterminés par f1(Xo, Yo) = f2(Xo, Yo) = 0.

Les zéros sont non dégénérés dans le sens ou le jacobien du systéme en eux doit étre
non nul. L’étude des zéros de ’équation est plus facile que celle des orbites périodiques
directement. Maintenant nous allons prouver le Théoréme 3.1 puis étudier son application.
Preuve du Théoréme 3.1. Les valeurs propres de la partie linéaire du systeme (3.2) a
son point singulier ('origine) sont +i, 9, et A\. Par la transformation linéaire inversible

(X,Y,Z,U, V) = By(z,y, z,u,v)"

ou
A =Ap—A—pd A+p+d -1 0
0 — Ao MAN Ao —A—p—0 1
By = AL —A—pu A+ 1 —A—pu 1 ;
Ad —A—90 A+ 1 —A—=9 1
—ud w0 —ud — 1 w0 -1

on transforme le systéme (3.2) en un autre systéme tel que sa partie linéaire est la forme

de Jordan réelle de la partie linéaire du systéme (3.2) avec ¢ =0, c a d

( .
X=-Y
Y =X +eF(X,Y,Z,U,V,t)
Z=06Z+¢eF (X,Y,Z,UV,t) (3.8)

U=pU+eF (X,Y,Z,U,V,t)
\ V =AV+eF(X,Y,Z UV,t)

20



31.Cas1:  \ud#0 et AN\#u+#9

ol F(X,Y,Z,UV,t)=F(z,y,z,u,v,t), et | 2 | = KyW;

. 1
Avec Ky = ) (241 (82 1) (A—p) (A—38)(u—3) et

— (A= 1) (A=) (11— 6) A+ 0+ = uAd)X

—(A=p) (A =9) (u 5) (A + A0+ pé —1)Y
+ N+ (P +D)A=—pZ— (P+1) (NP +1)(A=6U
— P+ P+ =6V

— A=) A =0) (1 —0) (A + 06+ p— prd)X

FA=p) A =0)(u—06) A+ Ao+ pd —1)Y

+(NP+1) P+ (A—p) Zs

—P+D) N+ A=) Up—A(*+1) (p>+1) (u—08)V

A=p) (A=0) (n—=0) A+ 0+ p—prd)X

FA=p) A =0)(p—20) A+ Ao+ pd —1)Y

+ (NP +1) (1P +1) (A —p) Z68°

—(P+1) (N H1)A=0)Up? =N+ 1) (2 +1) (u—08)V

A=) (A=08)(p—=0) (A+0+p—prd)X
—(A =) (A=0) (1 =0) A+ Ao+ pd — 1)Y
+ (N 1) (1P 1) (A= p) Z68°
— ()N HD) A=) Up® = N (1 +1) (0% + 1) (p = )V
A=) (A=0) (p=0) A+ 0+ p—prd)X
—A =) A=0) (u—08) A+ A+ s — 1)Y
+ (N +1) (2 +1) (A= p) 25*
— (P + 1) N+ A=0)Upt = N (12 +1) (6% + 1)( — O)V.

21



31.Cas1:  \ud#0 et AN\#u+#9

Le systéme (3.8) est similaire au systéme (2.6) avec

x = (X,Y,Z,U V), Fy(xt) = (=Y, X,6Z,uU,\V),
Fi(xt) = (0,F,F,F F), Fy(xt,e)=(0,0,0,0,0)

Soit x(t, Xo, Yo, Zo, Uo, Vo, €) la solution du systéme (3.8) telle que
X<07 X07 %7 ZO) U07 %7 5) = (X07 }/E)a Z07 U0> %)

Le systéme (3.8) avec ¢ = 0 a un centre linéaire a I’origine dans le plan (X, Y"), les solutions

périodiques de ce centre sont
x(t, Xo,Y0,0,0,0,0) = (X(2),Y(t), Z(1), U(t), V(1))

ou les fonctions X (t), Y (t), Z(t),U(t), V(t) sont données en (3.4). Notons que toutes ces
orbites périodiques ont une période de 2.

Pour le systeme (3.8), V et o du Théoréeme 2.2 sont
V={X,Y): 0<X*+Y?<p}pour p >0eta=(Xp,Yy) eV

La matrice fondamentale M (¢) du systeme (3.8) avec ¢ = 0, par rapport aux solutions

périodiques (3.4) telle que M (0) = I est

o

cost —sint 0

)

sint cost 0
M(t) = 0 0 et 0
0 0 0 e
0 0 0 0 eM

0
0
0
0

On remarque qu’elle est indépendante des conditions initiales (X, Yp,0,0,0) et on a

00 0 0 0
00 0 0 0
M7'0)—M'2m)=| 0 0 1—e2™ 0 0
00 0 1 — e~2mn 0
00 0 0 1 — e=2mA
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31.Cas1:  \ud#0 et AN\#u+#9

On a (1 — e 2)(1 — e 2™)(1 — e=2™) 2 0 car duX # 0, donc toutes les conditions du
Théoréme 2.2 sont satisfaites. Par conséquent, on doit étudier les zéros a = (X, Yp) € V
des deux premiéres composantes de la fonction F(a)) donnée en (2.9). Il résulte facilement
que F(a) = (f1(Xo, Y0), f2(Xo, Yp)), ou les fonctions f; et fo sont celles données en (3.5).
Maintenant, le reste de la preuve du Théoréeme 3.1 découle directement de 1’énoncé du
Théoréeme 2.2.

Proposition 3.1. Supposons que duA # 0, 6 # pu # X et que la fonction F' dans
le systeme (3.2) est F(z,y,z,u,v,t) = (2 + cost)(z® + x*). Alors pour € € [—&g, &
avec € > 0 suffisamment petit, il existe une solution 2r—périodique z(t,¢) de I’équation

différentielle du cinquiéme ordre (3.1) telle que

1 1 .. 1
z(0.) — —3 (0.e) — 0, #(0.e) — 2’ i(0.) — 0, 2W(0.6) — ~3 quand € — 0
(3.9)

Preuve : Notons que les fonctions f;(Xo, Yy) et fo(Xo, Yy) du Théoréme 3.1 sont

1
fi(Xo,Yo) = RN R RS YE (6pAYy 4+ 0AXo + 0puXo + pAXo — 0Yo — pu¥o — AYy — Xo)
(SuAXo — 6AYy — SuYy — pAYy — 6 X — uXo — AXo +3X2 +3Y2 + V)

1
falXo Yo) = 8(1 4 12)2(1 + 6%)2(1 + A\?)2 Xo(807EA" 4 507 = 0% + 4" — i

— 40PN PN 4 367 4 40N + 45+ Ap 4 307+ 3% 4+ 1) + Y2(6 PN

+30°A% 4+ 407X + 3021 + 40N + 45PN + 3PN+ 07 — 40N — 4
—ApX + N4 12+ 3) + XYo(—402 N — 40212\ — 401 0% + 452\
+40% 1 + 46X + 166 p\ + 46 p® + ApuX® 4 4p° N — 46 — 4\ — 4p)
+X5(66p\ — 65 — 6\ — 641) + Y (—60N — 651 — 6u\ + 6)
+X3Yo (=601 — 6Ai — 60X + 6) + Y7 X0 (60 — 65 — 60 — 6))]

Ce systéme a une unique solution différente de (0,0), & savoir
(X5, V) = G(—(w F 04N+ ), %((u O+ X — 1))

La déterminant (3.6) a cette solution prend la valeur
3
0
256(1 + p2)(1 4+ 6%)(1 + \?) 7
Enfin, (3.9) s’ensuit par substitution directe de la solution (X, YY) dans (3.7).
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32 . Cas2: 6 =0, uA#0 et u# A

3.2 Cas2: 0=0, uA#0et pu# A

Maintenant, la forme normale réelle de Jordan de la matrice A est donnée par (3.3)

avec 6 = 0. Par conséquent la partie linéaire du systéme (X Y. Z,U, V> a l’espace

(X,Y,Z,0,0) rempli par les orbites périodiques

X(t) Xocost — Yysint
Y(t) Yocost + Xysint
Zt) | = Zy
Ul(t) 0
V(t) 0

(3.10)

sauf 'axe Z (a savoir {(0,0, Z,0,0)}) qui est rempli de points singuliers. Par conséquent,

la dimension de la variété des orbites périodiques du systéme (X Y. Z,U, V) est 3.

Nous définissons

F(Xo Yo Zo) = — / sint F(x(t),y(t), 2(t), u(t), v(t))dt
Fo(Xo, Yo, Zy) = /costF(:z:(t),y(t),z(t),u(t),v(t))dt

(X0, Yo, Z0) = / F(a(t). y(t), =(t), u(t), o(t))dt

ou
olt) = SRS 1
y(t) = S
2(0) = e
u(t) = Sy e
olt) = SR

et X(t) = Xgcost — Yysint, Y(t) = Yycost+ Xgsint,

Le résultat principal pour le cas 2 est le théoréme suivant.
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32 . Cas2: 6 =0, uA#0 et u# A

Théoréme 3.2. Supposons que § = 0, p\ # 0 et p # X. S’il existe (X§,Yy, Z5) €
R3\{(0,0, Z3)} telle que pour les fonctions (3.11) nous avons

f1<X[>)k7YE)*7Z(>)k) = fQ(XS,%*,ZS> = fS(XS’%*7Z§) =0

et

det < O, 2. Jo) £0. (3.12)

a(X()? }/O’ ZO) > (XO’Y()yZO):(XE)k?YO*ng)
Alors pour € € [—eg.0] avec €9 > 0 suffisamment petit il y a une solution 27— périodique

x(t,e) de léquation différentielle du cinquiéme ordre (3.1) telle que

(AW XE 1A | Z2
z(0,¢) — (,\2+f)(u2+1) st ﬁ

. A=Ap) XE+A+p) Yy
©(0,e) — (2 - .

N2+1) (42 +1)

- A+ Xg+Ap—1)Y5
£(0,e) — (/\QJFOI)WH) 0 , quand € — 0. (3.13)
A=) X - +p)Ys
7(0,¢) = (A2+1)(p2+1)

(4) (A=) XG+A=A) Y
z(0,¢) — (,\2+f)(u2+1) :

De plus, pour € € [—&¢, 0] \ {0}, la solution 27w —périodique x(t,e) est un cycle limite.
Nous allons prouver le Théoréeme 3.2 et ensuite étudier son application.

Preuve du Théoréme 3.2. Les valeurs propres de la partie linéaire du systéme (3.2) a
son point singulier (1’origine) sont +i, 0, i, et A\. Par la transformation linéaire inversible
(X,Y,Z,U V)l = By(x,y, 2 u,v)T, ot By est By avec § = 0 , nous transformons le
systéme (3.2) en un autre systéme tel que sa partie linéaire est la forme de Jordan réelle
de la partie linéaire du systéme (3.2) avec € = 0, c’est a dire

(

X=-Y
Y =X +eF(X,Y,Z,UV,t)
Z =eF(X,Y,Z,U,V,t) (3.14)

U=uU+F(X,Y,Z,UV,t)
\ V=XV —cF(X,Y,Z UV,t)

ou F(X,Y,Z,U V)= F(z,y,z,u,v) et (x,y, z,u,v)T = By Y(X,Y, Z,U,V)T.
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32 . Cas2: 6 =0, uA#0 et u# A

Le systéme (3.14) est similaire & (2.6) avec

x = (X,Y,Z,UV), Fy(x;t) = (=Y, X,0,ulU, \V)
Fi(xt) = (0,F,F,F,—F) et Fy(x,t,¢) = (0,0,0,0,0)

Soit x(t, Xo, Yo, Zo, Up, Vo, €) la solution du systéme (3.14) telle que
X<Oa X07 }/E)a ZO) U07 %7 5) = (X07 }/E)a ZO; U0> %)

Le systéme (3.14) avec ¢ = 0 a un centre linéaire a lorigine dans le plan (XY, 7), les

solutions périodiques de ce centre sont
x(t, Xo,Y0,0,0,0,0) = (X(¢),Y(t), Z(t), U(¢), V(1))

ou les fonctions X (t), Y (t), Z(t),U(t), V (t) sont données en (3.10). Notons que toutes ces
orbites périodiques ont une période 27. Pour le systéme (3.14), V et « dans le Théoréme

2.2 sont
V={(X,Y,2): 0<X?*+Y?*+Z><plpour p >0eta= (XY Z) €V

La matrice fondamentale M (t) du systéme (3.14) avec ¢ = 0 par rapport a la solution

périodique (3.10) telle que M (0) = I est

cost —sint 0 0 O
sint cost 0 0 O
M(t) = 0 0 1 0 0
0 0 0 e 0
0 0 0 0 eM

On remarque qu’elle est indépendante des conditions initiales (X, Yy, Zo,0,0) et on a

0 00 0 0

0 00 0 0
MY0)-M*2m)=| 0 0 0 0 0

0 0 0 1—e 2w 0

0 00 0 1 —e 2\
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32 . Cas2: 6 =0, uA#0 et u# A

On a (1 — e 2™)(1 — e 2*) #£ 0 car pX # 0. Alros toutes les conditions du Théoréme
2.2 sont satisfaites. Par conséquent, on doit étudier les zéros a = (Xo, Yy, Zp) € V des
trois premiéres composantes de la fonction F(«) donnée en (2.9). Il s’ensuit facilement
que F(a) = (f1(Xo, Yo, Zo), fa(Xo, Yo, Z0), f3(Xo, Y0, Z0)), ot les fonctions fi, fa et fs
sont celles données en (3.11). Maintenant, le reste de la preuve du théoréme 3.2 découle
directement de 1’énoncé du théoreme 2.2.

Proposition 3.2. Supposons que § = 0, uX # 0 et u # A, et que la fonction F' dans
le systeme (3.2) est F'(z,y, z,u,v,t) = (2 + sin(t))(z? — 1), alors pour € € [—&g, gg] avec
e > 0 suffisamment petit, il existe deux solutions 2w —périodiques z;(t,¢) et x5(t.c) de

I'équation différentielle du cinquiéme ordre (3.1) telle que

V23 723 723
21(0.6) = 22 §1(0.6) — — L #1(0.6) = 0, T(0.6) » —= 2W(0.e) =0
46 23 23
(3.15)
et 'autre satisfait
V23 723
29(0.e) — ———, @9(0.6) > ——, @2(0.e) = 0 (3.16)
46 23
V23
T5(0.) — —T,m?)(O.E) — 0 quand ¢ — 0
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32 . Cas2: 6 =0, uA#0 et u# A

Preuve : Notons que les fonctions fi(Xo, Yo, Zo), fo(Xo, Yo, Zo) et f3(Xo, Yo, Zo) du

Théoréme 3.2 sont

1
82 (A2 4 1)2(p2 + 1)
Y2t 4 30 AN+ 307t + A% P)

f1(Xo, Yo, Zo) [— X0 (BNt + X p® — AN + NPt 4 302 ?)

—AZ2ON 20 2Nt N AN 4t 20 20 1)
FAX YN B+ A3t — 232 = 228

+16X0Zo( At + X — N3+ N2t — N+ N — M\ — M)
—16Yo Zo( A1 ® 4+ Nt + N+ N3 4+ NP At N4 A?)

FANZ (AN 4 20 0 207t 20 AN 4t 4 207 2p% 4 1)
fol&o Yo, %) = ores 11)2(u2 Ty ¥+ Ao o uXo = Yo) (Ve Xo — 8N4 2
MYy — MYy — 802 Zy — M\uXo — 8P Zy — 87,))
1
%R+ 1)(p2 + 1)
+(N® = M) XoZo + (N — MiP)YoZo + 2012 (Np® + N2 + ® + 1)

f3(X0, Yo, Z0) = [N PXE = NEPYE = 225N 4+ N 4 4 1)

Ce systéme a deux solutions réelles différentes de (0,0, Z§), qui sont

7 7 1
[Xo = 5z —1V23, Y5 = —o(A+ u)V23, Zg = -vV23M]
7 7 1

Le déterminant (3.12) en ces deux solutions prend la valeur

211/23 L0er - 211/23
92Au(N* + 1) (2 + 1) 92Au(N* + 1) (2 + 1)

# 0, respectivement.

Enfin, (3.15) et (3.16) découlent de la substitution directe des deux solutions (X, Y5, Z§)
dans (3.13).
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33.Cas3:6=0,u=X#0

3.3 Cas3: =0,

w=A#£0

Dans ce cas, la forme normale en Jordan réelle de la matrice A est

0 -1 00 0
1 0 00 0
Js=10 0 00 0
00 0 u 1
0 0 00 u

(3.17)

La partie linéaire du systéme (X Y., Z,U, V) a lespace (X,Y,Z,0,0) remplie par les

orbites périodiques (3.10) sauf I'axe Z (a savoir {(0,0, Z,0,0)}) qui est remplie de points

singuliers. Par conséquent, la dimension de la variété des orbites périodiques du systéme

(X,Y,Z,U,V) est 3.

Nous définissons

fl(XOa }/Oa ZO)

fQ(X()a %7 ZO)

f3(X0a }/Oa ZO)

ou

et

X(t) = Xgcost — Yysint,

2w

_ / sint F(a(t), y(t), =(2), u(t), v(t))dt
= /cost F(x(t),y(t), z(t), u(t),v(t))dt

_ / Fa(), y(t), 2(t), u(t), v(t))dt

o

a(t) = XY 4 2
y(t) = =

() = e

u(t) = (—:2);—;2#1/

oy - 2o

Y (t) = Yocost + Xpsint,

Nous donnons ensuite le théoréme suivant
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Z(t) =

Zy.

(3.18)



33.Cas3:6=0,u=X#0

Théoréme 3.3. Supposons que 6 = 0, et p = X # 0. Sl existe (X§,Yy,25) €
R3\{(0,0, Z5)} telle que pour les fonctions (3.18) on a

f1<X[>)k7YE)*7Z5) = fQ(Xguyb*’ZS> = f3(XS’%*7Z§) =0

et
det< 8(f17f27f3> >
3(X0, YOa ZO) (X0,Y0,20)=(Xg. Y5, Z8)

Alors pour € € [—eg.0] avec €9 > 0 suffisamment petit il y a une solution 27— périodique

£0. (3.19)

x(t,e) a léquation différentielle du cinquiéme ordre (3.1) telle que

(0.2) = UG 2
40,0) = S
£(0,e) = % , quand € — 0. (3.20)
(12—1) X5 —2pYy
(u2+1)?
—ouXy—(u2—1)Yg
(u2+1)?

m

7(0,e) =
™ (0,¢) =

De plus, pour € € [—&¢, 0] \ {0}, la solution 27— périodique x(t,e) est un cycle limite.
Nous allons prouver le Théoréeme 3.3 et ensuite étudier son application.

Preuve du Théoréme 3.3. Les valeurs propres de la partie linéaire du systéme (3.2)
a son point singulier (1’origine) sont +i, 0 et p. Par la transformation linéaire inversible

(X,Y,Z,U, V) = Bs(z,y, z,u,v)T, on

0 0 2 —2u

0 1 0 1

0

1

By=| p? —2p p?+1 —2u 1
0

0 —u 1 —n 1

Nous transformons le systéme (3.2) en un autre systéme tel que sa partie linéaire est la

forme normale réelle de Jordan de la partie linéaire du systéme (3.2) avec € = 0, c’est a
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33.Cas3:6=0,u=X#0

dire .
X=-Y
Y =X +eF(X,Y,Z,U,V,t)
Z =cF(X,Y,Z,U,V,t) (3:21)
U=ulU+V
\ V=uV+ecF(X,Y,Z,UV,1)

ou F(X,Y,Z,U V)= F(z,y,zu,v) et (z,y,zu,0)" = By {(X,Y,Z,U,V)T.

Le systéme (3.21) est similaire & (2.6) avec

x = (X,)Y,Z,UV), Fyxt)= (=Y, X,0,uU+V,uV)

Fi(xt) = (0,F,F,0,F) et Fy(x,t,e)=(0,0,0,0,0).
Soit x(t, Xo, Yo, Zo, Up, Vo, €) la solution du systéme (3.21) telle que
X<Oa XOa YOa ZOa U07 %7 8) = (XOa YE), ZOa U07 Vb)

Le systéme (3.21) avec ¢ = 0 a un centre linéaire a l'origine dans le plan [Z=constante]

dans lespace (XY, Z), les solutions périodiques de ce centre sont

ou les fonctions X (¢),Y (t), Z(t), U(t), V(t) sont données en (3.10). Notons que toutes ces
orbites périodiques ont une période 27. Pour notre systeme, V' et a dans le Théoréeme 2.2

sont
V={X,Y,2): 0<X?*+Y*+Z><plpour p >0eta= (XY Z) €V

La matrice fondamentale M (t) du systéme (3.21) avec € = 0 par rapport a la solution

périodique (3.10) telle que M (0) = I est

cost —sint 0 0 O

sint cost 0 O O

M(t) = 0 0 1 0 0
0 0 0 et tert
0 0 0 0 e
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33.Cas3:6=0,u=X#0

On remarque qu’elle est indépendante des conditions initiales (Xy, Yo, Zo,0,0) et on a

0 00 0 0

0 00 0 0
MY 0)-M*2m)=10 0 0 0 0

0 0 0 1—e24m Qe 2m1t

0 0O 0 1 —e 27

On a (1 —e2*m)2 £ (0 car pu # 0. Alros toutes les conditions du Théoréme 2.2 sont
satisfaites. Par conséquent, on doit étudier les zéros a = (Xo, Yy, Zo) € V des trois
premiéres composantes de la fonction F(«) donnée en (2.9). Il s’ensuit facilement que
F(a) = (f1(Xo, Yo, Zy), f2(Xo, Y0, Zo), f3(Xo,Y0,Zp)), ot les fonctions fi, f et fs sont
celles données en (3.18). Maintenant, le reste de la preuve du Théoréme 3.3 découle
directement de ’énoncé du Théoréme 2.2.

Proposition 3.3. Supposons que 6 = 0, p = X # 0, et que la fonction F dans le
systéme (3.2) est F(z,y,z,u,v,t) = (2 + cos(t))(z? — 2), alors pour € € [—&g, &) avec
e > 0 suffisamment petit, il existe deux solutions 27 —périodiques x1(t,¢) et x(t,e) de

I'équation différentielle du cinquiéme ordre (3.1) telle que

13/46 7V46 .. 7/46

11(0.6) =~ i1(0.€) = 0,i1(0.6) = — o=, F1(0.2) =0, 29(0.6) — 5
(3.22)
13 7V/46
2(0.) — — 46,:&2(0.5)—>0,j2(0.e)—>—£, (3.23)

46 23

746
T9(0.8) — O,x§4)(0.6) — \2/—3_ quand € — 0.

Preuve : Notons que les fonctions fi(Xo, Yo, Zo), f2(Xo, Yo, Z0) et f3(Xo, Yo, Zp) du

Théoréme 3.3 sont
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34.Cas4:6#0, u=X#0

1
f1(Xo, Y0, Zp) = m[(lﬂXo — 2uYy — Xo) (u*Yo — 8u' Zo + 20 Xo — 1Yy — 16p° Zo — 82y))]
1
8p?(p? + 1)
—AZ2(u® 4 4p® 4 6pt + 4p® + 1) + XoYo(—8u" + 8u°)

fo(Xo, Yo, Zy) = [ XG5 (1 + 10p° + ") = Y3 (3p® — 241° + 3p")
+32X0Zo (1" + 20° + p®) + 160 Zo (® + p® — p* — %)
+8ut (1® + 4p® + 6pt + 4p® + 1)
1 42 42 4 2 2
f3(Xo, Y0, Z0) = —m[—ﬂ Xo — 1Yy — (2u" 4+ 4p” + 2)Z;
4203 X0 Zo + (u* — i)Yo Zo + dpt (u* + 2p% + 1))

Ce systéme a deux solutions réelles différentes de (0,0, Zg), qui sont

14 7 1
X' = —uv46, Y= —(u?—1)V46, ZF = —/464>

14 7 1
et [Xg = —gu\/ﬁ Yo = —ﬁ(ﬂz — 1)V46, Z; = —4—6\/EM2]

La déterminant (3.19) a ces deux solutions prend les valeurs

21/46 21/46

“16202 112 #0 et T EESE # 0, respectivement.

Enfin, (3.22) et (3.23) découlent de la substitution directe des deux solutions (X, Yy, Z)
dans (3.20)

34 Cas4:0+#0, u=X#0

Dans ce cas, la forme normale en Jordan réelle de la matrice A est

0 -1 00 0
1 0 000

Ji=10 0 & 0 0 (3.24)
00 0 p 1
0 0 00 u
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34.Cas4:6#0, u=X#0

La partie linéaire du systéme <X Y, Z,U, V) a l'espace (X,Y,0,0,0) remplie par les
orbites périodiques (3.4) sauf son origine, donc la dimension du varieté des orbites péri-
odiques du systéme (X, Y, Z, U, V) est 2.

Nous définissons

fl(X()?Yo) =

f2(Xo,Yy) = —/cost F(z(t),y(t), z(t),u(t),v(t))dt (3.25)

ol
(76u2+2u+5)X+<,u2+25,u71)Y
(u2+1)? (52+1)

z(t) =

(p2+26p-1) X~ (—0p2+2u+6)Y
y(t) = (12+1) (862 +1)
o) = —(—ou?+2u+8) X—(p2+20p—1)Y
- (u2+1) (52+1)
u(t) = —(12+20p—1) X +(—0p>+2u+8)Y
- (12+1)* (62 +1)
(t) = (=82 +2u+8) X +(p?+28u—1)Y
uit) = (2 +1)2(5%+1)

et X(t) = Xocost—Yysint, Y(t)=Yycost+ Xpsin t.
Le résultat principal pour le cas 4 est le théoréme suivant
Théoréme 3.4. Supposons que § # 0, et =\ # 0. S’il existe (Xg,Yy) € R2\{(0,0)}

telle que pour les fonctions (3.25) on a
[i(Xg,Y5) = fo(Xg, Yy) =0

et

det <§(fl—’fQ) £0. (3.26)

(XO’ YO) ) (Xo0,Y0)=(Xg§,Yy")
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34.Cas4:6#0, u=X#0

Alors pour € € [—¢eq,e0] avec g9 > 0 suffisamment petit il ya une solution 2m—périodique
x(t,e) a l’équation différentielle du cinquiéme ordre (3.1) telle que

(76u2+2u+5)X0 (H2+20u-1) Yy

I(O,&) — (241) (62—1—1)
i(0,€) — (124200~ 1)2)2 ((625132#4-5)3/0*
#(0,6) - SR quand = 0 327
#(0,¢) — ‘W*2‘”‘(‘,;>f§:(§;i’5““”)Y°*
52 ()2 Ny
o0 Lol

De plus, pour € € [—&¢, 0] \ {0}, la solution 27— périodique xz(t,e) est un cycle limite.
Nous allons d’abord prouver le Théoréme 3.4 et ensuite étudier son application.

Preuve du Théoréme 3.4. Les valeurs propres de la partie linéaire du systéme (3.2)
a son point singulier (1’origine) sont +i, ¢ et p. Par la transformation linéaire inversible

(X,Y, Z,U, V) = By(z,y, z,u,v)T, ot

—p25 2 +2u6 —2pu—9 1 0
0 prd  —p?—=2ud 0+2u —1

By = > —2/ p?+1 -2/ 1
-4 1 -4 1 0

wo  —p—9 14+pus —p—46 1

nous transformons le systéme (3.2) en un autre systéme tel que sa partie linéaire est la

forme normale de Jordan réelle de la partie linéaire du systéme (3.2) avec € = 0, c’est a

dire .
X=-Y
Y =X —cF(X,Y,Z,UV,1)
Z=0Z+¢cF(X,Y,Z,UV,1) (3.28)
U=pulU+V
\ V=uV+ecF(X,Y,Z,UV,1)

ou F(X,Y,Z UV, t)=F(z,y,z,u,v,t) et (x,y, z,u,v)T = By *(X,Y, Z,U,V)".
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34.Cas4:6#0, u=X#0

Le systeme (3.28) est similaire & (2.6) avec

X =

Fi(x,t) =

(X7 Y? Z? U7 V)? F0<X’t) = (_Y: X7 6Z7 NU + ‘/7 :U/V)
(0,—F,F,0,F) et Fy(x,t,e) = (0,0,0,0,0).

Soit x(t, Xo, Yo, Zo, Up, Vo, €) la solution du systéme (3.28) telle que

X<07 X07 }/E)a ZO) U07 %7 5) = (X07 }/E)a Z07 U0> %)

Le systéme (3.28) avec ¢ = 0 a un centre linéaire a l'origine dans le plan (X,Y), les

solutions périodiques de ce centre sont

x(t, X0, Y5,0,0,0,0) = (X(£), Y (£), Z(t), U(¢), V(1))

ou les fonctions (X (t), Y (t), Z(t),U(t), V (t)) sont données en (3.4). Notons que toutes ces

orbites périodiques ont une période 27. Pour noutre systéme, V' et a dans le Théoréme

2.2 sont

V={(X,Y):

0<X?*+Y <p}lpour p >0eta=(Xy,Y) €V

La matrice fondamentale M (t) du systéme (3.28) avec € = 0 par rapport a la solution

périodique (3.4) telle que M(0) = I est

cost
sint
0
0
0

—sint
cost
0
0
0

0
0

eét

0
0

0
0
0
et

0

t

0
0
0

tett

ekt

On remarque qu’elle est indépendante des conditions initiales (X, Yp,0,0,0) et on a

00 0
00 0
0 0 1—e 2
00 0
00 0
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34.Cas4:6#0, u=X#0

On a (1 — e 2m)(1 — e 2#™)2 £ 0 car o # 0. Alors toutes les conditions du Théoréme
2.2 sont satisfaites. Par conséquent, on doit étudier les zéros a = (X, Yp) € V des deux
premiéres composantes de la fonction F(«) donnée en (2.9). Il s’ensuit facilement que
Fla) = (f1(Xo,Y0), fa(Xo,Y0)), ou les fonctions f; et fo sont celles données en (3.25).
Maintenant, le reste de la preuve du Théoréeme 3.4 découle directement de 1’énoncé du
Théoréeme 2.2.

Proposition 3.4. Supposons que § # 0, u = X # 0, et que la fonction F' dans le systéme
(3.2) est F(z,y,z,u,v,t) = (2 + cos(t))(z* + 3z), alors pour ¢ € [—&g,&0] avec € > 0
suffisamment petit, il existe une solution 2w —périodique z(t, ¢) de I’équation différentielle

du cinquiéme ordre (3.1) telle que
2(0.6) — —1, #(0.) — 0, #(0.c) — 1, ¥(0.e) — 0, 2 (0.e) — —1 (3.29)

Preuve : Notons que les fonctions f1(Xo, Yp) et fo(Xo, Yo) du Théoréme 3.4 sont

1
fl <X07 }/0) = - (H2 + 1)4(52 + 1)2 [(1262/1’4 + 2462M2 - 5/’L2X0 + 12:“’4 =+ 25:“’%

+12Y 4 126% 4 6 X + 2442 + 2uXy — Yo + 12)(6p2Yy + 201X,

12Xy — 6Y) — 2uYy — Xo)]
1
f2(X07 }/0) = 8(,&2 + 1)4((52 + 1)2 [_X02(+352u4 - 262/’62 - 85”3 + ,U4 + 362 + 85:“

+10p2 + 1) — Y2(+6%p* + 1002 1% 4 861> + 3p* + 6% — 86 — 244°

+3) — 24Xo(0°u® — 8 pt + 26705 — Spb + &P p? + 467 — ot + 2u°

6% 4207 + 200% + 4p® + 5 4 2u) — (28° 15 + 6% + 46313

+62p* + 2605 4 b + 283 — P p® + 453 4 pt — 0% — p® + 20 — 1)24Y)
+(20% 1% 4 opt — 262 — 651 — 23 + 0 4 2)4 X Yo

Ce systéme a une unique solution différente de (0,0), a savoir

(X5,Yy) = ((6p* =6 —2u), (=20 — p* + 1))

La déterminant (3.26) a cette solution prend la valeur
19
s #0
16(p? +1)2(0" + 1)
Enfin, (3.29) s’ensuit par substitution directe de la solution (X{,Y) dans (3.27).
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35.Cas5:0=p=X#0

3.5 Casb:d0=u=X+#0

Dans ce cas, la forme normale en Jordan réelle de la matrice A est

0 -1 0 0 0
1 0 0 00
Js=10 0 610
0 0 0 ¢ 1
0 0 00 ¢

(3.30)

La partie linéaire du systéme (X Y. Z,U ,V) a lespace (X,Y,0,0,0) remplie par les

orbites périodiques (3.4) sauf son origine, donc la dimension de la variété des orbites

périodiques du systeme (X,Y, Z,U,V) est 2.

Nous définissons

fi(Xo,Yo) = [ sint F(x(t),y(t), 2(1), u(t), v(t))dt

[:\‘) o\:‘M

H(Xo V) = / cost F(x(t), y(t), 2(t), u(t), v(t))dt

ou
(53—35 X (1—352)3/

)X+

1 352((_12;“?52 36)Y

y(t) = (= ()52+1<>3 )

A(t) = —(53—35))(—(1—352)1/
(1)

_ —(1-302)x+(8°-30)Y
(1)’
(63736)X+(1;362)Y
(7+1)

et X(t) = Xogcost — Yysint, Y(t) = Ypcost+ Xpsint.

=
—~

~+~
~—

I

v(t) =

Nous présentons ensuite le résultat pour le cas 5.

(3.31)

Théoréme 3.5. Supposons que § = u = X # 0. S’il existe une (X7, Yy) € R*\{(0,0)}

telle que pour les fonctions (3.31) on a

A(Xo, Y5) = f5(Xg, Y5) =0
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35.Cas5:0=p=X#0

et

det ((?ﬁ—’f” £0. (3.32)

(XO7 %)) (XO?YO):(X87YO*)
Alors pour € € [—eg.g9] avec €9 > 0 suffisamment petit il y a une solution 27— périodique

x(t,e) de léquation différentielle du cinquiéme ordre (3.1) telle que

(63-30) X +(1-362) Yy

z(0,e) — 3
(62+1)
#(0,¢) — <1352)(Xo*<§335>yo*
8241
(0,¢) ¢ _352 g A , quand € — 0. (3.33)
.. —(1-30%) X3+ (6% -30) vy
v (83 —358(;@%1 36%) Y5
4) (0, 5) (52+1)

De plus, pour € € [—eg, 0] \ {0}, la solution 2w —périodique x(t,e) est un cycle limite.
Nous allons d’bord prouver le Théoréme 3.4 et ensuite étudier son application.

Preuve du Théoréme 3.5. Les valeurs propres de la partie linéaire du systéme (3.2)
a son point singulier (lorigine) sont +i et 0. Par la transformation linéaire inversible

(X,Y,Z,U, V) = Bs(z,y, z,u,v)’, on

5 =36 36 -1 0
0 —& 32 36 1
Bs=| 1 0 1 0 0
-5 1 5 1 0
62 =26 1+6* —20 1

nous transformons le systéme (3.2) en un autre systéme tel que sa partie linéaire est la

forme normale de Jordan réelle de la partie linéaire du systéme (3.2) avec € = 0, c’est a

dire .
X=-Y
Y =X +eF(X,Y,Z,UV,t)
Z=0Z+U (3.34)
U=0U+V
| V=0V +eF(X,Y,Z,U,V,t)
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35.Cas5:0=p=X#0

ol F(X,Y,Z,UV,t)=F(z,y,z u,v,t) et (z,y, z,u,v)" = B:Y(X,Y,Z,U V)T
Le systeéme (3.34) est similaire & (2.6) avec
x = (X.Y,Z,UV), Fy(xt)=(-Y,X,6Z+U,6U+V,5V)
Fi(x,t) = (0,F,0,0,F) et Fy(x,t,¢) = (0,0,0,0,0).

Soit x(t, Xo, Yo, Zo, Up, Vo, €) la solution du systéme (3.34) telle que
X<Oa XOa }/ba ZOa UO) %7 6) = (XOa }/E)a ZOa U07 ‘/E))

Le systéme (3.34) avec ¢ = 0 a un centre linéaire a l'origine dans le plan (X,Y), les

solutions périodiques de ce centre sont
X(t, Xo,%0,0,0,0,0) = (X(¢),Y(£), 2(2), U(t), V(1))

ou les fonctions (X(t),Y(t), Z(t),U(t),V(t)) sont données en (3.4). Notons que toutes
ces orbites périodiques ont une période 2. Pour notre systéme, V' et o dans le Théoréme

2.2 sont
V={X,Y): 0<X*+Y?<p}pour p >0eta=(Xp,Yy) eV

La matrice fondamentale M (t) du systéme (3.34) avec € = 0 par rapport a la solution

périodique (3.4) telle que M(0) = I est

cost —sint 0 0 0
sint cost 0 0 0
M(t) = 0 0 e te %e&
0 0 0 e te

0 0 0 0 e

On remarque qu’elle est indépendante des conditions initiales (Xy, Yp,0,0,0) et on a

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

M_l(o) — M_1(27T) =10 0 1—e 27 227 _Qp2e=2r
00 0 1 —e 2™  Qme 20
00 0 0 1 — e 20m
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35.Cas5:0=p=X#0

On a (1 —e 273 £ (0 car § # 0. Alors toutes les conditions du Théoréme 2.2 sont
satisfaites. Par conséquent, on doit étudier les zéros o = (Xy, Yy) € V des deux premiéres
composantes de la fonction F(«) donnée en (2.9). Il s’ensuit facilement que F(a) =
(f1(Xo, Yo), f2(Xo, Y0)), ou les fonctions f; et fo sont celles données en (3.31). Maintenant,
le reste de la preuve du Théoréeme 3.5 découle directement de I’énoncé du Théoréeme 2.2.
Proposition 3.5. Supposons que 6 = u = X # 0, et que la fonction F' dans le systéme
(3.2) est F(z,y,z,u,v,t) = (2 —sin(t))(2z + 1), alors pour ¢ € [—¢&g,&0] avec € > 0
suffisamment petit, il existe une solution 2r—périodique z(t, ¢) de I’équation différentielle

du cinquiéme ordre (3.1) telle que
1 1
2(0.6) =0, #(0.) = o, #(0e) =0, #(0.) =0, z@(0.e) — = (3.35)

Preuve : Pour le systéme de cette proposition, les fonctions fi(Xo, Yy) et fo(Xo, Yy) du

Théoréme 3.5 sont

filXo, Yy) = —W—LPMXOW — 1) Xo + 4Yp (1 — 3p) + p*(u* + 3p® + 3) + 1]
R(X0.%0) = Tl = 300X + (1= 3633

Ce systéme a une unique solution différente de (0, 0), & savoir
(X5, Y5) = (0 = 6 —2p), (=260 — pi* + 1))

La déterminant (3.32) a cette solution prend la valeur

4

RS

Alors, d’aprés le Théoréme 3.5, il exsiste un cycle limite.

Enfin (3.35) s’ensuit par substitution directe de la solution (X, Y;) dans (3.33).
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a appliqué la méthode de moyennisation du premier ordre a
la recherche des cycles limites pour une classe d’équations différentielles ordinaires du
cinquiéme ordre, On distingue cinq cas suivant les valeurs des paramétres ¢, 1 et A.

La méthode de moyennisation nous a permis d’obtenir des conditions suffisantes de
I’existence des cycles limites en transformant le probléme de la recherche des cycles lim-
ites d’un systéme différentiel en un probléme algébrique de la recherche des racines non
dégénérées d’un systéme non linéaire, et donne une condition suffisante pour I'existence
des cycles limites.

Cette méthode donne de bons résultats pour certaines classes d’équations différentielles

ordinaires, mais elle ne donne pas toute les solutions périodiques de ’EDO.

42



Bibliographie

[1] A. Buica, J. P. Frangoise and J. Llibre, Periodic solutions of nonlinear periodic differ-

ential systems with a small parameter, Comm. Pure. Appl. Anal, 6:1 (2007), 103-111.

2] A. Cima, J. Llibre, and M.A Taixeira, Limit cycles of some polynomial differential
system in dimension 2, 3 and 4 via averaging theory, Applicable Analysis, 87(2008),
149-164.

[3] N. M. Krylov and N. N. Bogoliubov. Introduction to Nonlinear Mechanics (in
Russian), Izd. AN UkSSR, Kiev, 1937. Vvedenie v Nelineinikhu Mekhaniku.

[4] J. Llibre, N. Sellami, and A. Makhlouf, Limit cycles for a class of fourth order
difierential equations, Applicable Analysis, 88:12(2009), 1617-1630.

[5] J. Llibre, J. Yu, and X. Zhang, Limit cycles for a class of third order difierential
equations, Rocky Mountain J. Math., 40:2(2010), 581-594.

[6] 1. G. Malkin, Some Problems of the Theory of Nonlinear Oscillations, Gostexizdat,
Moscow, 1956. (Russian).

[7] M. Roseau, Vibrations Non-linéaires et Théorie de la Stabilite, (French) Springer
Tracts in Natural Philosophy, Vol.8, Springer-Verlag, Berlin, New York, 1966.

[8] J.A. Sanders, and F. Verhulst, Averaging Methods in Nonlinear Dynamical Systems,
Applied Mathematical Sciences, 59, Springer, New York, 1985.

[9] N. Sellami and A. Makhlouf, Limit cycles for a class of fourth order difierential
equations, Ann. of Diff Eqs, 28:2(2012).

43



Bibliographie

[10] F. Verhulst, Nonlinear Difierential Equations and Dynamical Systems, Universitext,

2nd ed,Springer, Berlin, 1996.

44



	aab82a0f302c3bb9c223f9c32abd1dd65fadde191abe7e9d20d4aa7cee5e5a05.pdf
	aab82a0f302c3bb9c223f9c32abd1dd65fadde191abe7e9d20d4aa7cee5e5a05.pdf
	aab82a0f302c3bb9c223f9c32abd1dd65fadde191abe7e9d20d4aa7cee5e5a05.pdf
	aab82a0f302c3bb9c223f9c32abd1dd65fadde191abe7e9d20d4aa7cee5e5a05.pdf
	42a2cfcd7118c30efddd0c69415ba042c244ecdcad640afab3217bd111e8a66d.pdf
	0dd49c17a6747aaed09ff69ef2fdb1cba88163be1638fe92a44a6b7b47e08c5d.pdf
	0dd49c17a6747aaed09ff69ef2fdb1cba88163be1638fe92a44a6b7b47e08c5d.pdf
	0dd49c17a6747aaed09ff69ef2fdb1cba88163be1638fe92a44a6b7b47e08c5d.pdf
	0dd49c17a6747aaed09ff69ef2fdb1cba88163be1638fe92a44a6b7b47e08c5d.pdf



