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Résumé
Dans ce mémoire, on étudie l�existence de cycles limites d�une classe d�équations di¤éren-

tielles du cinquième ordre en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre, où

il s�agit d�équations de la forme

x(5) � ex(4) � d...x � c�x� b _x� ax = "F (x; _x; �x; ...x ; x(4); t)

où a = ���; b = �(�� + �� + ��); c = � + � + � + ���; d = �(1 + �� + �� + ��);

e = �+�+ �; et �; � et � sont des paramètres réels, " est su¢ samment petit et F est une

fonction de classe C2; 2��périodique en t:



Abstract
We study the existence of limit cycles for a class of �fth order di¤erential equations using

�rst-order averaging theory, the studied equations are of the form

x(5) � ex(4) � d...x � c�x� b _x� ax = "F (x; _x; �x; ...x ; x(4); t)

where a = ���; b = �(�� + �� + ��); c = � + � + � + ���; d = �(1 + �� + �� + ��);

e = � + � + �; and � � � are real parameters, " is su¢ ciently small and F is a function

of class C2; 2��periodic in t:
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 ملخص          
نهتم بدراسة الحلول الدورية المعزولة لصنف من المعادلات التفاضلية من الرتبة الخامسة  

س تعمال نظرية المتوسط                                 من الدرجة الأولى, من الشك   بإ

x(5) − 𝑒x(4) − 𝑑x⃛ − 𝑐ẍ − 𝑏ẋ − 𝑎x = 𝜀𝐹(x, ẋ, ẍ, x⃛, x4, 𝑡)  

 𝑐 = 𝛿 + 𝜆 + 𝜇 + 𝛿𝜆𝜇 , 𝑏 = −(𝜆𝜇 + 𝛿𝜆 + 𝛿𝜇) , 𝑎 = 𝛿𝜆𝜇 حيث   

,𝛿   وسائط حقيقية   𝜆 , 𝜇 و 𝑒 = 𝛿 + 𝜆 + 𝜇 , 𝑑 = −(1 + 𝜆𝜇 + 𝛿𝜆 + 𝛿𝜇) 

.  T دالة حقيقية غير خطية دورية ودورها    𝐹 ∈ 𝐶2  صغيركفاية و 𝜀و 
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Introduction

Les équations di¤érentielles sont un type d�équations mathématiques qui mettent relation

une ou plusieurs fonctions et leurs dérivées, utilisées pour décrire la manière dont une

quantité donnée évolue dans le temps.

Elles sont apparues au 17eme siècle avec le développement du calcul par Newton et

Leibnitz, Newton les a utilisé pour décrire le mouvement des corps célestes et d�autres

phénomènes physiques, le 18eme siècle a vu de grands e¤orts de la part de scienti�ques

tels qu�Euler, qui ont introduit des méthodes pour résoudre et analyser les équations

di¤érentielles, le développement des équations di¤érentielles ordinaires s�est poursuivi au

19eme siècle avec Lagrange, Laplace et Jacobi qui ont développés des méthodes pour les

résoudre, et au 20eme siècle avec l�avènement des ordinateures, des méthodes numériques

de résoudre de ces équations ont été développées, permettant de résoudre des problèmes

plus complexes.

L�étude de l�existence, le nombre et la stabilité des solutions périodiques est l�un des plus

importants problèmes de la théorie qualitative des équations di¤érentielles ordinaires et

des systèmes dynamiques.

Un cycle limite d�une EDO est une solution périodique isolée, la compréhension et l�évolution

des cycles limites nécessite une étude complète des équations di¤érentielles ordinaires

où les points d�équlibre sont déterminés et leur stabilité est éxaminée. De nombreuses

méthodes ont été développées pour rechercher des solutions périodiques des équations dif-

férentielles, parmi lesquelles la théorie de Poincaré Bendixson, qui fournit des conditions

pour l�existence de cycles limites dans les systèmes bidimensonnels. En revanche, dans les
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systèmes de dimensions supérieures l�étude devient plus complexe et nécessite des outils

avancés tels que la théorie des perturbations.

La méthode de Moyennisation est une théoire classique introduite pour la première fois par

Krylov et Bogoliubov en 1937 [3] et constitue l�une des méthodes de perturbation les plus

importantes que nous utilisons actuellement pour étudier les cycles limites d�équations

di¤érentielles ordinaires et des systèmes dynamiques.

Dans ce mémoire, on utilise la méthode de Moyennisation du premier ordre a�n d�étudier

les cycles limites pour une classe d�équations di¤érentielles ordinaires du cinquième ordre

Notre mémoire comporte trois chapitres :

Le premier chapitre est un chapitre préliminaire qui contient des dé�nitions et des théorèmes

de base de la théorie qualitative des EDO et des systèmes dynamiques.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons deux types di¤érents de la théorie de Moyen-

nisation du premier ordre, pour chaque type on donne un théorème avec des exemples

d�applications.

En�n, le dernier chapitre est consacré à l�étude des cycles limites pour une classe d�équations

di¤érentielles ordinaires du cinquième ordre en appliquant la théorie de la Moyennisation

du premier ordre.

ii



CHAPITRE

1 Notions Préliminaires

Dans ce chapitre, on va donner quelques notions générales de la théorie qualitative des

systèmes dynamiques. Premièrement on dé�nit le système dynamique et les notions de :

�ot, point d�équilibre, la linéarisation, stabilité, la nature de points d�équilibre, solution

périodique, et on passe à la dé�nition du portrait de phase et cycles limites.

1.1 Système dynamique

Un système dynamique est un phénomène qui évolue dans le temps. Cette évolution peut

être déterminée par des équations di¤érentielles ordinaires et peut être :

autonôme : si l�évolution ne dépend pas du temps.

non autonôme : si l�évolution dépend du temps.

On dé�nit un système dynamique par

Dé�nition 1.1. Un système dynamique sur Rn est une application 	 : R+ � Rn ! Rn

dé�nie sur tout R+ � Rn , telle que:

�	(:; x) : R+ ! Rn est continue.

�	(t; :) : Rn ! Rn est continue.

�	(0; x) = x:

�	(t+ s; x) = 	(t;	(s; x)) pour t; s 2 R+; x 2 Rn:
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1.2. Flot d�un système di¤érentiel

Exemple 1.1. Soit le système di¤érentiel8<: _x = Ax

x(0) = x0
(1.1)

où A est une matrice constante, la solution de (1:1) est

x(t) = etAx0:

Le système (1:1) engendre un système dynamique, car l�application

	 : R+ � Rn ! Rn

dé�nie par

	(t; x) = etAx

véri�e les quatre propriétés précédentes.

1.2 Flot d�un système di¤érentiel

Dé�nition 1.2. Soit le système non linéaire

_x = f(x) (1.2)

où x 2 Rn et f 2 C1(Rn)

On appelle �ot du système di¤érentiel (1:2), l�ensemble des application 't : Rn ! Rn

dé�nies par 't(x0) = '(t; x0) où '(t; x0); est la solution telle que '(0; x0) = x0:

1.3 Points d�équlibre

Dé�nition 1.3. Le point x0 2 Rn est appelé point critique ou point d�équilibre du

système di¤érentiel non linéaire (1:2) s�il véri�e f(x0) = 0:
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1.4. Stabilité de la solution

1.4 Stabilité de la solution

Dé�nition 1.4. Une solution �(t) du système (1:2) telle que �(t0) = �0 est dite stable

au sens de Lyapunov si pour toute solution x(t) de (1:2) véri�ant x(t0) = x0 on a :

8" > 0;9� > 0 : kx(t0)� �0k < � ) kx(t)� �(t)k < " ;8t � t0:

De plus si :

lim kx(t)� �(t)k = 0

alors la solution �(t) est dite asymptotiquement stable.

1.5 Système linéarisé

Dé�nition 1.5. On appelle système linéarisé de (1:2) au voisinage du point d�équilibre

x0; le système

_x = Ax

où

A = Df(x0) =

�
@fi
@xj

(x0)

�
; 1 � i; j � n: (1.4)

1.6 Solution périodique

Dé�nition 1.6. On appelle solution périodique toute solution x = '(t) de l�équation

(1:2) telle qu�il existe un nombre T véri�ant '(t + T ) = '(t). Une solution périodique

de (1:2) correspond à une orbite (courbe) fermée dans l�espace des phases.

1.7 Portrait de phase

Dé�nition 1.7. Soit le système di¤érentiel.8<: _x = G(x; y)

_y = H(x; y)
(1.5)

3



1.8. Point d�équilibre hyperbolique

Un portrait de phase est l�ensemble des trajectoires dans l�espace de phase, en particulier

pour les systèmes autonomes d�équations di¤érentielles ordinaires de deux variables, les

solutions (x(t); y(t)) du système (1:5) sont représententées dans le plan par des courbes

appelées orbites. Les points critiques de ce système sont des solutions constantes et la

�gure complète ainsi que ces points critiques représente le portrait de phase et le plan

(xoy) est le plan de phase.

1.8 Point d�équilibre hyperbolique

Dé�nition 1.8. Un point d�équlibre x0 de (1:2) est dit hyperbolique si toutes les valeurs

propres de la matrice jacobienne de f au voisinage de x0 ont des parties rélles non nulle.

1.9 Nature des points d�équilibre

On considère le système linéaire

_x = Ax; 8x 2 R2 (1.6)

où A est une matrice constante inversible d�ordre 2.

Soient �1 et �2 les valeurs propres de cette matrice. On distingue les di¤érents cas suivants

selon les valeurs propres �1 et �2 de la matrice A.
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1.9. Nature des points d�équilibre

1) Si �1 et �2 sont réelles non nulles et de signe di¤érent, alors le point critique x = x0

est un point selle, il est toujours instable (voir Figure 1.1).

Figure 1.1. Selle (instable)

2) Si �1 et �2 sont réelles non nulles et de même signe, on a trois cas:

(a) Si �1 < �2 < 0, le point x = x0 est un noeud stable (voir Figure 1.2).

Figure 1.2. Noeud (stable)
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1.9. Nature des points d�équilibre

(b) Si 0 < �1 < �2, le point x = x0 est un noeud instable (voir Figure 1.3)

Figure 1.3. Noeud (instable)

(c) Si �1 = �2 = �, le point x = x0 est un noeud propre, il est stable si � < 0, et instable

si � > 0, (voir Figure 1.4 et Figure 1.5).

Figure 1.4. Noeud propre

(stable)

Figure 1.5. Noeud propre

(instable)

3) Si �1 et �2 sont complexes conjugées c�est-à-dire 8�j = 1; 2, �j = �j + i�j avec

Re(�j) 6= 0, alors le point critique x = x0 est un foyer. Il est instable si Re(�j) > 0 et

6



1.9. Nature des points d�équilibre

asymptotiquement stable si Re(�j) < 0 .(voir Figure 1.6 et Figure 1.7).

Figure 1.6. Foyer (instable)

Figure 1.7. Foyer

(asymptotiquement stable)
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1.10. Cycle limite

4) Si �1 et �2 sont imaginaires pures avec Im(�j) 6= 0 et Re(�j) = 0, alors le point x = x0
est un centre, il est stable mais n�est pas asymptotiquement stable. (voir Figure 1.8).

Figure 1.8. Centre

1.10 Cycle limite

Dé�nition 1.10. Un cycle limite est une solution périodique isolée, c�est à dire qu�on ne

peut pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.

1.11 Cycle limite hyperbolique

Dé�nition 1.11. Supposons que le système (1:5) a une orbite périodique (x(t); y(t)) de

période T > 0, et soit

S =

TZ
0

�
@G

@x
+
@H

@y

�
(x(t); y(t))dt: (1.7)

On dit que l�orbite périodique est un cycle limite hyperbolique si S 6= 0. De plus si S > 0

(respectivement S < 0), alors le cycle limite est instable (respectivement stable).
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CHAPITRE

2 Théorie de moyennisation

Dans ce chapitre, on présente une introduction de la théorie de moyennisation du premier

ordre pour les orbites périodiques d�une équation di¤érentielle ordinaire ou d�un système

di¤érentiel.

2.1 Méthode de moyennisation du premier ordre pour

les orbites périodiques

On considère le système di¤érentiel à valeur initiale suivant

_x(t) = "F (t;x(t)) + "2R(t;x(t); "); x(0) = x0: (2.1)

Avec x(t) 2 D � Rn, D un domaine bornée et t � 0. On suppose que F (t;x(t)) et

R(t;x(t); ") sont T�périodiques en t0, Le système moyenné associé au système (2:1) est

dé�ni par

_y(t) = "f 0(y(t)) , y(0) = x0: (2.2)

où

f 0(y) =
1

T

TZ
0

F (s;y)ds: (2.3)

Le théorème suivant nous donne les conditions pour lesquelles les points singuliers du

système moyenné (2:2) fournissent des solutions périodiques du système (2:1).

9



2.1. Méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques

Théorème 2.1. Considérons le système (2:1) et supposons que les fonctions vectorielles

F;R;DxF;D
2
xF et DxR sont continues et bornées par une constante M (indépendante de

") dans [0;1[�D avec �"0 < " < "0. De plus, on suppose que F et R sont T�périodiques

en t avec T indépendante de ":

(i) Si q 2 D est un point singulier du système moyenné (2:2) telle que

det(Dxf
0(q)) 6= 0: (2.4)

Alors pour j"j > 0 su¢ samment petit, il existe une solution T�périodique x"(t) du

système (2:1) telle que x"(t)! q quand "! 0:

(ii) Si le point singulier y = q du système moyenné (2:2) est hyperbolique alors pour

j"j > 0 su¢ samment petit, la solution périodique correspondante x"(t) du système

(2:1) est unique, hyperbolique et de même type de stabilité que q quand "! 0:

Preuve : Voir Verhulst [10].

Exemple 2.1. Considérons l�équation di¤érentielle

�x+ x = "(x2 + 2x� 1) _x

qui peut être écrite sous la forme8<: _x = y

_y = �x+ "(x2 + 2x� 1)y
(2.5)

En coordonnées polaire (r; �) où x = r cos � et y = r sin �, ce système devient8<: _r = r sin2 � (r2 cos2 � + 2r cos � � 1)
_� = �1 + "r cos2 � sin �(r cos � + 2)� sin2 �

où d�une manière équivalente

dr

d�
= �r sin2 �

�
r2 cos2 � + 2r cos � � 1

�
De (2:3) on obtient

f 0(r) = � 1

2�

2�Z
0

r sin2 �
�
r2 cos2 � + 2r cos � � 1

�
d� =

1

2
r(1� 1

4
r2):
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2.2. Autre méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques.

La seule racine positive de f 0(r) est r = 2. Comme (df
0(2)
dr
) = �1 d�après le Théorème

2:1, il suit que le système (2:5) pour j"j 6= 0 su¢ samment petit, admet un cycle limite qui

bifurque de l�orbite périodique de rayon r = 2 du système non perturbé (2:5) avec " = 0.

De plus, comme
�
df0(2)
dr

�
= �1 < 0; ce cycle limite est stable.

2.2 Autre méthode de moyennisation du premier or-

dre pour les orbites périodiques.

On considère le problème de la bifurcation des solutions T�périodiques d�un système

di¤érentiel de la forme

_x(t) = F0(t;x) + "F1(t;x) + "
2F2(t;x; "): (2.6)

Avec " su¢ samment petit.

Les fonctions F0; F1 : R � 
! Rn et F2 : R� 
 �] � "0; "0[! Rn sont des fonctions de

classe C2; T�périodiques par rapport à la première variable et 
 est un sous ensemble

ouvert de Rn. Supposons que le système non perturbé (2:6) quand "! 0

_x(t) = F0(t;x) (2.7)

a une sous variété de solutions périodiques de dimension k. Soit x(t; z) une solution du

système (2:7) telle que x(0; z) = z. La linéarisation du système non perturbé (2:7) le long

d�une solution périodique x(t; z) est

_y = DxF0(t;x(t; z))y: (2.8)

Dans la suite on note par Mz(t) la matrice fondamentale du système di¤érentiel linéaire

(2:8) et par � : Rk � Rn�k ! Rk la projection de Rn sur ses k premières coordonnées.

i.e.�(x1; x2; :::; xn) = (x1; x2; :::; xk)

Théorème 2.2. Soit V � Rk un ouvert borné, �0 : �V ! Rn�k une fonction de classe

C2.On suppose que

(i) Z =
�
z� = (�; �0(�)); � 2 �V

	
� 
 et que pour chaque z� 2 Z la solution

11



2.2. Autre méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques.

x(t; z�) de (2:7) est T�périodique.

(ii) Pour chaque z� 2 Z il existe une matrice fondamentale Mz�(t) de (2:8) telle

que la matrice M�1
z� (0)�M�1

z� (T ) contient dans le haut coin droit la matrice nulle

de dimensions k� (n�k) et dans le bas coin droit une matrice ��((n�k)� (n�k))

avec det�� 6= 0:

On considère la fonction F : �V ! Rk

F(�) = �

0@ 1
T

TZ
0

M�1
z� (t)F1(x(t; z�); t)dt

1A : (2.9)

S�ilexite a 2 V telle que F(a) = 0 et det(dF
d�
(a)) 6= 0; alros il existe une solution

T�périodique '(t; ") du système (2:6) telle que '(0; ")! z� quand "! 0:

Preuve : Voir Malkin [6] et Rosean [7] et voir Buica, Francoise, Llibre [1].

Corollaire 2.1 On suppose qu�il existe un ensemble ouvert et borné V avec V � 
 telle

que pour chaque z 2 �V , la solution x(t; z) est T�périodique et on considère la fonction

F : �V ! Rn dé�nie par :

F(z) = 1

T

TZ
0

M�1
z� (t; z)F1(x(t; z); t)dt (2.10)

S�il existe a 2 V avec F(a) = 0 et det((dF
dz
)(a)) 6= 0; alors il existe une solution

T�périodique '(t:")! z quand "! 0:

Exemple 2.3 On considère l�équation suivante

...
x � �x+ _x� x = "(2 + sin(t))(x2 � 1) (2.11)

Si y = _x, z = �x, l�équation (2:11) peut être écrite sous la forme8>>><>>>:
_x = y

_y = z

_z = x� y + z + "(2 + sin(t))(x2 � 1) = x� y + z + "F (x; y; z; t)

(2.12)
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2.2. Autre méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques.

L�origine est l�unique point d�équilibre du système (2:12) lorsque " = 0, la partie linéaire

du système (2:12) avec " = 0 à l�origine est

A =

0BBB@
0 1 0

0 0 1

1 �1 1

1CCCA
Les valeurs propres de la matrice A sont i;�i et 1. Avec la transformation linéaire

inversible (X; Y; Z)t = B(x; y; z)t, on transforme le système (2:12) en un autre système

dont sa partie linéaire est la forme de Jordan réelle de la partie linéaire du système (2:12)

avec " = 0, c-à-d ( _X; _Y ; _Z)t = J(X; Y; Z)t, où J est la forme de Jordan réelle de la matrice

A donnée par

J =

0BBB@
0 �1 0

1 0 0

0 0 1

1CCCA
On a

BAB�1 = J ) BA� JB = 0

d�où

B =

0BBB@
1 �1 0

0 �1 1

1 0 1

1CCCA :
Alors 0BBB@

X

Y

Z

1CCCA =

0BBB@
1 �1 0

0 �1 1

1 0 1

1CCCA
0BBB@
x

y

z

1CCCA,

8>>><>>>:
X = x� y

Y = �y + z

Z = x+ z

et 0BBB@
x

y

z

1CCCA =

0BBB@
1
2

�1
2

1
2

�1
2
�1
2

1
2

�1
2

1
2

1
2

1CCCA
0BBB@
X

Y

Z

1CCCA,

8>>><>>>:
x = X�Y+Z

2

y = �X�Y+Z
2

z = �X+Y+Z
2

13



2.2. Autre méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques.

Le nouveau système s�écrit sous la forme8>>><>>>:
_X = �Y
_Y = X + " ~F (X; Y; Z; t)

_Z = Z + " ~F (X; Y; Z; t)

(2.13)

où

~F (X; Y; Z; t) = F

�
X � Y + Z

2
;
�X � Y + Z

2
;
�X + Y + Z

2
; t

�
Pour " = 0, la solution du système (2:13) est0BBB@

X(t)

Y (t)

Z(t)

1CCCA =

0BBB@
X0 cos t� Y0 sin t

Y0 cos t+X0 sin t

Z0e
t

1CCCA
Avec les notations introduites dans le Théorème 2:2: le système (2:13) est similaire au

système (2:6) avec

x = (X; Y; Z); F0(x; t) = (Y;X;Z); F1(x; t) = (0; ~F ; ~F ) et F2(x; t; ") = (0; 0; 0):

Soit x(t;X0; Y0; Z0; ") la solution du système (2:13) telle que x(t;X0; Y0; Z0; ") = (X0; Y0; Z0):

Le système (2:13) avec " = 0 a un centre linéaire à l�origine dans le plan (X:Y ) qui est

un plan invariant par le �ot du système non perturbé, et les solutions périodiques de ce

centre sont

x(t;X0; Y0; 0; 0) = (X(t); Y (t); Z(t))

telles que

X(t) = X0 cos t� Y0 sin t , Y (t) = Y0 cos t+X0 sin t , Z(t) = 0 (2.14)

Notons que ces solutions sont 2��périodiques.

Pour notre système le V et le � du Théorème 2:2 sont

V = f (X; Y ) : 0 < X2 + Y 2 < � g pour � > 0 et � = (X0; Y0) 2 V:

14



2.2. Autre méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques.

La matrice fondamentale M(t) du système (2:13) avec " = 0 par rapport à la solution

périodique (2:14) telle que M(0) = I est

M(t) =

0BBB@
cos t � sin t 0

sin t cos t 0

0 0 et

1CCCA :
On remarque qu�elle est indépendante des conditions initiales (X0; Y0; 0) et on a

M�1(0)�M�1(2�) =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

0 0 1� e�2�

1CCCA
On a (1 � e�2�) 6= 0. Alros toutes les conditions du Théoréme 2:2 sont satisfaites. Par

conséquent, on doit étudier les zéros � = (X0; Y0) 2 V des deux premières composantes

(F1(�);F2(�)) de la fonction F(�) donnée dans (2:9); on a trouve

F1(�) =
2�Z
0

sin t ~F (x(t;X0; Y0; 0; 0); t)dt (2.15)

=

2�Z
0

sin t F

�
X(t)� Y (t)

2
;
�X(t)� Y (t)

2
;
�X(t) + Y (t)

2
; t

�
dt:

F2(�) =
2�Z
0

cos t ~F (x(t;X0; Y0; 0; 0); t)dt (2.16)

=

2�Z
0

cos t F

�
X(t)� Y (t)

2
;
�X(t)� Y (t)

2
;
�X(t) + Y (t)

2
; t

�
dt:

où X(t) et Y (t) sont données par (2:14). On pose F(�) = (f1(X0; Y0) ; f2(X0; Y0)) et on

intègre (2:15) et (2:16) on obtient8<: f1(X0; Y0) =
1
8
(X2

0 +X0Y0 + Y
2
0 )� 1

2

f2(X0; Y0) = � 1
16
(X0 � Y0)(X0 + Y0)
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2.2. Autre méthode de moyennisation du premier ordre pour les orbites périodiques.

Si f1(X0; Y0) = f2(X0; Y0) = 0, on trouve quatre solutions (X�
01; Y

�
01) = (2;�2) ; (X�

02; Y02) =

(�2; 2) ; (X�
03; Y

�
03) =

�
�2

p
3
3
;�2

p
3
3

�
; (X�

04; Y
�
04) =

�
2
p
3
3
; 2
p
3
3

�
On a

det

�
@(f1; f2)

@(X0; Y0)

�
(X01;Y01)=(2;�2)

= det

�
@(f1; f2)

@(X0; Y0)

�
(X02;Y02)=(�2;2)

=
�1
8
6= 0

det

�
@(f1; f2)

@(X0; Y0)

�
(X03;Y03)=(� 2

p
3

3
;� 2

p
3

3
)

= det

�
@(f1; f2)

@(X0; Y0)

�
(X04;Y04)=(

2
p
3

3
; 2
p
3

3
)

=
1

8
6= 0

Alors pour " 2 [�"0; "0] avec " > 0 su¢ samment petit, il existe quatre solutions 2��périodiques

de l�équation di¤érentielle (2:11) telle que

x1(0; ") ! 2 ; _x1(0; ")! 0 , �x1(0; ")! �2:

x2(0; ") ! �2 ; _x2(0; ")! 0 , �x2(0; ")! 2:

x3(0; ") ! 0 ; _x3(0; ")!
2
p
3

3
, �x3(0; ")! 0:

x4(0; ") ! 0 ; _x4(0; ")! �2
p
3

3
, �x4(0; ")! 0:

quand " ! 0
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CHAPITRE

3 Cycles limites d�une

classe d�équations

di¤érentielles du

cinquième ordre

Dans ce chapitre nous utilisreons la théorie de la moyennisation pour étudier les cycles

limites de la classe suivante d�équations di¤érentielles ordinaires du cinquième ordre.

x(5) � ex(4) � d...x � c�x� b _x� ax = "F (x; _x; �x; ...x ; x(4); t) (3.1)

où a = ���; b = �(�� + �� + ��); c = � + � + � + ���; d = �(1 + �� + �� + ��);

e = � + � + �; et �; � et � sont des paramètres réels, " est su¢ samment petit et F 2 C2

est une fonction 2��périodique en la variable t.

Si y = _x, z = �x; u =
...
x , et v = x(4); l�équation (3:1) peut s�écrire comme suit8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

_x = y

_y = z

_z = u

_u = v

_v = ax+ by + cz + du+ ev + "F (x; y; z; u; v; t)

(3.2)

17



3.1. Cas 1 : ��� 6= 0 et � 6= � 6= �

L�origine est l�unique point singulier du système (3:2) avec " = 0. A�n d�appliquer le

théorème 2:2, nous allons e¤ectuer un changement linéaire de variables (X;Y; Z; U; V )T =

B(x; y; z; u; v)T tel que dans les nouvelles variables (X; Y; Z; U; V ), le système (3:2) avec

" = 0 a sa partie linéaire égale à sa forme normale de Jordan.

On distingue cinq cas suivant les valeurs des paramètres �; � et � :

Cas 1 : ��� 6= 0 et � 6= � 6= �

Cas 2 : � = 0, �� 6= 0 et � 6= �

Cas 3 : � = 0, � = � 6= 0

Cas 4 : � 6= 0, � = � 6= 0

Cas 5 : � = � = � 6= 0

3.1 Cas 1 : ��� 6= 0 et � 6= � 6= �

Dans ce cas, la forme normale de Jordan réelle de la matrice A est la suivante

J1 =

0BBBBBBBBB@

0 �1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 � 0 0

0 0 0 � 0

0 0 0 0 �

1CCCCCCCCCA
(3.3)

donc la partie linéaire du système ( _X; _Y ; _Z; _U; _V ) a l�espace (X; Y; 0; 0; 0) rempli par les

orbites périodiques 0BBBBBBBBB@

X(t)

Y (t)

Z(t)

U(t)

V (t)

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBB@

X0 cos t� Y0 sin t

Y0 cos t+X0 sin t

0

0

0

1CCCCCCCCCA
(3.4)

Sauf son origine. La dimension de la variété des orbites périodiques est donc 2.
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3.1. Cas 1 : ��� 6= 0 et � 6= � 6= �

A�n d�établir le resultat principal pour le cas 1, nous avons besoin de quelques prélimi-

naires. Dé�nissons

f1(X0; Y0) =

2�Z
0

sin t F (x(t); y(t); z(t); u(t); v(t); t)dt (3.5)

f2(X0; Y0) =

2�Z
0

cos t F (x(t); y(t); z(t); u(t); v(t); t)dt

où
x(t) = (���������)X+(1���������)Y

(�2+1)(�2+1)(�2+1)

y(t) = (1���������)X+(�+�+�����)Y
(�2+1)(�2+1)(�2+1)

z(t) = (�+�+�����)X+(��+��+���1)Y
(�2+1)(�2+1)(�2+1)

u(t) = (��+��+���1)X+(���������)Y
(�2+1)(�2+1)(�2+1)

v(t) = (���������)X+(1���������)Y
(�2+1)(�2+1)(�2+1)

et

X(t) = X0 cos t� Y0 sin t, Y (t) = Y0 cos t+X0 sin t:

Nous présentons maintenant le résultat suivant pour le cas 1

Théorème 3.1. Supposons que ��� 6= 0 et � 6= � 6= �. S�il existe un (X�
0 ; Y

�
0 ) 2 R2 n

f(0; 0)g tel que pour (3:5) on a f1 (X�
0 ; Y

�
0 ) = f2 (X

�
0 ; Y

�
0 ) = 0, et

det

�
@(f1; f2)

@(X0; Y0)

�
(X0;Y0)=(X�

0 ;Y
�
0 )
6= 0: (3.6)

Alors pour " 2 [�"0; "0] avec "0 > 0 su¢ samment petit, il existe une solution

2��périodique x(t; ") de l�équation di¤érentielle du cinquième ordre (3:1):

telle que

x(0; ")! (���������)X�
0+(1���������)Y �0

(�2+1)(�2+1)(�2+1)

_x(0; ")! (1���������)X�
0+(�+�+�����)Y �0

(�2+1)(�2+1)(�2+1)

�x(0; ")! (�+�+�����)X�
0+(��+��+���1)Y �0

(�2+1)(�2+1)(�2+1)
...
x (0; ")! (��+��+���1)X�

0+(���������)Y �0
(�2+1)(�2+1)(�2+1)

x(4)(0; ")! (���������)X�
0+(1���������)Y �0

(�2+1)(�2+1)(�2+1)

; quand "! 0: (3.7)
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3.1. Cas 1 : ��� 6= 0 et � 6= � 6= �

De plus, pour " 2 [�"0; "0] n f0g, la solution 2��périodique x(t; ") est un cycle limite.

L�équation di¤érentielle linéaire du cinquième ordre x(5) � ex(4) � d...x � c�x� b _x� ax = 0

fournit un système linéaire dans R5 ayant un centre à deux dimensions. Le théorème

3:1 réduit l�étude des cycles limites de l�équation di¤érentielle du cinquième ordre (3:1)

bifurquant des orbites périodiques de ce centre, c�est à dire qu�il su¢ t d�étudier l�existence

des zéros non dégénérés d�un système algébrique de deux équations avec deux inconnues,

déterminés par f1(X0; Y0) = f2(X0; Y0) = 0.

Les zéros sont non dégénérés dans le sens où le jacobien du système en eux doit être

non nul. L�étude des zéros de l�équation est plus facile que celle des orbites périodiques

directement. Maintenant nous allons prouver le Théorème 3:1 puis étudier son application.

Preuve du Théorème 3.1. Les valeurs propres de la partie linéaire du système (3:2) à

son point singulier (l�origine) sont �i; �; � et �. Par la transformation linéaire inversible

(X; Y; Z; U; V )T = B1(x; y; z; u; v)
T

où

B1 =

0BBBBBBBBB@

��� ���� �� � �� �+ �+ � �1 0

0 ���� ��+ �� + �� ��� �� � 1

�� ��� � ��+ 1 ��� � 1

�� ��� � �� + 1 ��� � 1

��� �+ � ��� � 1 �+ � �1

1CCCCCCCCCA
;

on transforme le système (3:2) en un autre système tel que sa partie linéaire est la forme

de Jordan réelle de la partie linéaire du système (3:2) avec " = 0, c à d8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

_X = �Y
_Y = X + " ~F (X; Y; Z; U; V; t)

_Z = �Z + " ~F (X;Y; Z; U; V; t)

_U = �U + " ~F (X; Y; Z; U; V; t)

_V = �V + " ~F (X; Y; Z; U; V; t)

(3.8)

20



3.1. Cas 1 : ��� 6= 0 et � 6= � 6= �

où ~F (X; Y; Z; U; V; t) = F (x; y; z; u; v; t), et

0BBBBBBBBB@

x

y

z

u

v

1CCCCCCCCCA
= K1W1

Avec K1 =
1

(�2+1)(�2+1)(�2+1)(���)(���)(���) ; et

W1 =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

� (�� �) (�� �) (�� �) (�+ � + �� ���)X

�(�� �) (�� �) (�� �) (��+ �� + �� � 1)Y

+
�
�2 + 1

�
(�2 + 1) (�� �)Z �

�
�2 + 1

� �
�2 + 1

�
(�� �)U

�
�
�2 + 1

�
(�2 + 1) (�� �)V

� (�� �) (�� �) (�� �) (�+ � + �� ���)X

+(�� �) (�� �) (�� �) (��+ �� + �� � 1)Y

+
�
�2 + 1

�
(�2 + 1) (�� �)Z�

�(�2 + 1)
�
�2 + 1

�
(�� �)U�� �

�
�2 + 1

�
(�2 + 1) (�� �)V

(�� �) (�� �) (�� �) (�+ � + �� ���)X

+(�� �) (�� �) (�� �) (��+ �� + �� � 1)Y

+
�
�2 + 1

�
(�2 + 1) (�� �)Z�2

�(�2 + 1)
�
�2 + 1

�
(�� �)U�2 � �2(�2 + 1) (�2 + 1) (�� �)V

(�� �) (�� �) (�� �) (�+ � + �� ���)X

�(�� �) (�� �) (�� �) (��+ �� + �� � 1)Y

+
�
�2 + 1

�
(�2 + 1) (�� �)Z�3

�
�
�2 + 1

�
(�2 + 1) (�� �)U�3 � �3 (�2 + 1) (�2 + 1)(�� �)V

� (�� �) (�� �) (�� �) (�+ � + �� ���)X

�(�� �) (�� �) (�� �) (��+ �� + �� � 1)Y

+
�
�2 + 1

�
(�2 + 1) (�� �)Z�4

�
�
�2 + 1

�
(�2 + 1) (�� �)U�4 � �4 (�2 + 1) (�2 + 1)(�� �)V:

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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3.1. Cas 1 : ��� 6= 0 et � 6= � 6= �

Le système (3:8) est similaire au système (2:6) avec

x = (X; Y; Z; U; V ); F0(x;t) = (�Y;X; �Z; �U; �V );

F1(x;t) = (0; ~F ; ~F ; ~F ; ~F ); F2(x;t; ") = (0; 0; 0; 0; 0)

Soit x(t;X0; Y0; Z0; U0; V0; ") la solution du système (3:8) telle que

x(0; X0; Y0; Z0; U0; V0; ") = (X0; Y0; Z0; U0; V0):

Le système (3:8) avec " = 0 a un centre linéaire à l�origine dans le plan (X; Y ); les solutions

périodiques de ce centre sont

x(t;X0; Y0; 0; 0; 0; 0) = (X(t); Y (t); Z(t); U(t); V (t))

où les fonctions X(t); Y (t); Z(t); U(t); V (t) sont données en (3:4). Notons que toutes ces

orbites périodiques ont une période de 2�.

Pour le système (3:8), V et � du Théorème 2:2 sont

V = f(X; Y ) : 0 < X2 + Y 2 < � g pour � > 0 et � = (X0; Y0) 2 V

La matrice fondamentale M(t) du système (3:8) avec " = 0, par rapport aux solutions

périodiques (3:4) telle que M(0) = I est

M(t) =

0BBBBBBBBB@

cos t � sin t 0 0 0

sin t cos t 0 0 0

0 0 e�t 0 0

0 0 0 e�t 0

0 0 0 0 e�t

1CCCCCCCCCA
On remarque qu�elle est indépendante des conditions initiales (X0; Y0; 0; 0; 0) et on a

M�1(0)�M�1(2�) =

0BBBBBBBBB@

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1� e�2�� 0 0

0 0 0 1� e�2�� 0

0 0 0 0 1� e�2��

1CCCCCCCCCA
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3.1. Cas 1 : ��� 6= 0 et � 6= � 6= �

On a (1 � e�2��)(1 � e�2��)(1 � e�2��) 6= 0 car ��� 6= 0, donc toutes les conditions du

Théoréme 2:2 sont satisfaites. Par conséquent, on doit étudier les zéros � = (X0; Y0) 2 V

des deux premières composantes de la fonction F(�) donnée en (2:9). Il résulte facilement

que F(�) = (f1(X0; Y0); f2(X0; Y0)), où les fonctions f1 et f2 sont celles données en (3:5).

Maintenant, le reste de la preuve du Théorème 3:1 découle directement de l�énoncé du

Théorème 2:2.

Proposition 3.1. Supposons que ��� 6= 0, � 6= � 6= � et que la fonction F dans

le système (3:2) est F (x; y; z; u; v; t) = (2 + cos t)(x2 + x3). Alors pour " 2 [�"0; "0]

avec " > 0 su¢ samment petit, il existe une solution 2��périodique x(t; ") de l�équation

di¤érentielle du cinquième ordre (3:1) telle que

x(0:")! �1
2
; _x(0:")! 0; �x(0:")! 1

2
;
...
x (0:")! 0; x(4)(0:")! �1

2
; quand "! 0

(3.9)

Preuve : Notons que les fonctions f1(X0; Y0) et f2(X0; Y0) du Théorème 3:1 sont

f1(X0; Y0) = � 1

4(1 + �2)2(1 + �2)2(1 + �2)2
(���Y0 + ��X0 + ��X0 + ��X0 � �Y0 � �Y0 � �Y0 �X0)

(���X0 � ��Y0 � ��Y0 � ��Y0 � �X0 � �X0 � �X0 + 3X
2
0 + 3Y

2
0 + Y0)

f2(X0; Y0) =
1

8(1 + �2)2(1 + �2)2(1 + �2)2
[X2

0 (3�
2�2�2 + �2�2 � 4�2��+ �2�2 � 4���

�4��2�+ �2�2 + 3�2 + 4��+ 4��+ 4��+ 3�2 + 3�2 + 1) + Y 20 (�2�2�2

+3�2�2 + 4�2��+ 3�2�2 + 4���2 + 4��2�+ 3�2�2 + �2 � 4��� 4��

�4��+ �2 + �2 + 3) +X0Y0(�4�2��2 � 4�2�2�� 4��2�2 + 4�2�

+4�2�+ 4��2 + 16���+ 4��2 + 4��2 + 4�2�� 4� � 4�� 4�)

+X3
0 (6���� 6� � 6�� 6�) + Y 30 (�6��� 6��� 6��+ 6)

+X2
0Y0(�6��� 6��� 6��+ 6) + Y 20 X0(6���� 6� � 6�� 6�)]

Ce système a une unique solution di¤érente de (0; 0), à savoir

(X�
0 ; Y

�
0 ) =

�
1

2
(����+ � + �+ �); 1

2
(��+ ��+ ��� 1)

�
La déterminant (3:6) à cette solution prend la valeur

3

256(1 + �2)(1 + �2)(1 + �2)
6= 0

En�n, (3:9) s�ensuit par substitution directe de la solution (X�
0 ; Y

�
0 ) dans (3:7).
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3.2. Cas 2: � = 0; �� 6= 0 et � 6= �

3.2 Cas 2: � = 0; �� 6= 0 et � 6= �

Maintenant, la forme normale réelle de Jordan de la matrice A est donnée par (3:3)

avec � = 0. Par conséquent la partie linéaire du système
�
_X; _Y ; _Z; _U; _V

�
a l�espace

(X; Y; Z; 0; 0) rempli par les orbites périodiques0BBBBBBBBB@

X(t)

Y (t)

Z(t)

U(t)

V (t)

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBB@

X0 cos t� Y0 sin t

Y0 cos t+X0 sin t

Z0

0

0

1CCCCCCCCCA
(3.10)

sauf l�axe Z (à savoir f(0; 0; Z; 0; 0)g) qui est rempli de points singuliers. Par conséquent,

la dimension de la variété des orbites périodiques du système ( _X; _Y ; _Z; _U; _V ) est 3.

Nous dé�nissons

f1(X0; Y0; Z0) = �
2�Z
0

sin t F (x(t); y(t); z(t); u(t); v(t))dt

f2(X0; Y0; Z0) =

2�Z
0

cos t F (x(t); y(t); z(t); u(t); v(t))dt (3.11)

f3(X0; Y0; Z0) =

2�Z
0

F (x(t); y(t); z(t); u(t); v(t))dt

où
x(t) = (����)X+(1���)Y

(�2+1)(�2+1)
+ Z

��

y(t) = (1���)X+(�+�)Y
(�2+1)(�2+1)

z(t) = (�+�)X+(���1)Y
(�2+1)(�2+1)

u(t) = (���1)X�(�+�)Y
(�2+1)(�2+1)

v(t) = (����)X+(1���)Y
(�2+1)(�2+1)

et X(t) = X0 cos t� Y0 sin t; Y (t) = Y0 cos t+X0 sin t; Z(t) = Z0.

Le résultat principal pour le cas 2 est le théorème suivant.
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3.2. Cas 2: � = 0; �� 6= 0 et � 6= �

Théorème 3.2. Supposons que � = 0; �� 6= 0 et � 6= �. S�il existe (X�
0 ; Y

�
0 ; Z

�
0) 2

R3nf(0; 0; Z�0)g telle que pour les fonctions (3:11) nous avons

f1(X
�
0 ; Y

�
0 ; Z

�
0) = f2(X

�
0 ; Y

�
0 ; Z

�
0) = f3(X

�
0 ; Y

�
0 ; Z

�
0) = 0

et

det

�
@(f1; f2; f3)

@(X0; Y0; Z0)

�
(X0;Y0;Z0)=(X�

0 ;Y
�
0 ;Z

�
0 )

6= 0: (3.12)

Alors pour " 2 [�"0;"0] avec "0 > 0 su¢ samment petit il y a une solution 2��périodique

x(t; ") de l�équation di¤érentielle du cinquième ordre (3:1) telle que

x(0; ")! (����)X�
0+(1���)Y �0

(�2+1)(�2+1)
+

Z�0
��

_x(0; ")! (1���)X�
0+(�+�)Y

�
0

(�2+1)(�2+1)

�x(0; ")! (�+�)X�
0+(���1)Y �0

(�2+1)(�2+1)
...
x (0; ")! (���1)X�

0�(�+�)Y �0
(�2+1)(�2+1)

x(4)(0; ")! (����)X�
0+(1���)Y �0

(�2+1)(�2+1)

; quand "! 0: (3.13)

De plus, pour " 2 [�"0; "0] n f0g, la solution 2��périodique x(t; ") est un cycle limite.

Nous allons prouver le Théorème 3:2 et ensuite étudier son application.

Preuve du Théorème 3.2. Les valeurs propres de la partie linéaire du système (3:2) à

son point singulier (l�origine) sont �i; 0, �, et �. Par la transformation linéaire inversible

(X; Y; Z; U; V )T = B2(x; y; z; u; v)
T ; où B2 est B1 avec � = 0 , nous transformons le

système (3:2) en un autre système tel que sa partie linéaire est la forme de Jordan réelle

de la partie linéaire du système (3:2) avec " = 0, c�est à dire8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

_X = �Y
_Y = X + " ~F (X; Y; Z; U; V; t)

_Z = " ~F (X; Y; Z; U; V; t)

_U = �U + ~F (X;Y; Z; U; V; t)

_V = �V � " ~F (X; Y; Z; U; V; t)

(3.14)

où ~F (X; Y; Z; U; V ) = F (x; y; z; u; v) et (x; y; z; u; v)T = B�12 (X;Y; Z; U; V )
T :
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3.2. Cas 2: � = 0; �� 6= 0 et � 6= �

Le système (3:14) est similaire à (2:6) avec

x = (X; Y; Z; U; V ); F0(x;t) = (�Y;X; 0; �U; �V )

F1(x;t) = (0; ~F ; ~F ; ~F ;� ~F ) et F2(x;t; ") = (0; 0; 0; 0; 0)

Soit x(t;X0; Y0; Z0; U0; V0; ") la solution du système (3:14) telle que

x(0; X0; Y0; Z0; U0; V0; ") = (X0; Y0; Z0; U0; V0):

Le système (3:14) avec " = 0 a un centre linéaire à l�origine dans le plan (X; Y; Z); les

solutions périodiques de ce centre sont

x(t;X0; Y0; 0; 0; 0; 0) = (X(t); Y (t); Z(t); U(t); V (t))

où les fonctions X(t); Y (t); Z(t); U(t); V (t) sont données en (3:10). Notons que toutes ces

orbites périodiques ont une période 2�. Pour le système (3:14), V et � dans le Théorème

2:2 sont

V = f(X; Y; Z) : 0 < X2 + Y 2 + Z2 < � g pour � > 0 et � = (X0; Y0; Z0) 2 V

La matrice fondamentale M(t) du système (3:14) avec " = 0 par rapport à la solution

périodique (3:10) telle que M(0) = I est

M(t) =

0BBBBBBBBB@

cos t � sin t 0 0 0

sin t cos t 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 e�t 0

0 0 0 0 e�t

1CCCCCCCCCA
On remarque qu�elle est indépendante des conditions initiales (X0; Y0; Z0; 0; 0) et on a

M�1(0)�M�1(2�) =

0BBBBBBBBB@

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1� e�2�� 0

0 0 0 0 1� e�2��

1CCCCCCCCCA
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3.2. Cas 2: � = 0; �� 6= 0 et � 6= �

On a (1 � e�2��)(1 � e�2��) 6= 0 car �� 6= 0. Alros toutes les conditions du Théorème

2:2 sont satisfaites. Par conséquent, on doit étudier les zéros � = (X0; Y0; Z0) 2 V des

trois premières composantes de la fonction F(�) donnée en (2:9). Il s�ensuit facilement

que F(�) = (f1(X0; Y0; Z0); f2(X0; Y0; Z0); f3(X0; Y0; Z0)), où les fonctions f1; f2 et f3

sont celles données en (3:11). Maintenant, le reste de la preuve du théorème 3:2 découle

directement de l�énoncé du théorème 2:2.

Proposition 3.2. Supposons que � = 0; �� 6= 0 et � 6= �; et que la fonction F dans

le système (3:2) est F (x; y; z; u; v; t) = (2 + sin(t))(x2 � 1); alors pour " 2 [�"0; "0] avec

" > 0 su¢ samment petit, il existe deux solutions 2��périodiques x1(t; ") et x2(t:") de

l�équation di¤érentielle du cinquième ordre (3:1) telle que

x1(0:")!
p
23

46
; _x1(0:")! �7

p
23

23
; �x1(0:")! 0;

...
x 1(0:")!

7
p
23

23
; x

(4)
1 (0:")! 0

(3.15)

et l�autre satisfait

x2(0:") ! �
p
23

46
; _x2(0:")!

7
p
23

23
; �x2(0:")! 0 (3.16)

...
x 2(0:") ! �7

p
23

23
; x
(4)
2 (0:")! 0 quand "! 0
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3.2. Cas 2: � = 0; �� 6= 0 et � 6= �

Preuve : Notons que les fonctions f1(X0; Y0; Z0), f2(X0; Y0; Z0) et f3(X0; Y0; Z0) du

Théorème 3:2 sont

f1(X0; Y0; Z0) = � 1

8�2�2(�2 + 1)2(�2 + 1)2
[�X2

0 (3�
4�4 + �4�2 � 4�3�3 + �2�4 + 3�2�2)

�Y 20 (�4�4 + 3�4�2 + 4�3�3 + 3�2�4 + �2�2)

�4Z20(�4�4 + 2�4�2 + 2�2�4 + �4 + 4�2�2 + �4 + 2�2 + 2�2 + 1)

+4X0Y0(�
4�3 + �3�4 � �3�2 � �2�3)

+16X0Z0(�
4�4 + �4�2 � �3�3 + �2�4 � �3�+ �2�2 � ��3 � ��)

�16Y0Z0(�4�3 + �3�4 + �4�+ �3�2 + �2�3 + ��4 + �2�+ ��2)

+4�2�2(�4�4 + 2�4�2 + 2�2�4 + 2�4 + 4�2�2 + �4 + 2�2 + 2�2 + 1)]

f2(X0; Y0; Z0) =
1

4��(�2 + 1)2(�2 + 1)2
[(��Y0 + �X0 + �X0 � Y0)(�2�2X0 � 8�2�2Z0

��2�Y0 � ��2Y0 � 8�2Z0 � ��X0 � 8�2Z0 � 8Z0)]

f3(X0; Y0; Z0) = � 1

�2�2(�2 + 1)(�2 + 1)
[��2�2X2

0 � �2�2Y 20 � 2Z20(�2�2 + �2 + �2 + 1)

+(�2�2 � ��)X0Z0 + (�
2�� ��2)Y0Z0 + 2�2�2(�2�2 + �2 + �2 + 1)]

Ce système a deux solutions réelles di¤érentes de (0; 0; Z�0), qui sont

[X�
0 =

7

23
(��� 1)

p
23; Y �0 = �

7

23
(�+ �)

p
23; Z�0 =

1

46

p
23��]

et [X�
0 = � 7

23
(��� 1)

p
23; Y �0 =

7

23
(�+ �)

p
23; Z�0 = �

1

46

p
23��]

Le déterminant (3:12) en ces deux solutions prend la valeur

21
p
23

92��(�2 + 1)(�2 + 1)
6= 0 et � 21

p
23

92��(�2 + 1)(�2 + 1)
6= 0; respectivement.

En�n, (3:15) et (3:16) découlent de la substitution directe des deux solutions (X�
0 ; Y

�
0 ; Z

�
0)

dans (3:13).
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3.3. Cas 3 : � = 0; � = � 6= 0

3.3 Cas 3 : � = 0; � = � 6= 0

Dans ce cas, la forme normale en Jordan réelle de la matrice A est

J3 =

0BBBBBBBBB@

0 �1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 � 1

0 0 0 0 �

1CCCCCCCCCA
(3.17)

La partie linéaire du système
�
_X; _Y ; _Z; _U; _V

�
a l�espace (X;Y; Z; 0; 0) remplie par les

orbites périodiques (3:10) sauf l�axe Z (à savoir f(0; 0; Z; 0; 0)g) qui est remplie de points

singuliers. Par conséquent, la dimension de la variété des orbites périodiques du système

( _X; _Y ; _Z; _U; _V ) est 3.

Nous dé�nissons

f1(X0; Y0; Z0) =

2�Z
0

sin t F (x(t); y(t); z(t); u(t); v(t))dt

f2(X0; Y0; Z0) =

2�Z
0

cos t F (x(t); y(t); z(t); u(t); v(t))dt (3.18)

f3(X0; Y0; Z0) =

2�Z
0

F (x(t); y(t); z(t); u(t); v(t))dt

où
x(t) = �2�X�(�2�1)Y

(�2+1)2
+ Z

�2

y(t) = �(�2�1)X+2�Y
(�2+1)2

z(t) = 2�X+(�2�1)Y
(�2+1)2

u(t) =
(�2�1)X�2�Y

(�2+1)2

v(t) =
�2�X�(�2�1)Y

(�2+1)2

et

X(t) = X0 cos t� Y0 sin t; Y (t) = Y0 cos t+X0 sin t; Z(t) = Z0:

Nous donnons ensuite le théorème suivant
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3.3. Cas 3 : � = 0; � = � 6= 0

Théorème 3.3. Supposons que � = 0; et � = � 6= 0. S�il existe (X�
0 ; Y

�
0 ; Z

�
0) 2

R3nf(0; 0; Z�0)g telle que pour les fonctions (3:18) on a

f1(X
�
0 ; Y

�
0 ; Z

�
0) = f2(X

�
0 ; Y

�
0 ; Z

�
0) = f3(X

�
0 ; Y

�
0 ; Z

�
0) = 0

et

det

�
@(f1; f2; f3)

@(X0; Y0; Z0)

�
(X0;Y0;Z0)=(X�

0 ;Y
�
0 ;Z

�
0 )

6= 0: (3.19)

Alors pour " 2 [�"0;"0] avec "0 > 0 su¢ samment petit il y a une solution 2��périodique

x(t; ") à l�équation di¤érentielle du cinquième ordre (3:1) telle que

x(0; ") =
�2�X�

0�(�2�1)Y �0
(�2+1)2

+
Z�0
�2

_x(0; ") =
�(�2�1)X�

0+2�Y
�
0

(�2+1)2

�x(0; ") =
2�X�

0+(�
2�1)Y �0

(�2+1)2

...
x (0; ") =

(�2�1)X�
0�2�Y �0

(�2+1)2

x(4)(0; ") =
�2�X�

0�(�2�1)Y �0
(�2+1)2

; quand "! 0: (3.20)

De plus, pour " 2 [�"0; "0] n f0g, la solution 2��périodique x(t; ") est un cycle limite.

Nous allons prouver le Théorème 3:3 et ensuite étudier son application.

Preuve du Théorème 3.3. Les valeurs propres de la partie linéaire du système (3:2)

à son point singulier (l�origine) sont �i; 0 et �. Par la transformation linéaire inversible

(X; Y; Z; U; V )T = B3(x; y; z; u; v)
T ; où

B3 =

0BBBBBBBBB@

0 ��2 2� �1 0

0 0 �2 �2� 1

�2 �2� �2 + 1 �2� 1

0 1 0 1 0

0 �� 1 �� 1

1CCCCCCCCCA
Nous transformons le système (3:2) en un autre système tel que sa partie linéaire est la

forme normale réelle de Jordan de la partie linéaire du système (3:2) avec " = 0, c�est à
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3.3. Cas 3 : � = 0; � = � 6= 0

dire 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

_X = �Y
_Y = X + " ~F (X; Y; Z; U; V; t)

_Z = " ~F (X;Y; Z; U; V; t)

_U = �U + V

_V = �V + " ~F (X; Y; Z; U; V; t)

(3.21)

où ~F (X; Y; Z; U; V ) = F (x; y; z; u; v) et (x; y; z; u; v)T = B�13 (X; Y; Z; U; V )
T :

Le système (3:21) est similaire à (2:6) avec

x = (X; Y; Z; U; V ); F0(x;t) = (�Y;X; 0; �U + V; �V )

F1(x;t) = (0; ~F ; ~F ; 0; ~F ) et F2(x;t; ") = (0; 0; 0; 0; 0):

Soit x(t;X0; Y0; Z0; U0; V0; ") la solution du système (3:21) telle que

x(0; X0; Y0; Z0; U0; V0; ") = (X0; Y0; Z0; U0; V0):

Le système (3:21) avec " = 0 a un centre linéaire à l�origine dans le plan [Z=constante]

dans lespace (X; Y; Z); les solutions périodiques de ce centre sont

x(t;X0; Y0; 0; 0; 0; 0) = (X(t); Y (t); Z(t); U(t); V (t))

où les fonctions X(t); Y (t); Z(t); U(t); V (t) sont données en (3:10). Notons que toutes ces

orbites périodiques ont une période 2�. Pour notre système, V et � dans le Théorème 2:2

sont

V = f(X;Y; Z) : 0 < X2 + Y 2 + Z2 < � g pour � > 0 et � = (X0; Y0; Z0) 2 V

La matrice fondamentale M(t) du système (3:21) avec " = 0 par rapport à la solution

périodique (3:10) telle que M(0) = I est

M(t) =

0BBBBBBBBB@

cos t � sin t 0 0 0

sin t cos t 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 e�t te�t

0 0 0 0 e�t

1CCCCCCCCCA
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3.3. Cas 3 : � = 0; � = � 6= 0

On remarque qu�elle est indépendante des conditions initiales (X0; Y0; Z0; 0; 0) et on a

M�1(0)�M�1(2�) =

0BBBBBBBBB@

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1� e�2�� 2�e�2��t

0 0 0 0 1� e�2��

1CCCCCCCCCA
On a (1 � e�2��)2 6= 0 car � 6= 0. Alros toutes les conditions du Théorème 2:2 sont

satisfaites. Par conséquent, on doit étudier les zéros � = (X0; Y0; Z0) 2 V des trois

premières composantes de la fonction F(�) donnée en (2:9). Il s�ensuit facilement que

F(�) = (f1(X0; Y0; Z0); f2(X0; Y0; Z0); f3(X0; Y0; Z0)), où les fonctions f1; f2 et f3 sont

celles données en (3:18). Maintenant, le reste de la preuve du Théorème 3:3 découle

directement de l�énoncé du Théorème 2:2.

Proposition 3.3. Supposons que � = 0; � = � 6= 0; et que la fonction F dans le

système (3:2) est F (x; y; z; u; v; t) = (2 + cos(t))(x2 � 2); alors pour " 2 [�"0; "0] avec

" > 0 su¢ samment petit, il existe deux solutions 2��périodiques x1(t; ") et x2(t; ") de

l�équation di¤érentielle du cinquième ordre (3:1) telle que

x1(0:")! �13
p
46

46
; _x1(0:")! 0; �x1(0:")!

7
p
46

23
;
...
x 1(0:")! 0; x

(4)
1 (0:")! �7

p
46

23
(3.22)

x2(0:") ! 13

46

p
46; _x2(0:")! 0; �x2(0:")! �7

p
46

23
; (3.23)

...
x 2(0:") ! 0; x

(4)
2 (0:")!

7
p
46

23
quand "! 0:

Preuve : Notons que les fonctions f1(X0; Y0; Z0), f2(X0; Y0; Z0) et f3(X0; Y0; Z0) du

Théorème 3:3 sont
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3.4. Cas 4 : � 6= 0; � = � 6= 0

f1(X0; Y0; Z0) =
1

4�2(�2 + 1)4
[(�2X0 � 2�Y0 �X0)(�

4Y0 � 8�4Z0 + 2�3X0 � �2Y0 � 16�2Z0 � 8Z0)]

f2(X0; Y0; Z0) = � 1

8�2(�2 + 1)4
[�X2

0 (�
8 + 10�6 + �4)� Y 20 (3�8 � 2�6 + 3�4)

�4Z20(�8 + 4�6 + 6�4 + 4�2 + 1) +X0Y0(�8�7 + 8�5)

+32X0Z0(�
7 + 2�5 + �3) + 16Y0Z0(�

8 + �6 � �4 � �2)

+8�4(�8 + 4�6 + 6�4 + 4�2 + 1)]

f3(X0; Y0; Z0) = � 1

�2(�2 + 1)2
[��4X2

0 � �4Y 20 � (2�4 + 4�2 + 2)Z20

+2�3X0Z0 + (�
4 � �2)Y0Z0 + 4�4(�4 + 2�2 + 1)]

Ce système a deux solutions réelles di¤érentes de (0; 0; Z�0), qui sont

[X�
0 =

14

23
�
p
46; Y �0 =

7

23
(�2 � 1)

p
46; Z�0 =

1

46

p
46�2]

et [X�
0 = �14

23
�
p
46; Y �0 = �

7

23
(�2 � 1)

p
46; Z�0 = �

1

46

p
46�2]

La déterminant (3:19) à ces deux solutions prend les valeurs

� 21
p
46

46�2(�2 + 1)2
6= 0 et

21
p
46

46�2(�2 + 1)2
6= 0; respectivement.

En�n, (3:22) et (3:23) découlent de la substitution directe des deux solutions (X�
0 ; Y

�
0 ; Z

�
0)

dans (3:20)

3.4 Cas 4 : � 6= 0; � = � 6= 0

Dans ce cas, la forme normale en Jordan réelle de la matrice A est

J4 =

0BBBBBBBBB@

0 �1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 � 0 0

0 0 0 � 1

0 0 0 0 �

1CCCCCCCCCA
(3.24)
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3.4. Cas 4 : � 6= 0; � = � 6= 0

La partie linéaire du système
�
_X; _Y ; _Z; _U; _V

�
a l�espace (X; Y; 0; 0; 0) remplie par les

orbites périodiques (3:4) sauf son origine, donc la dimension du varieté des orbites péri-

odiques du système ( _X; _Y ; _Z; _U; _V ) est 2.

Nous dé�nissons

f1(X0; Y0) = �
2�Z
0

sin t F (x(t); y(t); z(t); u(t); v(t))dt

f2(X0; Y0) = �
2�Z
0

cos t F (x(t); y(t); z(t); u(t); v(t))dt (3.25)

où
x(t) =

(���2+2�+�)X+(�2+2���1)Y
(�2+1)2(�2+1)

y(t) =
(�2+2���1)X�(���2+2�+�)Y

(�2+1)2(�2+1)

z(t) =
�(���2+2�+�)X�(�2+2���1)Y

(�2+1)2(�2+1)

u(t) =
�(�2+2���1)X+(���2+2�+�)Y

(�2+1)2(�2+1)

v(t) =
(���2+2�+�)X+(�2+2���1)Y

(�2+1)2(�2+1)

et X(t) = X0 cos t� Y0 sin t; Y (t) = Y0 cos t+X0 sin t:

Le résultat principal pour le cas 4 est le théorème suivant

Théorème 3.4. Supposons que � 6= 0; et � = � 6= 0. S�il existe (X�
0 ; Y

�
0 ) 2 R2nf(0; 0)g

telle que pour les fonctions (3:25) on a

f1(X
�
0 ; Y

�
0 ) = f2(X

�
0 ; Y

�
0 ) = 0

et

det

�
@(f1; f2)

@(X0; Y0)

�
(X0;Y0)=(X�

0 ;Y
�
0 )

6= 0: (3.26)
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3.4. Cas 4 : � 6= 0; � = � 6= 0

Alors pour " 2 [�"0;"0] avec "0 > 0 su¢ samment petit il ya une solution 2��périodique

x(t; ") à l�équation di¤érentielle du cinquième ordre (3:1) telle que

x(0; ")! (���2+2�+�)X�
0+(�2+2���1)Y �0

(�2+1)2(�2+1)

_x(0; ")! (�2+2���1)X�
0�(���2+2�+�)Y �0

(�2+1)2(�2+1)

�x(0; ")! �(���2+2�+�)X�
0�(�2+2���1)Y �0

(�2+1)2(�2+1)
...
x (0; ")! �(�2+2���1)X�

0+(���2+2�+�)Y �0
(�2+1)2(�2+1)

x(4)(0; ")! (���2+2�+�)X�
0+(�2+2���1)Y �0

(�2+1)2(�2+1)

; quand "! 0: (3.27)

De plus, pour " 2 [�"0; "0] n f0g, la solution 2��périodique x(t; ") est un cycle limite.

Nous allons d�abord prouver le Théorème 3:4 et ensuite étudier son application.

Preuve du Théorème 3.4. Les valeurs propres de la partie linéaire du système (3:2)

à son point singulier (l�origine) sont �i; � et �. Par la transformation linéaire inversible

(X; Y; Z; U; V )T = B4(x; y; z; u; v)
T ; où

B4 =

0BBBBBBBBB@

��2� �2 + 2�� �2�� � 1 0

0 �2� ��2 � 2�� � + 2� �1

�2 �2� �2 + 1 �2� 1

�� 1 �� 1 0

�� ��� � 1 + �� ��� � 1

1CCCCCCCCCA
nous transformons le système (3:2) en un autre système tel que sa partie linéaire est la

forme normale de Jordan réelle de la partie linéaire du système (3:2) avec " = 0, c�est à

dire 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

_X = �Y
_Y = X � " ~F (X; Y; Z; U; V; t)
_Z = �Z + " ~F (X; Y; Z; U; V; t)

_U = �U + V

_V = �V + " ~F (X; Y; Z; U; V; t)

(3.28)

où ~F (X; Y; Z; U; V; t) = F (x; y; z; u; v; t) et (x; y; z; u; v)T = B�14 (X;Y; Z; U; V )
T :
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3.4. Cas 4 : � 6= 0; � = � 6= 0

Le système (3:28) est similaire à (2:6) avec

x = (X; Y; Z; U; V ); F0(x;t) = (�Y;X; �Z; �U + V; �V )

F1(x;t) = (0;� ~F ; ~F ; 0; ~F ) et F2(x;t; ") = (0; 0; 0; 0; 0):

Soit x(t;X0; Y0; Z0; U0; V0; ") la solution du système (3:28) telle que

x(0; X0; Y0; Z0; U0; V0; ") = (X0; Y0; Z0; U0; V0):

Le système (3:28) avec " = 0 a un centre linéaire à l�origine dans le plan (X; Y ); les

solutions périodiques de ce centre sont

x(t;X0; Y0; 0; 0; 0; 0) = (X(t); Y (t); Z(t); U(t); V (t))

où les fonctions (X(t); Y (t); Z(t); U(t); V (t)) sont données en (3:4). Notons que toutes ces

orbites périodiques ont une période 2�. Pour noutre système, V et � dans le Théorème

2:2 sont

V = f(X; Y ) : 0 < X2 + Y 2 < � g pour � > 0 et � = (X0; Y0) 2 V

La matrice fondamentale M(t) du système (3:28) avec " = 0 par rapport à la solution

périodique (3:4) telle que M(0) = I est

M(t) =

0BBBBBBBBB@

cos t � sin t 0 0 0

sin t cos t 0 0 0

0 0 e�t 0 0

0 0 0 e�t te�t

0 0 0 0 e�t

1CCCCCCCCCA
On remarque qu�elle est indépendante des conditions initiales (X0; Y0; 0; 0; 0) et on a

M�1(0)�M�1(2�) =

0BBBBBBBBB@

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1� e�2�� 0 0

0 0 0 1� e�2�� 2�e�2��t

0 0 0 0 1� e�2��

1CCCCCCCCCA
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3.4. Cas 4 : � 6= 0; � = � 6= 0

On a (1 � e�2��)(1 � e�2��)2 6= 0 car �� 6= 0. Alors toutes les conditions du Théorème

2:2 sont satisfaites. Par conséquent, on doit étudier les zéros � = (X0; Y0) 2 V des deux

premières composantes de la fonction F(�) donnée en (2:9). Il s�ensuit facilement que

F(�) = (f1(X0; Y0); f2(X0; Y0)), où les fonctions f1 et f2 sont celles données en (3:25).

Maintenant, le reste de la preuve du Théorème 3:4 découle directement de l�énoncé du

Théorème 2:2.

Proposition 3.4. Supposons que � 6= 0; � = � 6= 0; et que la fonction F dans le système

(3:2) est F (x; y; z; u; v; t) = (2 + cos(t))(x2 + 3x); alors pour " 2 [�"0; "0] avec " > 0

su¢ samment petit, il existe une solution 2��périodique x(t; ") de l�équation di¤érentielle

du cinquième ordre (3:1) telle que

x(0:")! �1; _x(0:")! 0; �x(0:")! 1;
...
x (0:")! 0; x(4)(0:")! �1 (3.29)

Preuve : Notons que les fonctions f1(X0; Y0) et f2(X0; Y0) du Théorème 3:4 sont

f1(X0; Y0) = � 1

(�2 + 1)4(�2 + 1)2
[(12�2�4 + 24�2�2 � ��2X0 + 12�

4 + 2��Y0

+�2Y0 + 12�
2 + �X0 + 24�

2 + 2�X0 � Y0 + 12)(��2Y0 + 2��X0

+�2X0 � �Y0 � 2�Y0 �X0)]

f2(X0; Y0) =
1

8(�2 + 1)4(�2 + 1)2
[�X2

0 (+3�
2�4 � 2�2�2 � 8��3 + �4 + 3�2 + 8��

+10�2 + 1)� Y 20 (+�2�4 + 10�2�2 + 8��3 + 3�4 + �2 � 8��� 2�2

+3)� 24X0(�
3�6 � �3�4 + 2�2�5 � ��6 + �3�2 + 4�2�3 � ��4 + 2�5

+�3 + 2�2�+ 2��2 + 4�3 + � + 2�)� (2�3�5 + �2�6 + 4�3�3

+�2�4 + 2��5 + �6 + 2�3�� �2�2 + 4��3 + �4 � �2 � �2 + 2��� 1)24Y0

+(2�2�3 + ��4 � 2�2�� 6��2 � 2�3 + � + 2�)4X0Y0]

Ce système a une unique solution di¤érente de (0; 0), à savoir

(X�
0 ; Y

�
0 ) =

�
(��2 � � � 2�); (�2��� �2 + 1)

�
La déterminant (3:26) à cette solution prend la valeur

19

16(�2 + 1)2(�2 + 1)
6= 0:

En�n, (3:29) s�ensuit par substitution directe de la solution (X�
0 ; Y

�
0 ) dans (3:27).
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3.5. Cas 5 : � = � = � 6= 0

3.5 Cas 5 : � = � = � 6= 0

Dans ce cas, la forme normale en Jordan réelle de la matrice A est

J5 =

0BBBBBBBBB@

0 �1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 � 1 0

0 0 0 � 1

0 0 0 0 �

1CCCCCCCCCA
(3.30)

La partie linéaire du système
�
_X; _Y ; _Z; _U; _V

�
a l�espace (X; Y; 0; 0; 0) remplie par les

orbites périodiques (3:4) sauf son origine, donc la dimension de la variété des orbites

périodiques du système ( _X; _Y ; _Z; _U; _V ) est 2.

Nous dé�nissons

f1(X0; Y0) =

2�Z
0

sin t F (x(t); y(t); z(t); u(t); v(t))dt

f2(X0; Y0) =

2�Z
0

cos t F (x(t); y(t); z(t); u(t); v(t))dt (3.31)

où
x(t) =

(�3�3�)X+(1�3�2)Y

(�2+1)
3

y(t) =
(1�3�2)X�(�3�3�)Y

(�2+1)
3

z(t) =
�(�3�3�)X�(1�3�2)Y

(�2+1)
3

u(t) =
�(1�3�2)X+(�3�3�)Y

(�2+1)
3

v(t) =
(�3�3�)X+(1�3�2)Y

(�2+1)
3

et X(t) = X0 cos t� Y0 sin t; Y (t) = Y0 cos t+X0 sin t:

Nous présentons ensuite le résultat pour le cas 5.

Théorème 3.5. Supposons que � = � = � 6= 0. S�il existe une (X�
0 ; Y

�
0 ) 2 R2nf(0; 0)g

telle que pour les fonctions (3:31) on a

f1(X
�
0;Y

�
0) = f 2(X

�
0;Y

�
0) = 0
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3.5. Cas 5 : � = � = � 6= 0

et

det

�
@(f1; f2)

@(X0; Y0)

�
(X0;Y0)=(X�

0 ;Y
�
0 )

6= 0: (3.32)

Alors pour " 2 [�"0;"0] avec "0 > 0 su¢ samment petit il y a une solution 2��périodique

x(t; ") de l�équation di¤érentielle du cinquième ordre (3:1) telle que

x(0; ")! (�3�3�)X�
0+(1�3�2)Y �0
(�2+1)

3

_x(0; ")! (1�3�2)X�
0�(�3�3�)Y �0
(�2+1)

3

�x(0; ")! �(�3�3�)X�
0�(1�3�2)Y �0

(�2+1)
3

...
x (0; ")! �(1�3�2)X�

0+(�3�3�)Y �0
(�2+1)

3

x(4)(0; ")! (�3�3�)X�
0+(1�3�2)Y �0
(�2+1)

3

; quand "! 0: (3.33)

De plus, pour " 2 [�"0; "0] n f0g, la solution 2��périodique x(t; ") est un cycle limite.

Nous allons d�bord prouver le Théorème 3:4 et ensuite étudier son application.

Preuve du Théorème 3.5. Les valeurs propres de la partie linéaire du système (3:2)

à son point singulier (l�origine) sont �i et �. Par la transformation linéaire inversible

(X; Y; Z; U; V )T = B5(x; y; z; u; v)
T ; où

B5 =

0BBBBBBBBB@

�3 �3�2 3� �1 0

0 ��3 3�2 �3� 1

1 0 1 0 0

�� 1 �� 1 0

�2 �2� 1 + �2 �2� 1

1CCCCCCCCCA
nous transformons le système (3:2) en un autre système tel que sa partie linéaire est la

forme normale de Jordan réelle de la partie linéaire du système (3:2) avec " = 0, c�est à

dire 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

_X = �Y
_Y = X + " ~F (X; Y; Z; U; V; t)

_Z = �Z + U

_U = �U + V

_V = �V + " ~F (X; Y; Z; U; V; t)

(3.34)

39



3.5. Cas 5 : � = � = � 6= 0

où ~F (X; Y; Z; U; V; t) = F (x; y; z; u; v; t) et (x; y; z; u; v)T = B�15 (X;Y; Z; U; V )
T :

Le système (3:34) est similaire à (2:6) avec

x = (X; Y; Z; U; V ); F0(x;t) = (�Y;X; �Z + U; �U + V; �V )

F1(x;t) = (0; ~F ; 0; 0; ~F ) et F2(x;t; ") = (0; 0; 0; 0; 0):

Soit x(t;X0; Y0; Z0; U0; V0; ") la solution du système (3:34) telle que

x(0; X0; Y0; Z0; U0; V0; ") = (X0; Y0; Z0; U0; V0):

Le système (3:34) avec " = 0 a un centre linéaire à l�origine dans le plan (X; Y ); les

solutions périodiques de ce centre sont

x(t;X0; Y0; 0; 0; 0; 0) = (X(t); Y (t); Z(t); U(t); V (t))

où les fonctions (X(t); Y (t); Z(t); U(t); V (t)) sont données en (3:4). Notons que toutes

ces orbites périodiques ont une période 2�. Pour notre système, V et � dans le Théorème

2:2 sont

V = f(X; Y ) : 0 < X2 + Y 2 < � g pour � > 0 et � = (X0; Y0) 2 V

La matrice fondamentale M(t) du système (3:34) avec " = 0 par rapport à la solution

périodique (3:4) telle que M(0) = I est

M(t) =

0BBBBBBBBB@

cos t � sin t 0 0 0

sin t cos t 0 0 0

0 0 e�t te�t t2

2
e�t

0 0 0 e�t te�t

0 0 0 0 e�t

1CCCCCCCCCA
On remarque qu�elle est indépendante des conditions initiales (X0; Y0; 0; 0; 0) et on a

M�1(0)�M�1(2�) =

0BBBBBBBBB@

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1� e�2�� 2�e�2�� �2�2e�2��

0 0 0 1� e�2�� 2�e�2��

0 0 0 0 1� e�2��

1CCCCCCCCCA
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3.5. Cas 5 : � = � = � 6= 0

On a (1 � e�2��)3 6= 0 car � 6= 0. Alors toutes les conditions du Théorème 2:2 sont

satisfaites. Par conséquent, on doit étudier les zéros � = (X0; Y0) 2 V des deux premières

composantes de la fonction F(�) donnée en (2:9). Il s�ensuit facilement que F(�) =

(f1(X0; Y0); f2(X0; Y0)), où les fonctions f1 et f2 sont celles données en (3:31). Maintenant,

le reste de la preuve du Théorème 3:5 découle directement de l�énoncé du Théorème 2:2.

Proposition 3.5. Supposons que � = � = � 6= 0; et que la fonction F dans le système

(3:2) est F (x; y; z; u; v; t) = (2 � sin(t))(2x + 1); alors pour " 2 [�"0; "0] avec " > 0

su¢ samment petit, il existe une solution 2��périodique x(t; ") de l�équation di¤érentielle

du cinquième ordre (3:1) telle que

x(0:")! 0; _x(0:")! 1

4
; �x(0:")! 0;

...
x (0:")! 0; x(4)(0:")! �1

4
(3.35)

Preuve : Pour le système de cette proposition, les fonctions f1(X0; Y0) et f2(X0; Y0) du

Théorème 3:5 sont

f1(X0; Y0) = � 1

2(�2 + 1)3
[4X0(3�

2 � 1)X0 + 4Y0(�
3 � 3�) + �2(�4 + 3�2 + 3) + 1]

f2(X0; Y0) =
2

(�2 + 1)3
[(�3 � 3�)X0 + (1� 3�2)Y0]

Ce système a une unique solution di¤érente de (0; 0), à savoir

(X�
0 ; Y

�
0 ) =

�
(��2 � � � 2�); (�2��� �2 + 1)

�
La déterminant (3:32) à cette solution prend la valeur

4

(�2 + 1)3
6= 0:

Alors, d�aprés le Théorème 3:5, il exsiste un cycle limite.

En�n (3:35) s�ensuit par substitution directe de la solution (X�
0 ; Y

�
0 ) dans (3:33):
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a appliqué la méthode de moyennisation du premier ordre à

la recherche des cycles limites pour une classe d�équations di¤érentielles ordinaires du

cinquième ordre, On distingue cinq cas suivant les valeurs des paramètres �, � et �.

La méthode de moyennisation nous a permis d�obtenir des conditions su¢ santes de

l�existence des cycles limites en transformant le problème de la recherche des cycles lim-

ites d�un système di¤érentiel en un problème algébrique de la recherche des racines non

dégénérées d�un système non linéaire, et donne une condition su¢ sante pour l�existence

des cycles limites.

Cette méthode donne de bons résultats pour certaines classes d�équations di¤érentielles

ordinaires, mais elle ne donne pas toute les solutions périodiques de l�EDO.
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