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Abstract

Albert Einstein formulated the most important theory in modern physics, the theory of gene-
ral relativity, which is based on the principle of equivalence and inertia. This is what translates
mathematically the relations between gravitational field and the geometry of space-time. The
equations of general relativity describe how mattre and energy cause time to bend. And how
this curvature affects the movement of mattre and energy. From these equations, we can also
predict the behavior of objects in strong gravitational fields, such as the orbits of planets and
stars, the curvature of light as they pass through massive objects, and the behavior of black
holes. Friedmann found solutions to the equations of relativity, which helped Hubble to find
the expansion rate of the universe, the "Hubble constant", which he measured for the first
time in 1929. It is considered a basic quantity for testing cosmological theories. In 1998, two
independent collaborations, the Supernova Cosmology Project, provided convincing evidence
of the accelerating expansion of the univers. These discoveries made physicists raise the pos-
sibility of a new form of matter, or free energy, acting as anti-gravity. This is known as dark
energy "cosmological constant". The CDM model that is the most successful cosmic model.
This model shows that the universe is currently made up of a large dark strip, presumably
made up of 69% of dark energy and 26% dark mattre, and 5% of baryons, radiation, and
the curvature of space are negligible, so we only know about 5% of the components of the
universe.

Keywords : General relativity, Cosmological constant, Dark energy, Dark matter, ACDM

model, The accelerated expansion of the universe.



Résumé

Albert Einstein a formulé la théorie la plus importante de la physique moderne, la théo-
rie générale de la relativité, qui est basée sur le principe d’équivalence et d’inertie. C’est
ce qui traduit mathématiquement les relations entre champ gravitationnel et la géométrie
de I'espace-temps. Les équations de la relativité générale décrivent comment la matiére et
I’énergie provoquent la déformation de ’espace-temps. Comment cette courbure affecte-t-elle
le mouvement de la matiére et de I’énergie. A partir de ces équqtion, nous pouvons également
prédire le comportement des objets dans de forts champs gravitationnels, tels que les orbites
des planétes et des étoiles, la courbure de la lumiére lorsqu’elle traverse des objets massifs et le
comportement des trous noirs. Friedman a trouvé des solutions aux équations de la relativité,
qui ont aidé Hubble & trouver le taux d’expansion de I'univers, la "constante de Hubble",
qu’il a mesurée pour la premiere fois en 1929. Elle est considérée comme une quantité de
base pour tester les théories cosmologiques. En 1998 deux collaborations indépendantes, le
Great Supernova Cosmology Project, ont fourni des preuves convaincantes de ’accélération
de 'expansion de I'univers. Ces découvertes ont permis aux physiciens d’évoquer la possibi-
lité d’une nouvelle forme de matiére, ou plutot d’énergie, agissant comme antigravité. C’est
ce qu’on appelle I'énergie noire "la constante cosmologique". Le modéle CDM est le modeéle
mondial le plus performant. Ce modéle montre que 'univers se compose actuellement d’un
grand secteur sombre, on suppose qu’il se compose de 69% d’énergie noire, 26% de matiére
noire, 5% de baryons, de rayonnement, et la courbure de 'espace est négligeable, nous ne
connaissons donc que 5% des composants de 1'univers.

Mots clés : Relativité générale, constante cosmologique, énergie noire, matiére noire, mo-

dele ACDM, I'expansion accélérée de I'univers.
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Introduction générale

La théorie relativiste de la gravitation d’Einstien, la relativité générale, est 1'une des concep-
tions les plus belles et les plus révolutionnaires de la science moderne, avec la théorie quan-
tique, la relativité générale est I'un des deux développements les plus profonds de la physique
du XXe siecle [13]. La théorie générale de la relativité d’Einstein est une belle ceuvre d’art
qui relie les champs gravitationnels a la géométrie de I'espace et du temps et fournit ainsi un
schéma dans lequel notre univers peut étre discuté [26]. Toutes les expériences et observa-
tions astrophysiques ont fermement confirmé la validité de ses fondements. L’idée séminale
d’Einstein, basée sur le principe d’équivalence, selon laquelle I'interaction gravitationnelle
peut étre interprétée en termes de courbure de I'espace-temps a radicalement changé notre
vision de "Univers [25].

Certaines prédictions de la relativité générale different sensiblement de celles de la physique
classique, notamment concernant le passage du temps, la géométrie de ’espace, le mouvement
des corps en chute libre et la propagation de la lumiére. Des exemples de telles différences
comprennent la dilatation du temps gravitationnel, la lentille gravitationnelle, le décalage
vers le rouge gravitationnel de la lumiére et le retard gravitationnel. Les prédictions de la
relativité générale ont été confirmées dans toutes les observations et expériences a ce jour.
La théorie d’Einstein propose l’existence de trous noirs — régions de ’espace dans lesquelles
I’espace et le temps sont déformés de telle maniére que rien, pas méme la lumiére, ne peut
s’échapper — comme un état final pour les étoiles massives. La courbure de la lumiére par la
gravité peut conduire au phénomeéne de lentille gravitationnelle, ot plusieurs images du méme

objet astronomique distant sont visibles dans le ciel. La relativité générale prédit également
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'existence d’ondes gravitationnelles, qui ont été mesurées récément par LIGO et NASA /ESA
Laser Interferometer Space Antenna, GPS : Global Positioning System. De plus, la relativité
générale est a la base des modéles cosmologiques actuels d’un univers en constante expansion
[27].

Le GPS, ou Global Positioning System, est probablement I'application la plus connue de la
relativité d’Einstein. Le GPS utilise une constellation de 32 satellites couvrant la totalité de
la surface du globe. Le systéme de positionnement global (GPS) est le systéme mondial de
navigation par satellite le plus célebre. Il consiste en une constellation de satellites en orbite
a une altitude d’environ 20200 km du sol et avec une vitesse orbitale d’environ 14 000 km/h.
Avec un récepteur GPS typique, on peut déterminer rapidement sa position sur Terre avec
une précision de 5 & 10 m. Si on ne tenait pas compte du décalage temporel da a la relativité,
Perreur de positionnement serait de 10km par jour! Ce qui serait complétement inutile. Si on
combine 'effet du mouvement orbital des satellites GPS avec 'effet du champ gravitationnel
de la Terre, on trouve qu’aprés 24 h, la différence entre I’heure de I'horloge du récepteur
GPS et celle des horloges des satellites GPS est de -38us. Etant donné que la communication
entre les satellites GPS et le récepteur GPS se fait par des signaux électromagnétiques se
déplacant a la vitesse de la lumiére, une erreur de 38us équivaut a une erreur de 10km en
position spatiale, ce qui rendrait les systémes de navigation GPS dans les voitures et les
smartphones complétement inutiles. Si on ne tenait pas compte de ce décalage temporel di
a la relativité, ’erreur de positionnement serait de 10km par jour. Le nombre d’applications
du GPS a été étonnant, le positionnement et la synchronisation précis, autres que pour
la navigation militaire, incluent la synchronisation des nceuds de lignes électriques pour la
détection des défauts, les communications, la navigation en profondeur, les tests de physique
fondamentale, les mesures sur les pulsars, les tests des théories de la gravité, le suivi des
véhicules, la recherche et le sauvetage, 'arpentage, la cartographie et la navigation des avions
commerciaux, pour n’en nommer que quelques-uns [28], [29], [30].

Einstein a publié la théorie"générale" de la relativité, qui est une théorie sur la gravité, pour
décrire la force de gravitation dans le cadre de la relativité restreinte. En effet la relativité
restreinte exclue les forces qui agissent instantanément a distance (comme la gravité en mé-

canique de Newton), puisque la notion de simultanéité n’existe plus en absolu, mais dépend
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de 'observateur. 1l fallait donc trouver une formulation cohérent de la gravitation relativiste.
Cette théorie est plus fondamentale que la théorie restreinte de la relativité, c’est une théo-
rie de 'espace et du temps, et elle ne se contente pas de décrire, elle explique la gravité.
Remarquons que le probléme ne se posait pas pour les forces électromagnétique qui étaient
les autres forces connues a 1’époque, car les équations de Maxwell (1885) possédaient déja
une formulation relativiste naturelle, ou le champ électromagnétique transporte la force entre
deux charges, a la vitesse ¢ et non de fagon instantanée. Le concept développé dans la rela-
tivité générale est que ’espace-temps peut avoir une courbure. Cette courbure est crée par
la présence de la matiére [14]. La gravité est la distorsion de la structure de I’espace-temps
causée par la présence de matiére et d’énergie, tandis que les chemins suivis par la matiere
et I'énergie dans I'espace-temps sont régis par la structure de 1’espace-temps. Cette grande
boucle de rétroaction est décrite par les équations de champ d’Einstein [15]. Cette propriété
a conduit Einstein a formuler le principe d’équivalence, qui postule que les lois de la physique
sont identique dans un référentiel qui subit une accélération constante et dans un référentiel
au repos dans un champ gravitationnel uniforme, et encore qu’un champ gravitationnel peut
étre localement effacé par une accélération. Ce lien entre accélération et champ gravitation-
nel prend tout son sens en relativité générale, ou I’espace, et méme 'espace-temps, devient
courbe. Dans la limite non relativiste, cette courbure fait apparaitre un terme additionnel
dans Pexpression de laccélération @ ,e; = @ Newton + V(bg. Ainsi, & la particule newtoienne
subissant une force gravitationnel se substitue 'idée d’une particule libre se déplagant dans
une espace-temps déformé. En relativité générale, le champ gravitationnel s’identifie & la géo-
métrie de espace- temps, qui devient élastique. Au-dela de cette équivalence entre champ
gravitationnel et géométrie, le deuxiéme aspect de la relativité générale est le lien entre dé-
formation de la géométrie et contenu en matiére, incarné par les équations d’Einstein. Ces
équations, obtenues par Einstein en 1915, généralisent au cadre relativiste I’équation de Pois-
son newtonienne A¢, = 4wGp,,. Elles expriment, de fagon intrinséque, que la déformation
de lespace-temps est plus grande que la matiére, ou énergie, est concentrée [16].

La quantité fondamentale en relativité restreinte est effectivement lintervalle ds? = dt? —
dx? — dy* — dz%. Son invariance par changement de référentiel d’inertie est le coeur de la

théorie. C’est ce qui traduit mathématiquement toute la structure de la relativité restreinte
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et permet de voir émerger immédiatement les effets de dilatation du temps ou contraction
des longueurs. Puisque l'intervalle encode la géométrie, la modification de sa forme signifie
une modification géométrique. Le cadre conceptuel de la relativité générale est ici planté [16].
La cosmologie est I’étude de 'univers dans son ensemble, y compris son origine, sa nature,
son évolution et son destin éventuel. Elle a des racines anciennes dans la philosophie et la
religion, mais la cosmologie scientifique moderne date de 1917, lorsqu’Einstein a utilisé pour
la premiére fois la relativité générale pour formuler un modéle mathématique de 1’Univers.
Les considérations sur I’énergie noire sont importantes dans la cosmologie moderne. On sait
peu de choses sur sa source mais on pense actuellement qu’elle représente environ 70% de
toute I’énergie de ’Univers. De nombreux scientifiques pensent qu’il s’agit de I’énergie du
vide, et donc d’une propriété de l'espace vide, mais cette interprétation n’est certainement
pas solidement établie [41]. L’évolution et la composition de I’Univers sont deux caracté-
ristiques apparemment indépendantes et pourtant intrinséquement liées. La premiére nous
apprend que 1’Univers est en expansion a un rythme variable, la seconde qu’il est constitué
majoritairement de composantes non lumineuses et de nature inconnue, baptisées « matiere
noire » et « énergie noire ». Afin d’apporter de nouvelles pierres a I’édifice cosmologique,
les chercheurs s’attachent & mieux comprendre comment évolue I’expansion de notre Univers
au moyen d’expériences de plus en plus ambitieuses [18]. L’expansion de notre Univers était
connue depuis 1929, lorsque I’astronome Edwin Hubble constata que les galaxies s’éloignent
toutes les unes des autres. Sous l'effet attractif de la gravité, cette expansion de l’espace
semblait ne pouvoir que ralentir. Cette conviction est brusquement ébranlée en 1998, quand
deux équipes indépendantes étudient des supernovae lointaines précisément dans le but de
mesurer ce ralentissement et démontrent, sans ambiguité, que I’expansion de notre Univers
allait au contraire en s’accélérant, les observations de supernovae ont toutefois indiqué une
accélération et non une décélération de cette expansion, impliquant une révision en profon-
deur de notre compréhension du cosmos. [18]. Les observations des Supernovae de type Ia ont
révélé que I'expansion de I’Univers s’accélére a des époques tardives. Dans le modéle cosmo-
logique standard, il existe une composante matiére-énergie inconnue qui contribue a environ
70 % de la densité critique, et ce fluide est décrit comme une composante lisse a pression

négative. Bien que les astronomes connaissent 1’effet de ce fluide, il n’y a pas d’idée claire sur
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la facon de le détecter, principalement parce que c’est un composant lisse, dilué dans tout
I’Univers et le parameétre de ’équation d’état aujourd’hui est trés probablement w = —1.
Différents modeles ont été proposés ces derniéres années pour expliquer la nature de cette
composante : la constante cosmologique A qui rend compte de I’énergie quantique du vide,
les champs Quintessence, etc... Le paradigme actuel dans le modele standard est le modeéle
ACDM, qui a seulement quelques parameétres libres, bien contraints avec les observations
actuelles. Néanmoins, la nature de la constante cosmologique A est encore inexpliquée. [19]
Le modele AC' DM montre que I'univers se compose actuellement d’un grand secteur sombre,
on suppose qu'il se compose de 69% d’énergie noire, 26% de mati¢re noire, 5% de baryons,
de rayonnement, et la courbure de 1’espace est négligeable, nous ne connaissons donc que 5%
des composants de I'univers.

L’objectif de ce mémoire consiste, d’'une part, & introduire les notions essentielles de la rela-
tivité générale et ses prédictions dans le systéme solaire, ot les champs gravitationnels sont
faibles et lentement variables, et d’autre part, de voir comment la présence de I’énergie noire

peut expliquer 'expansion accélérée actuelle de notre univers.



Chapitre 1

Les bases mathématique de la
relativité générale :

1.1 Les transformations de Lorentz :

Au début du vingtiéme siécle deux grandes théories physique expliquent la quasi-totalité des
phénomeénes naturels avec une grande précision. La mécanique de Galilée-Newton obtient
d’immenses succes en dynamique céleste ; alors que 1’électrodynamique de Maxwell opére une
des plus belle unification de la physique en expliquant avec un méme systéme d’équations les
lois de Délectricité, du magnétisme et de l'optique [23]. Les notions newtoniennes d’espace
absolu et de temps absolu sont en contradiction avec les lois régissant les phénomeénes électro-
magnétiques, comme démontré a la fin du XIXesiécle, soit par expérimentation (expérience
de Michelson & Morley), soit par raisonnement direct a partir des équations de Maxwell (Lo-
rentz, Poincaré, Einstein) [5]. L’expérience de Michelson et Morley contribua a démontrer que
la vitesse de la lumiére est dans le vide une constante, notée ¢, indépendante du mouvement
de sa source. Sa vitesse ne s’additionne pas a celle de sa source contrairement & ce qu’exigerait
la relativité galiléenne [1]. La conclusion surprenante a laquelle conduisit 1'expérience de Mi-
chelson et Morley fut, parmi d’autres idées, a la base de la théorie de la relativité restreinte.
Cependant, cette idée difficilement acceptable devait étre testée a l'aide d’autres procédés
expérimentaux, ce que firent de nombreux chercheurs au cours du xx e siécle. Tous arrivérent
4 la méme conclusion pour des expériences réalisées & ’échelle du laboratoire : la vitesse de la
lumiere dans le vide est indépendante du mouvement de sa source [1]. La relativité restreinte

est ’aboutissement des travaux exceptionnellement riches de mathématiciens et physiciens de



1.1 Les transformations de Lorentz : 8

la seconde moitié du XIX e siécle, et plus particulié rement de Hendrik Lorentz (1853 - 1928)
et Henri Poincaré (1854 - 1912). Ils furent relayés par Albert Einstein (1879 - 1955) dont
I’ histoire de la relativité retint surtout le nom [1]. En relativité restreinte, on postule que
I’espace-temps est homogene et isotrope, c’est-a-dire qu’il a les mémes propriétés en chaque
point de ’espace et & n’importe quel instant et que toutes les directions dans ’espace sont
physiquement équivalentes [1]. Cette théorie, la relativité restreinte, est basée sur deux pos-
tulats extrémement simples. Einstein a fait deux postulats fondamentaux qui lui permettent
de construire toute la relativité restreinte [1].

[ Postulat 1 : Les lois de la physique gardent la méme forme par rapport a tout référen-
tiel galiléen; dans tout référentiel galiléen, I'espace est homogéne et isotrope et le temps
homogeéne.

[(JPostulat 2 : La vitesse de la lumiére ¢ = 299792458 m.s~! est la méme dans tout référentiel
galiléen et est la vitesse limite pouvant étre atteinte par un corps.

Partant des seuls postulats énoncés précédemment : propriétés de ’espace-temps et principe
de relativité, nous allons établir a présent les formules fondamentales de la relativité restreinte
formant ce qu'on appelle habituellement la transformation de Lorentz [1]. Pour repérer la
position d’un corps, en mécanique classique, on utilise un systéme de coordonnées spatiales.
En relativité, on a besoin d'une horloge marquant le temps adjointe & chaque systéme de
coordonnées, et on appelle systéme de référence, ou référentiel, un tel systéme de coordonnées
muni d’une horloge [1]. On peut considérer que l'espace et le temps forment ensemble un
ensemble plus grand appelé espace-temps, décrit par quatre coordonnées (ct, z,y, z) et que ce
nouvel espace posséde, lui, un caractére absolu [5]. En dérivant les équations de transformation
compatibles avec les postulats de la théorie restreinte de la relativité, on a supposé que I’espace
est homogeéne, c’est-a-dire que tous les points de 'espace et du temps sont équivalents. Cela
signifie que la séparation entre les points de 'espace-temps doit rester invariante sous les
translations, ce qui implique que les relations entre les coordonnées des différents repéres
inertiels doivent étre linéaires [11]. Considérons deux référentiels inertiels R et R', dont les
axes coincident au temps t =t/ = 0, et R’ se déplace avec la vitesse v le long de I'axe des
x par rapport & R. On suppose que 'axe des y est perpendiculaire & I’axe x car sinon les

inclinaisons de I'axe y positif et négatif par rapport a ’axe x seraient différentes, violant la
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symétrie de rotation autour de la direction de la vitesse relative. On suppose également que
les axes y et z sont orthogonaux entre eux dans I'un ou 'autre des référentiels. Enfin, puisque
les longueurs de deux tiges, qui sont au repos dans les référentiels R et R’ respectivement, et
qui sont perpendiculaires & la ’axe des abscisses, peuvent étre comparés lorsqu’ils se croisent

[11], on doit avoir

pour que les relations entre R et R’ soient réciproques pour la transformation de ’abscisse, on
note que l'origine de R’ se déplace avec la vitesse v par rapport au repére R ce qui implique

que
1

T
(1-%)°
Compte tenu de la possibilité que le temps ne soit pas une variable universelle, on doit avoir

/

v=nlr—vt) 5oy =

2

t=y(t—pr) ; B==

pour la transformation de la coordonnée de temps [11]. La transformation de vitesse dite loi

d’addition de vitesse est donnée par :

V4w
1+ Vu/e?

Ce sont les fameuses équations de Lorentz. Pour les obtenir, la racine positive a été choisie,

1% (1.1)

de sort que v = 0 implique 2’ = x,# = t. On note aussi que pour petit et ¥ < ct, on

obtient les transformations galiléennes [11]

¥=x—vt,y =y, =2t =t (1.2)

1.2 Les quatrivecteurs

La caractéristique déterminante qui distingue les quatrivecteurs des autres objets a quatre

composants est la fagon dont ils se comportent sous une transformattion de Lorentz. Sup-

1

posons qu’il s’agisse d’'une fonction scalaire de z° 2!, 22 et 2® qui est invariante sous les

transformation de Lorentz, donc ¢' = (20, 2%, 2”2 2) = ¢(2° 2!, 22, 23). Considérons le
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comportement de la dérivée ¢/ , que nous noterons Ay. Sous la transformation usuelle
de Lorentz du référentiel S au référentiel S’, la fonction Ay deviendra une nouvelle fonction
Aj, dont la forme peut étre déterminée a l’aide de la regle de différenciation partielle. Vous
pouvez voir que sous une transformation de Lorentz, la régle de transformation suivante pour

les quatre quantités A, [21]
A= (V) Ao+ VAL 5 A =~(V)(A1+VAg) ; A=Ay ; A, = Ay (1.3)
ou les coordonnées (Ag, A1, Ay, As) sont définies par
Ag=ct; Ay =x; Ay =y; A3 =2 (1.4)

alors nous pouvons écrire la régle de transformation pour I'entité & quatre composants [A,]
en termes de matrices ou de composants [21]

3

A=Y (A1), "A, ;1=0,1,2,3 (1.5)

v=0

ot (A1), ¥ représente la matrice inverse de la transformation de Lorentz [21]

(V) @)V 00
(A, = WV ) 00 (1.6)
0 0 01

Tout vecteurs A de composantes (A%, A', A%, A1) qui se transforment de la méme maniére

que le quadrivecteur de position z# = (20, 2!, 2% 23),
A® = (A= BAL) ;AN =y (Al—BAY) AR = AP ; AP = AP

on 'appele un 4-vecteur contrevariant. Le produit scalaire de deux quadrivecteurs A et B est

défini par :

AB=A'B'+ A’B* + A°B* - A°B°

Sa norme est le produit du vecteur par lui-méme :

JA]]? = A.A = (A1) + (42)% 4 (4%)° — (4%)°
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Le produit scalaire est invariant relativiste (sous les transformations de lorentz ). On peut

également réécrire le produit scalaire comme
A.B = g, A"B"

ol g, = diag (=1, 1, 1, 1) est appelé le tenseur métrique. Les composantes (Ag, A1, Aa, As)

définies par A, = gAY,
Ag = go At = A" Ay = gr AF =AY kK =1,2,3.
sont appellées les composantes covariantes du 4-vecteur A. L’intervalle ds?
ds? = (dz)” + (dy)* + (dz)* — (cdt)? (1.7)

s’écrit simplement

ds® = gudrtds” = ¢g"dx,dr, = da"dx, (1.8)

On peut facilement montrer que l'intervalle ds? est un invariant relativiste [21]

ds? = gde'tdz” = gopda®ds® = ds* (1.9)

1.3 Le temps propre

Le temps propre d'un objet en mouvement est simplement le temps tel qu’il s’écoule dans
le référentiel de I'objet. Dans le référentiel inertiel S’qui se déplace avec I'objet & un instant
donné, la différentielle de temps propre coincide avec dt’. Cependant, I'objet peut en général
étre accéléré de sorte que le référentiel S’ n’est pas le méme & tous les instants. Quel que soit
le référentiel dans lequel on observe 1'objet, la différentielle de temps propre peut toujours

étre exprimée comme suit [5]

: dr\? dt
dr = \/dzide, = VAP — dr® = dty[1 - (d—Z) —dtVT— == (1.10)
v

On sait que —c?dr? = (dz)* — ¢*dt*. Si on notre v = dx/dt,alors cette équation donne [20]

(1.11)
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1.4 Exemples de quadrivecteurs

Quadrivitesse : Considérons un objet se déplacant a une vitesse instantanée v(t). On définit

sa quadrivitesse V* comme [5]

dxt
b
v dr

Ladifférentielle d7 est invariante, alors que dx* se transforme comme les coordonnées; donc

(1.12)

u* est un vecteur. En fonction de la vitesse V', les composant esexplicites sont [5]

ut = (cﬁ, d—:_) = (cy,yv) (1.13)

Le carré de la norme 11 u? 11 du 4-vecteur u* est
nu? = wu = (uh)? + (1) + (u¥)? — (u0)? = 2 (1.14)

Qaudriaccélértion la quadri-accélération de la particule est définie par [22]

B dut B Azt

b= — 1.15
¢ dr dr? (1.15)

La quadri-accélération est donc orthogonale & la quadri-vitesse [22]
a.u = g,a'u” (1.16)

Quadrivecteur énergie-impulsion p* : A partir de m et de la 4-vitesse u* de la particule,

on forme le vecteur quadri-impulsion (ou 4-impulsion) suivant [22]
Pt = mut = (yme, ymo) (1.17)

Le carré de la norme ||p||*du 4-vecteur p* est

Ipl* = g’ = m*guuu” = m*uu = —m?*c® (1.18)
d’ou
2 2 E2 2.2
Ipll* = p* = ~5 = —m?c* = est (1.19)
ou bien

E? = p*c® + m2c (1.20)
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A partir des relations

p=ymv ; E=~ymdc (1.21)

nous obtenons la relation suivante p = C%v entre I’énergie, 'impulsion, et la vitesse d’une

particule libre.

1.5 Les tenseurs

Un tenseur contrevariant de second rang A" se transformant comme le produit de deux

4-vecteurs contrevariants

! 12
ozt oz,

oz Oxo’

Un tenseur covariant de second rang A,,,, se transformant comme le produit de deux 4-vecteurs

AW —

(1.22)

covariants

0 0x°
o
|72 0$“’ 8$V,Apa (123)
Un tenseur mixte de second rang A", se transformant comme le produit de deux 4-vecteurs

contrevariants et covariants

w a
w _ O 0x7
AT Ga gav

D’une maniére générale il existe des tenseurs avec des indices covariants (en bas) et des indices

(1.24)

contravariants (en haut) de telle sorte que [32],[31],[34]

or'® Oz’
7% = —.. LT 1.2
ﬁ afL'o- a]}lﬁ P ( 5)

Algeébre des tenseurs [22]
1. Combinaison linéaire de tenseurs de mémes variances, par exemple T = aRL" + bSH”

2. Transposition d’indices de méme variances, TH"” = R/HP

3. Multiplication tensorielle de tenseurs de variances quelconques, TH*? = RHSP°
4. Contraction d’indices de variances diff ‘erentes, T = RS = 67 RL?

La contraction d’indice est en fait une multiplication avec le tenseur de Kronecker.
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5. Abaissement et élévation d’indices a I'aide du tenseur métrique, 7)) = g,, 17" et T} =

g”’Tpp

1.6 La Dérivée covariante

La dérivée par rapport a x¥ vecteur covariant V,, s’écrit V,,, elle se transforme par un
% Vs

changement de coordonnées comme [38],[39]
0 <8x0‘ ) 0%x” dz® OV, 028

/ —
V/MV - 81)”/

- - - 1.2
ox'n oxrox ¢ Oz OxB dxv (1.26)

V,,» n'est donc pas un tenseur. On peut définir un tenseur covariant, noté V,,,, ou bien D, V,,,

a partir deV/, , par

Dyv,u = vp;y = Vp,,l/ - ngvﬁ (127)
cette quantité se transforme selon la loi
o> Ox°
/ —
BV Ot V! Ao (1.28)

C’est une quantité covariante, appelée « dérivée covariante ». En relativité générale la notion
de dérivées partielles sera généralisée et remplacée par la notion de dérivée covariante. La

dérivée covariante d’un 4-vecteur contrevariant A* est définie par

D, A¥ = AF, = A 4+ Th A (1.29)

N K 0A Lo e . R .
ou A" = g‘; et A,, = 5. De cette définition on peut voir que la dérivée covariante d’un

4-vecteur donne un tenseur second rang

dzH 0z,

/
Al.llj;)\ - oV ax)\, Y (130)
La dérivée covariante a la propriété suivante
(A"B,)x= A", B, + A"B,, (1.31)

Cette proprieté nous permet de définir la dérivée covariante d’un tenseur AP "o comme la

...... loa

dérivée covariante du produit des 4-vecteurs contrevariants et covariants [38],[39]

oo I‘fijpﬁ“‘AU + T8 A 4 TR, A — FgVA“ﬂ;p — ... (1.32)
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La dérivée covariante DV* se comporte comme un vecteur contravariant puisque [24]

DV' = (VI + It V) da” (1.33)
La dérivée covariante DV, se comporte comme un vecteur covariante puisque [24]

DV, = (Vy, =T, V,) dz” (1.34)

La quantité I'¥, |, qu’on appelle symbole de Christoffel, les symbole de Christoffel sont symé-
triques, I'), =T, [24]. On obtient donc la forme suivant du symbole de Christoffel [24]

oo orN dx™ Ox° dzP 0x° O*aN
"7 OxP Ozt Oz o © Oxv Ozt OxPOTT

(1.35)

Wy

On obtient donc la relation fondamentale entre le tenseur métrique et le symbole de Christoffel

[24]

o _ L s aglw + 99w . agu)\
A oz oz oxv

(1.36)

DO |
s

La dérivée covariante s’écrit :

AMV;A = Auy,)\ - FZ)\ApV - F,F:)\A,up (137)

1.7 Tenseur de courdure de Riemann

Nous avons montré que la différence des dérivées covariantes d'un vecteur donnait le rota-

tionnel de ce vecteur. La dérivée seconde covariante de ce vecteur est : [24]

OV
Vit = a;/c = ToViar = Do (1.38)
0%V, oV, or )‘V aV oV i
= oot ol VA Do S A LI Ve — Dl = 4+ TT%, .39)

Il apparait donc une quantité R}, combinaison linéaire des dérivées premieres et des sym-
boles de Christoffel qui est identiquement nulle dans un espace plat. On 'appelle tenseur de
courbure de Riemann-Christoffel [24]

R, =0,1), — 0,0, +T0I0, —T) T (1.40)

nvo o po pv vpT po
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On contracte le tenseur de Riemann avec le tenseur métrique pour obtenir un tenseur com-

pletement covariant [24]

R)\m/k = g/\aRZyk (141)

11 s’exprime avec les dérivées secondes du tenseur métrique et les symboles de Christoffel [24]

R :1 32%11 _ 829;w _ 82g,\k 829%
Ak =9 | oxkdzr  OxkOr>  Oxhdxv | OxvOr*

+ Gno [FZAFZk — FZAF;‘W] (1.42)

De cette derniére équation on tire des propriétés algébriques pour R :

[1] Symeétrie : Ry k= Ruka

2] Un tenseur antisymétrique vérifiant les propriétés : Ryue = —Ruwk = —Rauky = Ry
3] L’antisymeétrie : Ry + Rk + RBavky = 0.

On obtient la dérivée covariante du tenseur de Riemann ce qui conduit a ’identité de Bianchi

[24]

R)\,ul/k;n + R)\/_mu;k + R)\,ukn;u =0 (143)

En contractant sur un indice le tenseur de Riemann on obtient un tensure de Ricci deux
symétrique :

Ry = 0™ Ry (1.44)

1.8 Le tenseur d’énergie-impulsion

Ce tenseur décrit la distribution de masse-energie et de mouvement dans ’espace-temps,
il sera d’une grande importance en relativité générale. Ce tenseur noté 7' est une forme
bilinéaire, il est défini par la propriété : T (u,.) = (., u) est la densité d’énergie-impulsion par
unité de volume (tridimensionnel), si @ est la quadri-vitesse. Ainsi, si 72 un vecteur arbitraire
normé alors 7' (u,n) renvoie la “densité d’impulsion” dans la direction 7 et T (@, u) est la
densité de masse-energie. Si la matiére est modélisée comme un “fluide parfait” ce qui ce fait
souvent quand on considére la distribution de matiére a des échelles astronomiques (nuage

de gaz, intérieur des étoiles), de densité p et de pression p alors on a [23]

Tap = (P + p) vats + DPYap (1.45)
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On a en effet :

Tgu” = ((p+p) uus + pdg) u’ = — (p+ p)u® + pu” = —pu® (1.46)

et aussi Taguauﬁ = p. Les quantités représentées par ce tenseur se conservent comme la
charge en electrodynamique, la forme de ’équation de conservation de 7T est la méme que

dans les cas usuels, elle provient toujours du théoréme de Gauss [23]

divT =0 (1.47)

Mais ici la divergence est, soit classique si on est en relativité restreinte ot I'espace-temps est

plat, soit “covariante” si l’espace-temps est courbé [23]
V. Tg =0 (1.48)

Cette loi sera importante en relativité générale [23].

1.9 La courbure métrique

Un espace est dit avoir une "métrique géométrique" si on posséde un moyen de mesurer
'intervalle ds? séparant deux points infiniment voisins. On appellera vecteur un segment de

droite orienté séparant deux points infiniment voisins [24]
ds® = d’s.ds = diz'e,.dz"e, = g, dr"dx” (1.49)

Les coefficients g, qui définissent la métrique de I'espace sont les composantes covariantes

d’'un tenseur de rang deux. En effet, ds? étant un invariant d’apres [24]
ds* = g datds” = gy da” de”’ = ds” (1.50)

Un espace est courbe s’il n’existe aucun systéme de coordonnées pouvant le sous-tendre dans
lequel la métrique sera plate. A petite échelle n'importe quelle géométrie apparait comme
plate sauf en certains points pathologiques. On dit que les coordonnées en un point P de

'espace sont localement plates si en ce point [24]

) Elsip=v
QW—{ 0 sipst v (1.51)
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et
v _
oxr®

L’intervalle entre deux événements de cet espace-temps s’écrire en différentiant 1’équation

(1.52)

précédente [24]
ds* = dr* — dt* (1.53)

La proopriété fondamentale de la trensformation de Lorentz est de vérifier la relation entre
éléments de matrice [24]

AZ/AE Mg’ = Tlap (1.54)

On obtient en particulier pour a = =0:

A A Ny = —1 (1.55)

On rappelle d’autre part la transformation :

dat’ = A da* (1.56)

espace si ds? > 0
On dit que I'intervalle est du genre ¢ lumiére si ds®> = 0
temps si ds? < 0

1.10 Le principe d’équivalance et I’équation des géodé-
siques :

Le principe d’équivalence fut en substance découvert par Galilée, sa fameuse expérience
du haut de la tour de Pise est une premiére démonstration de 1’égalité qui surprendra des
générations de physiciens entre la “masse inerte” et la “masse pesante”. Cette expérience
a été mainte fois refaite depuis, dans des tube sous vide et cette égalité confirmée avec une
grande précision. C’est ce lien entre inertie et gravitation qui constitue la clef des équations de
la relativité générale. Ce qui a guidé Einstein est une expérience de pensée un peu analogue
a celle de Galilée. Supposons que nous soyons dans un ascenseur au dernier étage d’un tres
haut building, si soudain ’ascenseur se met & tomber, pendant la phase de chute libre nous
allons flotter comme si nous étions en apesanteur et aucune des expériences physique que nous

pourrions effectuer dans 1’ascenseur ne pourra trahir la présence d’un champs gravitationnel.
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Donc localement, on a annulé les effets de la pesanteur, localement car si on fait des mesures
sur une plus grande échelle le champs gravitationnel réel varie dans I’espace alors que la force
d’inertie reste constante. Ainsi localement on a construit un référentiel galiléen. On en vient
ainsi & une autre formulation du principe d’équivalence : En tout point de ’espace temps il
est possible de choisir un systéme de coordonées “localement inertiel” qui soit tel que dans
une région suffisamment petite les lois de la nature prennent la méme forme que dans un
référentiel Galiléen [23].

Une géodesique dans un espace plat le plus court chemin entre deux points est la ligne droite.
En relativité générale, dans un espace courbe, le chemin le plus court entre deux points est
une géodeésique. D’apres le principe d’équivalence il existe un systéme de coordonnées £* dans

lequel la particule se meut comme une particule libre [24]

d2e”
=0 1.57
dr? ( )
avec
dr? = —n,dE*de’ (1.58)

Considérons maintenant un autre systéme de coordonnées curvilignes lié¢ au précédent par le

fait que £ = £ (z*) [24]

d (0" da"\ 06" APt 9 dat dx” 0 (1.50)
dr \Oz+ dr ) Ox+ dr?2  Oxrdxv dr dr ’
On multiplie par ggii, nous obtenons I’équation de géodésique
d?a? y dzt dav
— =0 1.60
dr? Wodr dr ( )
On reconnait le symbole de Christoffel dans I}, = gg—:%.

1.11 Les équations d’Einstein

Les équations de champ pour la gravitatin vont inévitablement étre plus compliquées que
celles de I’électromagnétisme. Les équations de Maxwell sont linéaires parce que le champ
électromagnétique ne porte pas lui-méme de charge, alors que les champs gravitationnels

transportent de I’énergie et de la quantité de mouvement et doivent donc contribuer a leur
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propre source. Autrement dit, les équations du champ gravitationnel devront étre des équa-
tions aux dérivées partielles non linéaires, la non linéarité représentant 'effet de la gravitation
sur elle-méme [4]. Nous pourrions donc nous attendre a ce que les équations de champ de
la théorie impliquent le tenseur de Riemann. Le fait que les équations du champ de vide
newtonien impliquent 77 = 0 suggeére que nous pourrions considérer une contraction du ten-
seur de Riemann. Il n’y a qu’'une seule contraction significative, a savoir le tenseur de Ricci.
On arrive ainsi aux équations Ry, = 0, la nullité du tenseur de Ricci est équivalente a la
nullité du tenseur d’Einstein, de sorte qu’on peut écrire R,, = 0 sous la forme alternative
Ga = 0, les équations Ry, = 0 ou Gy, = 0 sont les équations qui, selon la proposition d’Ein-
stein, devraient servir d’équations du champ du vide de la relativité générale. Nous indiquons
brieévement ci-dessous pourquoi G, est la forme la plus naturelle lorsque nous essayons de
généraliser I’équation de Poisson V2® = 47Gp afin d’inclure les sources de matiére pour le
champ gravitationnel [6].

Rappelons tout d’abord que dans un champ statique faible produit par une densité de masse
p non relativiste, la composante temps-temps du tenseur métrique est approximativement
donnée par [4]

goo =~ —(1 +29) (1.61)

ol ® est le potentiel newtonien, déterminé par 1’équation de Poisson

V20 = 4nGp

ou (G est la constante de Newton. De plus, la densité d’énergie Ty, pour la matiére non

relativiste est égale a sa densité de masse
Too >~ p

En combinant ce qui précéde, nous avons alors [4]

V200 = —2V2® = —87GTyg

Il résulte donc du Principe d’Equivalence que les équations qui régissent les champs gravita-

tionnels de force arbitraire doivent prendre la forme [4]

G = —81GT),,
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Passons en revue ce que nous savons du coté gauche de 1'équation de champ [4]

A) Par définition, G, est un tenseur.

B) Par hypothese, G, n’est constitué que de termes avec N = 2 dérivées de la métrique ; c’est-
a-dire que G, ne contient que des termes qui sont soit linéaires dans les dérivées secondes,
soit quadratiques dans les dérivées premiéres de la métrique.

C) Puisque 7}, est symétrique, G, 'est aussi.

D) Puisque 7}, est conservé il en est de méme gouvernant G, = 0.

E) Pour un champ stationnaire faible produit par de la matiére non relativiste, la composante
00 de G, doit se réduire a V2g0o , donc dans cette limite Gy =~ Vgoo.

Ces propriétés sont tout ce dont nous aurons besoin pour trouver G,,,. Le tenseur d’Einstein

Gy = Ry — 39w R donne les équations de champ comme :

1
G =R — §gm,R = —87GT),,

I’équations d’Einstein peut s’écrire d’une autre maniére

1
R, = —81G(T}, — igm,TO‘f)

Dans un espace vide T}, = 0; ce qui entraine R, = 0.



Chapitre 2

Relativité générale et systéme solaire

2.1 Meétrique de Schwarzschild

La métrique de Schwarzschild est une solution a symétrie sphérique de I’équation d’Einstien
dans le vide R = 0, telle qu’elle s’appliquerait a I'extérieur d’'une masse sphérique et non ro-
tative ot la densité de masse est présumée suffisamment petite. La métrique de Schwarzschild
est 'une des rares solutions exactes de I’équation d’Einstein, et est sans aucun doute la plus
important. Il y a des effets faibles mais mesurables qui se produisent dans I’espace-temps de
Schwarzschild, et de telles mesures constituent une partie cruciale de la mesure dans laquelle
la RG a été testée quentitativement [7].

Ayant défini 'espace-temps statique, un espace-temps a symeétrie sphérique est celui dont
la métrique reste invariante sous les rotations. Nous devons donc construire la métrique a
partir d’invariants rotationnels, en coordonnées sphériques, les invariants sont 72, rdr, dr? et

r? (6 + sin® 0d?). Avec ces substitutions [7]

ds® = —F (1) (da®)* + [D(r)r? + C (r)] dr® + C (r)r? (d6® +sin® 6dp?) (2.1

Si on redéfini maintenant le coordonnée radial r — r1/C(r), on peut écrire la métrique de

Schwarzschild sous la forme [7]
ds> = —a (r)dt* + b(r) dr® + r* (d6> + sin® dp?) (2.2)

Les fonctions a (r) et b(r) doivent étre déterminées en résolvant les équations de champ.
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Comme g,z , est diagonale, le tenseur métrique a les composants non nuls [4]

—a(r) 0 O 0

0 b(r) 0 0
A E) ! 0 (2:3)
0 0 0 r%sin?@
La matrice inverse ¢®?, est donnée par
—at(r) 0 0 0
0 b t(r) 0 0
af _
7= 0 0 1/ 0 (2.4)
0 0 0 1/r’sin®6

Sia =0b=1 on récupére la métrique de Lorentz en coordonnées sphériques. La tache est de
trouver les fonctions a et b telles que R = 0. Pour obtenir le tenseur de Ricci, nous avons

besoin des symboles de Christoffel [7]

1
T = 59 (9ugvs + Ougus — D) (2.5)

Les composantes non nulles sont [4]

v (r)

I = % (r) ; Ty = N0 (2.6)

.2
I, = _7“213)9 S A ;II)((:)) (2.7)
r, =19 = % ; IV, =—sinfcosb (2.8)
T, =T6 = - 5 T% =Tj, = cotf (2.9)
I, =T, = ;;((72) (2.10)

Le tenseur de Ricci R,, est donné par

Ry, = 8,I%, —9,Th +TV,I) —Th.T (2.11)

nous trouvons a partir de calculs directs que R,, = 0 pour p # v. Pour les termes diagonaux,

on trouve [7]

a’ ld [V d 1v
R, = —4+-——|{—-4+— —— 2.12
2a+4a(b+a)+7’b (2.12)

a’ 1d [V d 1d
Ry = ———-——|—-—+— —— 2.13
" 2b 4b(b+a)+rb (2.13)
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r a b 1
ST A 2.14
Foo +zb( a+b> b (2.14)

Nous cherchons des solutions de I’équation du vide d’Einstein, R, =0
RTT - Rtt - R@g - O (215)

Nous avons trois équations différentielles non linéaires couplées du second ordre pour deux
fonctions, a(r) et b(r). Le terme bRy /a + R, nous conduit a %/ + % = 0. Cette équation
est équivalent & @ = 0,ce qui implique que ab = A = constante. Les constantes sont
déterminées par l’exigence que lorsque r — oo nous récupérons la métrique de Lorentz. Une
métrique ayant cette propriété est dite asymptotiquement plate. Nous exigeons que a(r) — 1
et b(r) — 1 comme r — oo, forgant A = 1, b(r) = (a(r))~* . Pour une perturbation faible et

statique sur la métrique de I’espace-temps, nous avons trouvé précédemment

e (1_ 2GM) el

r

M est la masse en dehors de laquelle la forme métrique. La quantité r, = 2G'M est le rayon
de Schwarzschild. La métrique de Schwarzschild pour 'espace-temps vide extérieur a une

masse sphérique M est [7]

2GM 2GM\ !
ds® = — (1 L ) dt* + <1 _ ) dr? + r? (d<92 + sin? Gdcpz) (2.16)

T T
2.2 Mouvement dans un potentiel central

Considérons une particule de masse m soumise a une seule force centrale, décrite par le
potentiel V (7). Soient 7 et € les coordonnées polaires dans le plan du mouvement. Dans ces

coordonnées polaires, le lagrangien est [12]

L= %m <7‘2 n r292> —V(r) (2.17)

Appliquons les équations de Lagrange

dfoLy oL, d(oLy oL,
dr \ or or 7 dr \ 9o 00
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Les équations de mouvement obtenues en faisant varier r et 6 sont [12]
.. -2 , d o
mit=mrf —V'(r) ; pr (mr 6’) =0 (2.18)
Puisque mr26 ne change pas dans le temps, notons sa valeur constante par
L =mr0 (2.19)

En utilisant = L/ (mr?) , on peut éliminer 0, le résultat est

mit = —= —V'(r) (2.20)

Cette équation peut étre réécrite sous la forme suivante

d (1 L?
Vv = 2.21
dt { i+ 2mr? - (T)} 0 ( )

Multiplier par 7 et intégrer par rapport au temps donne [12]

Lo, L
—mr
2 2mr2

+V(r)=E (2.22)

ou F est une constante d’intégration. E est simplement ’énergie, ce qui peut étre vu en notant

que cette équation aurait également pu étre obtenue en utilisant simplement L = mr20 pour
. -2

éliminer ¢ dans I’équation d’énergie, (m/2) <7'"2 + 120 ) + V (r) = E. La valeur de 7 a tout

point se trouve a partir de ’équation (2.22) par

= — = :I:\/i\/ 2m7"2 -V (r) (2.23)

1dr\> 2mE 1 2m
=—— | =— - =-=V 2.24
<r2 d@) L? r2 L2 (r) (2.24)
L’énergie potentielle gravitationnelle du systeme est
a
V(ir)=——; a=GMm (2.25)

I'équation (2.24) devient

2
<1 dr) B 2omE 1 2ma (2.26)

240 5 Iz
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i(z) _ _ (&)

En utilisant —7= = —=4%, et en laissant y = 1/r pour plus de connnodité,(r%%)2 = QZZE —
% + 22”—20‘ , devient
dy\” 5 2am 2mE
7)) == 2.27
(d0> PR AN (2.27)
ou ,
dy mao 2mE ma\ 2
) = (= == — 2.28
() = (-"5) 5+ (%) (228)
En définissant z = y — 7% par commodité, on a
dz\? 2+<ma)2 1+2EL2 2, g2 (2.20)
- = —Z RS = —Z .
do L? mao?
ou f§ = (%) 1+ 275522, a ce stade, nous pouvons simplement regarder cette équation et
observer que
z = [cos (0 — b)) (2.30)

Il est d’usage de sélectionner les axes de maniére a ce que ¢y = 0. En rappelant notre définition

z = % — 3 et aussi la définition de 3, on a
1 ma 2FL?
;:F(l%—scos@) pe=14/1+ 2 (2.31)

2.3 Géodésiques dans la géométrie de Schwarzschild

Les équations des géodésiques sont données par

d?xt . da? dz?
+ -
dp>  “Mdp dp

=0 (2.32)

ou p est un paramétre décrivant la trajectoire. Le tenseur métrique a les composantes non

nulles
g =—a(r) 5 gw=b(r) ; geo=1"; gp,=r’sin’f (2.33)

ou les fonctions a (r) et b(r) sont données par

(2.34)
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Le champ étant isotrope, on peut considérer que l'orbite de notre particule est confinée au
plan équatorial, c’est-a-dire, # = 7/2. Nous avons besoin des symboles de Christoffel non nuls

[4]

b a a
1‘17‘ - . FT - . Ft —
rr 2b ? tt 2b ’ ir 2a
1 r

0 _ _ . To_ T
Fre_rfgp_; ) BG_FLpap__E

Les équations des géodésiques sont données par

Pr Y (dr\? do\? o [dt\?
S e T (e Ty (L W (2.35)
dp?  2b \dp b \ dp 2b \ dp
d*¢  2dpdr d dy
Gw 22l g Y (2% 2 2.36
a2 rdpdp jdpn(r dp> (2.36)
d*t  d drdt d dt
dp? + a dpdp - dp (n (adp>) (237

Cela donne deux constantes du mouvement. L’un d’eux sera immeédiatement absorbé dans la
définition de p, on choisit de normaliser p pour que la solution de (2.37) soit
dt. 1

e (2.38)

Comme a(r) est proche de I'unité, p est presque égal au temps-coordonné ¢. L’autre constante

est obtenue a partir de (2.36), et joue le role d’'un moment cinétique par unité de masse [4]

Tgfl_]f = L = cst. (2.39)

L’équation restante du mouvement est

d%r b'(r) (dr 2_ L? a(r) B
a0 (d_p> B T ) (2:40)

En multipliant cette équation par 2b(r)$—;, on peut l’écrire sous la forme [4]

d ar\®> L* 1
%{6(7") (d_p> +ﬁ—m}:0 (2.41)

et notre derniére constante du mouvement est donc

b(r) (Z—;) + % = ﬁ = —F (constant) (2.42)



2.4 La précession du périhélie de Mercure 28

Le temps propre 7 est donné par

dr? = Edp* (2.43)

On voit que £ > 0 pour les particules de massives et £ = 0 pour les photons [4]. Dans
le cas des corps massifs nous pouvons choisir dp = d7, donc £ = 1 pour les corps massifs.

Le parameétre p peut étre éliminé en utilisant dp = adt dans les équations (2.39), (2.41), et

2 2
E(dr) Lo g (2.44)

a2 \ dt r2  a

(2.43) ; nous avons donc

2
Pour obtenir une équation pour (dr/dy) on multiplie par <j—;> = a;—;, qui donne

1 (dr\* 1 (L* 1

B i — ([ =_Z4F =0 2.45

r4 (dcp) +L2 (r2 a+ )a (2.45)
L’équation (2.45) peut étre écrite comme

du )\ 9 3 1 E
o +u® —2GMu —ﬁ—i—ﬁ(l—QGMu):O (2.46)

o u = 1/r. En dérivant cette équation par rapport a ¢, on obtient ’équation de I'orbite

d*u 1 L?
- == Mu? ; \= 24
dgpQJru )\+3G us el (2.47)
pour les particules massives et
d*u )
d_(pQ +u= 3GMu (248)

pour les photons [4].

2.4 La précession du périhélie de Mercure

La précession du périhélie de Mercure est un phénoméne orbital provoqué par le lent chan-
gement d’orientation du grand axe de l'orbite de Mercure. En conséquence, le périhélie n’a
pas de position fixe dans ’espace par rapport au soleil mais il se déplace progressivement en
tournant autour du soleil et donc 'orbite ne se ferme pas [8]. Dans le cas des corps massifs,

E =1, I’équation de l'orbite est donnée par (2.47)

d*u 1 L?
g2 DUy PeMuT A= (249)
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Dans le cas newtonien, le dernier terme en serait absent

d*u 1
- - 2.
i tu=5 (2.50)
La solution est donnée par
GM
u= ?(1-1-6008@) (2.51)

Traitez le terme relativiste général comme une petite perturbbation [9]. En remplagant ’équa-

tion de u dans le coté droit de ’équation suivant

d%+ _GM+3me
dp? T T L2 A

(1 + 2ecosp + € cos® ) (2.52)

Le coté droit n’implique pas wu, il s’agit donc d’une équation linéaire, la solution générale
est donnée en résolvant le coté gauche pour les termes individuels du coté droit, la solution

approximative est alors [9]

GM 3(GM)?
U 5 (1 + ecosp + %eap sin @) (2.53)

GM 3(GM)?
uzﬁ(l%—ecos (1—%) gp)

cette équation montre que u (et donc r) est une fonction périodique de pde période 27 <1 — M) B >

et donc peut s’écrire

L2

27 [9]. Ainsi, si nous prenons ¢ = 0 comme étant, disons, le péricentre, r ne revient pas a

la valeur du péricentre tant que le corps n’a pas parcouru plus de 27 en azimut. En effet,

I’emplacement du périhélie précéce, d’une quantité [9]
3G2 M2\ 3G M? 67G2 M?

A¢:2W(1——77—) —2nz2n<1+—77—)—2n=(—————) (2.54)

Pour un potentiel Képlérien, L est lié au demi-grand axe par [9]

L2
_ 2.
‘T oM (1—¢?) (2.55)
donc on peut écrire Ap comme
6mGM
Ap= ——— 2.56

Cet effet est la fameuse précession du périhélie. Pour Mercure il faut prendre L = 55.3 X

10%km, et bien str GM = 1.475km, donc donne Ay = 0.1038” par tour. Puisque Mercure
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fait 415 tours par siécle, la prédiction de la relativité générale est que Ap = 43.03” par siécle.
Heureusement il existe des observations précises de Mercure remontant a 1765. Ces données
ont été réanalysées par clémences en 1943; il trouve Ap = 43.11+£0.45” par siécle, confirmant
essentiellement la valeur antérieure de Newcomb, et en excellent accord avec la relativité
générale [4]. La poition au périhélie de Mercure avance d’environ 5600 secondes d’arc par
siecle ; dont la plupart proviennent de la précession des équinoxes et des perturbations causées
par l'interaction gravitationnelle avec d’autres planétes du systéme solaire. La mécanique
classique peut expliquer presque toute cette avance de 5600 secondes d’arc sauf 43 secondes
d’arc par siécle. Les calculs basés sur la relativité générale peuvent prédire avec précision cette
procession suppllémentaire et donc presque toutes les 43 secondes d’arc restantes peuvent étre
expliquées par la relativité générale. Dans ce contexte, il convient de noter que la formule
de la relativité générale qui prédit correctement la précession supplémentaire du périhélie de
Mercure a été dérivée plus tot a la fin 19" siécle par un maitre d’école allemand appelé
Gerber en utilisant une approche classique et par conséquent, la relativité générale n’est
pas la premiére ou la seule théorie qui pourrait expliquer cette avance supplémentaire de
43 secondes d’arc [8]. Les valeurs de pression au périhélie observées ont été corrigées des
perturbatioons purement Newtoniques des orbites. La perturbation de 'orbite de Mercure
par d’autres planétes contribue & une précession de ~ 500 secondes d’arc par siécle. De plus,
la précession équinoxiale des coordonnées célestes utilisées dans les observations planétaires
donne une avance apparente de =~ 5000 secondes d’arc par siecle. [’accord entre les valeurs
observées et prédites est aussi bon que prévu. Alors que les précessions relativistes du périhélie
dans le systéme solaire sont trés petite, la précession peut étre assez grand dans le cas de
systémes d’étoiles binaires proche. Pour un systéme constitué de deux naines blanches ou
de deux étoiles a netrons de masse 1M séparées par une distance de 10 c¢m, donne une
avance du périastre de 3 x 107° radian par tour. En un an, un tel systéme parcourt 103
tours, et donc la précession du périastre s’éléve a plusieurs degrés par an. Le pulsar binaire
PSR1913 + 16,est un exemple d'un tel systéme stellaire binaire proche, avec une grande

précession périastronique de 4, 2° par an [10].



Chapitre 3

Modéles cosmologiques avec énergie
noire

3.1 L’espace temps de Friedmann-Robertson-Walker
3.1.1 Metrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

La cosmologie standard, qui essaye de décrire I'Univers que 1'on observe, est basée sur un
nombre limité des faits observationnels :

1. L’Univers est en expansion ;

2. L’Univers aujourd’hui a une température isotrope de 'ordre de 2, 7K ;

3. La distribution de température dans le ciel présente une petite anisotropie

de l'ordre de T' ~ 1077 ;

4. La matiére baryonique est composée, en gros, de 75% d’hydrog‘ene et 25% d’hélium ;

5. Il existe des structures locales dans I’Univers sous forme de galaxies, amas de galaxies,
amas d’amas de galaxies, régions vides, la grande paroi, etc.

La densité dans le cas d’une agglomérations de matiére peut atteindre 100 fois la valeur de
la densité moyenne de I’Univers. Il y a un autre résultat, assez récent, venant des observa-
tions des supernovas type la, qui indique que 1’Univers se trouve dans une phase d’expansion
accélérée [35]. La cosmologie est I’étude de l'univers entier en tant que systéme physique :
quel est son contenu en matiére et énergie? Comment ce contenu est-il organisé ? Quelle
est son histoire 7 Comment évoluera-t-il & 'avenir 7 A ’échelle cosmique, la seule interaction
pertinente entre les galaxies est la gravitation ; toutes les galaxies accélérent sous leur gravité

mutuelle. Ainsi, I'étude de la cosmologie dépend de maniére cruciale de notre compréhen-



3.1 L’espace temps de Friedmann-Robertson-Walker 32

sion de I'interaction gravitationnelle. Par conséquent, le cadre approprié pour la cosmologie
est la relativité générale. La solution de I’équation d’Einstein décrit 'univers entier parce
qu’elle décrit tout ’espace-temps [36]. Le principe cosmologique dit qu’a un temps cosmique
fixe, lorsqu’il est observé a des échelles suffisamment grandes, I'Univers semble étre a la fois
homogene (pas de lieux préférés) et isotrope (pas de directions préférées) [37]. La symétrie

sphérique limite la métrique a la forme
ds® = —b (r) dt* + R (t) {A (r) dr’+1* (d6°+ sin® 0dy?) } (3.1)

avec seulement deux fonctions scalaires b (r), A (r) et un facteur d’échelle global R (t). Parce
que le temps de coordonnées est le temps propre des éléments fluides, nous devons avoir

b (r) = 1. Il est également utile de définir un facteur d’échelle sans dimension

normalisé & 1’époque actuelle par a (tg) = 1, ou Ry = R (to) est appelé le rayon de I'univers

a I’époque actuelle [36]. Nous pouvons redimensionner r —+/Ror de tel sorte que
ds® = —b (r) dt* + a (t) {A (r) dr’+1* (df°+ sin® 6de?) } (3.2)

Le parametre d’échelle a (t) décrira I’expansion ou la contraction uniforme de la métrique

spatiale [37]. Les composantes des symboles de Christoffel T* | avec k,j,n = r, 0,0, sont

Jno

données par

N(r)
2X(r) 0 0
Tiw=| 0 —x5 0 5 (3.3)
00 A7)
1 0 1 0 1 0 0 1
M =-(10 0 ;Y =-10 0 rcotd (3.4)
"\ 0 0 —rsinfcost "\ 1 rcotf 0

Le tenseur de Ricci Ry, [38, 39]
R = 0;T%,,, — Ol + 10,10, — T, Th

est donné par

X0 0
Rim=| 0 C@) 0 (3.5)
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ounC(r)= (1 — % + T—’\/> La courbure scalaire R pour ’espace 3-dimensionnel est donnée

222
2 d 1

L’homogénéité implique que la courbure scalaire 3R doit étre une constante, d’oi

d (1) ,

L’intégration de cette équation nous donne la solution

1

A= —— 3.8
1 — kr? (3-8)

Cela conduit & la métrique
ds® = —dt* + a? (1) I—Hdﬁ + 7% (d6? + sin® Ody?) (3.9)

— kr

Dans le cas ou k£ # 0, nous pouvons redimensionner r de tel sorte que k = +1 ou k = —1.
Les univers de Friedmann, avec k = —1,0 et 1 sont appelés ‘ouvert ’,° plat’ et ‘fermé ’,

respectivement. Cette métrique décrit un univers qui est spatialement homogeéne et isotrope
a chaque instant du temps, elle est appelée la métrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-

Walker (FLRW) [38, 40, 39, 41, 42).

3.2 Deécalage spectral cosmologique vers le rouge et la
loi de Hubble

Considérons une onde électromagnétique provenant d’une galaxie situé a (r1, 61, ¢,) et voya-
geant vers un observateur situé a (r = 0,60, ¢,). Comme 'univers est en expansion, les
distances entre les galaxies augmentent aussi avec ’expansion de l'univers. De ce fait, la
longueur d’onde d’'un photon émis par une galaxie augmente a mesure que le photon se dé-
place vers un observateur. Le signal lumineux se déplacera le long d’une géodésique nulle,
ds? = —dt* + % = 0. ’équation du mouvement d’une créte d’onde est alors donnée par
(38, 39]
dr dt

=" e (3.10)
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Si une créte de 'onde laisse la galaxie au moment 1, et arrive a I’observateur au moment ¢, et
la deuxiéme créte de 'onde quitte la galaxie au moment t; + dtq, elle arrivera a ’observateur

au moment g + 5t0, de sorte que

to dt to+dto dt

to+dto
f f1+5t1 Cl f1+5t1a t1 a (t) to a (t) (311)
d’ou la relation
ft1+5t1 dt o t0+5t0 dt :> (Stl _ (5t0 (312>
bheoat) T a(t) T a(t)  al(ty)
Les intervalles 0ty et dt; sont donc liés par la relation
oty = a(t )5t0 (3.13)

a(to)

La fréquence vy observée et la fréquence v, émise par la source sont liées par la relation

0ty a(ty)

Vo= V1= 3.14

5" alto) (314)

Le décalage spectral z est défini comme étant I’augmentation de la longueur d’onde fraction-
naire, il est donné par

_ )\0—)\1 _ a(tg)

)\1 a (tl)

Si z > 0 alors \yp > A\, on a un décalage vers le rouge; si z < 0 alors \yg < A\ et on a

—1 (3.15)

un décalage vers le bleu [38, 39]. L’observation du décalage vers le rouge par Edwin Hubble
dans les années 1920 est 'une des grandes avancées de la cosmologie. Hubble a découvert
empiriquement que les raies spectrales des galaxies sont décalées vers le rouge et le décalage
spectral z >~ Hyd est proportionnel & la distance d entre nous et la galaxie. Si ce redshift est
interprété comme un effet Doppler, 2 = AX/)\g = v, alors les galaxies s’éloignent rapidement
de nous selon la loi v = Hyd, o Hy est une constante appelée la constante de Hubble
[38, 39, 44]. La valeur de Hy est (Ade et al. [43]) [40]
Hy=67.74+0.46 kms 'Mpc™*

Un développement de Taylor du facteur d’échelle a (t) nous donne

1
ol ¢ (t) est le parameétre de décélération

i(t)a(t)

q(t) = _a2—(75) (3.17)

et go = q(to) est le parametre de décélération actuel.
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3.3 Les équations de Friedmann avec constante cosmo-
logique

3.3.1 Equations d’Einstein en présence d’une constante cosmolo-
gique

L’action de la gravitation est donnée par ’action d’Einstein-Hilbert

Sex [gas] = [Ry/|gld’x (3.18)

ou R est la courbure scalaire de Ricci. Les équations d’Euler-Lagrange issues du lagrangien
d’Einstein-Hilbert Lg g = Ry/|g| donnent en effet lieu au tenseur d’Einstein G,s = Rap —

%Rgaﬁ et les équations d’Einstein du vide
1
Gag = Raﬁ — iRgaﬂ =0 (319)

Il est vraiment remarquable qu’'un lagrangien aussi simple soit capable d’expliquer pratique-
ment tous les phénomeénes gravitationnels, astrophysiques et cosmologiques connus [33]. Si

I’'on veut inclure la constante cosmologique A, alors I'action est modifiée pour

Sex [gas] = [ (R —2A) y/|g|d*x

En effet, le seul effet de I'inclusion de la constante cosmologique A est de remplacer R —
R — 2A dans les équations d’Einstein, de sorte que

1 1
Ras — §Rga5 — Rag — 3 (R —2A)gap = Gap + Agps

ce qui donne lieu a I’équation d’Einstein modifiée [33]
1
Gap = Rap — §Rga5 = —Ag.g

Afin d’obtenir les équations d’Einstein dans le vide, nous devons décider quel devrait étre
le lagrangien de la matiére. Maintenant, il y a un choix évident pour cela. Si nous avons de
la matiére, alors en plus des équations d’Einstein, nous voulons également les équations de
mouvement pour les champs de matiére. Par conséquent, nous devrions ajouter a l’action

d’Einstein-Hilbert I'action standard de la matiére a couplage minimal

Smat ¢agaﬁ fﬁ 907 u@:goﬁ: uga,ﬁ V ’g d4 (320)
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¢ représentant tout type de champ de matiére (scalaire, vectoriel, tenseur, . . . ), obtenu par
covariantisation appropriée de ’action de matiére correspondante dans ’espace de Minkowski
via le principe de couplage minimal [33]. Par conséquent, 'action gravité-matiere compléte

pour la relativité générale est donnée par ’action d’Einstein-Hilbert

S [(p, gaﬁ] = SEH [gaﬁ] + "ismat [(P, gaﬁ] - f (R + "Q‘Cm) \/@(14X (321)

ou k = 871G [33]. L’équation de champ résultant de cette action dans Papproche métrique et
dont la variation se fait par rapport a la métrique g, 3, est donnée par les équations d’Einstein
[33]

Rag — %Rgaﬁ =8rGTp (3.22)

Les équations d’Einstein relieent la géométrie de ’espace-temps décrite par le tenseur d’Ein-
stein Go3 = Ropg — %Rgaﬁ aux champs de matiére décrits par le tenseur d’énergie-impulsion
T.s. Ce sont les équations qui remplacent 1’équation de Poisson newtonienne pour le potentiel
gravitationnel [33]. Une autre maniére courante d’écrire les équations d’Einstein est obtenue

en prenant la trace de (3.22), ce qui donne
af 1 afs afs
8" Rap — SRg™gas = 81Gg™ Tog
Comme g’ Bap = 4 et g8 Ras = R est la courbure scalaire, alors
R—2R=87GT ; ou T =g*T,3=T2

et le remplacer dans (3.22) pour obtenir [33].

1
Raﬁ =8rG (Tag — éTgaﬁ) (323)
En particulier pour le vide, T3 = 0 et T = 0, les équations d’Einstein sont R,3 = 0, et cette
condition équivaut a

1
Gag = Rag — §Rga6 =0 (324)

A priori, les équations d’Einstein constituent a 10 équations aux dérivées partielles du second
ordre couplées non linéaires (en fait quasi-linéaires, car linéaires en dérivées secondes) pour
la métrique g,s3, qui apparait a la fois dans le tenseur d’Einstein et dans le tenseur d’énergie

de la matiere T,z [33]. Pour résoudre les équations d’Einstein pour un univers homogeéne
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et isotrope, nous avons besoin d’un tenseur d’énergie-impulsion qui soit également homo-
géne et isotrope. Une forme générale du tenseur d’énergie-impulsion qui est compatible avec

I’homogénéité et 'isotropie, est donnée [38, 40, 39, 41, 42]

Top = (p+P) Ua g + PYas (3.25)

ol p est la densité et p la pression dans le systéme de repos instantané. Si ’on veut inclure

la constante cosmologique A, alors I'action est modifiée pour

Slp:gag) = [ (R —2A) + KLu) \/@(14X (3.26)

qui donne lieu a I’équation d’Einstein modifiée en présence d’une constante cosmologique
[45, 39, 40, 33]
1
Rag — §Rga,8 +Ag,s = 81GTag (3.27)

Le terme cosmologique ressemble a une contribution supplémentaire a 1’énergie et & I'impul-

sion,
1 Ao . — ()

Rop — iRgo‘ﬁ + Ag,g =87G (Top + Tyf (3.28)
nous voyons que son effet est équivalent a la densité d’énergie impulsion Tg}; = —prLas, OU
pa est une densité d’énergie du vide p, = ﬁ. Le tenseur d’énergie impulsion d’un fluide
idéal

Top = (p+ D) UaUp + PYas (3.29)
avec une densité p = p, = ﬁet la pression p = p, = —p, est donné par

Tap = (pa +Pa) UaUs + DPABas = —Pa8as (3.30)

Donc une constante cosmologique joue le méme role q'un gaz parfait de densité constante

PA = ﬁ et de pression py = —p,. La métrique de Friedmann-Robertson-Walker

1

ds? = —dt? + a®(t) {ﬁer +1? (d6* + sin® (0) d<p2)} (3.31)
— KT

contient les fonctions libres a (t) et s, décrivant I'expansion et la courbure de 'espace. Les

équations d’Einstein

1
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donnent des équations pour a(t) et x, nous permettant ainsi de voir quel type d’univers
permet la relativité générale (a condition que nous ayons une expression pour le tenseur
énergie-impulsion) [46]. Les composantes g, de la métrique de Friedmann-Robertson-Walker

sont :

-1 0 0 0
B 0 a?(1— xr?) 0 0
S 0 a2 0
0 0 0 aXr?sin®f
Les composantes g sont les inverses des composantes g,
-1 0 0 0
g — 0 (1—kr?) /a? 0 0
0 0 1/ (a’r?) 0
0 0 0 1/ (a’r?sin®0)

Les symboles de Christoffel de la métrique de Friedmann-Robertson-Walker sont données par

1 1%
FZB = égu (8vas + 8uBa — Bapw) (3.33)

Les composantes non nulles sont données par

2

KI a
Mm=— - I =—r(l—kr?) : I'" =—1(1—kr?)sin?6 : IT" =—
mr(1—kr2) % ( ) i T, ( ) N
aar
Mt =——" . Tt =aar® : T =aar’sin®d
Tor (1= kr2) 60 N
a 1
9 _ Core o0 .
Lyp=— 15 I'lpg=—- 1 T, =—sinfcosd
a r
a 1
o _ % e _ 2 . Y _
Iy, = S Fw == FQW = cotd

Apres avoir trouvé les symboles de Christofel, les composantes du tenseur de Ricci

Rop =TV, , — TV 4+ TWT7, —TAT, (3.34)

M

se trouvent facilement. Les composantes non nulles du tenseur de Ricci R, sont

—3 0 0 0
R._| © B(t)(1—sr?)™" 0 0
=1 0 0 B (t)r2 0

0 0 0 B (t) r?sin®f
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ot B (t) = a#i + 24% + 2k. La courbure scalaire de Ricci est donnée par
» a a’  k
R=g"R,, =6 a + 2 + 2

Le tenseur d’Einstein G, = Rag — $Rg,s est diagonal et il est donné par :

3i4n 0 0 0
0 CH)(1—r?)" 0 0
Gog = 3.35
7 0 0 C (t) 12 0 (3:35)
0 0 0  C(t)r’sin?6
ou C(t) = —(24a+ a% + k). En supposant que la distribution de matiére et de rayonne-

ment est celle donnée par le tenseur d’énergie impulsion d’un fluide parfait, et en utilisant

I’homogénéité de ’espace, on peut écrire

P 0 0 0
0 pa(1—rr2)" 0 0
T = .
B 0 0 pa2r2 0 (3 36)
0 0 0 pa’r’sin®f
Les équations d’Einstein
Gag —+ Agaﬁ = 87TGTa5
se réduisent aux équations
a2 k&G A
2 4 -2 — 3.37
a2 + a2 3 7 * 3 (3.37)
.. . 2 k
22 4 L X A= _8rGp (3.39)
a a2 a2

Ces équations sont appelées les équations de Friedmann. Ces deux équations différentielles
déterminent I’évolution temporelle du facteur d’échelle a. En éliminant Z—z a partir de la

premiére équation (3.37), nous obtenons I’équation [45, 39, 40, 33]

a 47 G A
; == —T (,0 -+ 3p) + g (3.39)

Avec une équation d’état p = p (p)), ces équations (3.37) — (3.38) suffisent pour déterminer
les fonctions inconnues a, p et p. Il existe une condition de compatibilité liant ces deux

derniéres équations.
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3.3.2 Densité critique et paramétres de densité

En Dérivant (3.37) et remplagant (pour &) dans (3.38), on obtient une équation qui exprime
la conservation de 1’énergie

P+3(p+p)§=0 (3.40)

Supposons que le fluide parfait obéit a ’équation d’état barotrope de la forme p = wp, ot w

est une constante, la solution de cette équation est

p(t) = Poa_g(WH)

ol py, = p (to) est la densité d’énergie du fluide a I’heure actuelle ty. Pour un fluide constitué
par la matiére, w = 0, la radiation, w = %, et ’énergie sombre, w = —1, respectivement.
Dans un modéle cosmologique général, I'univers est constituer de la matiére du rayonnement

et I’énergie sombre, donc la densité totale p de masse est la somme de ces contributions

P = Pmod °F prod " pag (3.41)

OU P05 Pro €6 pao sont les densités d’énergie actuelles de la poussiére, du rayonnement et

de I'énergie du vide invariante. L’équation (3.37) peut s’écrire sous la forme

k 8rG
ou H(t) = % est le parameétre de Hubble et p, = % — 25, d’ou il résulte que k = +1
sip> py et k=—15sip < p,. La densité p., est donc une densité critique pour le gaz

galactique, déterminant si l'univers est fermé (de volume fini) ou ouvert (de volume infini).

La valeur actuelle de la densité critique est [38, 40, 39, 41, 42]

Pero = 1.8780% x 107 kgm ™ = 8.5 x 107" kgm™® ; h =0.674

En effectuant des mesures précises des fluctuations du fond diffus cosmologique, WMAP est
capable de mesurer les parameétres de base du modeéle du Big Bang, notamment la densité et
la composition de I'univers. WMAP mesure la densité relative de la matiére baryonique et
non baryonique avec une précision supérieure a quelques pour cent de la densité globale. Il

est également capable de déterminer certaines des propriétés de la matiére non baryonique :
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les interactions de la matiére non baryonique avec elle-méme, sa masse et ses interactions
avec la matiére ordinaire affectent toutes les détails du spectre de fluctuation du fond diffus
cosmologique. WMAP a déterminé que l'univers est plat, d’ou il s’ensuit que la densité
d’énergie moyenne dans l'univers est égale a la densité critique (avec une marge d’erreur
de 0,5%). Cela équivaut a une masse volumique de 9,9 x 10-30 g/cm3, ce qui équivaut a
seulement 5.9 protons par metre cube. De cette densité totale, nous savons que la répartition
est :

[0 4.6 % d’atomes. Plus de 95% de la densité d’énergie dans I'univers est sous une forme qui
n’a jamais été directement détectée en laboratoire! La densité réelle des atomes équivaut a
environ 1 proton par 4 métres cubes.

(0 24 % de matiére noire froide. La matiére noire est susceptible d’étre composée d’une ou
plusieurs espéces de particules subatomiques qui interagissent trés faiblement avec la matiere
ordinaire. Les physiciens des particules ont de nombreux candidats plausibles pour la matiére
noire, et de nouvelles expériences sur les accélérateurs de particules apporteront probablement
de nouvelles connaissances dans les années a venir.

[0 71.4 % d’énergie noire. Les premiéres observations d’énergie noire dans 'univers remontent
aux années 1980, lorsque les astronomes tentaient de comprendre comment se formaient les
amas de galaxies. Leurs tentatives pour expliquer la distribution observée des galaxies ont
été améliorées si I’énergie noire était présente, mais les preuves étaient trés incertaines. Dans
les années 1990, les observations de supernova ont été utilisées pour retracer I'histoire de
I'expansion de I'univers (sur des périodes relativement récentes) et la grande surprise a été
que I'expansion semblait s’accélérer plutdot que de ralentir! On craignait que les données de
la supernova soient mal interprétées, mais le résultat a tenu jusqu’a ce jour. En 2003, les
premiers résultats du WMAP sont sortis indiquant que I'univers était plat et que la matiére
noire ne représentait que 24% de la densité nécessaire pour produire un univers plat. Si
71.4% de la densité d’énergie dans l'univers est sous forme d’énergie noire, qui a un effet
gravitationnel répulsif, c’est juste ce qu’il faut pour expliquer a la fois la planéité de I'univers
et 'expansion accélérée observée. Ainsi, I’énergie noire explique de nombreuses observations
cosmologiques [47].

Parameétres de densité. Des parameétres utiles, appelés parameétres de densité, pour discuter
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des contributions a la densité d’énergie de la matiere dans 1I’Univers, sont

81G 8rG A
Qm:p_m: ﬂ.gpm; r:&: 7T2/0r; QA:p_A:_Q
pee  3H P 3H P 3H
Avec ces définitions, 1'éq.(?7?) devient
k
s = O e+ 2y — 1 (3.43)

d’ou il résulte que k = +1, I'espace est fermé, si €2, + 2, + Q2 > 1, k = 0, 'espace est plat,
si Qn + Q.+ Q4 =1 et k= —1, lespace est ouvert, si Q,, + €, + Qp < 1. Des estimations
récentes des contributions baryonique et matiére (matiére noire et matiére lumineuse) sont
Qmo + Qoo+ Qo > 1, Qo >~ 0, A partir des derniéres données Planck (Ade et al. 2016)

nous savons que [40]
Qo >030 ;3 Q) ~0.69 ; Q,0~0.0897 x 1073 ; Qk o = 0.0008

notre univers est donc proche d’étre spatialement plat k = 0. On conclut que aujourd’hui, 69%
de notre univers est constitué¢ de constante cosmologique, 26% de CDM et 5% de baryons.
Si au lieu des densités, nous utilisons les parameétres de densité €2, Q, Q) et Q = —ﬁ,

I'équation de Friedmann (??) prend la forme suivante

8% = (Qmoa "+ Quoa™ + Qpoa’ + Qo) Hi (3.44)
avec
G 8rG A k
Qm = 512 Pm ; r,0 = 5172 Pr ) Q 0= 5172 Q 0= T2
0 3H(2) Pm,0 ,0 3H3 Pr0 A;0 3H§ k;0 Hg

L’équation de Friedmann (3.44) peut étre reécrite sous la forme [40, 39, 41, 42, 45]

—~1/2

Hot = foa (Qmpail + er()aiQ + QA;0a2 + Qk;o) da (345>

3.4 Modéles cosmologiques de Friedmann-Lemaitre
3.4.1 Univers dominé par la matiére

Un Univers dominé par la matiére non relativiste avec une pression négligeable p ~ 0. Un
fluide sans pression est appelé poussiére. La densité d’énergie de la matiére non relativiste

est donnée par I’équation de conservation de I’énergie[49, 48]

Pon 3P =0 (3.46)
a
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Pour les particules non relativistes, on a p,, = 0. La solution de cette équation est p,, (t) =
P08 %, OU puo = ppy (to) est la densité d’énergie du fluide a I’heure actuelle to. Dans une

ére dominée par la matiére, nous devons résoudre I’équation de Friedmann

a2 k871G 8nG _3

(3.47)

ou k prend ses trois valeurs possibles k = 0, +1, —1, séparément. L’équation de Friedmann
(3.39)
4G

a= ——3 (p+3p)a (3.48)

montre que a est toujours négatif, donc a diminue toujours dans le temps — I’Univers s’étendait
plus vite dans le passé qu’il ne ’est maintenant. Un univers en expansion signifie que a était
plus petit dans le passé qu’il ne ’est maintenant, et il a di y avoir un temps ou il était de
t = 0 lorsque a(0) = 0 et en notant, comme précédemment, 1’dge actuel de I’'Univers par t
on voit, en consultant la Fig. 10.11, que puisque la pente de la tangente en t = to est a (to)
alors l'ordonnée a l’origine sur 'axe des temps est H 1 qui doit étre supérieure a 1’age de
I"Univers tg, on a alors [46]

to < Hy'!

comme limite supérieure. Ceci est cohérent avec des estimations indépendantes de ’age de

la Terre (environ 4.5 x 10° ans) et de 1'un des plus anciens amas de galaxies brillantes

to = 13.4 x 10° ans. D’apres (3.47), si k = 0, —1, 4% n’est jamais nul, donc 1'Univers s’étend

indéfiniment. Si k = +1, cependant, 'expansion s’arrétera (4 = 0) lorsque ap,, atteindra
3

la valeur °5 [46]. Ensuite, puisque & < 0, & deviendra négatif et I’'Univers commencera a se

contracter. Ces scénarios alternatifs sont présentés dans la figure (3.1). Le destin de I'Univers
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dépend donc de k, le signe de la courbure spatiale [46].

SJL

o
ot
~Y

Figure 3.1 La variation du facteur d’échelle a en fonction de temps

Univers plat dominé par la matiére : Pour k = 0, I’équation de Friedmann (3.47) prend la

da\? 8xC
=) 227 A4
& (dt) 3 Pm,0 (349)

al/2da = \/?pm’odt (3.50)
3 /87G 3

a nouveau prenant ¢t = 0 lorsque a = 0, ot Hy = % Pmoest la constante de Hubble Hy au

forme suivante

Les variables séparent

et I'intégration donne

moment ty. Cette solution est illustrée dans la figure (3.1). L’age de I'univers t, est donné
par tg = % La vitesse d’expansion est donné par
2 (3Ho\*? 5 2/t\"* 650
a(t) =z | —— 78 =2 (= ;o a(t) — oo
0=3(%") 2(E)

La densité d’énergie du fluide et le parametre Hubble évoluent selon les lois

4pm0 —2 :
P () 9H; » HO) a(t) 3t
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Ainsi a — 0 alors que @ — +oo et p, — +oo lorsque t — 0. La vitesse d’expansion de
I'univers est infinie lorsque nous approchons du temps initial ¢ = 0. Ce point initial est

appelé le Big Bang [48]. Le parameétre de décélération est positif [40, 50, 51]

TRIORS

Univers fermé dominé par la matiére : Pour un Univers fermé dominé par la matiére, on a

k = +1, ’équation de Friedmann (3.47)

a2 1 8nG ) g

prend la forme suivante

ad® = QnoHp — a (3.53)

Changer la variable dépendante de a en 7 par la transformation [52]
a = afyoH3 (1 — cos (1))

on a a = afdy, oH2sin (1) 7 et 'équation (3.53) conduit & 1’équation suivante

(1—a) (1 + - cos (77))
QuoHp) (1 — ) = o 3.54
( ,0 0) ( COS (77)) n \/ 043 (1 ¥+ cos (’I’})) ( )
Pour ;- =1, ora=1 /2, cette équation prend la forme suivante
) 2
(1 —cos(n)) i = ol (3.55)
Cela s’intégre immédiatement & la forme
) 2t
n —sin (n) = Dol (3.56)
a nouveau prenant ¢ = 0 lorsque 7 = 0. Les équations
Qp oH2
a () = == (1 = cos ()
Qm oH2 )
() = 2 () — sin (1) (357)

déterminent a en fonction de t, ces équations sont les équations paramétriques bien connues

pour un cycloide, cette courbe est illustrée dans la figure (3.1). Notre conclusion est que
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I'univers fini s’étendra d’une singularité a = 0, t = 0 & un rayon maximum a,., = %Qm;ng
lorsque Ny = T, tmax = 52mioH3, et se contractera ensuite a Détat singulier a 7,4 = 27,

tend = TQmoHz. L’age de l'univers est donné par

; 1 Qnpo 12— Cmyo 5 Qo — 1
= ————— | COS —_— | —
0 2 Qm,O —1 Qm;O Qm;O

Le parameétre de Hubble est donné par

Cat)  Qmp—1 2sinn
() = a(t) Qo a (1 — cos (77))2

Le parameétre de décélération est toujours positif

Pour déterminer a en fonction de ¢, on part de I’équation de Friedmann (3.45)

Qo f“;*;rﬁgla Vadu
(Qmo — 1)%27° V-

Changer la variable dépendante de u en 7 par la transformation u = (1 — cosn) /2 = sin® 7

Hot = foa (Qm,OPC1 — (Qmo — 1))_1/2 dx =

(3.58)

conduit & I’équation

Go o () 1=t

Ht= ———
T Qg — 12 2

n (3.59)

Cela s’intégre immédiatement & la forme

QmO - Qmo_l 1 . P Qmo—l
t = : sin ———a | — —sin | 2sin ——a 3.60
Ho (O — 1) [ ( D ) 2 ( e .

En utilisant I'identité sin (2sin™" (x)) = 2xv/1 — x?, cette solution peut étre reécrite sous

forme

QmO -1 QmO_1 Qm(]_1 QmO_1
t = ’ sin ——a| —y/—F=—ay/l - —FF—a 3.61
Ho (Quno — 1)*? [ ( im0 > \/ Qo \/ im0 ‘ o0

Univers ouvert dominé par la matiere : Pour un Univers ouvert dominé par la matiere, on a

k = —1, I'équation de Friedmann (3.47)

a2 1 G _
? — ? = Tpm = Qm’nga 3 (362)
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prend la forme suivante
aa® = O oHp + a (3.63)
Changer la variable dépendante de a en n par la transformation [52]
a = afyoHj (cosh () — 1)
on a & = afdy, oHZsinh (n) 7 et 'équation (3.53) conduit a 1’équation
(1 —a) (% cos(n) +1)
QuoHp) (cosh () — 1) 7 = e 3.64
( ,0 0) (COS (77) )77 \/ 053 (COSh (77) + 1) ( )
Pour 2~ =1, or a = 1/2, cette équation prend la forme suivante
) 2
(cosh (n) —1)7H = o (3.65)
Cela s’intégre immédiatement a la forme
. 2t
a nouveau prenant ¢ = 0 lorsque 7 = 0. Les équations
O oH2
a(n) = =222 (cosh (1) — 1)
Qm,OI_I% .
() = 020 (sin () — ) (3.67)

déterminent a en fonction de ¢, cette courbe est illustrée dans la figure (3.1). L’age de I'univers

est donnée par

1 Qm'(] - Qm'O ~1 2— Qrrr(]
to = = ’ - -y
0 21— Qm;O (2 Qm;O COSh Qm;O

Le parametre de Hubble est donné par

_ a(t) _ sinh
a(t) a(cosh(n)—1)>

Le parameétre de décélération est toujours positif [38, 40, 39, 41, 42]

o4 (L) tdy o
T = \H ~adnp \H ~ 1+ cosh(n)
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Pour déterminer a en fonction de ¢, on part de I’équation de Friedmann (3.45)
Q0 om0, Midu
Hot = [* (Qmox " + (1 — Qo)) P dx = 0 om0 3.68
0 fo ( 0 ( ,0)) (1 B Qm70>3/2 fO m ( )
Changer la variable dépendante de a en 7 par la transformation u = (coshn — 1) /2 = sinh? 7
conduit & I’équation

Qo 2sinh ™! (\/ 1;23;0 a) cosh (n) —1
Hot = —’3/2f0 dn (3.69)
(1= Qumyp) 2
Cela s’intégre immédiatement a la forme

Qm,O
t="75

m,0
En utilisant I'identité sinh (2 sinh™* (X)) = 2xV/1 + x2, cette solution peut étre reécrite sous
forme

QmO 1_QmO ]-_QmO . -1 QrnO_]-
t= : —ay /1l — ———a — ——a 3.71
HO (Qm70 — 1)3/2 [\/ Qrn,O \/ Qm,O ( )

%sinh (2 sinh™! ( 15—?&)) — sinh ™! < 1;2—&11’051)] (3.70)

Figure 3.2 La variation du facteur d’échelle a en fonction de temps

t pour les trois types d’univers dominés par le rayonnement.
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3.4.2 Univers dominé par les rayonnements

Peu apres le Big Bang, notre Univers était rempli d'un gaz de particules relativistes I’équation
d’état d’un tel gaz relativiste est donnée par p = p/3 ([53]). L’'univers est constituer de la
matiére du rayonnement et ’énergie sombre, donc la densité totale p de masse est la somme
de ces contributions

P = Pmod °F prod " pag (3.72)
OU P05 Pro €6 pao sont les densités d’énergie actuelles de la poussiére, du rayonnement et
de I'énergie du vide. De cette expression, nous voyons que les contributions relatives de la
matiere, le rayonnement et le vide & la densité totale varient avec I’évolution de 'univers. On
remarque que le rayonnement domine la densité totale lorsque a () est petit. Notre Univers
peu apres le Big Bang été donc dominé par les rayonnements, la densité des rayonnements
varie selon la loi p = prvoa_‘l. On peut comprendre ce résultat intuitivement de la maniere

3 mais comme la radiation

suivante : ’expansion de I’Univers dilue la densité d’un facteur a~
subit de plus un décalage vers le rouge, il y aura un autre facteur a=*, qui fait que la variation
de la densité est p = pryoa*‘l. Le densité p devient de plus en plus grande pour des temps
petits, ce qui veut dire que les particules présentes dans I’Univers deviennent de plus en plus
proches. Mais par le principe d’incertitude de Heisenberg, ceci implique que leurs impulsions
deviennent de plus en plus grandes. Pour ¢ — 0, les vitesses de particules seront de ’ordre
de la vitesse de la lumiére. On dira que ces particules sont ultra-relativistes ([53]).

Univers plat dominé par les rayonnements : k = 0 La solution de I’équation de Friedmann

(3.37)

a2 8rG 87G 4

- = 5 Pr= _pr,Oai

; (3.73)

peut étre reécrite sous la forme suivante
a(t) = (2H0)1/2 £/2

ou Hy = W%Pr,o est le paramétre de Hubble H au temps to. La vitesse d’expansion est
donné par

a(t) = (Ho/2)? ¢/
Ainsi a — 0 alors que @ — oo lorsque ¢t — 0. La vitesse d’expansion de 'univers est infinie

lorsque nous approchons du temps initial ¢ = 0. Ce point initial est appelé le Big Bang. Le
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parametre de Hubble H (t) est donné par

H(t) = % = Hpa 2 (3.74)

Le parametre de décélération est constant et il est > 0

! 1 ~_2H , B
q(t)—dt(H(t))—l—Hoa 1=1>0

La densité d’énergie des rayonnements évolue selon la lois

3
Pr = Pr Oa’iéL =
’ 327G

t2 (3.75)

Si 'on suppose que pendant cette phase le rayonnement est en équilibre thermique avec la
matiére présente, alors il possédera un spectre de corps noir et la température T° sera donnée

en fonction de la densité d’énergie p, par la loi de Stefan
pr = braaT? 1 brag = 7.5 x 1071 J K~ *m™3 (3.76)
Ainsi, I’équation (3.74) conduit & la formule suivante pour T

3 1/4
= (W) 712 = 1.52 x 10'%¢ /2K (3.77)
™ rad

Une seconde aprés le début de I’expansion, cette formule indique une température de 1.52 x
10'°K pour le cosmos ([52]). Lorsque la température de 'Univers est assez basse, les élecrons
et les protons libres se combinent pour former de I'’hydrogéne. C’est ce qu’on appelle la
recombinaison. Lors de la formation d’un atome d’hydrogene, un photon contenant 1’énergie
de liaison est émis. Lorsque la plupart des électrons et des protons sont combinés, les atomes
neutres interagissent que faiblement avec les photons, I’'Univers devient "transparent", et les
photons émis se propagent sans plus intéragir, c¢’est le moment du découplage des photons. Ce
fond de rayonnement cosmique (CMB) est encore visible aujourd’hui et contient des quantités
d’informations sur I’'Univers primordial. C’est en fait la "photo" la plus ancienne de I'Univers.
L’existence du CMB est une conséquence de la théorie du Big-Bang. Il fut publié par Gamow
en 1948, et observé par hasard en 1965 par Penzias et Wilson ([53]).

Le rayonnement CMB La découverte en 1965 par Penzias et Wilson du fond de rayonnement

cosmologique diffus a 3° K a définitivement fait du modele du Big Bang chaud le cadre général
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de la cosmologie moderne. Ces trois derniéres décennies ont été marquées par de nombreux
progrés tant théoriques qu’observationnels qui n’ont fait que confirmer sa validité, et de
préciser petit a petit les détails de ce scénario ([54]). Lorsque la température de 1'Univers
est assez basse, les élecrons et les protons libres se combinent pour former de I’hydrogéne.
C’est ce qu’on appelle la recombinaison. Lors de la formation d’'un atome d’hydrogeéne, un
photon contenant, ’énergie de liaison est émis. Lorsque la plupart des électrons et des protons
sont combinés, les atomes neutres interagissant que faiblement avec les photons, I'Univers
devient “transparent”, et les photons émis se propagent sans plus intéragir, c’est le moment
du découplage des photons. Ce fond de rayonnement cosmique (CMB) est encore visible
aujourd’hui et contient des quantités d’informations sur I’Univers primordial. C’est en fait la
”photo” la plus ancienne de I’Univers. L’existence du CMB est une conséquence de la théorie
du Big-Bang. Il fut prédit par Gamow en 1948, et observé par hasard en 1965 par Penzias et
Wilson ([53]). A I’époque de la recombinaison, I’Univers contient principalement des protons,
des électrons, des atomes d’hydrogéenes et des photons en équilibre thermique. Les densités
thermiques n;,, n. et ng de ces particules sont liées par la formule d’équilibre de Saha

NIy m, T *? _yT
- = e
nyg 2m

ou I est 1’ “energie d’ionisation I = m, + m, — my = 13.6 eV = 1.58-10° K. En utilisant la
neutralité du plasma, n, = n,, on trouve

NNy, m.T 3/2 _yT
— = — e
ny 2

HlT 3/4
oy (2T) "

On voit que si T' < I, les densités de protons et d’électrons sont exponentiellement suppri-
mées, il ne reste, a basse température, que des atomes d’hydrogénes. On définit arbitrairement
le moment de recombinaison lorsque 90% des protons et des électrons ont été combinés en
atomes d’hydrogeéne ([53]). Les atomes d’hydrogénes étant neutres, leurs intéractions avec
la lumiere sont beaucoup plus faible que celle entre les protons initiaux et la lumiére. A
un moment donné, la lumiére se propage dans 'univers sans plus intéragir avec la matiere
baryonique, c’est le découplage des photons. le découplage des photon a lieu a une tempéra-

ture de 7" = 3000K ([53]). La recombinaison a lieu a une température de 7' ~ 3600K. En



3.4 Modéles cosmologiques de Friedmann-Lemaitre 52

dessous de 3000K, les photons n’interagissent plus avec le plasma, ils découplent. L’age de
I'Univers & cette époque est de I'ordre de 10° ans, et son décalage vers le rouge de z = 1100
([53]). Apres le Big Bang, notre Univers se refroidit et s’étend. Au cours de cette évolution
différentes particules sortent de I’équilibre thermique. En particulier la théorie du Big Bang
prédit que vers 3000K les photons découplent et forment le fond de rayonnement cosmique.
Ces photons fossils ont été observés pa Arno Penzias et Robert Wilson en 1964 (prix No-
bel, 1978). De nos jours le CMB constitue une source précieuse d’informations sur notre
Univers ([53]). Le rayonnement CMB est actuellement trés froid et a une densité d’énergie
tres faible ; cependant, si nous extrapolons & des époques antérieures, & un décalage vers le
rouge de plus d’environ 1000, nous constatons que la température et la densité d’énergie du
rayonnement étaient suffisamment élevées pour étre d’une importance critique dans 1’évolu-
tion et le comportement de I'univers et de ses constituants. La température actuelle CMB
est d’environ 2.725K. Un résultat bien connu de la mécanique statistique et de la thermody-
namique est que la densité d’énergie du rayonnement du corps noir est proportionnelle a la
quatriéme puissance de sa température, donnée par la relation de Stefan-Boltzmann comme
40],42].[45],[39)

P = braaT? 3 Dbraa = 5.6 x 10710 /K'm? (3.78)

Mais nous savons aussi que la densité d’énergie de rayonnement est proportionnelle a la

quatriéme puissance inverse du facteur d’échelle, comme dans

Pr = pr;Oa_4 (379)

Cette relation et (3.78) nous disent que la température du rayonnement doit étre proportion-
nelle & l'inverse du facteur d’échelle, ou

T ag
—_ = — 3.80
T, " a (3.80)

Le spectre CMB a été mesuré avec précision par le satellite explorateur de fond cosmique
(COBE) et est en trés bon accord avec la distribution de Planck,

VvV  8m?
T Bew/kT _

dN dv (3.81)

a environ une partie sur 10°. Le terme recombinaison fait référence aux électrons se liant

aux protons pour former des atomes d’hydrogéne neutres, qui sont généralement dans un
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état de haute énergie plutot que dans I’état fondamental. Les atomes d’hydrogéne neutres
excités émettent alors des photons et passent a ’état fondamental ; les photons peuvent alors
interagir avec d’autres atomes d’hydrogene. Le terme découplage se référe & la production
de tels photons qui interagissent par la suite peu avec I’hydrogéne neutre et se propagent
presque librement, souvent appelé flux libre. Ces photons constituent le CMB que nous ob-
servons aujourd’hui. La recombinaison et le découplage survenus peu de temps apreés sont des
événements distincts mais étroitement liés. Le moment du découplage correspond donc & peu
pres a la température a laquelle '’hydrogéne est largement ionisé. Cette température peut
étre estimée théoriquement et mesurée expérimentalement, et est d’environ Ty = 3000K
correspondant & une énergie de 0.26eV. A partir de cette température et de la température

actuelle du CMB, nous pouvons estimer a partir de(3.80) le facteur d’échelle & étre

Adec o TO -~ 2725 - 1

o ~ ~ 3.82
a0  Taw 3000  1.1x10° (3.82)
Le redshift correspondant est
— B _ 1~ 1100 (3.83)
Adec

Les photons présents lors du découplage ont été diffusés librement depuis et sont ceux que
nous voyons maintenant dans le CMB; ’événement de découplage est également appelé a
juste titre la derniére diffusion. Ainsi, nous pouvons considérer le CMB comme une photo de
la boule de feu du big bang décalée vers le rouge en fréquence d’un facteur d’environ 1000.
[40],[42],[45],[39].

Univers fermé et ouvert dominés par les rayonnements : k = +1 L’équation de Friedmann (3.47)

a> k  8rG _
g ; = T,Or = Qr.nga 4 (384)

peut étre reécrite sous la forme suivante
b? 4 4kb = 4Q,H2 ; b =a’ (3.85)

Changer la variable dépendante de b en o par la transformation ¢ = b — kQ,0HZ, nous
obtenons

0 +4ko=0 (3.86)
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La différenciation de cette équation conduit a ’équation
0+2k=0 (3.87)
Cela s’intégre immédiatement & la forme
0=-2kt+A ; o= —kt? +At+B (3.88)

La substitution des équations (3.88) dans ’équation (3.86) donne maintenant

_12_k2‘ o 2 kg
B=—A%=— A% o= ki’ + AL - SA

La solution générale a (t) devient
2 2 2 koo
a (t) = er;OHO — kt* + At — ZA
Utilisant les conditions initiales a(0) = 0 et a(0) > 0, on trouve A = 2,/8,.cHp, d’ou la
forme suivante pour le facteur d’échelle a (t)

a (t> = (Ztmax - kt) t 5 tmax = V Q1‘;0:[—]:0

La vitesse d’expansion de I'univers est

tmax - kt
a(t) = (3.89)
(2tmax — kt) t

Ainsi le facteur d’échelle a (0) = 0 alors lorsque ¢ = 0, la vitesse d’expansion de l'univers
a (t) — +oo est infinie lorsque ¢ — 0. Ce point initial, ot ¢ = 0, est appelé le Big Bang. Pour
un Univers fermé dominé par les rayonnements, on a k = +1, d’ou

tmaux —t

a(t) = v (2tmax — t)t ; a(t)zm

I’expansion de I'univers cesse au temps t = t,,.x, €t commence ensuite & se contracter, I'univers
finira ses jours dans un Big Crunch au temps t = 2t,.,. L'instant présent t, est défini en

posant a (t) égale a 1 dans ’équation (?7?),

t? — 24/ QoH2t +1 =10 (3.90)

L’age de 'univers ty est donné par la condition a (tg) = 1, d’ou

to — 2tmaxto F 1 =0 ; tg = Vtmax® — 1 + tmax (3.91)
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Le parameétre de Hubble H (t) et le parameétre de décélération sont donnés par [45, 39, 40]
tmax — b d /1 t2
Ht)= —2 7" )= (=] —1=——mx g 3.92
( ) (ztmax - t) t q( ) dt (H> (tmax - t)2 ( )
Ainsi le parametre de décélération est toujours positif. Pour un Univers ouvert dominé par

les rayonnements, on a k = —1, d’ou

tmax + t'

a(t) = V2t + 9t 5 A0 = ZEE——

L’expansion de I'univers continue sans cesse. LL’adge de I'univers ty est donné par

te 4 2tmaxto — 1 =0 ; ty = Vtmax> + 1 — tmax (3.93)

Le parametre de Hubble est donné par

bmax +1

H= ——M—
(2tmax +t)t

(3.94)

Le parameétre de décélération est toujours positif

d /1 t2
= — (=] —1=—"max _~
1) dt (H) (tmax + t)°

3.4.3 Univers plat dominé par le rayonnement et la matiére

Pour un Univers plat, dominé par la matiere et les rayonnements, k = 0, la densité totale

de masse p est la somme des contributions de la densité de la matiere p,, = p,, a~* et de la

densité des rayonnements p, = pr,0a74

P = Pmod °+ proa (3.95)

ol Py, 0 €t p.o sont les densités d’énergie actuelles de la poussiere et du rayonnement. Le

facteur d’échelle d’équivalence aq, c’est-a-dire le facteur d’échelle évalué au moment to, ol

-3

A N L p o —4 .
les densités de poussiere et de rayonnement étaient égales p,, pa.;’ = p, g, , est donné par

: 0,
_ o _ 2o (3.96)

IOm,O Qm70

Aeq

Pour un Univers plat dominé par le rayonnement et la matiere, k = 0, on a €, o + 0 = 1,
d’ou

1—OQmo

feq = —Qm,o

(3.97)
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Au moment d’équivalence teq, la densité d’équivalence p., = p (teq) est donnée par :

P = Pm anq + Pr Oa’eq - 2:0111 anq 2pr anq4 (398>

donc la densité totale peut s’ecrire de la maniére suivante [40, 39, 55, 44]

_ 1 (al ag
P = pm,Oa s + pr,Oa’ ! = §peq (agq + af) (399)

Les équations de Friedmann (3.37) — (3.39), pour un Univers plat dominé par le rayonnement

et la matiére, k = 0, prennent la forme suivante

4G a’ at
o e (7 o)

3 a a?

3 4
. _27ereq N N 2aeq
3 a2 a3

Changer la variable dépendante de t en 7 par la transformation

dt’
Lo t
adn=dt ; n—mny= fth ]
conduit & I’équation
a a’ ( a/)2
a=—; 4=— —
a a? a3

I’apostrophe désigne la dérivation par rapport au temps conforme 7. Les équations de Fried-

mann (3.37) — (3.39) peuvent étre reécritent sous la forme suivante

ArG
a? = 3peq (al,a+ a,) (3.100)
21Gpeq 5
a" = Tqaeq (3101)
Cela s’intégre immédiatement & la forme
2rG TG
a = %agqn +A ; a(n) = 3peq Sn°+An+B (3.102)

ol A et B sont des constantes arbitraires. La substitution des équations (3.102) dans I’équa-

tion (3.100) donne maintenant

47ereq 2 B+47ereq oA

A2
3 3 “d
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ArGpoq 9

Utilisant les conditions initiales a (0) = 0 et 4(0) > 0, on trouve A = /——%a

3l d'ou la

forme suivante poue le facteur d’échelle a (n)
2 mGp
a(n) = 028eq (772 + —77) § Oeq = \| 5 deq
Ocq 3
La variable de temps t (1) en fonction du temps conforme 7 est donnée par la transformation
N, =\ 1= n 2 o 2 N L
t(n) = fya(@) di = [§ ot (7 +—70)d7
eq
Cela s’inteégre immeédiatement & la forme [40]
1 1
t (1) = 02yeq (5773 + —772)
eq
avec la condition initiale t (0) = 0. Le moment t., de I’égalité entre la matiére et le rayonne-

ment est donné par :

1 1
teq = Orqfleq (—ni’ +—n? )
q 3 q Qeq q

Ol 7], st le temps conforme a I'équivalence qui est solution de cette équation quadratique :

qunzq + 2Qeqneq —-1=0

Le temps conforme 7,, & I'’équivalence est donc donné par [40]
- TGP,
/r’eq = <\/5 - 1) Qeql ) Qeq = Tqaeq

Q1r;0 . o 3Qr;OH(2) 1— Qr;O !
1= Q707 T4nG Qg

)

Comme

Qm,O =1- Qr;O 7 Beq = <3103)

alors le temps conforme 7,, a 'équivalence est donné par

_\/5_12\/Qr;0 . HO]'_QI“,O

Teq HO 1— Qr;o 7 Oeq = 7 Qr;g

Le moment t., de I’égalité entre la matiére et le rayonnement est donné par :

1 4 5 Q32
teq = 5 eq (2 N \/5) Qe_q1 Y ( - £) 2

3 3 2 ) Hy(1— QT;O)Q
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A partir des derniéres données Planck ( Ade et coll. 2016) nous savons que [40]
Hy' >~ 1.4 x10" years ; Q,0~8.97x107°
le moment de I’égalité entre la matiere et le rayonnement est donc
teq & 3.32 x 10 OH, ' ~ 46480 years

Ceci est suffisamment court pour justifier notre ignorance des effets des rayonnements lors
du calcul de ’age de I'univers. Pour déterminer a en fonction de ¢, on part de I’équation de

Friedmann (3.45)

a dx 1 o xdx
Hot = = 3.104
’ fO \/Qm,()xi1 + Qr,Oxi2 \/Qm,O fO \/X + Beq ( )
La substitution a.qy = x nous permet de reécrire I'intégrale (??) sous la forme
o3/2 /
¢ e Y gy (3.105)

B Ho+/Cm o 0 Vy+1

L’intégration conduit & la solution

3/2

2
t = ————=1(a — 2a¢q) \/a + aeq + 22 3.106
3H0\/m{< q) q q ( )

Pour a < aeq, I'univers est bien décrit par un modéle plat dominé par le rayonnement

1 1/2
fe—————a® ; a(t)~ <6H0 erot) L 8 < g (3.107)

6I_IO \V Qr,O

Dans la limite a > aeq, le résultat approximatif pour a (t) devient [40, 42, 45]

2 1 3 2/
t —— a¥? a(t)%(—Ho Qm,ot> DAt ag (3.108)

3Ho \/Qmo 2

La densité d’énergie du rayonnement du corps noir est donnée par la relation de Stefan-

Boltzmann
Py = bradT* 3 brag = 5.6 x 10710 /K m? (3.109)

En outre la densité d’énergie de rayonnement est proportionnelle & a~*

Pr = pr;Oa_4 (3110)
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De cette relation et (3.78) nous obtenons

T ag
i 3.111
T, " a (3.111)
Le moment du découplage correspond donc a peu prés a la température a laquelle ’hydro-
géne est largement ionisé. Cette température peut étre estimée théoriquement et mesurée

expérimentalement, et est d’environ Tgee = 3000 K . A partir de cette température et de la

température actuelle Ty = 2.725 K du CMB, nous obtenons

agec  To _ 2725 _ 1
a0 Taee 3000 1.1 x 103

(3.112)

L’équation (??7) nous permet de calculer le temps de découplage tqe.. En utilisant les valeurs

des parametres €2, o, Hy Let Beq
Qmo >~ 030 ; Hy'~1.4x10" year ; a, ~ 127 x107*
on trouve pour le temps de découplage

2
e = 2 { (8gee — 2000q) /e F g + 205 3113
d 3H0\/Q_m70{( ‘ q) ‘ ! ! ( )

1.6

tdee ¥ ———
dec HO /—Qm’o

Une analyse plus détaillée donne environ 3.8 x 10° ans (Peebles 1968; Smoot 2006). Le

x107° ~ 4.1 x 10° (3.114)

temps d’égalité entre la matiere et le rayonnement est to, ~ 0.14230 x 10° ans. Ainsi, le
temps d’égalité est antérieur au temps de découplage tqee ~ 4.1 x 10°. Le paramétre de

Hubble est donné par [45],[40]

lda 278, (Y7 +1)
a(t) a2dp [

p)
feq (YN + 1)2 - aeq}

Le parameétre de décélération est donné par

d /1 1d /1 1
q<t>:a(ﬁ>—1:;d—n<ﬁ>‘1:m
3.5 Le modéle Lambda-CDM

Le modeéle cosmologique le plus réussi est appelé Lambda-CDM ou ACDM, il est composé

de la matiére et la constante cosmologique A. Pour un Univers plat, k = 0, dominé par
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la matiére et d’'une constante cosmologique A, la densité totale de masse p est la somme
des contributions de la densité de la matiere p,, = pm70a*3 et de la densité de la constante
cosmologique py = py o

P = Prn,off3 + P (3.115)

OU Py, 0 €t pp o sont les densités d’énergie actuelles de la matiere et de la constante cosmolo-
gique. Le facteur d’échelle d’équivalence a.q, c’est-a-dire le facteur d’échelle évalué au moment

teq OU les densités de la matiere et de la constante cosmologiquet étaient égales pm70a;q3 = PA0s

1/3 Q0 1/3
feq = (@) = (ﬂ) (3.116)
PA0 Qa0
Pour un Univers plat, k = 0, dominé par la matiére et d’'une constante cosmologique A, on a

Qo 1/3
= —=7 A1
Beq (1 — Qm,o) (3.117)

Au moment d’équivalence t.q, la densité d’équivalence p,, = p (teq) est donnée par :

est donné par

Qmﬁ + QA70 = 1, d’ou

Peq = Pmodeg T Pr0 = 2Pm0feq = 2Pa0 (3.118)

donc la densité totale peut s’ecrire de la maniére suivante [40, 39, 55, 44]
s 1 (a
P = Pugd "+ Pao = FPeq | 5 1 (3.119)
Les équations de Friedmann (3.37) — (3.39), pour un Univers plat dominé par la matiére et

d’une constante cosmologique A, prennent la forme suivante

A Gp, al
2= (a2 12
a 3 ( " +a) (3.120)
. 2nGp (2
a= _Tq <a—;‘ - 2> a (3.121)

Changer la variable dépendante de a en n = a;qS/ 2(1%, conduit a I’équation

o 9 5.
= Zaquaaz = 37Gpey (1 + 1)

Cela s’intégre immédiatement & la forme

dn
=, /37Gpdt 3.122
e \/37GPeq (3.122)
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L’intégration, avec la condition 7 (0) = 0 donne [40],[56]

7 (t) = sinh (1 /37TGpeqt> (3.123)
) Qo \? 3
a(t) = ae, sinh3 (1 /37ereqt) = (1_—“;20) sinh?/? (§\/QA70H0‘5) (3.124)

L’age de I'univers L’équation de Friedmann (3.44) peut étre reécrite sous la forme [45, 39, 40]

—1/2

Hot = [ (Qmoa " + Qoa > + Qpa’ + Qo) da (3.125)

D’apreés les derniéres données de Planck [45, 40], nous savons que :
Q0 = 0.0008 £ 0.0040 ; 9,0 =0.0897 x 10

Qp = 0.6911 £ 0.0062 ; €, = 0.3089 £ 0.0062

En insérant les valeurs mentionnés précédemment, on obtient [40, 57, 56]

0.95
to ~ A ~ 13.73 x 10° années

0

La valeur rapportée par Ade et al. ([43]) est 13.799 x 10° £ 0.021 années. En négligeant
le terme de rayonnement Qwa*2 et le terme de la courbure spatiale (), ’équation de

Friedmann (3.45) peut étre reécrite sous la forme suivante

3\ —1/2
QL SHot = [ <1 + XT) x'/2dx (3.126)
a

eq

Changer la variable dépendante de a en 1 = ac” *x%/2, conduit a 'équation

2232 a1 21! 1-0
dn = 0 sinh ™! [ [ ———m0,3/2 3.127
391/2 fo Tt n SN o ( )

L’age de l'univers T = tq est défini en posant a (tg) égale a 1, ainsi de I’age de 'univers est

donné par

En utiliséant la relation suivate

sinh ! (x) =1In <X + m)
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on peut reécrire I’dge de I'univers sous la forme suivate

QH_ \/1— O 0+ 1
3\/1_ mO \/Qm,O

Pour Hy' ~ 14.38 x 10° ans et €, ~ 0.31, nous obtenons T ~ 13.74 x 10%year. Le facteur

d’échelle a (t) est donné par [40, 50, 51, 56]

a(t) = 0.75sinh*? (1.2t/T)
La courbe du facteur d’échelle a (t) en fonction du temps ¢ est tracée dans la figure (3.2).

a(t)2st

0 + } + } + } + } + |
40

Figure 3.3 Le facteur d’expansion en fonction du temps t/T

Le parameétre de décélération : Le paramétre de Hubble est donné par

= 4/ 1-— Qm;OHO coth <g\/ 1-— Qm;OHOt) (3128)

Le parameétre de décélération est donné par ’expression suivante

q(t) = (;it (1) —1= ; [1 — 3tanh? (gmﬂot>]

La courbe du parameétre de décélération ¢ (t) est tracée dans la figure (3.3). Le parametre de
, tanh , tanh 1 (L
décélération est positif lorsque t < % \7—( ) et il est négatif lorsque t > % anl\/—T,SOHZ donc
ce modéle décrit un univers en expansion accélérée pour ¢ assez grand. En remarque que
g=1/2pourt — 0, et g = —1 pour t — oo, donc ce modele décrit un univers qui commence

par expansion décélérée de t = 0 jusqu’au temps t,, le temps de transition entre la phase
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de décélération a la phase d’accélération, puis 'univers entre dans une phase d’expansion

accélérée sans fin.

0.8
q(®) o
0.4
0.2
0.0
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1.0
-1.2

Figure 3.4 La variation du paramétre de décélération q en fonction de temps

Le temps t, de transition entre la phase de décélération a la phase d’accélération et le décalage

vers le rouge correspondant est donné par

_ 2tanh ! (1/v3) _ 2sinh ! (1/v2) 2H,' (\/§+ 1)

t = n
A BHe/T— Omo 3Hou/T— Omo  3v/1— Qo V2

ol nous avons utilisé la relation

tanh ™" (x) = sinh ™ (ﬂ@) — %111 (1 + x)

1—x
et le décalage vers le rouge correspondant est donné par
1/3
a(to) ( 1— Qm-o)
z(tp) = —1l=(2— —1
( ) a (tA) Qm;O

En insérant la valeur 2, = 0.3, et H, ' ~ 14. 38Gyr, on trouve t, ~ 7.5Gyr et z (t;) ~ 0.67.

Les observations des supernovae de type Ia ont indiqué que 1'univers est actuellement dans
un état d’expansion accélérée, ces résultats favorisent une transition de la décélération a
l'accélération pour un décalage vers le rouge autour z = 0.5 [58, 56].

Temps de transition de la matiére vers la domination de 1’énergie noire : Le facteur d’échelle

ama = a (tma) auquel la densité de matiere et de la densité de 1’énergie sombre étaient égales

P (tma) = pa (tma) est donné par
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Le temps t,p4 de transition de la matiere vers la domination de 1’énergie noire est donné par

I'equation (3.127)

2H,* o 1— Qo 32 2H,* o
tmA = —————sinh —a = ——2  sinh™ (1 3.129
SRV ( Qoo ™) T, W G

En insérant la valeur Qp = 0.7, et Hy' ~ 14.38Gyr, on trouve t,y = 9.8 x 10°yr. En
comparant le temps t, de transition entre la phase de décélération a la phase d’accélération
avec le temps t,,n de transition de la matiére vers la domination de ’énergie noire

A sinh ™ (1/v/2)

= ~ (.75 3.130
tmA sinh ™! (1) ( )

on conclut que le passage & un univers avec une expansion accélérée a eu lieu avant que

I'univers devient dominé par I’énergie du vide. Le décalage vers le rouge correspondant est

Qo \7°
umnz(yf%$> —1~0.33



Conclusion

Le but de ce travail est d’apprendre quelques concepts de base en cosmologie, a utiliser pour

expliquer et illustrer I’expansion exponentielle actuelle de I’étre en plus d’une meilleure com-
préhension du modeéle cosmologique standard ot nous avons étudié les modéles cosmologiques
avec le parametre d’état constant w. Les résultats obtenus par ce dernier, pour atteindre cet
objectif, nous les avons résumés en trois chapitre :
Dans le premier chapitre, nous avons étudié les bases mathématiques de la relativité générale
comme les tenseurs, les quadri-vecteurs et la dérivée covariante. Dans le deuxiéme chapitre,
nous avons étudié 1’équation des Géodésiques et les équations d’Einstein, nous avons étu-
dié quelques conséquences de la relativité générale d’Einstein. En particulier, nous ne nous
sommes intéressés aux solutions stationnaires des équations d’Einstein et leurs conséquences
sur les trajectoires des particules massives et sur la lumiére. Dans le troisieme chapitre, nous
avons étudié divers modeéles cosmologiques qui expliquent I'expansion accélérée actuelle de
notre univers, nous avons considéré des modeles cosmologiques avec un parameétre d’état w
constant et des modeles cosmologiques avec un parametre d’état w variables, qui peuvent
expliquer I'expansion accélérée actuelle de notre univers. On peut resumer les resultats les
plus important pour chaque modéle dans ce qui suit :

Univers ouvert dominé par la matiére Le facteur d’échelle et le temps cosmique sont donnés

par une équation paramétrique

1 Qm;O
21 — Qg

m;0

1
(cosh (n) —1) ; t_§1——ﬂm;o

a(n) = (sinhn —n)

L’age de 'univers est donnée par

1 Qm;o 1— Qm;O -1 2 — Qm;O
to = 31— Qo (2 Oro — cosh O,

)
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Le parameétre de décélération est toujours positif

o4 (L) tdy o
=3 \m ~adnp \H ~ 1+ cosh(n)

Univers plat dominé par le rayonnement et la matiére Le facteur d’échelle est donnée par

2
t=—————14(a—2a, a4+ ae +2a2/2 3.131
s (0 2 VAT R+ 20 (3131)
Le temps de découplage tqe. entre la matiere et le rayonnement est donnée par

2 Adec — 2a'e vV Adec + Ae + 232/2
tdeC:—( d a) Vi 4 1~ 4.1 x 10° year
3 HO vV QIn,O

Le temps teq de 'égalité entre la matiere et le rayonnement est donnée par

4 2\ Q¥
teq = = (1 — £> 9~ 14230 years

3 2 ) Ho2,,

Modele cosmologique ACDM Le facteur d’échelle a (t) est donné par

Qo) * 3
a (t) === sinh2/3 V4 QA OHOt
Qa0 2 ’
L’age de 'univers tq est donné par

2 tanh™' (1/Qao
- mh (V) 3497 5 10° year (3.132)

OisHO ‘/QA,O

Le temps de transition entre la phase de décélération et la phase d’accélération est donné par

o 2tanh ! (1/\/3)
A 3Ho+/Cn0

Le décalage cosmique correspondant est z ~ 0.67. Le Temps de transition de la matiére vers

~ 7.545 x 10° year

la domination de I’énergie noire est donné par
tma = ——=——sinh ™" (1) = 9.8 x 10? year (3.133)

Le décalage vers le rouge correspondant est z ~ 0.33.
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