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RESUME

Dans ce travail, on s’intéresse a 1’étude de 'existence et de 'unicité de la solution ainsi que
le comportement asymptotique d’un systéme intégro-différentiel parabolique avec diffusion.
Le systéme en question dérive d’'un modéle proposé par Kouche & Tatar qui modélise la
croissance des cellules hépatocytes dans une capillaire du foie auquel on a rajouté un terme
de diffusion avec des données aux bords mixtes en vu de modéliser 'effet de déplacement des
cellules lelong de la capillaire. En utilisant la technique des sous- et sur-solutions on montre
que le systéme parabolique admet une solution unique positive et globale. On propose aussi
une étude du systéme stationnaire associé ainsi que le comportement asyptotique de la solu-
tion lorsque le temps tend vers l'infinie. Dans la derniére partie on propose une discrétisation
numérique en utilisant un shema aux différences finie de Crank-Nicholson. Une simulation

numérique avec Matlab est également proposé.



ABSTRACT

In this work, we are interested to study the existence, uniqueness and asymptotic behavior of
solution of a parabolic integro-differential system with diffusion. The system is derived from
a model proposed by Kouche and Tatar which describes the self-organization of hepatocytes
in a liver capillary to which we have added a diffusion term to take into account the moving
effect of cells in the capillary. By using the method of upper and lower-solutions we prove
that the parabolic system admits a unique positive and global solution. We also suggest a
study of the corresponding steady-state system as well as the asymptotic behavior of the
solution as time tends to infinity. A numerical discretization of the parabolic system is also
performed using a finite difference scheme of Cranck-Nicolson. A numerical simulation is also

given using Matlab.



Introduction

Le foie exécute ses fonctions métaboliques a I'aide d’enzymes fixés a l'intérieur de certains
types de cellules appelées hépatocytes. Ces cellules sont situées sur la paroi extérieure des
sinusoides hépatiques ( capillaires sanguin du foie) véhiculant le flux sanguin qui transporte
l'oxygene, ainsi que d’autres substances, permettant les échanges entre les hepatocytes et le

sang

Comme les sinusoids hépatiques sont similaires, et agissent essentiellement en paralléle, il
est raisonnable de se restreindre & un seul capillaire représentatif, le long duquel on considére
un axe X avec le point zo = 0 est I'entré (le point d’entré du sang au sinusoid) et la sortie au
point z; = L. En termes de biomathématiques, la population en question est une population
cellulaire de N types dont on définit la densité u;(z,t) comme le nombre de cellules de type i
au point x € [0, L], a I'instant ¢ par unité de longueur. Soient «; et 3, les taux de croissance
et de mortalité respective des cellules de type i, qui peuvent dépendre de u, x, et t. Alors le

taux de variation de densité par rapport au temps est estimé par

Donc aju; — B,u; est le terme de réaction qui représente toutes les interactions entre les
N espéces cellulaires. Pour modéliser ces interactions, deux facteurs ont été pris en compte
par L. Bass et al [2] : le phénomeéne de I'inhibition par contact et la concentration du sang
en oxygene, qui ont un rapport directe avec les taux de croissance «; et de mortalité 5,. En
effet, 'inhibition par contact est le fait que les cellules épithéliales (telles que les hépatocytes)
arrétent de se multiplier rapidement dés qu’elles se rejoignent de toutes ses parts et qu’elles
peuvent établir entre elles des jonctions d’adhésion [16]. Ceci signifie qu’il existe une densité

maximale des sites des cellules o > 0, que la densité totale <Z;V:1 uj> ne peut pas dépasser.
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Ainsi, 'approche consiste a considérer une relation proportionnelle entre le taux de croissance
et & la densité des sites disponibles (0 — Zjvzl uj) . Cest-a-dire o; = k; (a — Z;VZI uj)
avec k; > 0. Concernant l'effet de la concentration du sang en oxygéne ¢, on remarque
que lorsque cette derniére diminue, le taux de mortalité [, augmente. Les auteurs dans
[2] ont proposé d’approcher f3; (¢) par une fonction affine : 3, (¢) = v;(co — ¢) + 7, ou ¢
est la concentration en oxygéne au point d’entré x = 0. A D'entré du sang au sinusoide,
l'oxygeéne commence & étre consommé par les cellules, donc le flux du sang f porte moins
d’oxygeéne & un point plus loin de la source (I'entré). Si x;u; (€, 1) est la quantité d’oxygene
consommée par les cellules de type i (au point £ et a l'instant ¢) par unité de temps, la
consommation cumulative de I'oxygene par toutes les cellules situées en amont d’un point x
est donc estimée par fo 1 kiuj (€,t)dE. Dot la concentration au point = est donnée par
c=co— ffo lﬁjujft)dfetﬁ()—’yz—i-ylfo jlﬁjuj(ft)df

Le modele construit par L. Bass et al [2] est donc le systéme d’equations intégro-différentielles

nonlinéaires suivant

N T N
G =i |k (U—Zuz)—%—%/Z'@jua‘(ﬁﬁdﬁ ze[0,L], t>0
s j=1

ui(x,t) = ugi(x) " ze[0,L].

Ce systéme a été étudié dans le cas N = 2 (deux types de cellules) [2] et a l'aide d’un

convenable changement de variables, le probléme a été réduit a la forme plus simple suivante
%”tl (r,t) = v [1 — vy (z,t) — v (2, 1) — /0 [v1 + Ovs] (€, 1) df]

o x € [0,A], t>0.
[Ul —|—¢9U2] (f,t) d£:|

0 (5.1) = oy {)\ vy (2 h) — vs (2, 8) — n/o

(1)
vy et v9 étant proportionnelles & uiet ug, respectivement. Les coefficients 6, v, A, 7, A sont

des constantes positives (en fonction des parameétres donnés k;, ~;, o, v;, o, f, L ).

Les auteurs ont montré que pour toute donnée initiale ug = (vg1, vo2) = 0, mesurable et
bornée, le systéme admet une unique solution positive (non nulle), bornée, et globale, et qu’il
existe une infinité de solutions stationnaires, mais toutes, sauf une, sont instables. La solution
stationnaire ¢ = (¢y, ¢5) qui reste, a été démontré qu’elle est asymptotiquement stable contre

une large classe de perturbations. Pour certains ranges de paramétres du modéles, cette
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solution a une structure "zonale" de sort qu'un type de cellules est entiérement situé en
amont de Pautre type, c’est-a-dire il existe x* € |0, L] (un point qui divise le domaine en

deux zones ) tel que

{¢1(m)>0, by () =0 z€]0,2*]
P () =0 ¢y(x) >0 z€]a* L]

Holmaker [9] a démontré que pour un certain range de parameétres, un des deux espéces est

conduit & I'extinction alors que 'autre se stabilise dans son état stationnaire non-triviale.

Dans [13], Kouche and Tatar ont proposé une généralisation de ce modele aux cas de N

enzymes. Le modeéle proposé est le suivant :

N xT

Orui(w,t) = wi(w,t) | ai (t) =D bij () u(w,t) = > cij (t) /uj(g,t)dg , xel0,L], t>0,

j=1 j=1
wi(x,t) = ugi(x), ze0,L],

(2)
ou les fonctions a; (t), b;; (), ¢;; (t) sont positives continues et bornées pour ¢ > 0.
Le systeme ([2)) posséde une certaine similitude avec les systémes de types Lotka-Volterra com-
pétitifs non-autonomes. La particularité de ce systéme est la présence de la variable spatiale x
dans le modéle. En utilisant les techniques de comparaisons pour les équations différentielles
les auteurs ont établit un critére portant sur les coefficients du systéme sous lequel les
N — r derniéres composantes de la solution tendent vers I’extinction en tout point de (0, L).
Dans le cas autonome c’est a dire lorsque les coefficients du systéme sont constants ils ont
montré que dans ce cas les solutions permanentes convergent vers leurs solutions stationnaires

correspondantes.

Les modeles introduits par L. Bass et al [2] et M. Kouche et N-e. Tatar [13] couvrent
un vaste domaine d’application ot les phénomeénes sont gouvernées par le méme mécanisme.
On peut citer par exemple la distribution des especes de plantes le long d’une riviére [2] ou
les substances apporté (par la riviére) influent sur la mort de ces espéces. Cependant, ces
modeéles ne permettent pas aux espéces de se diffuser. Par exemple, le modéle ne peut pas
expliquer Papparition d’'un espéce dans une région ou il était initialement absent [2] (si un

des espéces est initialement absent dans une certaine région, il n’y a aucune mécanisme dans
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ces modeles par lequelle il peut y apparaitre). Or, ceci se passe souvent dans la nature. A fin
que cela soit pris en compte, nous ajoutons un terme de diffusion p;Au;, (p; > 0) et on se
limite au cas ou les coefficients a;, b;;, ¢;; sont des constants positifs. Pour que le probléme
soit bien poser, nous ajoutons aussi des conditions au bord I' = {z, 2;} de type Dirichlet et

Neumann :
(

N X
Oyui(x,t) — p;Aui(x, t) = ui(x, t) | a; meu] x,t) Zc”/u] £, t)dg
7j=1

sur |0, L[ x ]0,00[ 1 <IN (3)
wi(z,t) =0 sur’ sil<i< K
Oyui(x,t) =0 sur I' si K <t <N

L ui(+,0) =up; 20(£0) surQ 1<i<N

Notre objectif dans ce mémoire est d’étudier 'existence, I'unicité, ainsi que le comporte-
ment asymptotique des solutions du systéme . Nous commencons dans le chapitre 1 par
rappeler des notions de base et des résultat préliminaires tels que les espaces fonctionnels, le
théoréme d’injections continues entre ces espaces, le théoréme d’Ascoli-Azela, le théoréme de

point fixe de Schauder, les notion et les résultats liées aux problémes aux dérivées partielles

paraboliques et elliptiques.

L’existence d’une unique solution positive, non nulle, bornée et globale pour le probleme
, sera ’objet du chapitre 2. Ce probléme est un systéme d’équations parabolique semili-
néaire, le terme nonlinéaire contient une fonctionnelle d’intégration de u, alors nous proposons
de montrer que ce systeme admet une paire de sous- et sur-solutions; puis nous appliquons
le Théoreme da a R. Redlinger [23] qui assure I’existence et I'unicité d’une solution po-
sitive dans le secteur entre les sous-et sur-solutions; en appliquant le principe du maximum

on vérifie que la solution est non nulle.

Dans le chapitre 3 on s’intéresse au comportement asymptotique de la solution. Pour cela

on étudie du probléme stationnaire correspondant & (3)

N N ’
wAui(x) = ui(z) | a; — Z bijuj(x) — Z cl-j/u] (&)d¢
j=1 =1 9

sur |0,L[, 1<i<N (4)
wi(z,t) =0 sur' sil<i< K
Opui(z,t) =0 surI' si K <i< N

;
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Le systéeme est un probléme elliptique semilinéaire, nous proposons pour démontrer 1’exis-
tence d’une solution ¢ positive, non nulle et bornée, d’utiliser le Théoréme du point fixe de
Schauder [1.1.4] les sous- et sur-solutions, le principe du maximum et le théoréme d’injections.
En construisant deux suite monotones (une est croissante et l'autre est décroissante) et par
la méthode de sous- et sur-solutions, on obtient deux quasisolutions ¥ et  pour et on
démontre que toute solution (stationnaires) ® srictement positive, satisfait ¢ < @ < ». On
termine par 1’étude du comportement asymptotique de la solution u du probleme , on
démontre que la solution u est attirée quand t — +o0, par le secteur entre les deux quasiso-
lutions p et ? de 1) et si = ® = @, alors u (x,t) converge vers ® quand ¢ — +o0.

Le chapitre 4 est consacré a la discrétisation numérique du probléme . Dans un premier
temps on discrétise le systeme selon la variable spatiale & pour obtenir un systeme d’équa-
tions différentielles ordinaires semi-discret. Dans un deuxiéme temps on utilise la méthode
de Crank-Nicholson pour discrétiser le systéme semi-discret et obtenir en fin de compte un
probléme discret sous forme de systéme d’équations algébriques nonlinéaires. On vérifie tout
d’abord que le schéma numérique ainsi construit est consistant d’ordre deux en espace et en
temps; puis, a fin de simplifier ’étude et les calcules, nous proposons une expression ma-
tricielle compacte de notre probleme. En suite, on s’intéresse au probleme d’existence d’une
unique solution positive, non nulle et bornée. On utilise la méthode de sous- et sur-solutions
[17] pour construire deux suites monotones convergentes vers la méme limite qui présente
la solution approchée (les valeurs approchées prises par la solution w;(t,z) du systéme (3))).
La convergence vers la solution exacte a été montrée d’étre d’ordre deux en espace et en
temps. Finalement on propose une simulation numérique a ’aide de Matlab ainsi qu'une

interprétation des résultats.
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Chapitre 1

Notions de base

Dans ce chapitre on rappelle quelques notions et résultats principaux que nous utiliserons
dans le reste de ce mémoire.
Soit © un domaine borné de R? (d > 1). On désignera par 92 le bord de © qu’on supposera
suffisamment régulier. Si T est un réel positif on notera par Dy = Qx (0,7 et I'r = 0Qx (0,7

sa frontiére parabolique.

1.1 Notations et rappels sur les espaces fonctionnels
1.1.1 Notations
Dans tous le reste de ce chapitre on utilisera les notations suivantes :

k
(x,y) = Z x;1; désigne le produit scalaire de z et y dans R*.
i=1

. 1/2
x| = g x? désigne la norme euclidienne de x dans R¥.
i=1

Si z et y sont deux vecteurs dans R* alors x < y (resp : # < y) est équivalent & z; < y;
(resp : z; < y;) pour tout 1 < i < k.

n(x):= (ny (x),....,ny(x)) est le vecteur normal unitaire sortant au point = € 9S.
L’opérateur 0; = 8%1- dénote la dérivée partielle (par rapport a z;).

Soit 7 = (ry,...,m7q) € N% On notera par |r| = ry + ... + 74 et 0% = 9;*...9}". De méme

O f (x) = Jim Lt =/(@) désigne la dérivée directionnelle de f au point x et suivant la
t—0 ¢
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direction v. En particulier, 0, désigne la dérivée normale extérieure.
Soient [, m € N. Toutes les fonctions considérées sont & valeurs réelles (dans RY).
C'(Q) (resp : C' (Q)) désigne l'espace des fonctions [-fois contintiment différentiables sur €2
l
(resp : ) muni de la norme || fllg =Y 95 fllg, ot | £l = max |f ()| pour f € C (Q).
r=1 £
Ct™ (Dr) (resp . Obm (ﬁT)) est l'espace des fonctions f (z,t) de Dr, l-fois continiiment

différentiables en x et m-fois contintiment différentiables en ¢t sur Dy (resp : D7) muni de

la norme Hf||%mT = Z 10:0; fli5, -

o< |r|<l
0<s<m

Définition 1.1.1. (a) On dit que 0f2 est continue si pour tout = € 0€2, il existe un voisinage
V, de x dans R et un nouveau systéme de coordonnées cartésiennes {y1, ..., ¥4} dont l'origine
en z, tel que :

(i) Dexiste a; >0 (i=1,....d) tel que V; ={ (y1,....,%a) : |yl <ai;, 1<i<d}

et 02NV, est une partie connexe.

(ii) 11 existe une fonction @, continue, a valeurs réelles, définie sur

V= { (Y1y ooy Ya1) ¢ |yl <aiy 1<i<d—1 } et satisfaisant :
e (Y) <%, VeV,

QNV, ={(,ya) € Vo i ya < ¢, (V) 1},
NNV, ={(v,va) € Ve :ya= 0, (¥)}.

(b) De la méme maniére, on dit que 9 est lipschitzien (ou bien que 2 est lipschitzien),

lorsque la fonction ¢, ci-dessus est lipschitzienne.

Remarque 1.1.1. Remarquons que si J€) est continue, alors I'; I'est aussi, car dans ce cas
il existe ag > 0 tel que Vi, ) = V3 x (—ao, ag) est un voisinage de (z,t) dans le nouveau systéeme
de coordonnées cartésiennes {y1,...,¥q, %0} et I'r N Vipy = (0QNV,) x (—aog,ap) est une
partie connexe. V(, , = V; X (—ao, ao) sur lequel ¢, ;) est définie par ¢, 4 (y1, .., Ya—1,Y0) =

©p (Y1, -y Ya—1) - Ainsi, P vérifie avec Vi, ;) toutes les conditions pour que I'r soit continue.
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1.1.2 Espaces de Holder

Définition 1.1.2. 1) Soit @ € (0,1). On dit que f € C (f2) est Holderienne d’exposant « si

&= supw < 00. L'espace C® (Q) des fonctions Holderiennes d’exposant o muni
Q |[z—y]
Ei
de la norme || f||g := || fllg + [f]§ est un espace de Banach.

2) Soit [ > 1 un entier. On définie I’espace O+ (ﬁ) comme étant ’espace des fonctions [-fois
continument dérivables dont les dérivées d’ordre [ sont Holderienne d’ordre . C'* (ﬁ) muni

de la norme || f|[5 = || |l + Z (0" f]& est un espace de Banach.
Ir|=t

Remarque 1.1.2. C*° (ET)est I'espace de Banach des fonctions f (z,t) € C (ET) est Hol-
derienne en x € (), uniformément par rapport a ¢ dans (0,7) .

Cvs (ﬁT) est 1’espace de Banach des fonctions f (z,t) € C (ﬁT) telles que

fl5, = sup ALEDTWIL oo muni de la norme || f[|5, = | fll5, + 1%,
t,se(;T),;y,en(W*M +|t*5\)
t#£s,r#yY

Définition 1.1.3. On dit que 99 est de classe C'* (resp. C%!) si pour tout z € 99, la
fonction ¢, intervenant dans la Définition est de classe C7 (V) (resp.C*™* (V]).).

Soit 9 de classe C'*(I > 1). On dit que la fonction ¢ (s) définie sur 9 est de classe
C (99) (resp. C* (09)) si ¢ en tant que fonction de (1, ..., ya—1) est de classe C'* (V) (resp.
C' (V) pour tout z € GQ. La norme sur ' (99) est définie comme suite :

]| Ut = {Hng L § de Ot (Q) une extension de ¢ a ﬁ}

De méme, la fonction ¢ (s) définie sur T'y est de classe o 5" * (Tz) (resp. Ct™ (I'7)) si ¢ en
tant que fonction de (y1,...,¥4-1,%0) est de classe CF® ™3 5 <m> (resp. Ctm <V(' t))) pour
tout (z,t) € I'r.

Soient X un espace métrique compact et C' (X)) I'espace vectoriel de tous les fonctions continue

f de X dans R,muni de la norme || f|| := max {|f (z)| : x € X}

Définition 1.1.4. L’ensemble ' C C (X) est dit equicontinu si pour tout € > 0 il existe
d > 0 tel que |f (z) — f (y)| < € pour tout x,y € X satisfaisants d (x,y) < J et tout f € F

On peut facilement remarquer que tout sous ensemble F' borné de C* (ﬁ) (resp. C*%2 (ﬁT))
est equicontinu. En effet, comme F' est un sous ensemble borné de C'* (ﬁ) , il existe M > 0

tel que pour tout f € F, [f]§ < M ce qui signifie que |f(z) — f(y)] < M |z —y|”
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Soit € > 0, il suffit de prendre 6§ = (EM_l)é alors pour tout z,y € Q satisfaisants |z — y| < 9
et tout f € Flona |f(z)— f(y)| < M|z —y|" <M ((eM‘l)é>a =€
De méme, si F' borné de C'* () alors I'ensemble F) := {§'f : f € F'} est equicontinu.

Théoréme 1.1.1 (Ascoli-Areld). Un sous ensemble F' C C (X) est relativement compact si

et seulement si F' borné et equicontinu.

1.1.3 Espaces de Sobolev

Définition 1.1.5. Soient 1 < p < oo un réel, [ € N et 2 un domaine de R". On définit
I'espace de Sobolev W'P(Q2) comme étant ’espace des fonctions f € LF (Q) telle que I f €
LP () pour tout 7 tel que |r| <[, ou J; f dénote les dérivées de f au sens des distribution et

r=(ry,..,r,) € N°. Wt?(Q) muni de la norme

1 lwe @) Z 100 1| o e

Ir|=0

est un espace de Banach, on I'appelle espace de Sobolev.

Théoréme 1.1.2. [{, Théoréeme 3.9 p. 58] Soient (f,),cyune suite de LP () et f € LP (),
tels que || f, — f”L:D(Q) — 0.

Alors il existe une sous suite extraite (fy,),.oy telle que

i) fo.(x) — f(z) p.p.sur Q.
i) Il existe h € LP (Q) tel que pour tout k € N, |f,, ()| < h(z) p.p.sur Q.

Théoréme 1.1.3. [8, Théoréme 7.25 p.171] On suppose que le domaine Q) est lipschitzien
dans R? alors,

(i) Silp < d, on a Uinjection W' (Q) C L¥ (Q), ow <p’ = d‘i—ﬁp) . De plus pour tout q < p/,
Uingection WP () C L7 () est compacte.

(1)) Si0<m <1 — g <m+ 1, on a Uinjection W' (Q) C C™ (Q), ou (a =1— % — m) :
De plus pour tout 3 < a, linjection W' (Q) c C™+F (ﬁ) est compacte.

Théoréme 1.1.4. [5, Théoréme 7.1.2 p.189] Soient E un espace de Banach et S un sous
ensemble fermé, borné et convere de E. Alors toutes application continue T : S — S telle

que T'(S) soit relativement compact, posséde un point fize.
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1.2 Problémes paraboliques
1.2.1 Problémes de valeurs aux limites de type parabolique

Soient 2 un domaine borné de R? (d > 1) et a;j, b;, ¢ (1 <, j < d) des fonctions continues
sur D7. Définissons Iopérateur différentiel

d d
Lu = 0y — Z a;; (x,t) 0;0;u + Z b; (x,t) Ou+ c(x,t)u.

ij=1 i=1
Définition 1.2.1. (i) On dit que L est parabolique si la matrice (a;;(z,t)) est définie positive
pour tout (z,t) € Drp.

(ii) On dit que L est uniformément parabolique dans Dy s'il existe u > 0 tel que

pour tout (z,t) € D, et & = (£,...,&,) € R4

Soient f, v, a;, ug, B, des fonctions continues sur Dy, 'y, et 2 respectivement. Considérons

I’équation aux dérivées partielles suivante :

Lu(x,t) = f(x,t), (x,t) € Dr, (1.2.1)
sous la condition initiale
u(z,0) = ug () sur (1.2.2)
et la condition au bord
d
Bu = Z a; (z,t) Ou+ By (z,t)u =1 (x,t) sur I'p (1.2.3)
i=1
ou
Bu = ag (z,t) ,u+ By (x,t)u =1 (z,t) sur I'r (1.2.4)

Remarque 1.2.1. (i) Lorsque oo = 0 et 3, = 1, le probléme aux limites (1.2.1))-(1.2.3)) est dit
de type Dirichlet. Si de plus 1) = 0 il est dit de type Dirichlet homogéne.

(ii) Probléme est a dérivée oblique ou directionnelle si oy # 0 et |[(a,n)| > p, > 0, en

particulier, se dit de Neumann si @ = n et 3, = 0, et de Neumann homogene si de plus,

b =0
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Définition 1.2.2. On dit qu'une fonction u : Dy — R est une solution classique du

probleme (L21)-(LZ3) si

u e C(E_T) N Ol’Z(DT) si Qg = 0
u € 01’0<DT) N 02’1(DT) si (7)) 7é 0

et u verifie ((1.2.1)-(1.2.3). De méme, on définie la solution classique du probléme (1.2.1)),
(1.2.2), (1.2.4), sauf que si ag # 0 il suffit que la dérivée J,u existe sur I'r.

Le résultat suivant connu sous le nom de principe du maximum est un important critére de

comparaison.

Théoréme 1.2.1 ( Principe du maximum fort [I8]). Soit L un opérateur uniformément

parabolique a coefficients bornés. Siu € C*' (Dy) N C (ET) satisfait les inégalités

Lu>0 dans Dr
apdyu+ Bou =0 sur I'p
u(x,0) >0 dans

tel que ag > 0, By = 0, ag + By > 0 sur I'p, alors u > 0 dans Dy. De plus, u > 0 dans Dy

sinon u = 0.

Théoréme 1.2.2. ([20]). Soient L un opérateur uniformément parabolique & coefficients
bornés. Siuw € C** (Dy) N C (Dr) satisfait U'inégalité
Lu(x,t) <0, V(z,t) € Dr

et atteint sur Dy un maximum positif M au point (xg,to), alors u(z,t) = M en tous points
(x,t) reliés a (xq,to) par un chemin dans Dy constitué seulement des segments horizontaux

et verticauz vers le haut.

1.2.2 Comportement asymptotique de la solution

Théoréme 1.2.3. [18, p. 53] Soient 5, > 0 ,c > 0 tels que B, ou c soit strictement positifs. Si
f(z,t) et (z,t) convergent vers 0 uniformément dans Q et sur 09, respectivement, quand
t — 400, alors pour tout donné initiale uy la solution u (x,t) de - converge
uniformément dans Q vers 0 quand t — +oo. La convergence de u vers 0 est dans l’espace
L*(Q) si f(-,t) et (-, t) convergent vers 0 dans L? () et L? (09), respectivement, quand

t — +o00.
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1.2.3 Reégularité d’ordre supérieure

Dans cette partie on introduit les conditions sous lesquelles on peut améliorer la régularité

de la solution d’un probléme parabolique linéaire.

Soit u solution du probléme ((1.2.1))-(1.2.3)), on note

u® () = 8fu(:c,t)‘t:0.

Il est claire que

A( ) Z%xtaa—Zb (2,1)8; — ¢ (x,t)

2,7=1

Le reste s’obtient par récurrence

O lu(w, t) oF oF 0
(k+1) _ ’ _
u (x) s, ‘t ) = o (x,t) 8tkA < E)m) u(x,t)

P
= % (z,0) Z( )A(J (:C,O, 0%:) u*=9 (z).

Jj=0

t=0

ott 'opérateur AY) (resp : BU)) est obtenu & partir de 'opérateur A (resp : B) en différenciant

ses coefficients j—fois par rapport a t.

Définition 1.2.3 (Condition de compatibilité ). [14, P. 319] On dit que la condition de
compatibilité d’ordre m > 0 est satisfaite pour

(i) le probléme de Dirichlet si

u®) (x)|x68§2 = OF (, t)‘ =y® (z) (k=0,...,m) .

(ii) le probléme & dérivée oblique si

Z’“ (9B (2,0, &) D ()
i

Maintenant en est en mesure d’énoncer le théoréme principal suivant.

= OFy (m,t)|t:O =" (z) (k=0,...,m)

€N
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Théoréme 1.2.4. [1], Théorémes 5.2, 5.8 p. 320] Soient « € (0,1), k€ N. On suppose

que les coefficients de L sont de classe CF+e"5* (Dr), et que 00 € CF2e,

i) Si le probleme (1.2.1)-(1.2.3) est de Dirichlet ( oy = 0 et By, = 1), alors pour tous
f e Oktats® (Dr) ety € O2thtals e (Dr) , ug € C*242(Q) satisfaisants la condi-

tion de compatibilité d’ordre [HT‘“] + 1, le probléeme (1.2.1))-(1.2.3) posséde une unique

. kta =
solution de classe C*Hrtal+=3 (DT) )

ii) Sile probleme (1.2.1))-(1.2:3) est a dérivée oblique (g = 1y > 0), et ag, [, € CFHTe 5" (Tr),
alors pour tous f € Crro™5® (Dr), et € Okt 1o, e (Tr), ug € C¥2T (Q) . sa-

tisfaisants la condition de compatibilité d’ordre [EE2] le probleme (1.2.1))-(1.2.3)

posséde une unique solution de classe C*HF+al+= (DT) .

1.2.4 Systémes semilinéaires

On considére le systéme semilinéaire suivant

Liug(x,t) = fr(z,t,u(.)) dans Dy (k=1,2,...,N)

ug (z,t) =0 sur I'r (k=1,...,K) (1.2.5)
O (z,t) = gr(x,t,u(.)) sur Iy (k=K+1,...,N) -
u=¢ dans Q x [—7, 0]

ot u = (uy, ug, ...,un) et L, k =1,2,..., N est un opérateur uniformément parabolique, i.e.

d d
Liyuy, = Oy Lyuy, — Z af; (z,t) 0;0;ur + Z OF (z,t) Oup + F (1) g,

ij=1 i=1
avec afj e Cv% (ﬁT), et b . e OO0 (ET). Notons par V¥ = (V’f, ...V’;) la conormale
d
intérieur par rapport a Ly, c’est a dire que v¥ (x,t) = Zafj (x,t)n; (x), 0 < K < N. Pour
j=1
Z € RN onnote Z' = (Zy,Zy, ..., Zx) et Z" = (Zx 1, ..., Zy) de sorte que Z = (Z',Z") . On
supposera également que f € C(Dy x X,RY) et g € C(T'r x X,RVN"K) ou X est I'espace
de Banach définie par
X ={ue C(Dr,RY) : v € C"°(Dr,RY), ||u||15T < oo},
d
: 1
et muni de la norme [lull5, = |lul5, + Zi:l 0|5, -
Définition 1.2.4. La fonction u € X N C%**(Dy,RY) pour laquelle les dérivées conormales

Oy ruy existent sur I'r (k=K +1,...,N) et telle que les équations du systéme (|1.2.5))

soient identiquement satisfaites est dite solution réguliere de (|1.2.5)).
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Notons par X, I'espace C(Q x [—r, T], R") muni de sa norme de la convergence uniforme et

considérons les hypothéses suivantes sur f et g :

(H1) Les fonctions non linéaires f, g ont la forme spéciale
[ (w,t,u (), Vo (x,0)) € C(Dy x Xo x R, RY)

g € C(Tr x X, RN-K)

avec f indépendante de Vu; (z,t) pour tout j#k (j,k=1,...,N).
(H2) Si w € X, tel que 85 (Qx [-r,T],RY) et V&' € CP (Dy, RX?) pour un certain

S € (0,1), alors f (u) satisfait la propriéteé :

pour tout € > 0 il existe d € (0,1) tel que f(u) € CP0 (e, T] x Q,RY).
(H3) 11 existe une fonction bornée h (z) € C (Q) dont les dérivées premiéres et deuxiemes

sont bornées et pour k=K +1,...,N

O,ch >0 sur I'p

(H4) La fonction ug := ¢(+,0) € C(R%,RY) telle que uj = 0 sur 9N et il existe un voisinage
V de 09 tel que ug, Zj(x 0)ecY(V)(i,j=1,...,d;k=K+1,...,N)

Pour v, w € X tels que v < w on note
Byw={ueC@Qx[-r,T],RY): v<u<w dans Qx [-r,T] }.

Définition 1.2.5 (Sous- et sur-solutions [23] 18]). Soient u,u € Xo N C*! (D, RY) deux
fonctions telles que :

(i) u < @ dans Dy .

(ii) Les dérivées conormales existent sur I'r.

On appelle (u, ) une paire de sous- et sur-solutions pour le systéme sous la condition
i), si les hypothéses suivantes sont vérifiées :

En tout point (x,t) de Dp, resp. I'r on a

Ly, (z;1) < filw, t,0% (), V' (2,8)
Lyt (z3t) = fila,t, p" (), VT (1)) (k=12,....N) (1.2.6)

et
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k  p¥ € By telles que of =w,, pf =, au point (z,t).

pour toutes fonctions o
De plus, on a

u<p<u, dans Q x [-r,T] et o' <0<LW, sur [y
On peut maintenant énoncer le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 1.2.5. [23, Théoréme 3.4] Soient les conditions (H1)-(H3) satisfaites et soit
(u, @) une paire de sous- et sur- solutions pour le systéme (1.2.5). On suppose qu’il existe un

constant C' > 0 tel que

|f($’t7u(') 7]?) - f(:L‘,t,U () 7ﬁ>| < K (Hu - UHBt + |p _]3]) dans DT
lg(z,t,u () =gz, t,v ()] < K|lu—vlp, dans 7

pour tout u,v € B,y et tout p,p € REL On suppose de plus que uqy est Hélderienne dans Q
satisfaisante (H4). Alors le systéme (1.2.5) posséde exactement une solution réguliére dans
B, %.

1.3 Problémes elliptiques
1.3.1 Problémes de valeurs au bord de type elliptique

Soient 2 un domaine borné de R? de frontiere 9 suffisamment réguliére et a;;, b;, ¢ (1 <

i,7 < d) des fonctions définies sur 2. Définissons 'opérateur différentiel L

d d
Lu=— Z a;j (x) 0;0;u + Z b; (x) Oiu + ¢ (z) u.
i=1

ij=1
Définition 1.3.1. L’opérateur L est dit uniformément élliptique s’il existe p > 0 tel que

pour tout (z,t) € Q, et £ = (&,,...,€,) € RY,

d

d
u—lzgf > Z ai (1) &8 > p> &

=1 7,7=1 =1
Soient f une fonction continue sur Q et oy, 8, 1 des fonctions continues sur 9§ que tels que
[{a,m)| > pg > 0sia#0et 5, =1si a=0. Considérons 'équation aux dérivées partielles

suivante :

Lu(z) = f(z), x € Q, (1.3.1)
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avec la donnée au bord
d
Bu(z) =Y o () u(z) + By (z) u(z) = ¢ (x), x € 0. (1.3.2)
i=1

Théoréme 1.3.1 (Principe du maximum [18]). Supposons que L est uniformément elliptique

et que les coefficients c et B, sont positifs et ne sont pas a la fois identiquement nuls. Soit

ue C* (Q)NC(Q) satisfaisant

Lu >0, dans €,
Bu >0, sur 01,

alors w > 0 dans Q. De plus ou bien u > 0 dans Q ou u = 0.

Le principe du maximum admet une extension aux solutions fortes (i.e. dans W?2? (Q2)) (voir

Bony [3] pour p > d et P.L. Lions [I5] pour p = d)

Proposition 1.3.1. Si pour un certain p > d, une fonctionu € WP (Q) atteint un mazimum

locale au point xodans l'intérieur de €2, alors
d
lim (essinf a;; () 8i8ju> <0
) =1
Basé sur la Proposition précédente, le principe du maximum fort (Théoréme et autres

versions de principes du maximum) est valide pour les fonctions u dans 1’espace de Sobolev

W2P (Q), p > k (voir Trioaniello [25]).

1.3.2 Existence et unicité des solutions

Les deux théorémes suivants assurent l’existence et 1'unicité d’une solution forte (dans

W?2P () et classique du probléeme elliptique (1.3.1))-(1.3.2).

Théoréme 1.3.2. [7] Soit 1 < p < oo et supposons que
(1) O est de classe CM!

(ii) les coefficients a;; sont continues sur

(iii) ¢ > 0

(iv) les coefficients de B sont lipschitziens dans OS2
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(v) By = 0 et supc + n%%xﬁo > 0.
Q
Alors pour tout f € LP (), et 1 tel que

b eEWTP(9Q), sia0,
Y e WP (0Q), sia=0,

le probleme (1.3.1)-(1.3.2)) posséde une solution unique u € WP (Q) qui vérifie l’estimation

e (P N P T

lellveniey < € (Iflirey + 191,y )+ S0 =0

pour une certaine constante C' indépendante de f et 1.

Théoréme 1.3.3. [7/ Soit o € (0,1) et supposons que

(i) O est de classe C**

(ii) les coefficients de l'opérateur L sont de classe C* (ﬁ) , et ceux de opérateur B de classe
C1re (092)

(i4i) ¢ > 0 sur Q et By = 0 sur Of)

(iv) maxc + I%%XBO > 0.

Alors pour tout f € C* (ﬁ) , et tout v tels que

e CH(0Q) sia#0,
Y e C*(9) sia=0,

le probleme (1.3.1)-(1.3.2) admet une solution unique u € C** (Q) qui vérifie Uestimation

IM%f<CUU%+WM§%,ﬂa#Q
lullg™ < € (Iflg + 1¥l50%) . sia=0,

pour une certaine constante C' indépendante de f et 1)
1.3.3 Probléme aux valeurs propres

On considére le probléme aux valeurs propres suivant

{ Lo = \¢ sur §)

00y6 + Bod =0 sur O (1.3.3)
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ou, ¢ € C' () (cest le coefficient de L) et g, 8, € C7(Q) tels que, ou bien ag =0, S, > 0,
ou ap >0, B,=0.

Alors on note par A*(¢) la valeur propre principale de (1.3.3) et par ¢* la fonction propre
positive associée & \*(c) et normalisée & ||¢*||, = 1. De plus, A\*(c) est la seule valeur propre

ayant une fonction propre positive.

Théoréme 1.3.4. [1§] Soit c € C(Q) telle que ¢ > 0. Alors la valeur propre principale \*(c)
est réelle, non négative, croissante en c, et sa fonction propre associée ¢* est positive sur €.

De plus, sic et 3, ne sont pas a la fois identiquement nulles, ¢* > 0 dans Q et ag > 0 alors

X(e) > 0.



Chapitre 2

Existence et unicité de la solution du

systéme intégrodifférentiel

2.1 Introduction

On considére le probléme intégrodifférentiel suivant

(

sur D 1<i<N
wi(z,t) =0 sur' sil<i< K
Opui(x,t) =0 surI' si K <i<N

wi(2,0) =upi(z) 20 surQ 1<i<N

\

Ou

Q=]0,L[CR, D=Qx]0,400[, I'=00Q x]0,+00

On considére les hypothéses suivantes :

(H1) Les constantes p;, a;, b;j, c;; sont non-négatives avec b; > 0 pour tout i =1, ...,
(H2) 11 existe a € )0, 1] tel que ug; € C*(Q), ug; >

UOZ(ZL‘) = 0, xr € {O,L},
Oyupi(x) =0, € {0,L}, K<i<N.

2.2 Existence et unicité des solutions positives

N x
Oyui(x,t) — p;Aui(z,t) = ui(z,t) | a; wauj x,t) ZCU/ (&, t)d¢
7j=1

0, (Z£0) sur Q et

1<i<K

(2.1.1)

N.

Notre but dans cette partie est de démontrer sous certaines conditions, ’existence et

I'unicité d’une solution de (2.1.1)).
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Pour tout 7" > 0, on définit Dr = Q x |0,7] et I'r = 9Q x |0, T].
Considérons la fonction f = (fi,..., fx): Dr x Xo — R définie par :
N x
filz,t,u) = ui(z,t) | a; wau]xt Zc”/ujﬁtdf (t=1,...,N)
ot (z,t) € Dy et u € Xo. Pour i = 1,..., N, posons
Li = at - /'LzAa
L; ainsi défini est un opérateur uniformément parabolique.
Considérons la restriction du temps ¢ dans le probléme ([2.1.1]) sur l'intervalle ]0, 77 :
Liui(x,t) = fi(x,t, u) sur Dy (2.2.1)
ui(z,t) =0 sur I'p, sil<i<K
Oyui(x,t) =0 sur I'r, siK<i<N (2.2.2)
ui(x,0) = ugi(z) =0 sur §2 (2.2.3)

Lemme 2.2.1. La fonction f satisfait les propriétés suivantes
i) f € C(Dr x Xo,RY).

ii) siu € X tel que pour un certain 0 < 3 < 1 u € C?(Dp,RY)
alors f(u) satisfait :

pour tout € > 0 il existe un 6 € ]0;1[ tel que
fu) € € ([e, T] x Q,RY)
iii) il existe h € C(S) dont les dérivées premiéres et secondes sont bornées et
O,ih >0 surTr, pour K <i< N

Preuve.

i) Il suffit de démontrer que f; € C(Dr x Xo,R) (i =1,...,N).

Fixons € > 0, (z,t) € Dy et u € X. Soient § € Xg et h, k € R tels que (z + h,t + k) € Dy
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et montrons qu’il existe £, 7,0 € RT tels que

sih <& k<, |0 <9 alors

|(u; +0;) (x+ h,t + k) —u(x,t)] <e (2.24)

|((w; +6;) (u; +65)) (x + h,t + k) —wuj(z,t) <e, (j=1,...,N) (2.2.5)
(ui+¢9i)(m+h,t+k)/ (uj+9j)({,t—l—kz)df—ui(m,t)/uj(g,t)df <€ (j=1,...,N)
" ’ (2.2.6)

On a

puisque u est continue il existe &;,7; € RT tels que si h < &; et k < 7 alors
\ui(x 4 h,t + k) — u;(x,t)] < 5. On en déduit donc que pour tout h, k et 6 tels que h < &,
k<Tiet]d] <d =5

|(w; +0;) (x+ hyt + k) —u(z,t)] <e.

alors ([2.2.4]) est satisfaite.
Montrons maintenant (2.2.5)). On a

((wi +0;) (uj +0;)) |(x+ h,t + k) —wui(z, t)| < [(6:0;) (x +h,t+ k)| +
|(0iuj) (x4 h,t + k)| +
|(0,uw;) (z+ h,t+ k)| +
|uiw; (x4 h,t + k) — wui(z, t)]
< 017+ 2001 lul +
lusu;(x + h,t + k) — uu;(z, t)

(2.2.7)

Choisissons 6 tel que

<o { & o llul =0
’ 10]] < min ‘/ gfay) Sinon,

on a alors [|0]]° +210]| ||u| < $. Etant donné la continuité de u;u; il existent &y, 7o € RT tels

que si h < &, et k < 74 alors

|me+mt+@—mww¢n<§ (2.2.8)
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Les relations (2.2.7)-(2.2.8) entrainent que si

h'<;€2> k < T2, HQH < 5%

alors ([2.2.5)) est vérifiée.
Montrons maintenant ([2.2.6)). Pour cela posons

z+h T

A= (u;+6;) (:l:+h,t+k)/ (uj+9j)(§,t+k:)df—ui(x,t)/uj(g,t).

0

On a
x+h z+h
A < ei(x+h,t+k)/uj(§,t+k)d5 + ui(:c+h,t+k)/9j(§,t+k)d§ +
0 0
z+h

0
z+h T

ui(x—kh,t—kk:)/uj(&t—l—k)dg—ui(x,t)/uj(g,t)df .
0

0

D’une part on a
z+h z+h

0,;(m+h,t+k)/uj(§,t+k:)d§ + ui(:z:+h,t+k;)/6’j(§,t+k:)d§ <219 1]] lul] .
0

0
z+h

Hi(a:+h,t+kz)/9j(§,t+k)d£ <1167,

[en]

alors si on choisit

Ve si flull =0
o) <3:=3 V"
T . NG ¢ .
o <2 |Q’8||U|Q|>’ smon
on obtient
z+h x+h
5> Hi(x+h,t+k)/uj(§,t+k)d§ + ui(a:+h,t+k)/6j(§,t+k)d£ +

0 0
x+h

Oix+ ht + k) /ej(g,H ke
0
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D’autre part u; et Uj(z,t) = /uj(ﬁ,t)df sont continues, on en déduit qu'il existe &5 et

0
73 € RT tels que si h < &; et k < 73 alors

x+h T
wi(z + hyt + k) /uj(g,t + k)de — ui(a:,t)/uj(f,t)dg < %
0 0
Ainsi, si
<&y, k< T3et 0] < alors
x+h T
(wi +0;) (x + h,t+ k) / (uj +0;) (&t + k)d¢ — ui(x,t)/uj(f,t) <€

0 0

(2.2.6)) est donc satisfaite.
Pour conclure, si h < min(&,,&,y,&;), k < min(ry, 72, 73), 6 < min(&,6”,0) alors (2.2.4)-
(2.2.6)) sont tous satisfaites.

ii) Soient € > 0,u € X tel que u € C?(Dp,R") et u/, € CPO(Dy, RE?) pour un certain
0 < B < 1. On veut montrer qu’il existe v € ]0,1] tel que f(u) € C"O([e, T] x Q,R"). Pour
cela, il suffit de montrer que :

Il existe v € ]0, 1] tel que les quantitées :

sup |uz(x, t) - Uz(y7t)| |I - yl—"/ )

x,yeﬁ 3
sup |(usuy) (2,t) — (uay) (y, 1) |z —y| ™7,
z,y€)
Yy
sup |ui(x t/ujftdf wi(y, )/uj(ft)df |z —y|™”
z,yeQ

0 0
soient bornées indépendamment de ¢ € [¢,T]. En effet, comme u € C?(Dp,R") on a u; €
CP(D¢,R) pour tout i = 1,..., N . D’ou pour tout (z,t), (y,s) € Dy et (x,t) # (y, s)

|ui<x7 t) — uz(yu 8)|

(o — ol + It — o)

B
<[w]y)

[Nlje

ou [uz](%)T est indépendant de (x,t), (y,s) € Dr. On en déduit qu’en choisissant v = /3, on
obtient :
pour tout t € [, 7], 2,y €9, w £y uo,t) —wily, )l lv — 7 < [w] P,

alors sup |u;(z,t) — u;(y,t)| |x — y|~ " est borné indépendamment de ¢ € [e, T .
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On a (ujuy) (z,t) — (wiug) (y, 1) = wi(w,t) [uj(z,t) —u;(y, )] + ui(y, ) i@, t) — ui(y, )]
d’ou,
|(wivg) (z,t) — (wiug) (y, O] o —yI77 < Jug(@, 0] Juj(z, 1) — uiy, O] |2 —y|77 +
wi(y, t)] Jui(z, 1) — wiy, )| |z — y[”

< 2l [y

pour tout t € [, T|, 2,y € Q, z # v,

donc sup |(w;uj) (z,t) — (wiuy) (y,t)| | — y|~" est borné indépendamment de ¢ € [¢, T
x,yeﬁ

Pour la derniére, on a pour tout t € [e,T], z,y €Q, = #y

T

ui(x ,t)/uj(&t)df —Ui(y>t)/yuj(§7t)d§ = u(z 1) ]Uj(€,t)d§ - /yuj(ﬁat)df +

0 0 0
Yy
i, 1) — iy, )] / (€. )de
0
donc,
/uj &, t)de — u;(y,t /uj E0)del < Ju(x b)) /uj(f,t)df +
0 0 Y
Yy
s, £) — sy, 1) / wy (€, £)de
0
< lulle — gl + Iyl lall sz, €) — iy, )]
Ainsi,
() fute e~ ) [l — < Bl — P+ bl 1)
0 0
<l 190 + 190 flull [l
d’ou

sup |u;(z ,t) /u] &, t)dE — u;(y, t /u] &, t)dE| |z —y|™" est borné indépendamment de t €
z,y€Q
0 0

e, T O

On aura aussi besoin du lemme suivant :
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Lemme 2.2.2. Soient u,u € C(Dr) tels que u < u. Sous Uhypothése (H1), il existe un

constant K > 0 tel que
|f(x,t,u) - f([E,t,U)| < KHU - UHDt

pour tout (x,t) € Dy, etu,v € Bya.

Preuve.
Soient (z,t) € Dy, u,v € Byy i=1,...,N.
On a

N x
filz,t,u) — fi(z, t,v) = (ui(z, t) — wau] x,t) ZCU/ (&, t)dE | +

N xT
bij (u;(, t) ch/ u;(§,t) —v;(€, 1) dE |
j=1

IIMZ

alors

N N y
|fi(x7t7u) - fi(ZL‘,t,Uﬂ < |ui(x7t) - Ui(‘r’t” a; + wa |Uj([L',t)| + Zcij/ |uj(§7t)| d¢ | +
Jj=1 =1 9

N X
0 (a.1) E)Mwﬂ ,m+2m/mst 06, 1) de
j:

Comme [ (. £) — vy (2, 1)] < u—vllp, et uy(z,1) <y, ), v (1) < w,7, (1),

N
|fi(z, t,u) — fi(@, t,0)] <lui(z,t) — viz, 1)) (az‘ + > (b + L%‘)) 7| +

=1
N

7| max(bi; + Lei;) > luj,t) — v, 0)]

7j=1
N
< max (max(b” + Leyg),ai+ Y M (b + Leig) || (, t)||> lu—vl|p, ,
7j=1

donc il suffit de prendre

N N 2\ 3
K=Y [max <max(bw + Ley),ai+ > M (b + Leyg) [z, t)H)] :

i=1 j=1
pour que :

|f(x,t,u) - f(x,t,v)| < KHU_UHDt
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pour tout (z,t) € Dy, u,v € Byg -

Théoréme 2.2.1. Soit (u,u) une paire de sous- et sur-solutions pour le systéme (2.2.1))-
(2.2.3). Si les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites, alors il existe une unique solution u

de 2.1.1)), satisfaisant : u(z,t) < u(z,t) <u(z,t), (v,t) € Dr.

Preuve. Sous 'hypothese (H2), la fonction uy € C*(2) admet extension a une fonction
continue de R, de sort que I’hypothése (H4) dans la chapitre précédent soit satisfaite ; puis,
en tenant compte des lemmes et on en déduit en appliquant le Théoréeme que
— possede une unique solution réguliere v dans € B, 5. Pour l'existence globale,
il suffit de remarquer que la solution u du probléme — existe pour tout 7" > 0.
Ce qui signifie que le systéme intégrodifféretiel admet une unique solution réguliére,
satisfaisante :

u(z,t) <ulz,t) <u(z,t), (z,t) € Dr.

O

Le Théoreme précédent montre que pour démontrer ’existence et 1'unicité de la solution

du systeme — il suffit de trouver une paire de sous- et sur-solutions pour ce
systeéme. Soient u =0 et w = M = (M, ..., My) tels que

M; > max (b— ||u0,-||oo> (i=1,...,N) (2.2.9)

Montrons que (u, %) est paire de sous- et sur-solutions pour le systéme (2.2.1))-(2.2.3)).
On peut facilement voir que u et w vérifient :
u < uwetuuc C(Dr,RY)NC* (D, RY)
UKL U LU sur Q

Pour tout ¢ =1,...,N, (z,t) € Dy, etn' € B,z tel que ni(x,t) =0
u = 0 vérifie :
atﬂi(xaw - :uzAQz(xvt) < fz(ajatﬂf/l) dans Dr

u;(z,t) <0 sur I' sil<i< K
Opu;(x,t) <0 sur ' si K <1< N,



2.2 Existence et unicité des solutions positives 22

alors u est sous-solution pour le sytéme ([2.2.1)-(2.2.3).
Reste & démontrer que u = M vérifie la deuxiéme inégalité de (1.2.6) dans la Définition [1.2.5]

Soient i =1,..., N et (x,t) € Dy. On a O, M; = p;AM; = 0.
Donc

D’autre part, soit ¢’ € B,z tel que ¢i(x,t) = M.

On a
N N z
fi(x, t,¢") = M; M;) — Z bij i (z, 1) Z%/‘Py &, t)d¢
J=Lj =1
Or, M; > a— >0, >¢' >0 et a;, by, c;, sont positives

ceci implique que

(a; — bi; M;) <0

n

> bt - e [ena | <o
0

J=14# J=1
Donc,
N N z
J=1j7#i J=1
c’est a dire

filz,t,¢") <0 (2.2.11)

On en déduit de (2.2.10)) et (2.2.11) que :

finalement, w = M vérifie

U(z,t) 20 suwrI', sil<i<K
Oui(z,t) 20 surI' | si K <i< N

ce qui signifie que @ = M est bien sur-solution pour le systéme ([2.2.1)-(2.2.3).

Alors on peut énoncer

Lemme 2.2.3. Soient u = 0 et u = M, sous Uhypothése (H1), (u,u) est paire de sous- et

sur-solutions pour le systéme (2.2.1])-(2.2.3)).
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Théoréme 2.2.2. Sous les hypothéses (H1) et (H2), le systéme intégrodifféretiel ([2.1.1])

admet une unique solution réguliére bornée u. De plus, u(x,t) > 0 sur Dr.

Preuve.

D’apres le Lemme [2.2.3], (0, M) est une paire de sous- et sur-solutions pour le systéme (2.2.1))-

(2.2.3), d’apres le Théoréme on en déduit que le systeme (2.1.1) admet une unique
solution réguliere u dans By ; et ce pour tout M € RY vérifiant la condition (2.2.9), d’ou

il en résulte I'unicité de la solution (réguliere) bornée. On démontre la positivité stricte de la
solution par ’absurde, en appliquant (sur —u) le principe du maximum :

Supposons qu'il existe (x1,t1) € Dr tel que
U(%l, tl) =0
on montre qu’on aboutit a une contradiction avec le fait que ug n’est pas identiquement nulle.

N N v
Comme u € By pr, la fonction h;(z,t) := Z bijui(z,t) + Z cij/uj (&,t)d¢ est bornée
j=1 =1 9

w est solution de (2.1.1)) donc u vérifie [L; + h(x,t)] (—ui(x,t)) = —aui(x,t) <0 (z,t) € Dr
c’est-a-dire
[Li + h(z,t)] (—ui(z,t)) <0 sur Dr
En appliquant le principe du maximum (Théoréme [1.2.2)) on en déduit que pour tout i =
1,....N
—u;(x,t) =0 pour tout (z,t) € Dr tel que t < ¢4
ce qui signifie que
u(z,t) =0 pour tout (x,t) € Dy tel que t < t;
alors d’une part on a

11—%7”&(:6’0 = tjégitlu(x,t) =0 pour tout z € Q

d’autre part comme u est continue en t = 0,

limu(z,t) = u,(z) pour tout z € )

t—0
ce qui implique que

uo(z) =0 pour tout = € ,

ce qui contredit le fait que u, n’est pas identiquement nulle sur Q (hypothése (H2). O
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2.3 Reégularité d’ordre supérieur

Le théoréme suivant nous donne une régularité d’ordre supérieure pour la solution wu.

Remarque 2.3.1. —

— f (u) -par son expression, et comme u € C**/?(Dy)- est de classe C**/?(Dyp).Plus géné-
ralement il est claire que si u € CFt*+)/2(D) alors f (u) € CFFk+a)/2(Dy)

— On remarque qu’en cas des conditions au bord de Dirichlet ou de dérivée oblique homogénes

onay =0¢ Chralta2(T) y® =0 (k€ N)
Théoréme 2.3.1. Sous l'hypothése (H2), si pour tout 1 <i < K
Augi ()[40 =0,

alors la solution u € C*re1+e/2(Dy)

Si de plus, ug € C*9(Q) et

N
ulﬁﬁum( ) — 20 UOZ <Z sza U(]j Z CijUoj (I)) =0 sur 89, 1 < 7 < K
j=K+1
;030 () — upi(x <Z bi;O0puj(x Z cijuj (z ) =0 sur oS, K<i<N
j=K+1

alors la solution u est de classe C4+*+2/2(Dy)

Preuve.
— (i) Montrons que la solution est de classe C?**1+9/2(Dy).

On a
ug € C«2+a<ﬁ)’ f (u) c Ca,a/2(ﬁT)’ w —0c 02+a,1+a/2 (FT) C Ol+a,(1+a)/2 (FT)

donc il nous reste de démontrer que la condition de compatibilité d’ordre 1 est satisfaite pour
les toutes les équations du systéme dont la condition au bord est de type Dirichlet et
d’ordre 2 pour les équations dont la condition au bord est de type Neumann, sous I’hypothese
(H2), la condition de compatibilité d’ordre 0 = [(«a + 1) /2] est satisfaite pour toutes les
équations du systéme intégrodifférentiel (voir Définition
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On a pour tout e =1,..., N

u (@) = A (z) + ul ( E:@N

= 3 o o)

j=K+1

N x
= w;Aug; () + ug;(z < meuoj ZCZ]/ ug; (€ df) (2.3.1)
7j=1

0

alors
= p;Aug; (x>|z689 + Uo; ($)|xeasz X
N N T
(ai - Z bij uoj (7)|,ep0 — Z Cij/ u0; (&) ean df)
j=1 j=1 0

sous I’hypothése (H2) et les hypothéses du théoréme, on a pour tout i = 1,..., K

u (x)

(2

_ 0@
veon 1 Ati; (33)‘1669 =0=1, ()

C.-a-d. la condition de compatibilité d’ordre 1 = [«/2] + 1 est satisfaite pour les toutes les
equations du systéeme dont la condition au bord est de type Dirichlet.

Ainsi, en vertu du Théoréme la solution est de classe C2+®1+2/2(Dy).

— (ii) Montrons que la solution est de classe C4+*2+2/2(Dy).

Ona wuy e CHoQ), ¢ =0 e Crazra2(Ty) C Coral+(+e)/2 (T,)

et comme u € C?**1%%/2(Dy) on aura aussi f (u) € C**/%(Dy).

D’autre part on obtient de (2.3.1]), pour tout i =1,..., N

8 N
a—xugl) (r) = p0puoi () — ugi(w (Z bijOuti; () + Y ciju, (33)>
j=1
N xX
+a UOZ ( Z bl]u(]j ) - Z Cij/ Uoy (5) df)
j=1 70

sous les hypothéses du théoréeme, on obtient pour tout i1 = K +1,..., N

=0=9{" (2).

€N

Alors la condition de compatibilité d’ordre 1 = [1 + (1 + «) /2] est satisfaite pour toutes les
équations du systéme (2.1.1)) dont la condition au bord est de type Neumann.

Reste a montrer que la condition de compatibilité d’ordre 2 = [1 4+ /2] + 1 est satisfaite
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pour les équations du systéme ([2.1.1]) ayant des conditions au bord de type Dirichlet.
On a

N x
uz(?) (x) = /%Augl) () + O |ui(z,t) | a; Zb”uj z,t) ZCU/ (&,t)d¢
7j=1

t=0

Comme u € C***1%2/2(Dr) et u < M, en appliquant la formule de Leibniz pour la dérivation

—/@w@mm%—/@”
t=0 0 0

sous signe d’intégrale on obtient

aéuxaw%

donc
N N z
O |ui(z,t) | a; meuj x,t) Zcij u;(&,t)dE = ( Zb”uoj
=1 =1 t=0
N z N N z
Z c”/u — up;(x) (Z biju.g'l)(x) + Z c”/ ugl) &) d§>
Jj=1 0 7=1 j=1 0
et d’aprés on a
N N .
AUZ(I) (gj) = 8§u01 (l’) + AUOi (.73) (ai — Z bijUOj(JJ) — Z Cij/ uoj (f) dé.)
j=1 j=1 0
N
—ug; ( (Z bij Augj(x) + Z CijOpUoj (w))
7=1
N
—20,ug; ( (Z b;; 0o () + Z CijUo; (x))
7j=1

Ainsi, en tenant compte des '’hypothéses du théoréeme

=0=2¢?(z), K<i<N.
€N

x)

Alors la condition de compatibilité d’ordre 2 = [1 + /2] + 1 est satisfaite pour les équations
avec condition au bord de Dirichlet.

On en déduit du Théoréme que la solution est de classe C*+®2+2/2( D). U



Chapitre 3

Comportement asymptotique de la
solution

3.1 Probléme stationnaire

On considére le probléme stationnaire correspondant au systéme intégrodifférentiel (2.1.1)

du chapitre précédent :

N T
— ;A (1) = ( wagoj ZCU/ ) sur @ 1<i<N
j=1

0 sur 00 sil<i< K
= sur 0N} si K <i < N.
(3.1.1)

pi(z) =
Dpipi()

Considérons la fonction f : (z,y,¢) € Q x RN x C (Q, RN) — R, définie par
f(l‘7ya 90) = (fl(xayla 90)7 s 7fN(fL‘7yN7 90))

ou

J=1j#i

N T
fi(wayiago) =Y (CL,’ - zzyz - Z bm% ZCU/ ) (Z = 17 cee 7N)
7=1

Définissons la fonction h; : @ — R,

Z bij M, +:1:ch]

J=1j#i
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ol MZ:;:— (t=1,...,N), et posons

N N
le = Z biij + LZCiij.
j=1

=1,

Considérons I’hypothése suivante :
(H’1) On suppose que X\;(h;) < a; pour touti=1,..., N.

Rappelons que A} (¢;) représente la valeur propre principale associée a 'opérateur —u, A + ¢;
sous la condition au bord de Dirichlet homogene si 1 < 7 < K et de Neumann homogéne
sinon. ¢ est la fonction propre positive associée & Aj(¢;) et normalisée a ¢, = 1 et Af(c;)

est la seule valeur propre dont la fonction propre est positive.

Définition 3.1.1. Soient ¢, € C(Q,RY) N C2(Q,RY). (¢, %) est dit paire de sous- et
sur-solution pour le systéme (3.1.1)) si ¢ < ¥ dans Q et si pour tout ¢ = 1,..., N et tout
o € C(Q,RY) tel que p <o <P

—wAp (z) < fi(w, p.(2),0) sur €2 (3.1.2)

)

—MZA@(fE) 2 fz(%@@)a U) sur Qv (313)

° ©; =0> . sur 00 sil <i< K,

&C@z >0> gigl sur 02 si K <i < N. (3.1.4)
Lemme 3.1.1. Soit A} (0) la valeur propre principale de l'opérateur —A avec la condition au
bord de Dirichlet homogéne lorsque 1 < i < K et de Neumann homogéne lorsque K < i < N.
Si A (0) + M! < a;, pour touti=1,...,N, alors 'hypothése (H'1) est vérifiée.

)

Preuve. D’apres le Théoréme pour L = —p, A, sous la condition au bord de Dirichlet

ou de Neumann homogenes (selon U'indice i), A7 (¢) est croissant en c; alors

A7 (hi) < AT (M) (3.1.5)
D’autre part on a (—pA + M]) ¢y = A (M])dyy alors —A¢y, = wgﬁw et comme
&y > 0 sur Q) on en déduit que \7(0) = w cest-a-dire \;(M]) = p,\7(0) + M/,

d’apres (3.1.5)) ceci qui implique que A;(h;) < ;A7 (0) + M/ et d’aprés 'hypothése du lemme
on a ;A7 (0) + M! < a; dou X (h;) < a,. O
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3.2 Existence d’une solution positive

Le théoréme suivant assure 'existence d’une solution positive de (3.1.1]).

Théoréme 3.2.1. Sous l'hypothése (H'1) le systeme (3.1.1) admet une solution positive dans
CHQ,RY) N C%(Q,RY).

Avant de donner la preuve de ce théoréme on aura besoin des lemmes suivants.

Posons ¢ = (¢5,...,¢%) = (&}, 0%, ) et M = (;1—11 GN),

> NN

Lemme 3.2.1. Sous l'hypothése (H’1) il existe & = ( ay, ..., ay ) eRY, a0, tel
que st 0 < a < @, alors ( ag*, M ) est une paire de sous- et sur-solution pour le sys-

teme (3.1.1)).
Preuve. Supposons pour commencer, que 0 < o < M, alors il est claire que

ap*, M € C(Q,RY)NC?*Q,RY)

ag* < M sur Q,

cette derniere inégalité découle du fait que 0 < ¢ < ||¢7]lq=1 (i=1,...,N) et0<a <
M.
Soit o € C(Q,RY) tel que a¢* < o < M, on a

xT

N
a; — b“MZ = —[I,ZAMZ = 0 2 — Z bijO'j<£L') — ZCZ]/U](g)dg xr € ﬁ

J=1,3#i Jj=1 05
alors
N N z
—[L,LAMl 2 Mz (ai — b”MZ) - Z bijO'j(I) - Z Cij/O'j(f)df , sur Q,
J=1j#i Jj=1 05
d’ou
— 1, AM; > fi(x, M;,0) surQ 1<i< N
M; >0 sur 90 sil1<i< K (3.2.1)
0. M; =0 sur 02 si K <1< N

M UD)

De I'hypothese (H’1), il existe o; > 0 tel que a; < ¥ et comme 0 < ¢} < 1

AN (hi) < a; — byadi(x), € Q
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et par définition, ¢; vérifie
— A0} + hioy g = A (hi)oid}
ce qui implique que pour tout x € (2
—piid () = (A (hi) = hi(@)] €adj () < i (x) [ai — biscidf () — hi()]

N N
< ;¢ (7) (ai — by (x) — > by M, — 932%’%)
j=Li#i j=1

N
< @9} (v) | ai — biaid; (w) — Z bijoj(z) — /Uj(g)df

J=1j#1 0j
La derniére inégalité découle du fait que o < M. Alors on a

iR () < fiw, iy (z), 0(x)) sur @ 1<i<N

a; ¢ (x) =0 sur 00 sil<i< K (3.2.2)
Op; 07 () =0 sur ) si K <1< N
Ainsi en choisissant
__ai— N(h)
a; = —————=,
bii
(ag*, M ) est paire de sous- et sur-solutions pour (3.1.1)) pour tout o < @. O

Maintenant, on définit dans C'(Q, RX) x C1(Q, RVN=K) I’ensemble :

S={e=(o1,---.0n) € COARY) x CHQRY), € [ag" M] surQ,
(@1%"7(10[{7 8:5901(«#17"'78:8(10]\7)@9:07 ||¢1||;2<OZ7 K<Z<N}

tel que C;, K <i< N sont des constant a déterminer plus loin d’une fagon convenable
dans la démonstration du Lemme 3.2.3]

Il est claire que S est fermé, borné et convexe.
Lemme 3.2.2. Soit
N N
Mi = ZbZ]M] + LZCiJMj‘
j=1 j=1

Pour tout i=1,...,N, v €Qet ¢ €S Uapplication f;(x,y;, )+ My; est croissante par
rapport a y; dans [0, M;] C R.
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Preuve.

Soient 1 €Q, €S, y,; €R (i=1,...,N).

On démontre que si y; — ¢; > 0, alors fi(z,yi, ) — fi (2, %, ©) + M; (y; — 4;) > 0.
En effet, supposons que y; — ¢; > 0 (le cas y; — 3; = 0 est évident). On a

fi(z,yi,0) — fi (2,9, ) 3 x
i\ Yiy o y/z' ) = a; — bu y’L + y’L Z bl]u] ) - Z Czj/uj(g)dé-
% i J=1 0

J=1,j#

> a; — Z by M, — LZ%MJ

J=Llj#i

= — (b“ + ZbUMJ + LZCUMj>
j=1 j=1

= _Mia

par conséquent,

fi<x7yi7§0)_fi(xayz; )+M( yz)>0

Ul
Soit p €S C LP(R2), 1<p<oo, pourtouti=1,..., N, le probléeme suivant
— AT, () + MTo;(x) = fi(w,0:(x), ) + Mip;(x) p.p.sur Q
Ty, (x) =0 sur 0f2 sil<i<K (3.2.3)

0. Tp,(x) =0 sur Jf) siK<i<N
est un probléme aux limites elliptique linéaire qui admet, d’aprés le Théoréme [1.3.2, une
unique solution forte Ty, € W?P(Q)NC*5(Q), 0<B<1— % pour tout i = 1,..., N.
Ainsi, 'application T qui & ¢ € S associe T'p = ( Toy, .., Ton ) est bien définie.
Le probleme d’existence dune solution pour le systéme (3 est donc ramené au probléme

d’existence d’un point fixe de ’application 7.

Lemme 3.2.3. Sous l’hypothése (H’1), Uapplication T' satisfait les propriétés suivantes
(i) T(S)CS
(ii) T(S) est relativement compact dans C(Q)% x C1(Q)N—K.

(i) T est continue sur S.
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Preuve.
(i) Soit ¢ € S, on veut démontrer que T'p € S.
On a Ty € W2P(Q,RY) N CHA(Q, RY) solution de (3.2.3)), ce qui donne

T e COOX x CHOON K, (o1, .oty Yx. OuPrprs --vy Oupy )|39 =0
Montrons que a¢* < T < M sur 2 ¢ € S implique que pour tout i =1,..., N
0, () —a;pf () =20, M;— ¢, >0 sur . (3.2.4)
ce qui entraine d’aprés le Lemme [3.2.2
filz, a9 (z),0) = filz, ¢; (z) , @) + M [aig] — ¢, (x) <O

et

d’autre part sous I'hypotheése (H'1), (ap, M) constitue une paire de sous- et sur-solutions

pour (3.1.1)), alors ag et M vérifient les inégalités (3.2.1]) et (3.2.2)) et avec (3.2.3) on obtient

—1;A [0} — To,] (2)+M; [0d" — T, (z) < filz, ad] (z), @)= filz, ¢; (), 0)+M; [0d] — ¢] ()

— ;A [M; — Ty,] () + M, [M; = T;| (z) > filw, My, @) — filz,0; (), ) + M, [M; — ¢;(z)]

d’ou o
—p A [T, — adi] () + M; [Tp; — adi] (x) <O ppsur Q
[Ty, —agr](x) =0 sur 0, sil<i< K
Op [Tp; —agy](x) =0 surdf, si K <i< N
et

—p A [M; = T,| (x) + M; [M; = T, (x) 20 p.psur Q
[M; —Ty;] (z) =0 sur 09, sil<i<K
O [M; —Ty;] () =0 sur 0, si K <i<N

par définition on a M; > 0, alors en appliquant le principe du maximum fort (Théoréme

1.3.1) on en déduit que
[To; —a¢}] <0 surQ, (i=1,...,N)

M; —Ty;] 20 surQ, (i=1,...,N)



3.2 Existence d’une solution positive 33

ce qui signifie que a;¢f < Ty, < M; surQ, (i=1,...,N)
c’-a-d.

a¢p* <To < M sur €.

Pour obtenir les bornes uniformes || T/, < C;, K <i < N, d’aprés le Théoréme on

a l'estimation :
||TQOZ||W2p(Q) < Olz ||fz(a ()0) +MZ('DZHLP(Q) ’

comme ¢ € S C L>®(Q) on a d’apres I'inégalité de Holder

Hfl<> Pi () ) 30) + Mi(pi (')HLp(Q) < ’Q’ ||fl(7 Pi () 790) +Mi90i ()HQ < LMi(&i + MZ)

ce qui signifie que [|T¢;|yy2., (o) est unifomément borné par rapport a ¢ dans S, maintenant

il suffit d’appliquer le Théoréme [1.1.3| (d’injection) ||Tg;||4™ < Ca 1T@;lly2nq) 00 0 < B <

1-— %, il en résulte

1Tw;lle, < |70l < CoiChy |9 Mi(a; + M) = C; (3.2.5)

(ii) Montrons que T'(S) est relativement compact dans (C (ﬁ))K X (C’l(ﬁ))N_K.

On a trouvé que HTgoi||W2,p(Q) est unifomément borné par rapport a ¢ dans S, ceci signifie
que T(S) est borné dans W?2P(Q) alors par l'injection compact dans C**#(Q) ( voir Théo-
réme on en déduit que T(S) est relativement compact dans C**?(Q) et comme 1'in-
clusion de C**?(Q) est continu dans C(2) et C*(Q) on conclue que T'(S) est relativement
compact dans (C’(ﬁ))K X (Cl(ﬁ))NfK.

(iii) Montrons maintenant la continuité de 7" sur S,
soit (¢"),eny C S une suite convergente dans (C(ﬁ))K X (C’l(ﬁ))NfK vers ¢ € S, on veut
montrer que Tp™ — Ty dans (C’(ﬁ))K X (Cl(ﬁ))N_K
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Soient m,n € N, par des calculs simples, on obtient,

T

(= A + M) [T = Tyy] () = =i (a me 7 — o] Z / " — ] (€)de

N
e =) @) [+ 7= Yo = Yo e
=1 j=1

=:g,"" (z) p.p. sur Q.

alors e
(—md + M) [T = Typ] (x) = g"" (2) p.psur Q
[T — Tl () =0 sur 02, sil<i<K (3.2.6)
Op [T =Tt () =0 sur 02, siK<i<N

en appliquant l’estimation dans le Théoreme [1.3.2) sur (3.2.6)) on obtient

1T — T@?lep(g) <C Hg;anLp(Q) (3.2.7)

maintenant on estime [|g;""(| ;. On a

T

N N
") < @) [ Yoty [0 = ] @)+ Soew [ [ - 3] e
=1 =1 3
N xX
Pl = ) @) o+ T = 3 byne 2/
J=1 7=1
N —_
< M; Z (bij + Lciz) HSOT - @?”Q + (@i + M; + M;(by; + Lew)) |8 — ¢} g
=1
N
< max{ a; + M; + M;(bs + Ley), Mi(ba + Lea), ..., Mi(bin + Leiy) } Z HSDT - (ngHQ

j=1
N
=03l =l
j=1
alors
N p
= [ <2 (Sl i)
j=1
d’ou

N
197" Wl oy < LC: D |l = @yl

j=1
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de (3.2.7)), ceci signifie que
N
1 T;" — T‘P?HWZP(Q) < LG Z HSDT - SO?HQ . (3.2.8)
j=1

La suite (¢")nen étant convergentes dans (C’(ﬁ))K X (Cl(ﬁ))NfK, alors pour tout j =
1,..., N lasuite (¢} )nen est de Cauchy dans C () ce qui implique par que pour tout
i =1,...,N la suite (T¢?)nen est de Cauchy dans W2P(Q) qui est un espace de Banach,
alors il existe w € W2P(Q) tel que Te" — w, WP (). Ceci implique que, d'une part

Te" —w, CYQ), i=1,...,N. (3.2.9)

(par I'injection continue de W2 () dans C*(Q2) (Théoreme|[1.1.3]))
et d’autre part, ATy — Aw;, LP(Q)

d’ou par le Théoréme il existe une sous-suite (T'¢;* ),y de (T'9}), oy telle que

neN

ATp* — Aw;, p.p.sur Q.
et par (3.2.9)), pour tout x € ,
Toi*(x) = wi(z), 0:Te*(x) — Opwi(z)

Alors par passage a la limite lorsque k — oo dans le systéme

— AT (2) + MiTo;*(x) = fiz, )" (), ™) + Mupi*(x)  p.psur Q

T (z) =0 sur OS2 sil<i<K
2T (x) =0 sur 0f2 siK<i<N
on obtient
—pAwi(x) + Miwi(z) = fi(w, ¢; (x) ) + Mypi(z)  ppsur Q
wi(z) =0 sur 0f2 sil<i< K
Opwi(x) =0 sur 0f2 si K<i<N

donc w = T, de (3.2.9) on en déduit que Ty} — Ty, CYQ), i=1,...,N. dou

{ Tl — Ty, C(§2), sii=1,..., K, (3.2.10)

T — T, Ol(ﬁ), sit=K+1,...,N,

N-K

(3.2.10) signifie que T'p™ — T dans (C(ﬁ))K x (C(Q))
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On est maintenant en mesure de démontrer le Théoréeme [3.2.1]
Preuve. [Preuve du Théoréme Par définition, S est un sous ensemble fermé, borné
et convexe de 'espace de Banach C(Q)X x C*(Q)N=K . D’aprés le Lemme 'application
T est continue et définie de S dans S lui méme, T'(S) est relativement compact dans C'(Q)% x
CH(Q)N-E  alors le théoréme de point fixe de Schauder (Théoréme assure que 1’ possede
au moins un point fixe ® dans S donc le systéme admet au moins une solution forte

® dans W?22(Q) N CHA(Q).

On a
—1; A8 (x) + M;®i(x) = fi(w, @i (), ®) + M;®;(z) p.p.sur Q
Q;(z) =0 sur OS2 sil<i< K (3.2.11)
0, Pi(z) =0 sur 0f) siK<i<N

pour améliorer la régularité de la solution ®, il suffit de remarquer que ® € C**#(Q) entraine

fil5, @ (1), @)+ M;®;(-) € C'*P (Q) C C? (Q) et en appliquant le Théorémesur

on en déduit que la solution ® € C?+4(Q). O

On a démontré l'existence d’au moins une solution stationnaire entre les sous- et sur-
solutions a¢* et M. Maintenant on donne une localisation plus précise des solutions station-

naires strictement positives sur 2.

Construisons les suites (g”)neN et (") dans C*™ (Q) wey Par le processus itératif suivant

pour tout n = 0

—u A (@) + My (@) = fi(w, ¢ (2),7") + Migl(x) sur Q
—mA (2) + M (2) = file, B (2),9") + M (w) sur Q
i (a) = @ (x) = 0 sur 99 sil<i<K
Ouipp T (x) = Bup? ! () = 0 sur 02 si K <i<N,

(3.2.12)

et en démarrant par les itérations initiales fo =@ = a¢” et p? = p = M. Vérifions que
les suites (¢") et (") ainsi construites sont bien définies. On a fi(-, ¢? (-), %) + M;e)(-)
et fi(-, 99 (-), ") + M;p?(-)C™ () (car ¢°, @° € C*(Q) ) ce qui assure d’apres le Théo-
réme m qu’il existe ' et ' uniques dans C2™ (1) . supposons par récurrence que (")
et (p"') sont définie (par (3.2.12)) d’une maniére unique dans C** (Q) C C (Q2) alors
Filog ™ (0,7 + T () et S, 7 (), + g0 (o) € C° (@) , ce qui im-

)
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plique d’aprés le Théoréme m quil existe (¢") et ("') uniques dans C*™ (Q) . Par

conséquent, les suites (f”) et (") sont bien définies dans p" € C*™ () .

Lemme 3.2.4. Sous l’hypothése (H’1) les suites (g”) et (@) possédent la propriété de mo-

notinie sutvante

A" =" <P <K KPP KPS <P KPP =M osur ) (3.213)

1

D’apres le Lemme 3.2.1} sous Phypothese (H'1), (a¢®, M) = (¢°, @°) est paire de sous- et sur-
solutions, alors (3.1.3), (3.1.2) et (3.1.4) sont vérifies pour (¢, %) = (¢°,@°)) et avec (3.2.12)

Preuve. Soit w = ¢—¢'. Ona —p,Aw;(z)+Mw;(z) = —p;A (gq — gj) (z)+M; <£? - E) (7)

on obtient -
—p;Aw;(x) + M;w;(x) <0 sur Q
wi(x) =0 sur 0 sil <i< K (3.2.14)
Oyw;i(x) =0 sur 0N si K <i< N

en appliquant le principe du maximum fort (Théoréme [1.3.1)) on en déduit que w; < 0
(i=1,...,N) c-a-d. ¢° < p. Par le méme argument on démontere que @' < %°.
Soit w!' = ¢! —p". Comme 0 < ¢ < @ sur Q, on peut facilement vérifier que f;(z, 0 (2),9°) <

fi(x,gg (7) ,fg) : et en tenant compte de (3.2.12)) pour n = 0 on obtient

Al (x) + Mawk(x) < fil, &0 (1), °) = file, 20 (@), %) + M; (£ = 2 (1) sur ©
(3.2.15)
et
wHz)=0 surd sil<i<K

7

Opwi(r) =0 sur 9Q si K <i < N.
la croissance de fi(z, vi, ¢)+M,;y; en y; (Lemme|3.2.2)) donne f;(, f? (), )= filz, ) (), °)+
M, (2 - %) (=) <0.

Donc, (3.2.14)) reste vérifié en replacant w par w'

(3.2.16)

en appliquant de nouveau le principe fort du maximum on obtient w} < 0 pour tout
(i=1,...,N)c-ad o' <P"

Ainsi, on a démontré que ¢° < ¢! <P' <P sur Q

1

3
N

On suppose, par induction, que £”_1 <@ 7" < " ! sur Q; on démontre que g"_l <
P <P < 7" sur Q.

La fonction w™ = " — "1 vérifie

_uzszn<x)+le?(x) = fi(:&f?—l ($) 7¢n_1)_fi(xa£? (:U) 7¢n)+mz (fﬁ_l - f?) ((E) sur £

1
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Onal0<e" ' <" <P <P alors fi(z, 07 ' (), 7" < filz, o7 (2),7")
ce qui implique que

De nouveau, on utilise la croissance de fi(z, i, ¢) + M;y; en y; pour obtenir,

—p Aw(x) + Myw(x) <0 sur

wi(z) =0 sur 00 sil<i< K
dywi(x) =0 sur 02 si K <i < N.
d’out w? < 0 pour tout (i = 1,...,N) c’-a-d. ¢" < ¢""'. De méme on démontre que

an < @’n—f—l i

1 n+1l _ =

De méme que w" on obtient que Ww" = ¢ Pt < 0. Ainsi la propriété de monoto-

nie (3.2.13]) est démontré par récurrence. U

Le résultat du Lemme implique la convergence ponctuelle des suites (f") et (p").
Posons, nh_{goﬁn (2) =P (z), nh_{{)lofn (z) = ¥ (z)

Théoréme 3.2.2. ¢ et g € C?** (Q), satisfont

_MZA£l<x) = fl(maﬁl (1’) 75) sur €2
- iA:i r)= i%zi ), sur
—# pilr) = fi(z, 9, (x), ©) o (32.17)
goi(:p):g(x):() sur o) sil<i1< K
0. 9;(7) = O () =0 sur 00 si K <1< N
et
P<e<TLP. (3.2.18)

De plus, si ® € S est une solution de (3.1.1) alors ¢ < ® < [

Preuve. On a, f?(x) — ﬁ(x)j et P} (r) — P;(x) quand n — oo (cette convergence est
2j
M; et M; € L*(Q), alors en appliquant le théoréeme de convergence dominée on obtient :

Pour tout x € Q, /o ﬁ? (&) d¢ — /o ﬁj (&) d¢ et /0 P (&) dE — /0 ©; (&) d¢, alors en tenant

compte de I'expression explicite de f; on en déduit que les suites ( filz, @7 (), ") + lef(m»

simple) ; d’aprés le lemme précédent, pour tout n € N on a

= o} < M et 7] = ) <

neN

et

(filz, 27 (x), ") + M@?(I))%N sont d’une part, simplement convergentes vers
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fi(az,gi (z),9) + M@Z(w) et fi(x,9; (z),p) + M;p;(x) respectivement, et sont d’autre part
unifor_mément bornée_s par une constante 6@ indépendante de = et n , ceci implique que
{fi(:c,g? (x),%") + Migoﬁ(x)} . et {fi(z, 97 (x),¢") + M@'g‘(x)}neN) sont uniformément
bornées dans LP(2) pour toutT]Z) > 1. En appliquant sur m, les estimations LP dans le
Théoreme [1.3.2] on obtient

g1 0.7+ W)

¥
i, 27 (@), ") + Mt (2)]]

<
W2r(Q) ‘ Lr(Q)
<|

|| ||W2p

ceci entraine que (") est unifomément bornée dans W?2P (). On choisit p > 1 tel que
2

a =1-—1/p > 0, comme l'injection de W*? () dansC*** () dans W?>? () est continue

(Théoréme [1.1.3} ii)); (ﬁb) est unifomément bornée dans C*™ (2), et de la méme ma-

niere on démontre que (@Z) est unifomément bornée dans O (ﬁ) ce qui implique que

{ filz, ™ (x), ") + Migﬂ(m)} est unéformément bornée dans C* (2) d’ou par les esti-
i i neN

mations dans le Théoréme [1.3.3] (g?) est unifomément bornée dans C?+ (ﬁ) alors, par

le théoréme d’Ascoli-Arzeld (Théoreme |1.1.1)), <£§L> admet une sous suite convergent dans

C? (ﬁ) vers une fonction v; de la convergence ponctuelle vers ¢ on en déduit que v = ¢ et

que ¢ est 'unique point d’adhérence pour ( ) dans C? (Q) ce qui implique que la suite (gn)
converge dans C? (Q) vers . De méme on démontre que (") converge dans C* () vers 3.
Il suffit donc de passer a la_ limite quand n — oo, dans , pour obtenir . De
on a fo ST < Pt < ?° pour tout n > 0, alors on obtient par passage a
limite quand n — oc.

Maintenant on démotre que toute solution ® de dans S, vérifie p < ® < ?. Pour cela,
on démontre par récurrence que pour tout n > 0, ¢" < @ (resp. < :") Comme ¢ € S, il
est claire que EO < @ (resp. @ < @) supposons que " L<Petd<

Posons w" = ¢" — @, par (3.1.1)) et w on a

A (w) + Mawi(a) = file, g0 (2),570) = filw, ®: (2), @) + M, (g7 = @) (@)

et comme f,(r, g7 (), 7)< il g () ) (ear & < ),

— 1 Aw;(z) + Myw;(r) < file, @'t (2), @) — fi(z, ®; (x), @) + M; (g?fl — CIDZ») (x)

d’ott —p; Aw;(z) + Myw;(z) <0 (car fi(x,y;, ) + Myy; croit en y;, et g?”l <P, )

de plus, selon la valeur de l'indice ¢, on a soit w}*(x) = 0 sur 02 soit J,wi*(x) = 0 sur 09Q;
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c’.-a-d. L
—p;Aw;(x) + Mw;(x) <0 sur Q, pourtouti=1,..., N
wi(z) =0 sur 89 sil<i<K
O,w(z) =0 sur 0 si K <i< N,

donc en appliquant le principe du maximum (Théoréme|1.3.1f) w? < 0 pour tout i =1,..., N;
c-a-d. " < D.

De méme, on démontre que ® < ",
donc on a p" < ® < p"; il suffit de passer a la limite lorsque n — oo pour obtenir I'inégalité

désirée. n

Considérons le probleme

—1; A, = 1, (a; — byap;)  sur Q
{ ;=0 ou 9,9, =0 sur Of) (3.2.19)

Ce probléme représente le cas scalaire (N = 1) du systéme (|3 , avec ¢ = 0; ¢’.-a-d. (3.2.19))
est un cas particulier de (3.1.1)), alors si A} (0) < a;, d’aprés le Lemme existe a; > 0 tel
que pour tout o; < @;, (a;¢;, M;) est une paire de sous- et sur-solutions pour (3.2.19). On peut
facilement remarquer que pour toute constante C; > M; = %, on a (o;¢;, C;) est une paire
de sous et sur solutions pour : dans ce cas on remplace M, par C; = —a; + 2b;C;, (de
méme que M;, on choisit C; de sort que y; (a; — byy;) + Cyy; soit croissant en y; € [0, C;]) ; on
construit les suite (g") et (En) par le processus (M; et M; sont toujours remplacés

par C; et C; respectivement)

—MiAﬁ?H(l')+€i¢n+l(w): %?((E) ai—bn’ﬂ?(w) +5@’;+1(3:) sur
A )+Oﬂ“(m) B@) (a5 — bt (@) + T (@) swQ (3:2.20)

Enﬂ = 1/)"“ ou &Uﬂnﬂ = xﬂ‘“ () =0 sur 0N

avec ﬁ) = a;¢; et EZ = (;. Comme dans les démonstrations du Lemme [3.2.4{ et du Théo-

réme (3.2.2) on montre qu'il existe ¢ et El € C?T(Q) tels que si ¥; € (¢, C;) est une

solution de (3.2.19)) alors 0 < % <VY; < El et

Ay (z) = ¥ (2) (a; — bt (2) sur
AV, (z) = () (a5 — bt (2) sur Q2 (3.2.21)
iz':g:() ou &Eiz 2 () =0 sur 02
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c.-a-d. ¢ et El sont des solutions de (3.2.19), en multipliant la premiére équation dans

==

3.2.21)) par Ez et la deuxieme équation par —1) et en sommant on obtient

—Hy WZAEZ - EZAZ] = builiz (Z — i) puis en intégrant sur Q = |0, L[, et par 'intégra-

tion par partie on obtient

) DAY =P A ) de = (.0, — 1 0.0, o o000 — O Dytpy ) d = 0,
0 1 1 1 1 0 0 1 )

ce qui implique que /Lbuizyl <EZ — g) dxr = 0 et comme (EZ — g) >0, iz >0 et yz > 0,
on en déduit que iz —U %Z = 0 sur §2; ce qui entraine 'unicité de la solution ¥; du probléme
dans le secteur (a;07, C;) , et comme «; et C; sont arbitrairement petit et grand
respectivement, on en déduit que ¥; est 'unique solution satisfaisante 0 < ¥; sur €2.

Alors on a le corollaire suivant

Corollaire 3.2.1. Supposons que A; (0) < a; Le probléme (3.2.19)) posséde une unique solu-

tion ¥; =, = £Z strictement positive sur €). De plus, V; < lf—

3.3 Comportement asymptotique de la solution du sys-
téme (2.1.1

Soit (U, V) € C (D) N C%! (D) satisfaisant le 2N —systéme intégrodifférentiel

Ui (x,t) — ;AU (z,t) = fi(z,U; (z,t), V) dans D

atvi(xat) _:uiAV;(xat) = fi(x7‘/;(xvt)>U) dans D

Vi(z,t) =U,; (x,t) =0 sur 09 x (0,+00) sil<i<K (3.3.1)
0, Vi(x,t) = 0,U; (x,t) =0 sur 92 x (0,400) si K <i< N

U(z,0) = a¢*, et V(x,0) =g sur )

On rappel que ' est 'élément de la suite (7"),en construite par le processus itératif (3.2.12).
Ce probléme est de la méme forme que celui étudié au chapitre précédent, systéme
(la seule différence est le nombre des équations 2N au lieu de N), alors tous les résultats
obtenus au Chapitre 2 restent valables pour le probléme (3.3.1)). (ug,vy) ainsi choisi vérifie
les hypotheses (H1) et (H2) du chapitre précédent, ((0,0), (M, M) est une paire de sous- est
sur-solutions pour ; alors d’apres le Théoréme [2.2.1], (U, V) est bien défini (¢’.-a-d. une
unique (U, V) existe) et (0,0) < (U,V) < (M, M) .
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Théoréme 3.3.1. i) Si ug vérifie la relation
ad* < ug <Pt (3.3.2)
alors la solution u du systéme intégrodifférentiel satisfait
U(z,t) <u(z,t) < V(x,t) dans Q x (0,+00)

ou (U, V) est donné par (3.3.1)).

De plus,
¢ (z) < liminfu (z,t) < limsupu(z,t) < () (3.3.3)

t——+oo t—+00

ii) Si de plus ¢ =@ = ®, alors u (x,t) — @ (x) lorsque t — oco.

Nous rappelons que ® et  représentent les limites des suites de fonctions <£§‘> et (@?)
respectivement, qui sont construits par le processus itératif (3.2.12). Nous attirons ’attention
sur le fait que (3.3.3) donne en fait une information sur "le domaine d’attraction" de la

solution. C’.-a-d. le secteur <£, $> est un attracteur de la solution u(z,t) du probléme (2.1.1

lorsque ug € (g™, @) . Soit 0 # ug > 0, le méme résultat d’attraction donné par (3.3.3)) reste
vrai si a un certain ¢* > 0, la solution u (, t) entre dans le secteur (a¢*, p') (il suffit de prendre

u (x,t*) comme donnée initiale). Cette remarque nous conduit a obtenir la conclusion suivant.

Corollaire 3.3.1. Soit 0 # ug > 0. S’il existe t* > 0 tel que u(z,t*) € (ad*,p"'), alors

u (z,t) satisfait (3.3.9).
La preuve du Théoréeme suit des lemmes suivants :

Lemme 3.3.1. Soient (U, V') l'unique solution de alors U <V, de plus O,U > 0 et
0,V <0 dans D

Preuve. On définie les suites (u") et (@") comme suit

w = a¢", etw’ =M dans Dy

(00 — A+ M) wf™ (z,t) = fi(z,uf (2,t),0") + Ml (z,t)  dans Dy

10y — A+ M| up™ (z,t) = filz,u? (z,t),u") + Ml (z,t) dans Drp (3.3.4)
"z, t) = u (2,8) =0 sur 9Q x (0,7) sil<i<K -
Oy ul ™ = 0,ul =0 sur 9Q x (0,7) siK<i<N

u" ™ (2,0) = ag”, et utt (x,0) = ¢ (x) sur 0f)
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Alors comme dans la démonstration du Lemme [3.2.4) on démontre en utilisant le principe
du maximum fort Théoréme et les propriétés de f, on obtient, pour tout (x,t) € Dy et

pour tout n
ag*(r) = u’(z) < u(z,t) < - < u(z,t) <T@ (2,t) < --- < U(w,t) <(2) = M (3.3.5)

d’otu la convergence simple de ces deux suites. De plus, cette convergence est uniforme dans

C*! (D) [18, p.397]. Posons limu" = u, limu"=u donc u < T et (u,u) vérifie (3.3.1

n—oo

d’ou par l'unicité de la solution u = U et u =V ce qui implique que

a¢* <ULV <M. (3.3.6)

Il est important de remarquer que u' (z,t) = @' (z); en effet de (3.2.12)) et (3.3.4)), et comme
8t¢1 (.’L‘) = O,
[0: — A+ M] (@} (z,t) — §*(z)) =0 dans Dy

ul(z,t) —p'(x) =0 sur 002 x (0,7) sil<i< K
O.ul(x,t) —p'(x) =0 sur 90 x (0,7) si K <i< N
u' (z,0) — @' (z) =0 sur §)
en appliquant le principe du maximum (Théoréme [1.2.1)) on obtient 0 > u' (z,t) — @' (z) < 0
d’ou,
u' (z,t) = 7 (2). (3.3.7)

Soient h > 0 et 1 fonction quelconque de (0,7") dans R, posons 0v (t) := ¢ (t + h) — ¢ (¢).
On démontre par récurrece sur n, que éu” < 0 et du”™ > 0. Ceci est vraie quand n = 0, car
u® et ©’ ne dépendent pas de t.

Supposons que du” < 0 et 6u” > 0 et montrons que du"! < 0 et "' > 0 dans Dy. On a

[0 — A + M] ouf ™ (x,t) = dfi(w,uf (1), w ()"

+M;0ul (z,t) dans Dy
[at — A+ M} Sul ™ (z,t) =0 f;(x,ar (z,t),u(t)")
+M15ﬂ?(l’, t) dans DT
st = dultt =0 sur 0€2 x (0,7) sil<i<K
0,6uM T = 9, 0ultt =0 sur 00 x (0,7T) si K <1< N.
L’idée consiste a appliquer le principe du maximum fort sur du?et du'*t* (i = 1,...,N);

pour cela, il suffit de montrer que :

1) 6ul™ (2,0) =0 et duyt (2,0) <0,
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2) Ofi(w,uf (x,t), @) + Miduj(z,t) > 0 et o fy(w,af (x,t) ,u") + M;ou (x,t) <0,
pour tout x € 0, t >0et tout i =1,...,N.

En effet, de (3.3.5)) et ( on obtient

u' Nz, h) — w2, 0) = w2, h) — W (2)

WV

0

() — w2, 0) = u (@, h) —u; (v) <0
d’ott pour tout x € Q et tout e =1,..., N,
Sul™ (2,0) >0 et duytt (z,0) <0. (3.3.8)

En utilisant ’expression explicite de f on obtient

Sfi(z,ul (z,t),u") + Moul(x,t) = — ul(z,t) Z bij 0T} It—i—z%/&L (&, t)de | +

J=1,j#i

+ ou( ( Z bij@} (z,t+ h)

J=1,j#i

NE

— by (uj'(w,t) +uj'(x, t + h)) — Cz‘j/ﬂ?(&tﬂLh)dﬁ‘FMz‘
0

1

.
I

Comme 0u" <0, du™ >0 (par ’hypothése de récurrence) et 0 < u", 0" < M,
N N z
o) [ S bobw (o) + Sey [omie e | > o
i=1j#i =1y

T

[ij

oui (z,t) | ai — by (i (z,t) + ui' (z,t + h)) Z biul (x,t 4 h) —

Jj=1,j#i =1 9
> oul(x,t) ( — by M; — Z by M, — LZCU )
J=1,g#1
=0
d’ou
Sfi(w,t,ul (x,t),0") + Moul(z,t) >0 (3.3.9)

de méme, on démontre que

Sfila, t, @t (x,t),u™) + Moup (z,t) <0, (3.3.10)
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donc de (3.3.8)-(3.3.10)),

[0, — ;A + M| 6uf™(x,t) >0 dans Dy i=1,...,N

Sultt (x,t) = sur 90 x (0,7) sil<i< K

85u”+1(,): sur 02 x (0,7) si K <i< N
Su ™ (2,0) >0 sur €.

et

[0y — ;A + M| 6uj™ (x,t) <0 dans Dy i=1,...,N

sui ™ (z,t) =0 sur 90 x (0,7) sil1<i< K

06U (z,1) = 0 sur 9Q x (0,7) si K <i< N

suptt (m,()) <0 sur €.

Ce qui implique en appliquant le principe du maximum fort que pour tout (z,t) € Dy,
Sul ™ (x,t) = 0 et 0u ! (z,t) < 0 (o i = 1,...,N). Ainsi on a montré par récurrence
que pour tout n € N, du” (x,t) > 0 et du” (z,t) < 0, ce qui signifie que ™ (z,t) > 0 et
o™ (z,t) <0

Comme les deux suites convergent dans C?! (D) ; par passage a limite on obtient

oV = 0, ( lim gn> = lim (dw") < 0. De méme, 0;U > 0. O

t—+o00 t——+o0

Lemme 3.3.2. La limite ponctuelle

A

lim (U (2,1),V (z,1)) = (U (x),V (z)) (3.3.11)

t—o0

existe pour tout x € () et (U ) V) est une solution classique du systéme stationnaire corres-

pondant & (3.3.1)).

Preuve. On a a¢*(z) = u’(z) < U (z,t) <V (z,t) <u’(z) = M et ;U > 0 > 0,V alors
U est majoré par M et croissant en t; V' est minoré par a¢*(x) et décroissant en ¢ ce qui
implique I'existence de la limite donnée par (3.3.11]).
Considérons le probléme elliptique linéaire (i = 1..., N)
—wAwi(x) + Maw;(x) = fi(x, Us(x), V) + M;Ui(z) ppsur Q
wi(x) =0 sur 02 sil<i< K (3.3.12)
O,w;(z) =0 sur 0f) si K <i1<N
U (x) et V () sont bornées, alors f;(xz, Ui(x), V) 4+ M;U;(z) € LP (Q) ce qui entraine d’aprés
le Théoreme [1.3.2] I'existence d’une unique solution w; € W?2? (Q). Soit W; = U; — w; alors
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W; satisfait les équations

[Gt — ;A + m Wiz, t) = qi(z,t) p.p.dans D
Wi(x,t) =0 sur 0f2 sil<i<K
0 Wi(x,t) =0 sur 0f) si K<i<N

W(x,0) =u° (z) —wi(z) sur 9N x (0, +00)

pour tout w et o € C(D) telles que 0 < w,0 < M on a ‘fl-(x,wi (z,1),0) + M;w; (x,t)‘ <
M; (ai + MZ) ; alors

filw, Ui(a), V) + M0(a)

et de (3.3.11) on a ¢; (z,t) — 0 quand t — 4o00; soit (7,,) une suite réelle convergente vers
0 alors en appliquant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue on en déduit que

1
qi <:L', —) — 0 dans L? (), et ce pour toute suite 7, convergente vers 0; ce qui signifie
Tn) n

1
(comme R et L> sont des espace métriques) que ¢; (:1:, —) — 0 dans L? (), quand 7 — 0
T
d’ou
¢ (r,t) — 0 dans L*(Q), quand t — +oo0.
Ceci implique d’apres le Théoréme que Wi(z,t) = Uj(z,t) —wi(x) - 0 (i=1...,N)
dans L? (), quand ¢t — +o0o donc

U—w dans L? (), quand t — +o00.

on a U(xz,t) est uniformément borné par rapport a ¢ et en tenant compte de (3.3.11)), on

procede de la méme maniére que pour ¢(z,t), pour obtenir :
U— U dans L? (), quand t — +oc0.
d’ott U = w ce qui entraine que U € W2? (Q). De méme, (en posant ¢; (z,t) = f;(x, V; (z,t),U)—

filz, Vi(x), U) + M, (Vi (x,t) — ﬁ(m))), on démontre que V € W27 (Q) satisfaisant :

‘A/;($) =0 sur 0f2 sil<i< K (3.3.13)
0, Vi(z) =0 sur of) si K <i<N
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et comme U = w , il satisfait d’ou (U , V) est une solution stationnaire forte de
- 3.3.1)) dansWW?? (). Si on choisit p > 1, le résultat d’injection dans le Théoréme as-
sure que U,V € C’”O‘ (Q) pour a € (0, 1— 5) . Ceci implique que f;(x, Ui(z), V) + MZ(A]z(x)
et fi(z, Vi(z),U) + M,;Vi(z) € C* (), du Théoréme on obtient U,V € €2t (Q) d’ou

<[7 , V) est solution classique du systéme stationnaire correspondant & (|3.3.1]). U

Lemme 3.3.3. Soit <U, V) la solution donnée par (3.3.11)), alors on a U= p et V= ©

Preuve. On commence par montrer que gp <Uet V< . Pour cela, nous proposons de
démontrer par récurrence que pour tout n € N, ¢" < UetV < ©"; ce qui est vraie pour
n = 0 (par passage a limite dans (3.3.6) lorsque ¢ — +00). Supposons que @™~ ! < U et

A

V <"1 alors

[0 — A + M (" = U) (2,1) = filw, " (2),8"7) = filw, Us(w), V) + M, (wl - U) ()
< filw, o7 (), V) = file,Uy(), V) + M, (¢ " - z> (z)

<0
donc o )
[— 1A + M] (¢ —Ui)(x) <0 dansQ (i=1...,N)
(g?—ffi)(:c)zo sur 0f) 311<1<K
8(£?—Ui)(x)20 sur 00 si K <i< N

A~

ce qui implique en appliquant le principe du maximum fort (Théoreme|1.3.1) que (7 —U;) <

0. De méme, on démontre que (V ) < 0, par passage a limite on obtient ¢ < UetV < 5

\_/

Pour les inégalitées inverse ¢ > UetV > ©, il suffit de remarquer que ((oab go
est paire de sous- et sur—sohRions pour le systeme alors d’apres le Théoréme u 2.2.1{on
en déduit que a¢p® < U < ® et © <V < M alors par passage a la limite lorsque t — o0,
on trouve que U < ¢ e éngouU goetV ?. U
Maintenant on a tous les outils pour introduire la démonstration du Théoréme :

Preuve. [Preuve du Théoréme

i) On peut facilement vérifier que (U V') la solution du systéme (3 est paire de sous- et
sur-solution pour le systéme (|3 , en effet d’apres le Lemme onalU <V sur Dr, et



3.3 Comportement asymptotique de la solution du systéme (2.1.1)) 48

d’apres (3.3.1)) et 'hypothése sur ug on a U (z,0) = a¢* < ug < @' =V (z,0), et

N N z
OUi(x,t) — AU (2, 1) < Uy (1) | a; — biUi (2,t) — Zbij‘/}(%t) - Zcz’j/vj(fat)df
j=1 =1 3
N N z
OVilo,t) — V(o) > Vi t) [ s — bl (m,8) = S b, t) = 5 cz-j/Uj(g 1)de
j=1 =1 3}
dans Dy
U1<O<Ul sur@Qx(O,T) Sll<Z<K
0,U;, <0<0,V; sur 02 x (0,7) si K <i< N

donc (U, V) est paire de sous-et sur-solution pour le systéme (3.1.1)) et comme u est unique
dans By, alors u satisfait d’aprés le Théoreme [2.2.1]

Uz, t) < u(z,t) < V(x,t)

Par passage a limite quand ¢ — +o00, on trouve que U () < lgm infu (z,t) < limsupu(z,t) <
—too t——+00

d’ou

Sl

V (x) et dapres le Lemme [3.3.3on a U = v et V=

¢ (z) < liminfu (z,t) < limsupu(z,t) < 7 (x)

t—-+o0 t—-400

ii) Si ¢ =% = ® alors ® (z) < liminfu (z,t) < limsupu(z,t) < @ (z) d’on

= t—+o0 t—+o00

lim u (z,t) = ® (x).

t—+o0

O
Nous introduisons ici un résultat particulier d’attraction, dans le cas sclaire, considérons

le probléme suivant

Ov; — p; Av; = v; (a; — byv;) sur Dy
v;=0 ou 0,v; =0 sur 092 x (0,7) (3.3.14)
v; (x,0) = ug; (x) sur 2

Ce probléme représente le cas scalaire (N = 1) du systéme , avec ¢ = (0. D’apres le
Théoreme [2.2.2] ce probléme posséde une unique solution positive bornée v; vérifiant v; > 0
dans Dy. Supposons a présent que ug; > 0 alors il existe « tel que o;¢; < ug;. Nous appliquons,
pour ce probléme, le processus itératif sauf que, comme nous 'avons fait pour le
probléme , nous allons remplacer M;, M; et ¢! par C;, C; = 2b;C; — a; et w}; on

peut vérifier d’'une maniére analogue, que les résultats donnés par le Théoréme [3.3.7] et le
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Corollaire [3.3.1] restent vrais dans ce cas; choisissons C; > max(2 |Jug[7, , 2;):’, 3-) nous
avons
(=& +Cy) (1/%1 —ug;) = Ci (a; — by Cy) + C;C; — C; ||UOZH?2
> b;C7 — 2by, HUOzH?Z C;
> (C; — 2 ||uei||3) biCs
2 0,
alors

(_/%'A + éz‘) (%1 — uOi) =0 sur )
(%1 - U(n) =0 ou 0, (%1 — Um) =0 sur 092

en appliquant le principe du maximum fort on en déduit que 1} > wug > ¢} ; ce qui
entraine d’apres le Corollaire et le Théoreme ii), que v; (x,t) — ¥ (x) lorsque
t — 4o00. Maintenant on suppose que la condition ug; > 0 n’est pas vérifiée; comme la
solution v; € est bornée, v; > 0 dans D, et comme «; et C; sont arbitrairement petit et

grand respectivement, on peut donc les choisir de sort que «;¢; (z) < v; (z,t*) < C; (ou C;

~
> max(2 ||v; (-, t%)]|3,, “2;:&, 3-)) pour un certain ¢* > 0; d’ott on obtient v; (z,¢*) < V; (), ce
qui implique d’apreés le corollaire que v; (x,t) — ¥ (z) lorsque t — 400 pour tout wug;

bornée positive non nulle . Le corollaire suivant conclue le résultat obtenu.

Corollaire 3.3.2. Pour toute donnée initiale ug positive non nulle satisfaisante [’hypothése

(H2), la solution v; du probléme (3.3.14)) satisfait

lim v; (z,t) = ¥; (2)

t—+o00

ot U; est l'unique solution de .



Chapitre 4

Résolution numérique du probléme
inlérgodifférentiel

Le but dans ce chapitre est de résoudre numériquement le probléme intégrodifférentiel
, on se limite au condition au bord Dirichlet homogéne pour toutes les N équations
du systéme. Pour la discrétisation spatiale, nous proposons la méthode des différences finies
qui donne une approximation du laplacien et la méthode des trapézes pour approcher ’'inté-
grale apparaissant au second membre. On obtient ainsi un probléme semi-discret constitué
d’un systéeme d’équations différentielles ordinaires. On utilise ensuite la méthode de Crank-
Nicholson pour discrétiser le nouveau systéme et aboutir finalement a un systéme d’équations
algébriques nonlinéaires qui est notre probléme discret et pour lequel on discute I'existence
de I'unique solution positive bornée, ainsi que la convergence (dans un sens a préciser) de

cette solution vers la solution exacte du systéme intégrodifférentiel .

4.1 Construction du schéma numérique

4.1.1 Discrétisations et approximations

Soient 0 = 29 < 23 < -+ < z; < -+ < xp < xpy; = L les noeuds (points) d’une
discrétisation uniforme de € = ]0, L[ (déscrétisation spatiale) de pas h = PLH, alors on a

pour tout j =0,..., P

Tjt1 = Tj -+ h..
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Soit 0 = tg < t; < - -+ < t,, une discrétisation uniforme dans RT (discrétisation temporelle),
alors pour tout n < m

bos1 = to + k, tn=nk

tel que k est le pas de cette discrétisation.

Soit u = (), ;< v la solution du systéme intégrodifférentiel (2.1.1)). On note par u;; (t) (resp.

n

uy; ) une valeur approchée de u; au point (z;,t) (resp. au point (z;,t,)). De méme, i, (t)

(resp.aj; ) pour la valeur exacte au point (z;,t) (resp. (7;,t,)).

Commencons d’abord par discrétiser le Laplacien ainsi que le terme intégral figurant dans
le membre droit de ’équation ([2.1.1]).
Soit t > 0, le développement de Taylor d’ordre 4 de u; (¢ = 1,..N) au voisinage de =; donne
une approximation par différences finies du Laplacien
r . . .
Aui (2, 1) % 75 (g1 (8) = 2845 (8) + Gija (1))
dont I'erreur que I'on notera par D;; (t) est d’ordre 2 en h. Plus précisément, il existe 7, €

[z;_1,%;] et 0 € [z}, z;41] tels que

1
|Di; (1)] < OR?

Ol C est un constante indépendante de ¢ et de I'indice j, & condition que u; € C*° (ﬁ X R+)
Tj

En utilisant la méthode des trapézes on approche l'intégrale / u;(€,t)d¢ par précision d’ordre

0
2 en h c’est & dire

T
1

/ wi(€,1)d€ ~ Ii(u; (t) = h Guo (1) + Z;’: iy (8) + 5 (t))

en tenant compte de la condition au bord on obtient 1,y (¢) = 0 d’ou
J-1 1.
Li(u; () == h (Zr_l i (1) + 5 (t))

L’erreur d’approximation est donnée (en supposant que u; € C*0 (ﬁ X R*)) par

Ti' (t) = [%aguz (gjat)] h2’ €j € [O’xj]

T (1) < Ch?
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Ou C' est une constante indépendante de t et j

Le lemme suivant rassemble ces estimations des erreurs

Lemme 4.1.1. On note Dy;(t,) et Tj;(t,) par D et T  respectivement. Si la fonc-
tion u € C*° (Q x RT) alors les erreurs |Dm et!Tg‘ sont magjorées par Ch? ou C ne dépend

que u.

Ces approximations suggérent d’approcher le probléme original par le probléme suivant :

Trouver (u;; (t))1<i<n tels que
1<j<P

Opuij (t) — 5f (g1 (8) — 2ug (1) + wijra (1) = uy () <Cbz’ = biqugi(t) = > cigl;(ug (@))

uij (0) = uoi (2;)
t>0, 1<i<N, 1<j<P
(4.1.1)
ol o (t) = u;p41 (t) = 0 (ceci correspond a la condition de Dirichlet homogene).
Le probléme (4.1.1)) est un probléme semi discret qu’on propose de résoudre numériquement
parla méthode de Crank-Nicholson. Cette méthode consiste & considérer I’approximation
n—1

Am A~

1 1
iatui (zj,tn-1) + 5(915%‘ (zj,tn) ~ 2

telle que I’erreur commise lors de cette approximation (en supposant que u; € C%3 (ﬁ X ]R*))

est d’ordre 2 en k, et qui est donnée par

NZ} = [afuz (‘Tjﬂ—n)] k)2, Tn € [tn—la tn]
NG| < Ck?

Lemme 4.1.2. Si la fonction u € C%3 (ﬁ X R+) alors ‘Nm < Ck? ou C est une constante

qui ne dépend que u.

La méthode de Crank-Nichoson appliquée au systéme semi-discret (4.1.1)) donne le probléme
discret suivant :

trouver{u?j: 1<t <N, 1<j<P}:telsque
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_|_

N N
n _ k| K n n n n n n
ul = B0 (ulhy —2ul +ul ) Ful (e — E biguy; — E CigLj(uy)
q:]_ s=1

N N
-1, k| m 1 1 1 1 1 1
U?J + 2 | B2 (UZ,1 - ZUZ + %+1) + ’UZ (ai - Z biqu;‘] — Zciqu(ug ))]
q=1 q=1
Uy = o (7) |
( I1<i<N, 1<jJ<P, 0<n<m

Avec :
ufy = up,; = 0 qui correspond a la condition de compatibilité imposée sur la donnée initial
(hypothese (H2) au chapitre 2),

iy = ujp,, = 0, n <m correspond & la condition aux bords de type Dirichlet homogenes.

4.1.2 Consistance

Une fois le probléme discret est obtenu, la premiére question qui se pose est celle de la
consistance entre les problémes approché et continu. Cette propriété se voit en estimant le
résidu si on remplace I'inconnu dans le probléme discret par la solution exacte du probléme
continue. Si ce résidu devient arbitrairement petit lorsque le pas de discrétisation est suffi-
samment petit, on dit que le probléme discret est consistant. Alors on donne la définition de
consistance pour notre probléme ( Ici on a appliqué une définition générale de consistance

dans [21])

Définition 4.1.1. L’erreur de consistance de (4.1.2)) au point (z;,%,) (1<j< P, 0<n<m)

est donné par

R} eRY,
n ﬁz B ,&Z’_l Hq ~T ~n ~n 1 An a N a N
Rjz' :T Y (uz’j—l - 2Uz‘j + uz‘j+1) - 5“@' (ai - Z biqqu - Z Ciq]j(uq))
=1 s=1
n 1 N ' N
— 2];2 (aph — 207t +afly) — 5@;;—1 (ai — 2 biglil " — Z; Ciglj (ag*)) . (4.1.3)
q= 5=

On dit que le schéma numérique est consistant d’ordre p en espace et ¢ en temps s’il existe

une constante C' > 0 telle que |R§‘z| < C (kP + k1)
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(C ne dépend pas des indices i, j et n).

Théoréme 4.1.1. Si la solution exacte u € C*3 (ﬁ X R*), alors le schéma numérique

(4.1.2)) est consistant d’ordre 2 en espace et en temps.

Preuve. Montrons qu’il existe C' > 0 tel que ‘R;LZ‘ <O (h? +k?)
Soient 1 <i< N, 1<jJ<P, 0<n<m

On a alors d’apreés ce qui précede

17 i 1 1 n
S — S (g, t) + 00 (3, t) + N
et pourl=n—1,non a

Hi (a NN Hi Hi
2}:2 (a4 — 245, + il;,,) = —EAUZ' (xj,t) + EZDij

N
. 1
( Z bzqu Z ciqu(ué)> == Ui (x,t) ( Z bigug (5,1)
q=1
1 N
- Z Ciq/uq(ga tl)df + 5“2 (mjv tl) Z CiqTéj-
7=1 0 q=1

Or u est la solution exacte du systéme intégrodifférentiel, donc u vérifie

N i
1 1 1
§atul- (xj,t) — ?Aui (xj,t) — Ui (xj,t1) szquq zj,t) — ;%/ (&,t)de | =0
(4.1.4)

en sommant membre & membre tous les égalités obtenues (pour [ = n—1 et [ = n) au départ,

et en tenant compte de (4.1.4)

~n—1

N N N
U?~—-Ui- Hi (an ~Am ~Am 1An NG NG
- 2 : oh2 (1 — 24 + ) — 5 Yij <ai - Zb“lqu Z%IJ‘ (%))

N N
Ml ~n—1 ~n—1 ~n—1 1An—1 ~n—1 ~n—1
o2 (71 — 205 + ) — 5 Yij (ai - Z bigly; ~ — Z Ciglj (1t )>

Nij+§Dijl+2D * “l (@), tn chqT g 5 (Tj: chq
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alors
R?Z:NZ 2 (Dn 1+Dn)+ —U; {EJ, n—1 chan 1+ uz {1337 chq

On a trouvé que la solution exacte est bornée (0 < u; < M;) := maz (=, |luipllg)
c’est-a-dire

0 < U; (SCj,tl) < Mz

et des Lemmes et sous 'hypotheése u € C** (Q x RY) on a
|NI| < Cik?, | DETH < Coh?, | D[ < Coh?,

|T7 | < Csh?, Tt < Csh? (¢=1,...,N).

Par conséquent

N
|R| < Cik? + 1;Cah + M; (Z clq) C3h?

s=1

N
< max (Cl,lmax (1;Co + M;( Zlczq )C3) > h2 + k;z)

d’otl la consistance est d’ordre 2 en espace et en temps. O

4.1.3 Expression matricielle et résultats préliminaires

A fin de simplifier ’écriture du probléme discret on veut I’exprimer sous une forme matri-
cielle. Pour cela, introduisons les notations suivantes :
Rappelons que P désigne le nombre des noeuds intérieurs dans la discrétisation spatiale.
e? (p € N) est le vecteur de RP ayant toutes les composantes égales & 1 et pour p = P, on
notera e := ef’
Soit M une matrice quelconque, on notera par M;; le coefficient de M situé sur la i — eme
ligne et la j — éme colonne et par M; ou simplement M; (s’il n’y a pas de confusion) la
© — eme ligne de M.

Pour deux matrices M, N de méme taille, M x N dénote le produit de Hadamard de M et N
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défini par (M % N),; = M;;Ny;. Il est claire que le produit de Hadamard ainsi définie est une
loi commutative et si M € RP, o € R alors aM = aeP x M
byce Mp(R): b= (bpq)lgp,quv c= (Cpq)1<p,q<N

{ (] by sipFq

bEMp(R),b—{ 0 sip—g
alors b est définie a partir de b en remplacant les coefficients diagonaux par zéros;
soit M € Myxp(R), on a

, N N N

bii M; + by M = by M; + Z(FI bigMq = by M; + Zqzqu# bigMy = Zq:1 bigMy = b;M
alors

Pour tout i=1,...,N, n<m,
U? = (U?p 7U?P) € RP'
ufy ui'p Uy
u* € Myxp (R), u" = : : =
(G uNp Uy
u:(un)ném
2 -1 0 0
-1 2 -1
0
Ae Mp(R), A= .
0
-1 2 -1
0 0o -1 2
1
5 1 1
0 3
SEMP(R), S:h :
1
2
0 0 3

Soient u, U € Myyp (R) : Uy, = I,(u,) alors U s’exprime en fonction de S comme suite

U=uS
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Soient u,v € Myyp (R) tels que 0 < u < v alors Uy, = I,,(u,) < I,(v,) et

In(ug) < WP |lugll, < Llugll,, , c’est-a-dire que si 0 < u < v alors
0<usS <vsS
et

(uS), < Llluglle

I(ug) < Lllugll

Ainsi, 'expression matricielle du probléme discret (4.1.2)) sera donnée comme suite :

trouver u := (u"); <., € (Mnxp (R))™ tel que

up (1+454) =

NN

aul — Eul « (bu" + c;uS) +

! (I - 52514) +gaau T = gu T (b euIS) (g )

U?Z(“Oi(%‘))j
1<i<N O<n<m

Remarque 4.1.1. Le probléme (4.1.5)) est un systéme d’équations algébriques nonlinéaires
qui servent & déterminer la solution approchée u := (u"), <n<m> Dar la relation de récurrence
entre u" ! et u" (1 < n < m) et la donnée u°. En effet, pour v"~! donné, on remarque que

u™ est solution du systéme suivant (dont v € My« p (R) est 'inconnu) :

v (I + ’Q‘hﬁ ) = 2a0; — v x (b + ¢vS) +
u;z—l < _ %A) + %aiu?—l . gu?—l * (biunfl + ciunfls) (416)
1<t <N

Dans le chapitre 2, on a démontré l’existence et ['unicité d’une solution (exacte) positive et
bornée du probléme intégrodifférentiel ; ceci nous conduit a la recherche de la solution
approchée qui satisfait les méme propriétés de la solution exacte; donc on démontre que
admet une unique solution positive bornée pour toute donnée de 0 # u"' > 0

(0<n<m)

Définition 4.1.2. On dit que la matrice M € M, (R) conserve la positivité si pour tout
v € R? tel que vM > 0onav>0.

On dit que M est monotone si M est inversible et M~1 > 0
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Remarque 4.1.2. Les inégalités s’entendent composante par composante.

Proposition 4.1.1. Soit M € M, (R), alors M conserve la positivité si et seulement si M

est monotone.

Lemme 4.1.3. Soit o > 0 alors

i) La matrice <a[ + ghg A) conserve la positivité.

ii) La matrice (OJ + ghISA) est monotone .

Preuve.

i) Soit v € R tel que v (ol + 4% A) > 0, montrons que v > 0.
oh

Soit v, = mianT. Si2<p<P—-1lalorsv <OJ + g;f; A) > 0 implique que

IS

pik

o2 (—Upfl + 2Up — Up+1) = 0,

avy +

k . .
donc awy, > &5 ((vp—1 — vp) + (Vpt1 — vp)) . Or v, = nin v, entraine

Up—1 — Up > 07 Up+1 — Up > 07

Alors on obtient néssicairement, av, > 0

ce qui implique que v, = 0. De plus, comme

Vs = min v, =: v s=1....P
S/1<T<Pr D ( ) ) )7

il résulte que v > 0

Si p =1 alors (od + ’;h]; A) v > 0 implique que

Mo
avy + o2 (2v1 —v9) = 0,

k K : . .
donc <a+ %) vy = &5 (v —vy). Or vy = min v, entraine v, — v; > 0, d’ou il vient
1<r<P

(a—i-gg];)vl}Oetdoncv}O

Le cas p = P se traite d’une maniére analogue a celui de p = 1.

ii) De Proposition 4.1.1{on en déduit que (OJ + gh]; A) est monotone .
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Lemme 4.1.4. Soient a € RY, D € Mp(R) wune matrice diagonale telle que les élément
diagonaur D,, (1< p < P) vérifient Dy, — 2a > 0. Alors v € R : v > 0 entraine
v(D—aA)>0.

Preuve. Soit v € RY tel que v > 0, alors si on démontre que D — oA > 0 on obtient
v(D—aA)>0.

Soient p,q: 1< p,q< P, vérifions que (D — aA)pq > 0. On remarque que :

sip#qona Dy =0et (—ad), >0 alors dans ce cas on obtient (D — aA), >0,
sip=gona(D—-ad), =(D-aA),=Dy,—2a=>0

Alors D — aA > 0. O

Considérons les applications f; et g; (1 <i < N) de R x My, p (R) dans R” définies par :

filu,v) = a;u — bjuxu — u* (bzv + ch)

gi(u,v) =u ([ — MikA) + gfi(u,v)

2h?
.. )

M e Myyp(R): My =~v,e, 1<i<N

On pose

a;
7v; = max b_’
ii

N
Iy = —a; + by, + Z (big + Leig) 7,

q=1

N
P = a; -+ Mz Zq:1 (blq -+ LCiq) .

Considérons les hypotheses sur h et k :

" 2h2
(H 1) k< h? max I';4+ max p;°
1<i< N 1<i< N
(H"2) k< —2
max p;
1<i< N

Remarque 4.1.3. M; = v,e = max (l‘f—l, ||u?||oo> e entraine M; > 0 et (a;e — b; M;) < 0.
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Lemme 4.1.5. Soiti=1,..., N.

i) L’application f;(u,v) + Tyu est croissante par rapport a u dans [0, M;] C RY, pour tout
v € [0, M] C Myxp (R),

i) fi(u,v) est décroissante par rapport & v dans [0, M| pour tout u € [0, M;] .

Preuve.
i) En effet, soit v € [0, M] C Myxp (R) et u, % € [0, M;] (i =1,...,N) tels que & < u
On a

Filw,0) — £t 0) = a5 (u — 1) — by (u + 1) % (u — @) — (l;iv + c,-vs) w (1 — )

= -(11'6 — by (u + ﬂ) — (611) + CZ'US)} * (u — Il)
> [aze — 26 M; — (@M n ciMS>] w (1 — 1)
r N
> |ae — byye — Z (big + Leig) fyqe] * (u — 1)
L q=1
_ N -
> la; — by, — Y (big + Leig) v, | €% (u— )
L g=1 J
- N .
= |a; — byy; — Z (biq + Lciq) Yq (u — 1)
L q=1 i

D’out on en déduit que si u, @ € [0, M] tels que u < 4 alors fi(u,v) + ' < fi(d,v) + i
C’est-a-dire pour tout v € [0, M] I'application f;(u,v) + [;u est croissante par rapport a u

dans [0, M;] C .RY.

ii) Soient u € [0, M;] et v, 0 € [0, M] tels que ¥ < v. Alors (0 —v) < 0et u > 0.
On a

filu,0) — fi(u,v) = a;u — bju*u — u* (blv + cﬂS) — a;u + bju*u 4+ ux (blv + civS)
:—u*<6i(z§—v)+0i(z§—v)5)
d’autre part ona—u*(l;i (0 —v)+ ¢ (0 —v) S) >0car (0—v)<0, u=>0et b ¢, S sont

positives; d’otl on en déduit

fi(u7 1}) - f1<u7 U) > 0
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C’est-a-dire pour tout u € [0, M;] I'application f;(u,v) est croissante par rapport a v dans
[0, M]. O
Lemme 4.1.6. Sous l’hypothése (H"1), pour tout i =1,..., N,

i) L’application g; (u,v) est croissante par rapport & u dans [0, M;] C RY pour tout v €
[O, M] C Myxp (R) .

ii) L’application g; (u,v) est décroissante par rapport a v dans [0, M|, pour tout u € [0, M;].
iii) g;(u,v) = 0 pour tout u € [0, M;] et tout v € [0, M] C Mnxp (R) .

Preuve.

i) Soient v € [0, M] C Myxp (R) et u,a € [0,M;] (i =1,...,N) tels que & < u .

.0) = i) = (= ) (1~ 5 W EA) B0~ SAG
2(“““( 2 > g (w=1)
e (- 1)

2h2

h2
h? max '+ max < Ha < h2T;+p;
1<gen 1 1<qg< v

k w:k
1 5p,) - ok
( 21> onz =0

alors d’apres le Lemme [4.1.4] (u — @) > 0 entraine
, k pik
(u—1) ((1 - §FZ> I— 2h2A> >0

gi(uv U) - gi(ua U) Z 0

D’autre part, sous 'hypotheése (H"1), on a k < implique que

donc

ce qui signifie que si @ < u alors g;(d,v) < g;(u,v).
C’est-a-dire pour tout v € [0, M] I'application g;(u,v) est croissante par rapport a u dans

[Oa MZ]

ii) Soient u € [0, M;] et v, 9 € [0, M] tels que 6 < v. Alors f;(u,?) — fi(u,v) > 0.

d’autre part on a

B ) — fi(w,v))

gi(uvﬁ) - gi<u7v) = 2 (
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donc
gi(uv ﬁ) - gi(uv U) 2 0

ce qui signifie que pour tout u € [0, M;] 'application g;(u,v) est croissante par rapport a v

dans [0, M].

iii) Comme u € [0, M;]; on a 0 < w ce qui implique que g;(0,v) < g;(u,v). Or g;(0,v) =
gfi((),v) = 0; donc g;(u,v) > 0. Ce qui signifie que g;(u,v) > 0 pour tout (u,v) €
0, M;] x [0, M] . O

4.2 Existence et unicité des solutions positives bornées

4.2.1 Unicité de la solution

Théoréme 4.2.1. Sous l'hypothése (H"2), la solution u = (u")q_, <.,
(4.1.5)) si elle existe, est unique dans ([0, M])™ ([0, M] C Myxp (R))

du probléme discret

Lemme 4.2.1. Si pour tout u"~'e€[0,M] (0<n<m)le systéme (4.1.6) admet dans
[0, M] une solution unique u", alors la solution de (4.1.5)) est unique dans ([0, M])™ .

Preuve. Soit w une solution quelconque de dans ([0, M])™. on sait que w est dé-
terminée par ses composantes w" (0 <n <m), tel que w" est une solution du systéme
pour ©° donné et "' = w"! (1 < n). Donc on démontre par récurrence sur n que
w™ se détermine d’une maniere unique.

En effet, pour n = 1 : comme u° € [0, M], alors sous I'hypothése du lemme, le systéme
admet une solution unique u' € [0, M]. D’ou on en déduit que pour toute solution w de ([4.1.5)
dans ([0, M])™ on a w' = u’.

Supposons que w"~! = u""! € [0, M] (i.e. la (n — 1) — éme composante de toute solution w
est égale & u"~') alors la solution u™ de (£.1.6)) est unique dans [0, M].

D’ou
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pour toute solution w de (4.1.5))) dans ([0, M])™ . O

Preuve. (Preuve du Théoréme ) D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer
que pour tout u"t€[0,M] (0<n<m) le systéme (4.1.6)) admet une solution unique
v e [0, M].

En effet, Soit w"'€[0,M] (0<n<m) et soient w,v € [0, M] deux solutions du sys-
téme , on démontre que w = v.

Choisissons i, j tels que max |Wpg — Vpg| = |wij — vy

alors pour tout p,g (1<p< N, 1<p<P) ona

de plus on a
(wij — i) (wig — vi3) — (Wij—1 — vij-1)) 2 0
(wij — vig) ((wij — vi3) — (Wi — vij4)) 2 0
ce qui implique que
pik

o2 (wij — vij) (—(Wije1 — vije1) + 2(wi — vij) — (Wi1 —vi5-1)) =0

on a w, v vérifient

1,k k k
(7 A =Zan — Do A .
V; ( + o2 ) 5 Qi 2211* (biv 4+ cvS) +

-k k k
up ! ([ _ M A) + —aut — §u’;’1 * (bt + cu 1 S)

2h2 2
et
;K k k
7 A =L — —ws . .
wz( +2h2 ) 5 Qi QwZ*(blechwS)Jr
n—1 /J“zk k n—1 k n—1 n—1 n—1
u; ([—2h2A> +§aiui — QU * (bt + cu ' S)
alors

wk N\ k k k k
(w; — v;) (I+ 2h2A> =—a;w; — 2wl*(blw+clw5) — A + 21)1*(blv+czvS)

2
k k

—50@ (U)z — 'U,L') — 5 (wl — ’UZ‘) * (blw + CﬂUS) —
Evi*(bi(w—v)—l—ci(w—v)S)

2
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donc
pik
(wij = vi) + 55 (= (Wi = i) + 2wy = vy) = (Wij1 = vij-1))
I N
=50 (wij — vij) — ww Vij Z (biqwg; + ciglj (wg)) —
q=1
N
o Vij Z (big (Wqj — vgj) + Ciglj (wg — vg))
q=1
En multipliant par w;; — v;;
L
(wij — Uw) on2 (wij — i) (—(Wijp1 — vig1) + 2(wy — vig) — (Wij—1 — vij—1))
k k: al
2 )2
=5 (wij = vi5)” — 5 (wig — vyy) Z igWej + Ciglj (Wg)) —
q=1

N

k

2”@] (wij — v Z ig (Woj — Vg5) + Ciglj (Wg — vg))
q=1

on a

N

k

—5 (wij — vy QZ biqwgj + ciglj (wg)) < 0,
q=1

et par l'inégalité établie au départ

k

N N

k

—5 i (Wij = viy) D (big (wg; — vg5) + cigl; (wy — v,)) < o Vi (Wij = vi)? Y (big + Leig)
q=1 q=1

N
k
< g7 (Wi = vii)? Y (big + Leig)
qg=1

donc
o ik
(wij —vi)” + o2 (wij — vij) (—(Wije1 — vije1) + 2(wi5 — vij) — (Wij—1 — Vij—1))
]{} N
< (wy — vyy)? 5 (ai +7: Y (big + LCiq))
q=1
c’est-a-dire que
ik

(wij — vij) (—(wije1 — vije1) + 2(wi; — vij) — (Wij—1 — vij-1))

N
k
< (wij — Uij)z (_1 + ) (ai +% Z (big + LCiq)))

q=1

2h2
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Or on avait déja

ik

o2 (wij — vij) (= (Wijp1 — vij1) + 2(wij — vij) — (Wij—1 — vij-1)) = 0

alors
]f N
(wiy — vig)” <—1 +3 <az' +7i ) (big + LCz‘q))) =0
q=1

et comme par ’hypothése (H"2) on a k <

1I<rt'a<XN (az“l‘M E zq+chq ) a;+M; E 'Lq+LC'Lq

on obtient
I N
-1+ 5 (ai + M; Z (big + LCiq)) <0

q=1

d’ou
(wij = vij)* <0
ceci signifie que max |wy, — Vpy| = |wyi; — vi5] =0
p.q

c’est-a-dire que

4.2.2 Existence de la solution par méthode monotone itérative

Définition 4.2.1. Soient u",u" € Myxp (R) (0 <n < m).
On dit que (u, 7)) = ((u")o<n<m, (W")o<n<m) constitue une paire de sous- et sur-solutions pour

le probléme discret (4.1.5) si @ < u et

wl (I +55A) <Ef(ur, @) + g (urtam?) @2.)
w (I +52A) = 5 @ w) + i (@0 u )
pour tout 1 <t < Net0<n<m.
Théoréme 4.2.2. On suppose que pour tout n = 1,....m, u* = 0 et u” = M. Alors
(w,7) = ((W")o<ngm, (W )o<n<m) €st une paire de sous- et sur-solutions pour le probléme

discret (4.1.5)).
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Preuve. 1l est claire que u < u.
Soient 1 <i< Net0<n<m,
Onau"!=u"=0etuw" ! =1u"= M, alors en remplagant dans (4.2.1)) on trouve que la

premiére inégalité est évidemment satisfaite, et il reste & montrer la deuxiéme inégalité

w;k 11,k
M; ([ + 12 A) > k:aZMZ kb”MZ * M; + M; (I % A)

En effet, on a par calcul
M, <I “ZkA) M.

2h?
et
pik a;
< M,
c.-a-d.
pik pik
Donc

ik w:k
M; (I o2 > > ka;M; — kb, M; « M; + M; <I o2 A)

Ainsi, on en déduit que (u, @) est une paire de sous- et sur-solutions pour le probléme discret.

g

Soit u"~! € [0, M] C Myxp(R) (n = 1,...,m), posons v = 0, et u"® = M dans

My« p (R). On définit les suites (g”(l)) et (ﬂ”(l)) N de My«p (R) par la relation de récur-

leN

rence suivante

n(l) k ]{? k n(l—1) —n(l— n(l—1) . .
u] <(1+2F>I . ) B L (a0 ) g, (10 ) (422

k -k k _
ﬂ?(l) ((1 + §FZ) I+ 52214) - 5 |:fl (ﬂ?(l 1)7gn(l—1)> + Pz_?(l 1)i| +g; (u?_l,u”_l) (42?))

(1<i< N), ainsi g?(l) (resp. u; ) est une solution d’un systéme linéaire, se détermine a

partir des termes précédent 701 et w1 avec ™! donné, alors pour que ces suites soient

Lk
bien définies il faut que la matrice ( s I+ 5 h2

) soient inversibles ce qui est satisfait
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d’aprées le Lemme [4.1.3ii) et la Proposition 4.1.1 On remarque que ((1 + %Fl) I+ g;j;A)

est a diagonale strictement dominant par ligne (et par colonne puisque cette matrice est
symétrique) donc on peut utiliser la méthode de Gauss-Seidel pour calculer les termes des
suites (@”(l)) et ( ())1 N
Lemme 4.2.2. Sous l’hypothése (H"1), les suites (g”(l))leN et (ﬂ”(l))leN possédent la propriété
de monotonie

0 = 0@ < "M <o <D D) D) <) <L <) <0 =

Preuve. On démontre par récurrence sur [ € N, on pose

w0 — g+ _ el
) — ) _ i)
(0<n<m).

Montrons que
w™® — 0 = (D) >
70 — g = pr — g >0

Soitt=1,...,N,ona

n(0) k. pk 4\ n k ik
(e 5m) 1o i) = (e 5m) 1+ 55

n ko n _ _
5 fi (_ (0),_n(0)> + Erz‘u- © 4 9i (U? Lt 1)

—1

k
2
k n—1 n—1
:gf' (0, M) + g; (U’z U )

=i (U;Fla unil) )
de u™! € [0, M] on tire u ' € [0, M;], d’apreés le Lemme on a g; ( n=lyne ) >
donc wn(o) ((1 + gf‘ ) “lkA> > 0, et du Lemme [4.1.3/1) ceci implique que w; n(0) >

2h2
d’otl 0 = gn(O) < un(l)

—n(0) ko pik _ (1) ko pik
@ (<1+2n)[ - )_(MZ oy )((Hzn)[ .

0
0

pik _n(10) n<zo>> _n(O)]
((1 ) e ) 2[1} (@, u") + ;7
gl ('LL 1 n
k k k n—1 n—1
=M, <I+ ) 2FM 2fi(M,0)—§FiMi—gi(ui ,u" )
k
=M; <I+ ) 2f2 (M,0) — g; (uf ", u"1)
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Comme vt € [0, M|

alors d’apres le Lemme [4.1.6]
(Mw 0) Gi (Mlau ) Z i (U?_l, u"il) .

Ceci implique que g; (u?‘l, u”fl) < g; (M;,0)

d’ou

() RNt B2 N s oar (1425 4) —Fr a0y — 0 (1
w, (<1+2r1) 2h2 )/ ( N 5 fi (M, 0) — g (M, 0)

Or les sous- et sur-solutions 0, M vérifient par définition (voir la prmiére inégalité dans la

définition)

pik k
) __f ) — o ) >
M; ([ + 2h2A> 2f, (M;,0) — g; (M;,0) >0

—_n(0) ko ik S
o () 1) o

d’aprés le Lemme i), ceci implique que @?(0) >0, d’ou, ﬂ?(l) <" = M.

ce qui entraine

Montrons que w™® > 0 et w"¥ > 0 en supposant que

wn(l—l) — un(l) _ un(l—l) >0 et wn(lfl) _ ﬂn(l 1) En(l) >0

alors

7D > @) et 4O > Zl(l 1)

= =

ce qui entraine d’apreés le Lemme

0 Y 3 (00, 0)

et
[fz <Q?(l)7ﬂn(l)> + Fz@?(l)] — [fZ (g?(l b —”(l)> + Tu l(l 1)} >0
d’ou
n(l) k ik B ( n(l+1) n(l)) k fik
w; ((-1-2 ) +2h2> U, i —|—2 +2h2

k
2

> 4 () o] <[ ) )
0
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d’aprés le Lemme i) ceci implique que w?(l) > 0.

. . s —n(l
de méme, on démontre d'une maniere analogue que w?( ) >0:

de (4.2.2) on obtient
—fi (ﬂ?(l),un(l)> = —fi <ﬂ?(l)7un(l_1)>

et
i (@0, ) e rm ] [ (@0, w D) s T > 0
d’ou
k k k _
w0 ((1 + 5T ) I+ 52214) >3 ([ @0 ) +ra ] - g (@0, w ) + rap))
>0

ce qui implique d’aprés le Lemme i) que w?(” > 0.

Ainsi, on a démontré que

0= MTL(O) < Qn(l) <0 < Mn(l) < Qn(l—i-l) <
et

M =70 >g7@ > .. g > geltl) >
Il reste & montrer que w"® =70 — " >0 (I €N).

On a déja w™® =70 — ™0 = M > 0. On suppose maintenant que

wn(l—l) _ ﬂn(l—l) . un(l—l) >0

donc par le Lemme
Ji (ﬂ?(l_l),un(l_1)> = fi (ﬂ?(l_l);ﬂn(l_l)>
et

(@) Y| - g (w0 @)+ rag ] 2 0

car 7D > 01D et (-1 > (=1 en particulier, donc on obtient

n(l) k ik _ <_@(l) B @(l)> E ‘

w; (<1+2F)]+2h2A> u, u; 14_21“1 2h2

— E [fi (ﬂ?(l—l)’gn(l—1)> 4T —n(l 1)] - g [f (un(l 1)’ﬂn(l—1)> n F&?(Z—n}
k
2

2

k —
>3 [fz <_n(l D gt 1)) 4+ 1)} _ [f, (u n(i— 1)7ﬂn(l—1)> + D 1)}
0
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ceci implique d’aprés le Lemme i) que w?(l) > 0. U

Théoréme 4.2.3. Sous les hypothéses (H"1) et (H"2), les suites (y”(l))leN et (H”(l))leN

convergent vers la méme limite u™. De plus, cette limite est ['unique solution du systéme
discret (4.1.6) et u = (u"),,,, est l'unique solution de probléme discret (4.1.5]) .

Preuve. La convergence des suites (g”(l)) Jen €t (U”(l)) len découle du lemme précédent, sous

les hypotheses (H"1) (u"®)

. , [ . . . ,
la suite réelle (gz( )> est aussi croissante et majorée par y,, donc elle converge vers sa borne
leN

Jey €8t croissante et majorée par M alorspourtout 1<:< N, 1<j<P

supérieur qu’on la note QZ

c’est-a-dire

. ! 1
fmui? = u, w0 <uy (W)

pour tout 1 <2< N, 1<j<P.
Do, (gn(l))l oy converge vers u"
c’est-a-dire

limu"® = <limgz(l)> = (g") =", u"D Ly (I€N)

l—o0 l—o0 1<i<N =) 1<i<N = =

1<j<P 1P

De méme, comme la suite (H”(l))leN est décroissante minorée par 0; elle converge vers une

limite T
limz"® =7", 7" <@ (I eN)

l—o0
Pour tout [ € N, on a 0 < v"® <7D < M alors par passage a la limite 0 < u" < <M

. . =n
donc en particulier, on auw — u™ > 0.

Par passage a la limite, dans (4.2.2)) et (4.2.3]) (lorsque [ — 400 ) on obtient

n Mzk k n =n n— n—
= (” 2h2A) = S fi@, @) + g (i w" ),

=n ,Uzk k =N . n n— n—
u; <I+ 2h2A) = Efi (@ u") + g (up ™t umt)

c’est-a-dire

(1 ERA) =Cawr - Shit - Stk (B + cTS)

gz( +2h2 ) 2@& 2bgl 2%* bu +cu S)+
N3 k k

u ! (I — 522A> + ot = cul Tk (b uTNS), (4.24)

1 2 2 1
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L+ 55A ) =5 — Shiu; — S <in zn>
uz( +2h2 ) 5 0l 2b Uy — U x biu" + ciu"S | +

k k k
ul ! ([ — 5}’12 A> + §aiu?’1 — —uf s (bu T+ qutS) (4.2.5)

Soient B, C € Myy (R), 1, a € R?*N, U"! e Myyyp(R) définies par bloc comme suite
d b 0 c ~ ~ . un!
B:(éd)aC:<CO)7CL:(GG)7N:(M M)aUl:(unl)

ou d € My (R) diagonale avec d;; = b;;.
Soit U™ 'donné, considérons le probléme suivant :

Resoudre dans Msyy«p (R) le systéme en V/

Vi(I+55A4) = 5@ — 5V (BY + CVS) +

2h2 2

Ur~t (1= 5 A) + Sa00! = S0P (BUM 4 GU1S)

1<i<2N
(4.2.7)

Les matrices g, a, B et C sont positives. Le probleme (4.2.7) est analogue a (4.1.6), la

2

max p,
1<i< N ¢

alors le systéme (4.1.6) admet au plus une seule solution dans [0, M]. Alors de méme, si
k< 2x =, alors (4.2.7) admet au plus une seule solution dans [O, M }, tels que M et Di

ma
1<i<2N

sont définies d’une maniére analogue :
M € Moy (R) : M, = max (&, |07, ) e

~ ~ — 2N .
;= a; + M; Zq:1 (Biy+ LCy) (i=1,...,2N)
Par définition, a, B et U° vérifient pour tout i = 1,..., N

seule diférence est la taille du systéme. On a montré que sous I’hypothese (H"2) k <

~ ~ - B B B 0o 0
a; = aiyn = a;, By = B(i+N)(i+N) = dy = by, U; =uy,
alors

Mi = MiJrN = max (b—“, H'LLZ Hoo> e = Mz

Autrement dit,

~ M
M =
M
A ~ __ = _ . 2 _ 2
de méme, p; = p;, y = p;, donc on obtient k£ < —= T T
1<i< N 1<i< N

D’ott on en déduit que le systéme (4.2.7)) posseéde au plus une solution dans [0, M] .
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Si on pose V = ( Z ) tel que u,v € Mpyxp (R), alors en tenant compte de , le
systéme s’écrit
' (& (I + S;L]; ) = Sau; — Ebyu; — Suix <sz + CiUS> +

w1 = S5 A) + e = Sl (! + e LS)
v; (] + %A) = Eau; — Ebyv; — Buix (bzu + cmS) +
ke

n—1 wik k n—1 n—1 n—1 n—1
u; <I - 2;1214) + sauT — guy T * (biu" + c;u™LS)

*

d’ott on peut noter la symétrie de toute solution de (4.2.7)) c.-a-d. si V* = ( Z ) est so-

*

lution du systéme (4.2.7) on vérifie facilement que ( Z* ) est aussi solution de ce systéme.

*

e, Ly u* v . R
Par 'unicité, on en déduit que ( o ) = ( o ) ce qui entraine v* = u*. Or par (4.2.4) et
un

(4.2.5), ( =n ) est solution de (£.2.7)) ce qui implique d’aprés ce qui précede que u" =7
-1

Ainsi, une unique solution u" = u" = u (1 < n < m) du systeme (4.1.6) (pour u"~! donné)
existe ce qui entraine 'existence d’une solution u = (u"), <n<m DOUr probléme discret (4.1.5)),

cette solution est unique d’apres le Théoréme . O

4.3 Convergence vers la solution exacte

On définit sur My« p (R) la norme |||

u € Myxp (R) : flul| = [Bax |ttgp|
1<p<P
Rappelons que u := (u"),., ., est la solution approchée (solution de (4.1.5))) et @ :=
(4")1<nem €t la solution exacte (solution du probléme intégrodifférentiel (2.1.1]) aux pointes

(zj,tn) 1<j<p ) - On note lerreur ||u™ — @"|| par E"
1<n<m

Définition 4.3.1. On dit que la solution approchée u (la solution du probléme discret)

converge vers la solution exacte 4 si max E™ tend vers 0 lorsque (h, k) tend vers 0.

1<n<m

Théoréme 4.3.1. Sous les hypothéses (H"1) et (H"2), la solution approchée u converge
vers la solution exacte u. si de plus, il existe 0 tel que k < 0 < % alors cette convergence est

d’ordre 2 en espace et en temps.



4.3 Convergence vers la solution exacte 73

Preuve. Soit ‘ﬁf - um = [|a" —a"|| = E".
Sle—sgn( —ul ) alors ‘fb?] | _E(uw U?J)

D’apres (4.1.3)) (Pexpression de l'erreur de consistance) on a

N N

An o k k ~n ~n ~m

U _I_ 2h2 ( ’L] 1 + 2u Z]“l‘l) - §UU (ai - Z biqqu - Z Ciq[j(uq)> +
q=1 q=1

o1, Mk ~n—1 sn—1 | ~n—1

N
! <ai =) bty Zczq ) + kR,
pt

u est solution de (| alors

1k L N N
uli + g (<o + 2l —ufia) = Gul) (ai—meu@ D ciali(u )
q=1

q=1

n—1 Mlk n—1 n—1 n—1
Uit o (“m L= 2uf ) o+

N
—1 (ai — Z biqugj_l — Z ciq[j(u2_1)> .
q=1 q=1

Puis on soustrait membre & membre les deux équations

N n luzk ~ ~m ~m luzk n n n
(ty — ugy) + NE (=g + 245 — 4 q) — ohZ (=g + 2uf; — uly)

k/’ N N lf N N
i (o= 3ty - zcmm) (o D - Z%W) ;
q=1 q=1 qg=1 qg=1

~n—1 luzk n— An— 1 ~n—1 n—1 Nzk n—1 n— 1 n—1
g+ oy (@50 = 2057 4+ 4 — w4 S (it — 20 i) +

N
1 <ai — waa” ! Zciqu(agl)> -
q=1 g=1
N N
—1 <CL¢ - Z biqugjil — Z Cinj (UZI)) + /{?RZ
q=1

q=1
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c’est-a-dire que

~n n Mlk ~n n
(a7 — uij)+2h2 ([(uw —uj) —

k
E@Z Z ( “um + Z blquq] + Z 0“1 )
N
(Z biqlly; * + Z Ciglj (a2_1)>

q=1

(ﬂ?j—l - U?j—1)] + [(a?] - U?J) - (ﬁ?j—i-l - UZH)D +

M’Lk pn— n— luzk ~n— n—
( 1 — Uy 11) + 2h2< ij+11 - “z‘j+11)+

N
i =) - (z bl =+ e = ) 4
qg=1
k N
5 < D biglagy —up) + Y il — ug)> +kRY,.
q=1

q=1,q#i

En multipliant par €

~m n luzk N n
6(“@' - uij>+€2h2 [(um - uij) -

N N
k ~m n n AT AT
q=1 =
N
=e(ay —ul ") [1 S s L (Z bt + Zciqu(agl)>
q=1

ik _ wik .. 3
€ (-1 = ujj 1) + ey (U — ujjy)—

n n Wik,
(uijfl - uijfl)] M [(u2j - uij) -

on2 (@51 — u%ﬂ)} +

2h? “on2
I N N
g (Z bl =)+ 3 caly (i - ufi‘l)) :
q=1 q=1
k k
65611'(?1% 1 )+ 65(12( u;)—
i N N
€ ( > bl —ugy) + ) cigly(iy “3>> + ekl
g=Ll,g7i g=1

On remarque que

zk ~T n ~T n M n ~n n
Eghg ([(uzg - uij) - (uij—l - uij—l)] + [(Uz] - uij) - (uij—l-l - uv;j+1)D 20

et

(b“uw + Z bzqqu + Z C“? > Z o U?J) 20
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alors
N
@ —ut|| = e(al — ull) <e(a™ —ulh) [1 (Z bl + Zciqu(ag—1)> +
q=1
,LLZ]C - ut ,LLZ]C ~n n—
2h2< 1 - Zj 11) + 62h2< zj—l—ll uij—l—ll)_
N N
b (St )+ St )
q=1
(4.3.1)
k ~m u k ~n n
e§al(um e + eﬁai(u, — ug;)—
2 N N
€5 ( > bl — i)+ iy —u )) + ek R,
q=1,q#i g=1
D’autre part comme —a; + b;y; = 0 et 4"~ € [0, M]
p (X N 2 N
-5 (Z bt + S ciqu(ag—1)> > -2 (—ai + by + Y (big + Leig) 'yq)
q=1 q=1 q=1
donc
N N
pik  k e . ik k
1-— h2 —5 (Zblq qg 1+Zciq[j(uq 1)) 2 1- h2 —5 —al—Fb“’)/l—'—Z(bzq—FLCZq)”yq
q=1 q=1 q=1
d’apres 'hypothese (H"1) on a k < ;5—— 12“hi T , alors
1<i< N 1<i< N °

k ok al
1-— ,U;ZQ — 5 (-CLi + b”’}/z + Z (bzq + LCiq> ’)/q> >0

q=1

d’ou

ok k N N
S
qg=1
N
on pose Cf' :=1 — g (Z bigly; 14 Z cigLj (U ) , alors
q:

Cp — by pik

2 [ ap— —
h (u?jl_ugl)_’_

~n—1 n—l luzk An 1 n—1
202 (a7 —us—y) + Qthg( P~ Uiig1)

1 n—1

est combinaison convexe des coefficients de 4"~ — «" ™", ce qui entraine

I~

n luzk ~An— n— Mzk n— ,U/Z]{I ~An— n— n
€ ((CZ T2 ) (a7 — iy ') + th( —uish) + Tm(uij+ll - “z’j+11)) <G|

~n—1 unfl H
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c’est-a-dire que

N N
1—%—ﬂﬁﬁﬂ“+2wmwvﬂ@ﬁ—%ﬂ+

ks oam— a~my—
Eg;ﬂ (U’Z 11 2] 1) + €2h2 (u?]—&-ll U’;L]—&-ll)
< Cn || An—1 u 1||

Or 0 < C" <1, donc

N N
5 (Z bigiipst + > cigl; (ﬂ;”))] (a7 — )+

B ) e )
n— n—

(4.3.2)

on termine par

N N
—ebyp (Z big(tig; " —upi ) + > el (an" — u@“)) +egai(af !t —uh) (4.3.3)
2 3.

q=1
< bpy it — |

et

N N
k ~MN n k AT A~ n AT n k ~MN n
65%‘(“@' —u5) — €5 Ui ( Z big(tg; — ug;) + Z Cig L (U — uq)> < 5P o™ — u”|| (4.3.4)

q=1,q7#i g=1
Posons

:= max
P 1<z<NpZ

par et en tenant compte de - on obtient
o™ —u"|| < Hﬁ”’l — u”le + gp ||7l"’1 — u”*IH + gp 4" — u"[| + ek R,

En sommant de n = 1 jusqu'a n = [ < m on obtient
I I -1 !
o — '] <[] = || + 5o lla® — w||+ o[l — ' + kp > _lla" —ull+ kY 1R
—1 =1

comme [|4° — u°|| =0
k X
alors (1 — §p) |al — || < k‘pz o™ —u™|| + ek R,

k
par I’hypothése (H"2) on a 1 — bl > 0, donc

-1

2k 2
ﬁl—ul||< P ZHAn_unH_'_Q

k l
=D IR
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Par I'inégalité de Granowall discréte [21] :

it ol < 5

e <2kp( kp ))

d’apres le Théoréme ona |[R"| < C(h* + k?)
alors Hﬁl _ ulH < 22kklpc (h? + k2) exp (21@2;:_(1];)1))

par conséquent

max E' = max [[@' —u'[| < QQfTZpC (h* + k*) exp (M)

1<I<m 1<I<m 2—1{3,0

2km 2 2 2kp(m—=1) \ _
comme (hllgl—{(o = kpC (h* 4+ k%) exp (’2’_—kp> =0

donc lim max B! =0
(h’k)g’(oro)lg I<m

ce qui signifie que la solution approchée u converge vers la solution exacte .

Sik<0< % alors il est claire que ;fg; exp (2]“2(_”;;1)) < 22221{) exp <29’;(_";;1)>

d’ou
max E' < C (h2 + kz)

1<l<m

tel que C = C <29m exp (29”(7"_1)))

2—0p

ainsi, la convergence est d’ordre 2 en espace et en temps.
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4.4 Exemple

Soient w1 (x) = sinx et uge(z) = x(m — x) les distributions initiales des densités cellulaires

de types 1 et 2 respectivement, dans un sinusoide hépatique de longueur 7, et soient les

\ ) ) /13 B 403
parameétres = (1/10,1,20) a = (7,8) b(g 10) Cl/W(O.B 1 >

L’exécution de 'algorithme de résolution consiste a calculer les r premiers termes des suites

(g”(l))leN et (ﬂ”(l)) JeN données par la relation de récurrence —. Soit € > 0 suffi-

samment petit, comme la solution approchée u satisfait uv"® < v < @"® pour tout [ € N ;

ona [V —u;| <@ —w'D] et |ufY — | < MY — | donc le teste d’arrét de l'al-

ﬂ?(r) . Q?(T)

< .0n prend les pas de discrétisation h = 0.0491 et £ = 0.0108 :

gorithme est
Pour noter I'indépendance de I’état stationnaire de la donnée initiale, on va exécuter ’al-
gorithme une deuxiéme fois pour la distribution initiale : g (z) = 2z(m — x) et tdge(x) =
(x — m)(1 — cos(x)). Les résultat sont introduit par les graphes suivants ou u = (uq,us)

correspond a l’état initial ug et 4 = (44, 12) correspond & g
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Fi1G. 4.1 — Graphe de uy
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Fi1G. 4.2 — Graphe de uy
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4.4 Exemple

Fi1G. 4.3 — Graphe de 14
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1.5

Fic. 4.4 — Graphe de 4y



Conclusion

Dans ce travail on s’est intéressé a I’étude d’un systéme intégro-différentiel avec diffusion
décrivant I’auto organisation de IV types de cellules du foie, en tenant compte des mécanismes
gouvernant 1’évolution de la densité de ces cellules. Donc le modele sert a décrire toutes les
phénomeénes soumis aux mémes mécanismes.

Pour ce type de problémes, la solution représente la distribution de la densité de chaque type
de cellules en fonction du temps et de la position, donc seules les solutions positives sont
acceptables ; c’est pourquoi le choix d’'une paire de sous- et sur-solutions positives nous a été

trés utile dans la démonstration de 'existence et 'unicité de tel solution.

On s’est intéressé aussi au probléme stationnaire correspondant, afin d’introduire quelques
résultat concernant le comportement asymptotique de la solution lorsque ¢ — +o00. Notre
objectif était d’établir des conditions sur les parameétres pour que les espéces persistent (co-
existent) ; c’est pourquoi qu’on a utilisé une paire de sous- et sur-solutions strictement posi-
tives a partir desquels on a construit deux suites limitant un secteur entre deux quasisolutions
strictement positives sur |0, L[, vers lequel la solution u(x,t) est attirée lorsque t — +o0;
cependant, se résultat n’est valide que pour les solution ayant la donnée initiale uy satisfait
ag® < up < P ou ag® < u(-,t*) < P! pour un certain t* > 0. Ce résultat peut étre généralisé
aux solutions ayant une donnée initiale positive quelconque si on montre ’existence de t* > 0

satisfaisant ag™ < u(-, t*) < @'

La discrétisation numérique a été également effectuée a I’aide de la méthode des différences
finies de crank-Nicolson; on a obtenu de bon résultats de convergence numérique grace a

I'utilisation des approximations dont ’ordre de précision est deux.
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