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RESUME

Dans ce travail, nous considérons un probléme de controle optimal de 1’obstacle d’une
inéquation variationnelle bilatérale, ot la fonction controle est 'obstacle. On utilise une mé-
thode d’approximation afin de ramener I'inéquation variationnelle 4 une famille de problemes
approchés gouvernés par une équation semi-linéaire, on démontre 'existence de controle op-
timal et on donne un systeme des conditions nécessaires d’optimalités .

Mots clés : Inéquation variationnelle bilatérale, controle optimal, probléeme de 1’obstacle

elliptique.



ABSTRACT

In this work, we consider an optimal control problem for a bilateral obstacle inequality
where the obstacle function is assumed to be the control, we use an approximation methode
to introduce a family of approximate problems gouverned by a semilineaire equation, we
prove optimal solutions existence and give the optimality conditionds.

Keywords : Bilateral variational inequality, Optimal control, elliptic obstacle problem.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION CENERALE

1.1 Introduction

Le controle optimal des équations aux dérivées partielles et des inéquations variationnelles
est un domaine important du mathématiques appliquées qui ont des applications différentes
dans des domaines différents. Les inéquations variationnelles et les problemes de contrdle
optimal associés ont été largement étudiés pendant des décennies et les références qu’ils
contiennent ou le systeme est gouverné par une inéquation variationnelle de I'obstacle est
tres riche.

Ces problemes ont été largement étudiés durant les dernieres années par de nombreux au-
teurs, qui ont étudié ces problemes de controle optimal de I'obstacle, ou I'obstacle est une
fonction connue et le controle apparait dans l'inéquation variationnelle. En d’autre terme,
les contrdles ne changent pas 'obstacle, ou ce genre de probleme peut étre appelé probléme
indirect de controle optimal de 'obstacle. Récemment, les probléemes de controle optimal
de l'obstacle des inéquations variationnelles ont été considérés dans de nombreux aspects

différents. L’'un de ces aspects le plus important est de prendre 'obstacle comme controle.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

Ce cas peut étre appelé probleme direct de contréle optimal de 'obstacle.

Dans ce mémoire, nous étudions les problemes de controle optimal de 'obstacle gouvernés
par des inéquations variationnelles, ces problemes sont intéressants les résultats d’existence
et d’unicité sont nombreux. En ce qui concerne les conditions d’optimalité, plusieurs diffi-
cultés se présentent, la difficulté principale est que 'application 7 : contréle — état n’est
pas Gateaux différentiable.

Nous pouvons alors adopter plusieurs points de vue. L’idée étant toujours de se ramener a un
probléme gouverné par une équation variationnelle. La technique de base est I’approximation
de 'opérateur 7 qui peut se faire de plusieurs manieres a peu pres équivalentes.

Le mémoire se compose de quatre chapitres qui se présente comme suit : dans le premier,
on donne d’une part une introduction générale, et d’autre part on cite quelques notations
et notions utilisées dans 1’étude de ce genre de problemes. Dans le deuxieme chapitre, on
démontre un théoreme d’existence de controle optimal. Le troisiéme chapitre est consacré a
I’étude du probleme approché. Dans le dernier chapitre, on donne les conditions nécessaires
d’optimalité du probleme approché et on passe a la limite avec d tend vers 0 et on trouve le

systeme d’optimalité du probleme initial.
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1.2 Probléme de contréle optimal

1.2.1 Formulation générale

Soit le probleme générique suivant posé sous la forme
min {J(y,u), A(y,u) =0,u € Uy C U,y € K C Y}

ou U est un espace de Hilbert, Y un espace de Banach, U,y et K sont des ensembles
convexes fermés non vides de U et Y respectivement, J est une fonction cotit de Y X U dans
R U oo semi-continue inférieurement et convexe (en général). A est un opérateur différentiel
elliptique ou parabolique, linéaire ou non (par exemple A(y,u) := —Ay — u, qui est une
équation en fonction de I’état et le contrdle), ou la fonction y est la fonction d’état et u la
fonction de contrdle. Ce probleme peut étre aussi vu comme un probléeme de programmation
mathématique (c’est-a-dire un probléme d’optimisation sous contraintes) dans des espaces.
Souvent, d’aprés certaines hypotheses d’existence et d’unicité de la solution, I’équation d’état
A(y,u) = 0 admet une solution unique. On peut alors définir un opérateur T de U dans
Y qui & u associe y = 7(u). Le probleme de controle optimal s’écrit alors comme fonction

de la seule variable w sous la forme
min{J(t(u),u),u € Uy, 7(u) € K}

D’aprés la littérature mathématique, la démarche classique pour résoudre ce genre de pro-

bleme est en général la suivante

1 . Etablir Pexistence et si possible, 'unicité de la solution de ce probléme en faisant
appel a des techniques d’estimation & priori et de compacité. Il faut, bien sir, pour

cela avoir une régularité minimale de l'opérateur 7 (par exemple, la continuité faible).

10
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2 . On essaie ensuite de caractériser la ou les solutions, afin de trouver des conditions
nécessaires d’optimalité. Souvent, ces conditions sont des conditions différentielles du
premier ordre, ceci impose donc des propriétés de différentiabilité de J et de 7 (si la

régularité le permet, on peut aussi établir des conditions suffisantes du second ordre).

3 . Enfin, on utilise les conditions précédentes pour établir des algorithmes permettant

de calculer numériquement la ou les solutions.

11
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1.3 Notions préliminaires

Nous présentons pour le moment les notations utilisées dans ce travail. On rappelle ici
les espaces dans lesquels les solutions vont étre cherchées, plus généralement tous les espaces
utilisés pour I’étude mathématique du probléme (propriétés de régularité, approximation, ...).
Les notations utilisées pour les espaces de Sobolev sont classiques ainsi que les démonstrations
peuvent étre trouvées. Dans ce qui suit, nous désignons par @ le point générique de €2 qui
est un ouvert borné de R¥, & frontiere 8 Lipschitizienne ou IN < 3. On rappelle que le
dual D’(2) de D(S2) est I'espace des distributions sur £2. On introduit également I’espace
C°(Q) des fonctions continues sur §2. Soit p tel que 1 < p < +o00. On note par LP(£2)

I’espace des fonctions v de €2 dans R mesurables tel que
Lr(Q) = {’u : Q2 — R; f mesurable et / |v(x) |Pde < —|—oo}
Q
ot ||v||pr(n) désigne la norme
/p
lv||Lr) = (/Q | v(x) |P dx ) sip < 400

Définition 1.3.1 On définit l’espace L>(S2) comme suit
L>(Q2) = {f — R; f mesurable et 3 une constante C telle que |f(x)|< C p.p. sur Q}

L’espace L>=(S2) est muni de la norme
| f llzee@)= ess sup | f(z) |
zeN
=inf { C; | f(x) | £ C p.p. sur Q}
Remarque 1.3.1 Pour p = 2, on définit ’espace L*(Q2) comme suit
L?(Q) = { v : Q — R; f mesurable et / | v(z) P dez < oo }
Q

L’espace L?(Q2) est muni de la norme

12
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) 1/2
lollzz@=( [ | v(@) | do )

et de produit scalaire

(v, w) = /Q v(z) w(x) dx
pour v et w dans L*(§2)
donc
lvllz2@y= (v, v)*/?
et L?(Q) est un espace de Hilbert.

Notation : Pour 1 < p < oo; on note p’ I’exposant conjugué de p, pour p dans

[1,00[ avec £ + L =1, oil encore p’ = 2 et évidement 1’ = oo et oo’ = 1.
’ p ' p ’ p—1’

Inclusion des espaces LY ()
Les espaces LP(€2) sont décroissants, tel que 1 < p < q < oco. Alors LI(2) C LP(2). De

plus, il existe C tel que || f||zr )< C|| fllza() ; pour tout f dans LI(£2)

Théoréme 1.3.1 (Inégalité de Yong) Soient a,b > 0, et 1 < p,p’ < oo deux expo-

sants conjugués, alors

1 1,
ab < —aP + —bP
P P

Preuve. Voir [5].

Théoréme 1.3.2 (Inégalité de Hélder) Soit f dans LP(QQ) et g dans LI(2) avec

1 < p < oo. Alors f.g dans L*(Q) et

| f-gllr )< | Fllze)- gl Lo

13
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Preuve. Voir [5].

Théoréme 1.3.3 (Inégalité de Minkowski) Soit1 < p < oo, et f,g dans LP(Q2),

alors f + g dans LP(2) et

If + gllze@) < || fll e+ gl e )-

Preuve. Voir [5].
Rappel sur les espaces W"™P?(Q)
La théorie des distributions permet de définir, pour les espaces de LP(£2) des dérivées d’ordre
quelconque & valeur dans D’() : pour tout d, &« = (auy,...,aq) de N représente la
longueur a3 + ... + a4 et on note @ la dérivée partielle d’ordre total || et d’ordre o

par rapport a la j-éme variable, 1 < 3 < n.

Définition 1.3.2 Soit p un nombre réel, tel que 1 < p < 400, et m un entier positif, on

définit Uespace de Sobolev W™P(QQ) par
WmP(Q) := {v € LP(Q2);Va € N, |a| < m,8%v € LP(Q)}.

On note par Wy P (2) l'adhérence de l’espace D(S2) dans l'espace W™P (), on le munit

de la norme.

1/p
|v||wme@) = (/ﬂ > | 8%v(x) |P dm) sip < +oo (1.1)

la|<m

Il est facile de vérifier que l’espace W™P(Q) est un espace de Banach, réflexif lorsque
1 < p < 4o0. Dans le cas particulier p = 2, l'espace H™(Q) est un espace de Hilbert

pour le produit scalaire associé a la norme (1.1)

(u,v) —> /ﬂ S (8%u) (x) (8°) (x)da.

lal<m

14
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Corollaire 1.3.1 Pour tout nombre réel p, tel que 1 < p < 400, et tout entier positif m,

la semi-norme

1/p
|v|wme) = (/ﬂ > 0% v(x) |P dac) .

|a|=m

est une norme sur Uespace Wy (), équivalente d la norme ||u||wmr(g)-

Définition 1.3.3 Soit p un nombre réel, tel que 1 < p < 400, et m un entier positif, on

définit l’espace de Sobolev Wol’z(ﬂ) par
W, 2(Q) = {v € L*(Q); Va €N®, |a|] < m, 8% € L*(Q), v=0 sur BQ}.
Définition 1.3.4 Soit p un nombre réel, tel que 1 < p < 400, et m un entier positif. On

définit le nombre réel p’ tel que % + 1% = 1. On note par W= (Q) le dual de lespace

WP (), et on le munit de la norme duale
—m,p’ (f U)
IFllw™ (@) :=  sup
wEWIP(Q),070 | V| wmp(q)

oti (-, .) désigne le produit de dualité entre W™ (Q) et W§™P(2). Dans le cas particulier
p = 2, on voit que p' = 2. On note respectivement HJ'(Q) et H™™(K2) les espaces

W2 () et W=™2(Q), et on utilise la méme notation pour les normes associées ; on pose
H-™(Q) i= (HJ(Q))
alors
H"(Q) C L*(Q) C H ™(Q)
ot les inclusions précédentes sont considérées algébriquement et topologiquement.
Définitions et propriétés élémentaires

Définition 1.3.5 Soit Y un espace normé. Une fonction f :' Y — R est semi continue

inférieurement (noté s.c.i) si

15
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pour tout &, T, tel que lim x, = x, alors lim inf f(x,) > f(x)
n——4oo n—-4oo

Définition 1.3.6 . On appelle suite minimisante de J dans’Y une suite (Tn)nen d’éléments

de'Y tel que

lim J(x,) = ;glf;J(:Iz)

n——+oo

Définition 1.3.7 On dit que la suite (x,,) de Y converge faiblement vers & dans'Y si

lim (x,,y)y = (x,y)y pour tout y dans' Y

n—-4-o00
Définition 1.3.8 Soient E un espace de Hilbert et A dans L(E) ensemble des applications
linéaires continues de E dans E. Il existe un unique opérateur continu de E dans E, noté

A* et appelé 'adjoint de A, tel que
(Azx,y) = (x, A*y) pour tout (x,y) dans E.

Théoréme 1.3.4 (Lions Stampachia) Soit le probléme

Trouver u dans K

a(u,v —u) = (f,v—u) pourtout v € K

Le probléme admet une unique solution, ssi K est convexe, forme bilinéaire a(.,.) est coer-

cive, continue et la forme linéaire f continue.

Preuve. Voir [5]

Théoréme 1.3.5 (Théoréme des accroissements finis sur R)

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], d valeurs dans R, dérivable sur |a, b|.
Alors, il existe ¢ €]a,b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b — a)

ou il existe @ €]0, 1] tel que

/01 £(b) — f(a)do = /01 £16b + (1 — 6)a]do[b — a]

Preuve. Voir [4]

16
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1.4 Présentation du probleme

On considere un probleme de contréle optimal ou la fonction état vérifie une inéquation
variationnelle bilatérale et la fonction contrdle est I'obstacle.
Soit € un ouvert borné de RY de frontiere régulicre O et z dans L?(Q) I'état désiré, pour

¢ et ¢ dans H?(Q2) N H () nous définissons
K(p,¢) ={v e H)(Q) |¢ <v <1 presque partout pour  dans 2}

K(p,1) est un ensemble convexe et fermé non vide. Nous considérons le probleme de

I'obstacle suivant

Trouver u dans K(p, 1) tel que

a(u,v —u) >0 pour tout v dans K (¢, 1))

a(.,.) cest la forme bilinéaire définie dans Hy(2) x Hg(S2) par

ou Bv

a(uv)_z:/ama 3 Z

1,7=1

cuvda:

avec a; j, b;, ¢ dans L>(£2)
la forme bilinéaire a(u, v) est continue dans H}(2) x H} ()
AM > 0,V(u,v) € Hy(R) X Hy(Q); a(u,v) < M||lullgio)llvllmie
et coercive
da > 0 Vu € Hy(Q); a(u,u) > a”“’”?{%(ﬂ)

Soit A € L(H(Q2), H ' (€)) l'opérateur linéaire associe avec a tel que

(Au,v) = a(u,v)

17
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Il est bien connu que l'inéquation variationnelle (1.2) admet une solution unique uw =
T(p, %) qui appartient & H?(Q) N Hy(2). Tel que T c’est opérateur continue défini de
(H?(Q2) N Hy(2)) x (H?*(22) N H;(2)) nous introduisons la fonctionnelle objective sous

la forme

He) =} [ (o) = 2w+, [ (A0) +(A9))de  (,9) € Uua

tel que Ug,q I'ensemble des controles admissibles défini par

Uas = {(,¢) € (H*(Q) N Hy()) x (H*(Q) NH(Q)) | ¢ <9 | [lolla@ <

R, |Y|laz@) < R}

R est un nombre réel positif.

Par suite, on définit le probleme de contrdle optimal sous la forme

Trouver (¢,)) dans U,y tel que
Probléme (P)

J(@) = inf  J(e.%)
en d’autres termes, pour I'état désiré z dans L2(£2) nous voulons trouver (@, ) dans U,y
tel que I'état correspondant u = (g, 1,5) soit proche de I'état désiré z .
Pour trouver les conditions nécessaires d’optimalité, il est connu qu’on doit dériver la fonction
objectif J (@, 1) qui dépend de 7(p, 1)), mais application (p,1) — u = 7(p, V)
n’est pas différentiable, alors et pour surmonter cette difficulté, nous pouvons introduire une

famille du probléme approché tel que (¢, ) — T5(, 1) admet une différentielle au sens

faible.

18
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EXISTENCE DE CONTROLE OPTIMAL

Théoréme 2.0.1 [l existe une solution du Probléme (P)

Preuve. Soit {¢k, i }52 , dans Uyq une suite minimisante de J (¢, %), tel que

Jim T (prs ) = oinf (5 )

soit ur = 7(pk, ¥i) la solution correspondante du probléme suivant

Trouver wuy dans K (g, ) tel que
a(ug,v — ug) > 0, pour tout v dans K (g, Yx)

si on pose v = (g, on obtient
a(ug, pr —ug) >0
ainsi il vient
a(ur, pr) — a(ug, ur) >0

de plus

19
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a(uka (Pk) > a(uka uk)

d’apres la continuité et la coercivité de a(.,.), on a

2
04||’Ufk||Hg(n) < M ||uie || gz o) llerll 20

alors
Il @y < < el @ lleellm @ (2.1)
ainsi
lukllaze) < cllecllai@) (2.2)
ol
c=

si on pose v = Y, on obtient
a(uk, Yr — ug) >0
ainsi il vient
a(ug, Yr) — a(ug, uy) > 0
de plus
a(uk, ¥r) > alug, ur)
d’aprés la continuité et la coercivité de a(., .)
a”uk“fqg(n) < M||Uk||H3(Q)||1/Jk||Hg(n)

alors

R

2
kg oy < —llwnllmg @l ¥kl 2 @) (2:3)

20
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Ainsi

luellaz ) < ellellui@) (2.4)
d’autre part on a

Jim J(pr, ¥) = inf  J(p, 1)

(%) EVad
donc
1
Jim [ {7 (o 9) = 2)* + (Agu)” + (8¢)*}do =
. 1 —_—

Lt [ {(r(enw) = 2) + (89)? + (Ay)}da = d
alors

1 1

lim = [ {(r(¢, ) — 2)%}da + lim —{(Apn)? + (Av)*}de =
1 1
Lt = {(r(p,) = 2)Yda + it [ (M) + (Av)*}dew = d

et on a ||| et ||4|| sont borné dans H?(2) donc, il existe (@, 1) dans Ugg, tel que

Ay, converge faiblement vers Ag dans L?(Q)

Ay, converge faiblement vers Aty dans L?(9)

et d’aprés (2.2) et (2.4), il existe & = 7(@, ) dans H (), tel que
uy, converge faiblement vers @ dans Hj ()

Dans la suite, on veut montrer que (@, 1) une solution de Probléme (P), on sait que Ay,
et Ay, converge faiblement vers A@ et A dans L2(Q), et d’apreés la semi continuité des

normes, on a
Jim inf | {(8p0)* + (A)"}dz > [ {(AP)” + (Adh)*}dx

ainsi

21
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i, T (0 ) = Jim TG h)

1 1
Lt T(e,t) = Jim o [ {(r () = 2)’}da + Jim - {(Ag)? + (Ag)’}da

. . 1 2 s : 1 2 2
LnE T(p,w) > lim o [ {(r(pn ) —2) )+ lim inf - {(Agi)? + (M) de

it J(p,%) > 5 [ {(r(@ %) — 2)7}dw + [ (A0)" + (a9)"}da

(‘Pv"/’)EUad

inf J > J(&, 1
oot (p, ) > J(p,v)

Donc (@, %) est une solution du Probleme (P).

22
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PROBLEME APPROCHE

Dans cette section nous introduisons une famille des problémes approches.

Soit

B(r)=9 —r2 si r € [-1,0]

ou pour tout r dans R ; on a

r A0 =min{r;0} < g(r) <0

et B est dans C*(R) par morceaux, on défini également B’(r) par

B(r)=1{ —2r si r € [-1,0]

23
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Ainsi, on introduit ’équation elliptique semi-linéaire suivante, qui est ’approximation du

probléme de 'obstacle bilatérale (1.2)

Awd + LB’ — @) + B —u¥)) =0 dans ©Q

(3.1)
u’ =0 sur 02
avec & supérieur a 0 et tends vers 0.
Il est connu que I’équation précédente admet une unique solution
u’ € H*(Q) N H}(Q), tel que u’ = 7°(p, 1)
ainsi, notre probleme de controle optimal approché s’écrit sous la forme
Trouver (¢°,%°) dans Ugq tel que
Probléeme(P?°)
Js(@°,¢°) = inf J,
5(90 71»0 ) (03) EUna J(Qoa 1/))
avec
1 1
Jop, ) = 5 [ (rsle,¥) — 2%z + - [ (Ap)* + (A¢))de (32

Théoréme 3.0.2 Soit (p,1) € U,q, si u® = 75(p,) est solution du probléme (3.1)

alors, il existe w dans H}(Q2) tel que
Ts(, ¥) converge faiblement vers w dans Hy(2) dés que, & tend vers 0T,

ot u = T(p, ), alors on a

| v @< Crll @° llme (3.3)
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Et

[ u’ ||H3(Q)§ C: || Ws ||H3(n) (3.4)

Preuve. On commence par démontrer les inéquations (3.3) et (3.4). Pour tout (¢, 1) dans
U, il existe 75(¢p, 1) = u? solution du probléme (3.1) et v dans K (¢, %), en multipliant
I’équation (3.1) par (v — u®) et en considérant la formulation faible de ’équation (3.1), on

trouve que

[ Aw(o —whydw+ [ (8~ )+ 8 — u) (o — w')de =0

/Q Au’ (v —ul)dx + (15 /Q B(u’ — ) (v—u’)dx = —; /f.zﬁ(d; —u®)(v—u’)dz (3.5)
ou bien
a0 — ) = — [ B —u) (o~ w)de — - [ p’ — o) —u)dw (36)

Concernant 1'égalité % /Q B(u’ — p)(v — u’)dx deux cas se présentent

Cas 01 : Si on pose u® > ¢ alors , u? — ¢ > 0 d’aprés la définition de B(.), on a

Bu’ —¢) =0

ainsi, on déduit que

(15/9 B(u’ — p)(v — u’)dx = 0 pour tout v dans K (¢, 1) (3.7)

Cas 02 : Si on pose u? < ¢ alors u®° — ¢ < 0 donc d’aprés la définition de B(.), on a
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CHAPITRE 3. PROBLEME APPROCHE

B(u’ —¢) <0

% onau’ < ¢, alors —u® > —¢, donc

Par suite, concernant v — u
v—ul>v—¢
comme v dans K (¢, 1) alors v > ¢ presque par tout dans 2 et v — ¢ > 0 donc
v—u>v—p>0
ainsi, on déduit que

| B’ = @) (v —u)dz <0

par suite, d’aprés le Cas 2, en peut avoir que

_ ;/ﬂg(uﬁ — o) (v — p)dz > 0 (3.8)

donc d’aprés 1'équation (3.6) et (3.7) on conclu que

1
— 6/ B(u’ — @) (v — @)dx > 0 pour tout v dans K(p,) (3.9)
Q
Concernant 'égalité — / B — u’) (v — u’)dx deux cas se présentent
Q
Cas 01 : Si on pose ¥ > u’ alors , ¥ — u® > 0 d’aprés la définition de B(.) , on a
By —u’) =0

ainsi, on déduit que

1
—5 /Q By — u’)(v —u’)dxr =0 (3.10)
Cas 02 : Si on pose ¥ < u’, alors ¥ — u® < 0, donc d’aprés la définition de B(.) , on a

Bl —u’) <0
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par suite, concernant ¥ < u® alors —1 > —u?

donc
v—1 > v—ul
et on a
v € K(p,v)
alors
v > 1) presque par tout dans Q et v — ¥ > 0
donc

v—YPp>v—u’>0

ainsi, on déduit que

B —u)(w - u')dw <0

par suite, d’aprés le Cas 2, en peut avoir que
_ 1/ B¢ — u®) (v — u’)dz > 0
6 Ja -
donc d’aprés 1'équation (3.10) et (3.11) on conclu que
1 5 s
- 5/ B —u’)(v —u’)dx > 0 pour tout v dans K (¢, 1))
Q

Par suite, en utilisant (3.10) et (3.12), 'équation (3.6) devient

a(u’,v — u’) > 0 pour tout v dans K (¢, 1))

(3.11)

(3.12)
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Maintenant, si on prend v = ¢ on obtient
a(u’,p —u’) >0
donc
a(u’, ) —a(u,u’) >0
alors
a(u’, @) > a(u’,u’)

d’aprés la continuité et la coercivité de a(.,.) on trouve

2
all ¥ lga) SMI 0 gyl @ lae
all w gy SMI @ lmo
[ u’ ||H5(n) S;” ¥ ||Hg(n)

| w’ ) SCill @ e

De méme, en utilisant ¢ < 1), on trouve 'estimation suivante

| w’ ||Hg(n) < Cofl 9 ||Hg(n)
Donc u® est borné dans H}(2), alors il existe u dans H}(£2) tel que

u’ converge faiblement vers u dans H}(€2)
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CHAPITRE 4

CONDITIONS D’'OPTIMALITE

Dans ce chapitre; on va caractériser la solution optimale de notre probleme, en com-
mencant par définir les conditions d’optimalité approchées. En suite, en passant a la limite

avec 0 tend vers 0 et on donne le systeme limite. On commence par dériver 'application

T(p, ) — u.

4.1 Systeme d’optimalité du probléeme approché

Lemme 4.1.1 L’application (p,v9) — u® = 7(p,) est différentiable dans le sens

sutvant

Soit (, ) dans Ugq, V(€,m) dans Hy () X H}(S2), il existe v° dans H}(S2) tel que

T (p + t&, o + tn) — °(p, )
¢

converge faiblement vers v° dans H&(Q), dés que t tends vers 0, alors v° est la solution de

[’équation

Av? + 5(B'(u® — @) + B'(p — u®))v’ = 5(B' (u’ — @) + B (¥ —u)n) dans Q W)

v =0 sur O
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Preuve. Soit I'équation donnée par

Awd = —L(B(ud — @) + B(3p — u?)) dans

u’ =0 dans 9%
alors
A (p,9) = —5(B(u’(p) — ¢) + B( — u’(¥))) dans Q (42)
ul(p, ) =0 sur 99
ot

AW (@ + €t +tn) = —5(B(u’(p + €t) — (¢ + &) + B( +tn — u’(p +tn)) dans Q

ul(p + &ty +tn) =0 sur 90N
(4.3)

par suit, d’aprés les deux égalities (4.2) et (4.3), on obtient

AU (p + £ty + tn) — Au’(p, ) = dans €

—3 (B (p+ &) — (¢ + &) + B(¢ + tn — u’ (P + tn)) — (B’ () — ») + B — u’(¥)))

U6(80 + &t +tn) — u‘s(cp, ) =0 sur O
donc

A’ (¢ + &ty 4 tn) — Au’(p,9) = dans

—1B[u’(p + &t + tn) — (@ + £, + tn)] — 38U (0, ¥) — (@, )]

u® (@ + &ty + tn) — u’(p,9) =0 sur - 99

en utilisant le théoreme des accroissements finis, on trouve

—31B[u’(p + &t + tn) — (@ + &, + tn)] — 38U’ (0, ¥) — (@, 1))

11
= — [ 5816 (¢ + b+ t) — (o + t, 3 + tm) + (1 — ) (u(p, ) —

(¢, 1)]dO[u’ (¢ + t&, 1 +tn) — (¢ + t& P + tn) — u’(p, ) + (v, )]
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11
— _/0 SB10U (o + &t v + ) — (o + 16,9 + ) + (1 - 0) (W’ (¢, ) —

(p,1)]dO[u’ (@ + t&, 1 + tn) — u’(p,¥) — t(£, )]

donc

A’ (p + &ty 1p +tn) — Au’(p, 1) = dans
1
- /01 gﬂ’[eu‘s(so +t&,p +tn) — (o +t&,p +tn) + (1 — 60)(w’ (e, ¥) — (¢, 1))]dO

[u® (¢ + t€, b + tn) — u’(p, ) — (t&, tn)]

u’(p + &ty p 4 tn) — u’(p,9) = 0 sur - 90
(4.4)

en multipliant (4.4) par u®(p + t€, ¥ + tn) — u®(p, 1) et en intégrant sur §2, on trouve

/Q Alu’ (o + €L, + tn) — (o, ¥)][u’ (@ + &, ¥ + tn) — u’(p, ¥)]dz

11
== /Q/O gﬂ’[9u5(¢ + &, +tn) — (p +t&, ¢ +tn) + (1 — 0)(u’ (e, ¢) —

(0, ¥))]dO[u’ (0 + t&, ¢ + tn) — u’ (0, %) — (&, M) [u’ (¢ + &, ¢ + tn) — u’ (0, 9)]da
d’aprés la coercivité de a(.,.), on a
/Q Alu’ (@ + &, + tn) — u’ (0, ¥)][u’ (¢ + &8, ¥ + tn) — u’ (o, 9)]da
= a(u’ (¢ +t& Y +tn) — u (o, ), u’ (¢ + &Y + tn) — u’(p, )
> all u'(p + &, + tn) — u(2,9) |5 a
Donc
| u? (e + &t + tn) — w (0, ¥) |72 g

<=1 [ [ 8()aofu’ e+t + tn) —u’(p, ¥))da+
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) [t [ 38000 (o + 16, + tn) — (o, ) (45)

d’aprés les propriétés de B’(.), on sait que B’(r) > 0 pour tout r dans R, et il est connu

que

[ul(p + t&, b + tn) — u’(p, )] > 0

ainsi, on déduit que

%/Q/O B (.)dO[u’ (p + t€,p + tn) — u’(p, )])*dx > 0

et

-3 /Q /01 B'(.)dO[u’ (p + t€, ¢ + tn) — u’(p,)])?dx < 0

donc, on peut écrire (4.5) sous la forme
| u? (¢ + &t + tn) — w (0, ¥) |71 q)
11 ’ 6 é
<t (&m) [ =8I0l (p + 1€, + tn) — u'(p, ¥)lda
Q 004

en appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz, il vient

| w0 + €89 + t0) — u¥(0,9) gy < tll (61) laceny Il (o8t otm)—u’ (0, %) laycon

donc
| w’(@ + &t 9 +tn) — u’ (9, %) lgaay <t (€n) 2y
et
u®(p + £t 1P +ttn) — u’(p, 1)) - <1 &) oo (4.6)
donc

est borné dans H}(£2), alors il existe v° dans H} (£2)

Hud(cp + fta ¢ + t77) - u6(90a 'lb)
t
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tel que

u&(go + £t9 "/’ + t"7) - u6(909 "/’)
t

converge faiblement vers v® dans H} (), quand ¢
tends vers 0

D’autre part, d’aprés (4.4) et pour tout w dans Hj(£2), on a

wdx =

/ Alud(p + £t + tn) — ud (v, )]
Q t
== /Q /01 ;ﬂ'[ﬁ’u‘s(w + e, +tn) — (p +t&, ¢ +tn) + (1 — 0) (v’ (e, ) —

u’ , — ud (i, 1h) — H(E,
(¢,¢))]d9{ (p +t& ¢+tn)t (p, ) — (€ n)w

dx

et dés que t tend vers 0, on a

/ Av’wdzx
Q

= - /ﬂ /01 ;B'[Gu‘s(cp,w) — (g, ¥) + (1 — 0) (v (p, ¥) — (p,%))]dO[v° — (¢, n)]wda

donc

/ﬂ Av’wdr = —1 /ﬂ B[’ (¢, v) — (¢, ¥)][v° — (& n)]wdez, pour tout w dans HE ()

et

[ Avtwde + 5 [ 81 (0, 9) — (o, )][0° — (€ m)]wde = 0

il en resulte que

[ Avtwde + < [ 810 (0,%) — (o, 0)][0° — (€ mwde =0 dans

v =0 sur 0N
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Alors

AV’ + (B (u* — @) + B/ (% — u))v’ = §(B'(u’ — ©)& + /(¥ — u')n) dans Q

v =0 sur O
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Théoréme 4.1.1 Soit (u, @, ) solution optimale du Probléme (P?®) alors, il eviste un

état adjoint p° tel que (w, @, 1P, p°) satisfait le systéme d’équation swivant

Aw® + (B’ — ") + B(¥° — u’)) =0 dans €Y
A*p5 + %(B/(’U,J _ 905) + /6’(¢5 — u5)>p5 = ’U/5 —z dans €2

%/Q {5'(u6 — @°)ep® + B (¢ — u)np’ + AP’ AL + A¢5An} de >0 dans Q

u=0 sur OS2
p’ =0 sur OS2
@’ =0 sur O
PP =0 sur 02

(4.7)

Preuve. Soit (u®, ¢°,1°) solution optimale du Probléme (P?) soit (€, n) dans H}(£2) X

H} () arbitraire, en remplagant (¢, %) par (¢°,1°) dans (4.1) on trouve que

AV’ + 5 (B (w® — %) + B/ (Y0 — u))v’ = 5(B'(u® — p*)E + B (¢ —u’)n) dans Q

v =0 sur oN

pour simplifier la rédaction, on pose
A,US + %(ﬁ'(u‘s _ (pé) +ﬂ'(1/)5 _ u5))v5 — M,UJ

par suite, (4.8) peut s’écrire sous la forme

Muv® = 1(B'(u® — ¢°)¢ + B'(¢° — u’)n) dans Q
w8 =0 sur 0N

dans la suite, on va déterminer ’adjoint de 'opérateur M on a

M*,vé — A*,UJ + %(Bl(ué _ 805) + BI(¢5 _ u&))vé

35



CHAPITRE 4. CONDITIONS D’OPTIMALITE

Alors, on trouve que

Ap® 4+ 1B/ = %) + B (W0 —u))p’ =l — 2 dans 0 o)

p’ =0 sur 90N

avec A* est I'adjoint de l'opérateur A.
Par suit, si (u?, ¢?, %) solution optimale du Probléme (P?) alors d’aprés la condition nécessaire d’opti-
malité on a

e Jo(9? 6 ¥° + ) — Js (% ¥°)

lim in
t—>0+ t

>0 (4.10)

tel que
Tsleb) = 5 [ (o) = 2Pdw+ 5 [ (A + (A9))da
et
Tole® %) = 5 [ (e 0%) = 2w+ 5 [ (A0 + (Av0))de
alors

T = ¢ | @ 9%) — 2da + 5 | (@e)? + (au)?)da (4.11)

Ts(¢%,v?) = ;/ﬂ (W (e 9")* + 2 —2zu5(<p5,¢5))das+;L((A¢5>2+<Aw5)2>dm

et

Js(@ +t€,9° +1tn) = ;/Q(u‘*(cp5+t5,¢5+tn)—z)2dw+;/Q((A(so'*+t£))2+(A(w5+tn))2)dw

(4.12)
=3 /n (u5(so5+ts,¢5+tn)>2+z2—2zu“(sa“+ts,¢5+tn)daz+§ /ﬂ (AP°+tAE)*+(AY° +tAn) de

= %/ (u? (@ + &, 9% 4+ tn))? + 22 — 22u’(° + t&,4° + tn)dx + % / ((Ap%)2 +t2(AE)2 +
Q Q

2tAP° AL + (AY)2 + t2(An)? + 2tAY° An)dx
ou
1
Ts (9% + &, 0 +tn) — Js(9°,9°) = 5/ (u(° + t&,9° +tn))® + 2% — 220 (° + €, 9° +
Q
t)de+ 3 [ ((Ap)? + (A€ + 2AGPAE + (AW')? + £2(An)? + 20A¢° An)de —
Q
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Donc

Js(@? + t&,¢° + tn) — Js(¢?,¢%) = 1 /9 (W (® + &, 9% +tn))? — (u’(¢%,9°))? — 22(u’(¢° +

t&,9° + tn) — u’ (%, 9°%))dx + % / (t*(A)? + 2tAQ° AL + t2(An)? + 2tAY° An)dx
Q

= 4 [ (0" + 16 + 1) — (0%, ) ) (W (0 + 16,97 + ) + (27, 4%))) =

22 (W (9% + 16, 9% + tn) — w¥ (9%, 4°) ) + (P(AE)? + 2AG AL + 2(An)? + 26AY An) | da

alors

Js (0% + &, 90 +tn) — J5(%,9?)

t
ud (o k) — (u® (8. s
;/Q (( (P + &9 +zn)) (u®(p°, % )))((u5(¢5+t€,¢'s—l—tn))—|—(u5(<p5,1/;5))) B

u®(@° + t&,Pp° +tn) — u’ (¢, %)\ | tP(AE)? + 2tAP° AL + t*(An)? + 2tA1/J5An)]
Zz( ) + dx

t t
donc
o Ts(0° e, Y0 + ) — Js5(9%, °)
lim inf =
t—s0+ t
% / {ZUéu‘S(go‘s, %) — 220° + 2Ap° A€ + 2A'¢5An} dx
Q
ainsi
o Ts(0% e, Y0 + ) — Js(9%, 9°)
lim inf =
t—s0+ t
3 [ {07 (2u(p.8) = 22) + 204 A + 2847 An)} da
alors
5 5 _ 5 .16
lim inf 707 TV H i) = Jo(¢7,¥7) :/ (5 (WP (0, ¥0) — 2) + AQPAE + AP An}de  (4.13)
t—s0+ t Q

d’aprés (4.10) et (4.13) on déduit que

lim g P2tV + ) — J5(¢%, %)
im inf
t—0+ t

= / {v’ (W (p, ) — 2) + AP’ AL + A’ Anldz >0 (4.14)
Q

é

en multipliant (4.9) par v°, on trouve que

(ap® + %(ﬁ'(u‘s — ")+ B — u"))p? o =0 (w - 2) (4.15)

On remplace (4.15) dans (4.14), on obtient
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o Js( e 4 tm) — Js5(0°, 4°%)
lim inf
t—>0+ t

-/ “Azo‘s (B )+ B )" + AGTAE + A An|dz > 0
Q

en suite, en multipliant (4.1) par p® et en intégrant sur £ , on trouve que

(4.16)

| (A0 + 2 @ =)+ @ —u o )plde = 5 [ (8 =)+ (b —uy)pde (417

et

(4099 4 587w = o)+ " — )tz = 5 [ (8 = )€ + 5 — ) P

comme

< M*pS,vJ >S=< p‘S,MvJ >

alors (4.17) peut s’écrire sous la forme

| A5+ 5 (8w )+ 8 W —ut )P de = - [ (5w~ @) + B (v yp)de (415)

on remplace (4.18)dans (4.16), on obtient

1
5 /ﬂ {B'(u® — p)&p® + B/ (v — u®)np’ + AP’ AL + Ay°An}dz >0

d’aprés (4.1),(4.9) et (4.19) notre systéme d’optimalité du Probléme (P?) est le suivant

Aul 4+ 1(B(ul — %) + B(¥® —u’)) =0 dans
A*p® + 3 (B (w® — ) + B/ (¥° —u’))p’ =u’ -z dans
3 /ﬂ {B'(u® — ¢°)ep® + B (° — u’)np’ + AP° AL + Ay’ An}dz >0 dans
u =0 sur
p®=0 sur
=0 sur
PP =0 sur

o0

o0

o0

o0

(4.19)
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4.2 Systeme d’optimalité du probléme initial

Théoréme 4.2.1 Soit (@,p, ) dans (H?() N HE(Q)) x (H2(2) N HE(R)) x HL(K) une paire op-

timale du Probléme (P), alors il existe p dans Hy(S2) et ¢ dans H~(§2) tel que

, ) dans

= 7(

N
AY

%

5~
—_~ g

+qg=u—=z dans €2

né+ @n+ AGAL+ AYAnfdz >0 dans Q

u=20 sur 992
p=20 sur O
=0 sur OS2
P =0 sur O

Preuve. Pour passer & la limite dans le probleme (4.7), il faut montrer les estimations & priories pour p°,

en multipliant ’équation suivante
AP+ 1 (B (1’ — ) + B/ (¢ — ) =u’ — 2
par une fonction test v = p®, et en intégrant sur €2, en trouvant
L 1A 4 50w = o) + ' = ut))p]pde = [ (u — 2p'de

donc

/Q A*pPpida + /Q %(6’(& — Q)+ B (W — ud))(pP)?de = /ﬂ(us _ 2)pPda
et

(Ap°,p°) + /Q %(B'(u‘s — %) + B/ (° — u’)) (p°)?dx = /Q (u® — 2)p’da

d’apres la coercivité de a(.,.) on a

| p° ||2H3(n) + /Q %(5’(1‘5 - &)+ B (y° — ué))(p‘s)zda: < /Q(u‘S — 2)p°dx
ainsi

| p° ||2Hg(n) < —%/ (B'(w® — ¢°) + B/ (° — ) (p°)*dz + / (u® — z)p°dx
Q Q
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Comme
(p®)% > 0 et B'(r) > 0 pour tout 7 dans R
alors
%/ﬂ (B'(u® — @) + B (¢° — u®))(p)?dx > 0
donc
4 [ (0w - o) + @ — ) () de <0
ainsi

2
19° P rgeen < [ (@ = 2)p'de
Q

en utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz, on trouve

17 Py < ([ @0 = 22a0) ([ 092a)?

donc

10 1 gy < w8 = 2 iyl 2 Ny
de plus

122 1% pr ey < 1w = 2 Myl P2 s e
alors

5 s
Il p ||Hg(n) <cfu’ -2 ||L2(n)

donc p® est borné dans HJ (€2), alors il existe p dans HJ (€2) tel que
p®converge faiblement vers p dans Hé(ﬂ)

Soit
q° = 3(8'(u — %) + B/ (¢° — u®))p°

donc

(4.20)

(4.21)
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qzi — %ﬂ'(u‘s _ Soé)pé + %,3'('(/)5 _ ua)pa

de plus
®=q}+4q}
avec
@ = 3B (u® — °)p°
et

a5 = 38" (¢° — u®)p°
Soit ¢ dans HJ(€2) arbitraire, d’aprés 1'égalité
Ap® + 58/ (w® — °)p° + 58/ (¢° —u’)p’ =’ — =
nous obtenons

38/ (u — O)p® + 38/ (Y0 — u)p’ = u’ — 2 — A*p’

on a
1 1
(@.9) = (@) = 5 [ B’ =i dat [ F@—up’pda
alors
1 1
)] = |5 /Q §u’ — oo e+ /Q B (4 — ul)pdp dux
et

4*(¢)| = /ﬂ(u‘*—z—A*p% d

1 — s _ A*zS
2 (¢)] /Q(u 2 da /Q pé da

_|_

4 (9)] < /Q(u5 —2)¢ da

/ A*¢p® dx
Q

en utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz et la continuité de a(.,.), on trouve

(/ (u? — 2)? dw) </ (¢)2dw> ‘+ 19 | ez2 oy 1| D1l 12 )
Q Q

la° ()| <
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Ainsi

12°(9)] < llu® = zll2@)lIllz2(0) + 1Pz @) | Dll L2 (o)
on a ¢ dans HJ () alors d’aprés les injections de Sobolev, on trouve que
lollLz(e) < clléllaz()
en remplace dans (4.22), on trouve
12°(0)| < 1w = zllL2@) Dl a2 ) + 11P° | 2 (o) 1] 2 (02)
en utilisant 1'inégalité (4.20), on trouve

12°(9)| < llu® = zllL2) Pl 2y + cllu’ = 2llL2@) ||l a2 @)

alors
12°(0)| < (1 + ) lu® — 2|l L2l Pl 2 ()
donc
12°(#)| < e*llu? — 2|l L2(a) Dl a2 ()
ot
c*=1+¢
on a
Il = sup S )
SEHY .9l 1 oy =1 1Pl (0)  dem@).1111 113 o) =1

donc

@l -2y = sup 1°(9)] < c*||[u® — z||L2(o)
¢€H3(Q)’II¢I|H3(Q):1
ainsi, g% est borné dans H~1(Q), alors il existe § dans H~1(Q) tel que
q° converge faiblement étoile vers g dans H ~*(£2)

on a

®=q{+4q}

(4.22)
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CHAPITRE 4. CONDITIONS D’OPTIMALITE

Donc
g’ borné dans H~1(R)
et
g3 borné dans H~1()
alors
q‘ls et qg converge faiblement etoile vers g7 et gz successivement dans H _1(9) (4.23)
et on a

u® converge faiblement vers @ dans Hg (€2)

(Ap?®, Ay?) converge faiblement vers (A@, Adp) dans L2(2) x L2(Q)

p? converge faiblement vers p dans HJ (€2)

Finalement, et par passage a la limite, on trouve

, ) dans €

Sl

= (

Y

%

S
—_~

=u—z dans

+

Q|

1€+ @n+ APAE + ApAn}dr >0 dans Q

=0 sur 90 (4.24)
p=0 sur 90N
=0 sur 90
P=0 sur 9N
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CONCLUSION

Notre objectif initial dans ce mémoire est 1’étude d’un probléme de controle optimal de ’obstacle gou-
verné par une inéquation variationnelle elliptique bilatérale, en premier lieu, on a démontrer un théoréme
d’existence de la solution optimale de notre probleme, en suite, nous nous sommes intéressés a la caractérisa-
tion des conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre, ou il faut dériver la fonction objectif J (¢, )
qui dépend de T(¢p, 1), mais application (yp,%) — u = 7(p, 1)) n’est pas différentiable méme au sens
faible, alors, on & introduit une famille de problemes approches, ou il s’agit d’introduire un parametre d’ap-
proximation § qui est censé tendre vers 0, tel que I'application (@, 1) — 7°(p, %) admet une différentielle
au sens faible, par suite, on a obtenu un systéme d’optimalité approché (qui dépend du parameétre 4), en
faisant tendre & vers 0, on a obtenu le systeme d’optimalité de notre probléme.

Les résultats principaux :

- L’existence de la solution optimale de notre probléme.
- La caractérisation de la solution optimale du probleme approché.
- La détermination du systéme d’optimalité du probléme.

Cependant, plusieurs questions restent ouvertes et méritent d’étre traitées, par exemple :

- Etablir des algorithmes permettant de calculer numériquement la solution.

- Etudier des problémes de contréle optimal non linéaire gouverné par une inéquation variationnelle bilatérale.
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