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RESUME

Le but de ce mémoire est d’étudier le nombre maximal de solutions périodiques iso-
lées (cycles limites) qui peuvent bifurquer a partir d'un centre dégénéré dans un systéme

différentiel polynomial homogene de degré trois :

T = _y(3$2 + y2)7

Y = z(a® — y?).

En perturbant ce centre par une classe de systemes différentiels polynomiaux cubique et en
utilisant la méthode de moyennisation, on trouve que le nombre maximal de cycles limites
est trois [5].
Mots clés :

Systeme différentiel, solution périodique, méthode de moyennisation, centre dégénéré.



ABSTRACT

The aim of this memory is to study the maximum number of isolated periodic solutions
(limit cycles) that can bifurcate of from a degenerate center of third ordre homogeneous

polynomial differential system :

T = _y(3$2 + y2)7

y =z(z® — y?).
By perturbing this center with a class of cubic polynomial differential systems and using the
averaging method, we find that the maximum number of limit cycles is three [5] .

Key words :

Differential system, periodic solution, averaging method, degenerate center.
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INTRODUCTION CENERALE

Un systeme dynamique est un modele mathématique qui décrit 1’évolution d’un phé-
nomene au cours du temps. Il est souvent formulé a 'aide d’équations différentielles (dans le
cas continu) ou d’équations aux différences (dans le cas discret). Ces systémes apparaissent
naturellement dans de nombreux domaines comme la physique, la biologie, I’économie au
encore l'ingénierie.

L’étude des systemes dynamiques vise a comprendre comment 1'état d'un systeme évolue
selon des conditions initiales, a analyser la stabilité des équilibres (points fixes), a identifier
des comportements périodiques ou chaotiques et a prévoir ’évolution a long terme du sys-
teme.

Ce domaine joue un role fondamental dans la modélisation et 'analyse de phénomenes com-
plexes dépendant du temps.

Le 16¢ probléme de Hilbert [2], présenté en 1900, comporte volets. Le deuxiéme concerne
la théorie qualitative des équations différentielles dans le plan, en particulier le nombre et la
disposition des cycles limites dans un systeme différentiel polynomial réel. Hilbert a posé la
question suivante :

pour un systeme différentiel polynomial plan de degré n, combien de cycles limites (trajec-
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toires fermées isolées) peut-il exister aux maximum ?

Considérons un systeme de degré n de la forme :

dx

d
E = P(wa y)’ dZZ = Q(way)'

L’objectif du probleme est de déterminer :

(1) Le nombre maximal de cycles limites en fonction de degré n.

(2) La position relative et la topologie de ces cycles. Notons que méme pour systéme qua-
dratiques (n=2), la question reste ouverte.

Pour traiter ce probleme, il existe plusieurs méthodes pour étudier le nombre de cycles limites

qui bifurquent des orbites périodiques d’un centre comme :
— L’application de retour de Poincaré [1].
— L’intégrale de Melinkov [1].
— Facteur intégrant inverse [J].
— Théorie de moyennisation [3].

Le méthode de moyennisation est une technique puissante utilisée pour étudier le compor-
tement des systemes dynamiques non linéaires en particulier I'apparition des cycles limites
dans des équations différentielles. Elle est souvent appliquée lorsqu’on cherche a détecter des
cycles limites qui apparaissent par bifurcation a partir d’un centres.

Pour d’état actuel du 2°™¢ partie du 16°™¢ probleme de Hilbert :

. pour n = 1 (systemes linéaires) : par de cycle limite.

. pour n = 2 (systemes quadratiques) : le cas est encore non résolu complément. On conjec-
ture que le nombre maximal est trois, mais cela reste a prouver (conjecture de Smale).

. Pour n > 3 : treés peu de résultats précis, sauf des bornes tres générales (et non optimales).

10
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Le travail réalisé dans ce mémoire se divisé en trios chapitre :

Le premier chapitre : Notions préliminaires est consacré aux définitions des différents
outils mathématiques qui sont nécessaires pour I’étude de ce mémoire. On présentera la dé-
finition d’un systeme dynamique et d’un point d’équilibre. Ensuite on donnera la définition
d’orbite périodique et d'un cycles limites. Enfin, on citera la stabilité et la stabilité au sens
de Lyapunov et théorie de Cetaev.

Le deuxieéme chapitre : La théorie de moyennisation ot I'on introduira un rappel sur
la méthode de moyennisation.

Le troisieme chapitre : Bifurcation des cycles limites d’un centre dégénéré cu-
bique. Dans ce chapitre on étudié le nombre maximal de solutions périodiques isolées qui
peuvent bifurquer a partir d'un centre dégénéré dans un systeme différentiel polynomial de

degré trois en utilisant la méthode de moyennisation d’ordre deux.

11



CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons introduire des notions de base sur les systemes dyna-

miques qui seront utiles par la suite.

1.2 Systemes différentiels polynomiaux

Définition 1.2.1 On appelle systéme différentiel autonome du plan un systéme de la forme :

T = P(:B,y),
(1.1)

O Si P et Q sont des polynomes da coefficients rélles, on dit que (1.1) est un systéme

différentiel polynomial.

3 Si les fonctions P et Q sont des polynomes, on appelle alors degré du systéme (1.1)

le nombre n = max(deg(P),deg(Q)).

12



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Supposons que les fonctions P et Q de classe C* (donc les conditions de Cauchy-Lipchitz

sont satisfaites en tout point ordinaire du systéme (1.1).

1.3 Systéemes dynamiques

Définition 1.3.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application

U:Rt x R" — R”

définie sur tout Rt x R™, telle que :
A U(;x) : Rt — R™ est continue.
O U((t;.) : R" —> R™ est continue.
A U0,z) = .

AU+ s,z) =U(t,U(s,x)) pour tout t,s € RT,x € R".

1.4 Flot d’un systeme différentiel

Définition 1.4.1 Soit le systéme :

z = f(x), (1.2)

ou z(0) = xy, x € R, et f(x) € C}(R").

Soit ¢(t, o) la solution de (1.1). L’ensemble des application ¢ : R — R™définie par :

¢(0) = ¢(t, o),

est appelé le flot de ’équation différentielle (1.2).

13
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Remarque 1.4.1 Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du temps, sinon

1l est dit non autonome

1.5 Point d’équilibre

Définition 1.5.1 Le point £y € R™ est appelé un point d’équilibre ou point critique du

systéme (1.2) si f(xo) = 0.

1.6 linéarisation

Définition 1.6.1 On appelle linéarisé du systéeme (1.2) au voisinage du point d’équilibre
g, le systeme

T = Awx, (1.3)

ou A = D f(xo) est la jacobienne de f au point xq

D f(xo) = (gg;(xo)> e (1.4)

Définition 1.6.2 Le point d’équilibre xq est dit hyperbolique si toutes les valeurs propres de

D f(xg) sont a partie réelle non nulle.

1.7 Nature des points d’équilibre

On utilise la linéarisation pour ’étude de la nature des points d’équilibre.

Définition 1.7.1 Soit le systéme différentiel linéaire planaire (1.3) ot A une matrice d’ordre
2, A1 et Ay sont les valeurs propres de cette matrice. On distingue les différents cas selon

les valeurs propres A1 et Ag de la matrice A.

14
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(A 57 A1 et Ao sont réelles non nulles et de signe différent, le point critique x = xq est

un selle, il est toujours instable.

(A 57 Ay et Ay sont réelles non nulles et de méme signe.
(1) Si A1 < A2 < 0, le point critique € = xq¢ est un noeud stable.
(2) Si0 < A1 < A, le point critique @ = xqg est un noeud instable.
(3) Si A1 < A2 = A, le point critique x = o est un noeud propre, il est stable si

A < 0 et instable si A > 0.

O Si A1 et Ao sont complexes conjuguées c-a-dVj = 1,2, Aj = aj+18; avec Im(A;) #
0, alors le point critique x = xq est un foyer. Il est stable si Re(A;) < 0, et instable
si Re(A;) > 0.

(3 Si Xy et Xg sont imaginaires pures avec avec Im(A;) # 0 et Re(Aj) =0,Vj =1,2

alors le point critigue * = xg est un centre et il est stable.

Diagramme de Poincaré : La classification des portraits de phase dans le plan (det A, Tr A)

est illustré par la figure 1.1.

15
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det(A)

FIGURE 1.1:

1.8 Portrait de phase dans le plan

Définition 1.8.1 Soit le systéeme différentiel :

T = P(way)a (1 5)

Yy = Q(z,y).

ou P, Q sont des polynomes en x et y a coefficients réels de degré d.
Le portrait de phase est l’ensemble des orbites qui représentent les solutions du systéme
(1.5) dans lespace des phases ainsi que ces points critiques qui sont considérés comme des

solutions constantes. Le plan (x,y) est appelé plan de phase.

16
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1.9 Orbites périodiques et cycles limites

Définition 1.9.1 On appelle solution périodique toute solution x = ¢(t) de l’équation (1.2)

telle qu’il existe un nombre T > 0 vérifiant

$(t +T) = (1), (1.6)

le plus petit réel T > 0 qui vérifie(1.5) est appelé période.
Une solution périodique du systéme (1.2) correspond d une orbite (courbe) fermée dans l’es-

pace des phases.

Définition 1.9.2 Un cycle limite T'(t) est une orbite périodique isolée. Ceci signifie que les
trajectoires proches ne sont pas fermés mais elles spiralent en approchant ou en s’éloignant

du cycle limite. De plus aucun point d’équilibre n’est sur I'(t).

Définition 1.9.3 (Classification des cycles limites)

(1) Si toutes les trajectoires voisines de T' convergent vers T’ lorsque t — +o00, le cycle
limite I' est stable.

(2) Si toutes les trajectoires voisines de T' divergent quand t — oo, le cycle T' est
instable.

(3) S’il existe dans son voisinage des trajectoires convergentes et d’autres divergentes, le

cycles limite semi-stable.

Exemple 1.9.1 Soit le systéeme :

= ar —y — ax(x?® + y?),

y =z + ay — ay(z? + y?),

17
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2.0

15

10 P i
[4 / \

-20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20
b

FIGURE 1.2: Cycle limite de 'exemple (1.9.1)

ot que o € R est un parameétre.

En coordonnées polaires x = 7 cos(0) et y = rsin(0), le systéme précédent devient :

r = ar(l —r?),

0=1.

ona:r=0&r=0o0ur=1.

Pour r = 1. On a l'orbite périodique :

(z(t),y(t)) = (cos(t + 6p),sin(t + 0y)) avec 6(0) = Oy.

Cette orbite périodique est un cycle limite stable pour o > 0, et instable pour a < 0.
Si o = 0 le systeme a une infinité de nombre des orbites périodiques et il n‘ya pas de cycle

limite(Voir figure(1.2)).

18



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.10 Stabilité des points d’équilibre

Définition 1.10.1 On dit qu’un point d’équilibre xo est stable si Ve > 0, 3d(e) > 0 tel
que, St

|z — @ol| < 6 = [|@(t,5) — @ol| < &,VE > 0.

Définition 1.10.2 On dit qu’un point d’équilibre xo est asymptotiquement stable s’il est

existe un voisinage de xg tel que tout x dans ce voisinage, tli_{r_n o(t, ) = xo.
—> 100

Théoréme 1.10.1 Soit le systéme linéaire (1.3). Le point d’équilibre * = o est asymp-
totiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelles
strictement négative. St A a au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive,

alors le point * = xq est instable.

1.10.1 Stabilité au sens de Lyapunov

Définition 1.10.3 Soit U un ouvert de R™ avec O € U. Une fonction V est dite définie

positive sur U si
O v(0) =0,
O V(x) >0, Ve € U— {0}.
V est dite définie négative sur U si
O v(0) =0,
A V(x) <0, Ve eU — {0}.

Définition 1.10.4 Une fonction V de classe Ct, V : U — R, avec U est un ouvert

de R™ est dite semi-définie positive (resp semi-définie négative) sur U si

V() >0, VxeU, (respV(x)<0, Vxel).

19
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Théoréme 1.10.2 Si 0 est un point d’équilibre du systéme x = f(x) et s’il existe une

fonction V€ Ct défini positive sur un voisinage U de 0, alors on a :

3 Si % <0,V € U — {0}, alors 0 est un équilibre stable.

3 Si % < 0,Vx € U — {0}, alors 0 est un équilibre asymptotiquement stable.

a Si % > 0, Ve € U — {0}, alors 0 est un équilibre instable.

Exemple 1.10.1 Etude de stabilité de (0.0) du systéme :

T = 2zy — x3,

y=—z?—y>

Ce systéme est non linéaire, (0.0) est un équilibre. On a :

Df(0.0) =

Les valeurs propres sont A1,2 = 0. Donc (0.0) est un équilibre non hyperbolique on va cher-

cher une fonction de Lyapunov V (z.y) de classe C* de la forme :

V(z.y) = ax®* + by®, a,b,a et >0, ou
% = aazx® 'z + BbyP~ly = aazx* 1 (2zy — 23) + BbyP1(—x? — y°).

S7 on choisit :

a=2—oa=2
B—1=1— =2

b =2a00c — b=2a (Exp:a=1,b=2)

V(z.y) = 22 4+ 2y? et ‘fi—‘: = —2(z* 4 2y?), est définie négative donc d’aprés le théoréme

20
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de Lyapunov le point (0.0) est asymptotiquement stable.

1.10.2 Théorie de Cetaev

Théoréme 1.10.3 Soit U un voisinage ouvert suffisamment "petit" de ’origine.

S’il existe un ouvert S et une fonction de classe Ct 'V : Q—R verifiaut
(A L’origine est un point de la frontiere de 2.
O V(z)=0,Vreco2NU.
AV(x)>0eV(z)>0VeeQnU.

Alors lorigine est un point instable.

Exemple 1.10.2 Soit le systéme suivante :

Ce systéme est non linéaire, (0.0) est un équilibre. On a :

Df(0.0) =

Les valeurs propres sont A1,2 = 0. Donc (0.0) est un équilibre non hyperbolique et le théo-

reme de linéarisation ne s’applique pas.

Soit la fonction 'V (x,y) = az® + Bxiy + vyzry? + dy>.

V(z,y) = 6az’ + (48 — 3a)z’y + (2v — B)2’y* + vzy® + 35y°

21
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(x4 y)* = z* + 4x®y + 62%y? + 4xy® + y* =

36=1
43 —3a =41
2y —pB =6
=4

V(z,y) = 8z* + 42’y + 62%y® + 4xy® + 1y* = T2 + (z + y)* > 0.

. 4 1
V(z,y) = §w3 + 22%y + 4xy® + 3

Vérification des conditions du théoréeme de Cetaev.

S

W=

(1) V(z,y) définie sur R? donc on peut prendre pour D = {X/|| X|| < r} n’importe que

cercle de centre (0,0) et de rayon r.

(2) Six =0, V(:Iz,y)z%3 >0

Donc il existe des points aussi prés que l'on veut de l'origine pour lesquels V (x,y) est

strictement positive.
(3) V>0 sur D—0.

(4) V(0,0) = 0.

Donc l'origine est instable.

22



CHAPITRE 2

THEORIE DE MOYENNISATION

La théorie de la moyennisation est un outil classique pour étudier le comportement des
systeme dynamique non linéaires dépendant d’un petit parametre, en particulier, de leurs
orbites périodiques. Dans ce chapitre nous allons introduire les résultats principaux sur la

théorie de moyennisation utilisés pour accomplir les travaux de ce mémoire.

2.1 Méthode de moyennisation du premier ordre

Le théoréeme suivant donne une approximation du premier ordre pour les solutions

périodiques de certain systéme différentiel périodique.

Théoreme 2.1.1 Soit le systéme différentiel suivant :
) dx 0
() = — = eFi(t,2) + ’R(t, x,¢). (2.1)

OuF; : RXx D — R*, R: R X DX] — e¢,e¢[— R"™, sont des fonctions continues,

T-périodiques par rapport a la premiere variable et D est un ouvert de R™. Nous définissons

23



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

Fio: D — R™ comme suit :
1 /T
Fio(z) = — / Fy(s, z)ds. (2.2)
T Jo

Supposons que :

(i) Fy et R sont localement lipschitziennes par rapport d x.

(ii) Pour aeD avec Fig(a) = 0, il existe un voisinage V' de a tel que Fio(z) # 0, pour
tout z € V/{a} et det(D,Fio(a)) # 0.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution p(t,e) du systéme (2.1) T-

périodique isolée telle que p(0,€) —> a quand e — 0.

Exemple 2.1.1

z =y,
(2.3)

y=-—z+e(y’ —y).
En coordonnées polaires x = r cos(0), y = rsin(0), le systéme perturbé (2.3) s’écrit sous

la forme :

r = ersin?(0)(—1 + r?sin’(9)),
(2.4)

0 = —1 — &(cos(0) sin(0) — r?(cos(0) sin(0) + cos?(0) sin(H))).

On sait que :

1 =1+z+x*+o(z®), |z|]<1 (2.5)
—x

24



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

Do :

d
d; —er sin(0)(r? cos?(0) + 1 — r2) + o(e?)

=eFi(0,r) + o(e?) (2.6)

De (2.2) on obtient
1 /T
Fio(r) = T/O Fy(0,7)d0

1 27
— r sin?(0)(r? cos?(0) + 1 — r?)do

:271'0

—1
= —r(3r% — 4).
(3t —4)

Les cycles limites possibles pour l’équation (2.3) sont donnés par les racines positives de
[’équation

Fio(r) = _81'r(3r2 —4) =0. (2.7)

On a

2
Fl()(’l"):O:}’l"Zg\/g>O,

et

-9 1 2
Flo(’f‘) = ?Tz + 5 = Fllo(g\/g) = -1 # 0.

D’apreés le théoréme (2.1.1) le systéme (2.3) posséde un seul cycle limite, pour |e| > 0

suffisamment petit (Voir figure(2.1)) .

25



CHAPITRE 2. THEORIE DE MOYENNISATION

FIGURE 2.1: Cycle limite de 'exemple (2.1.1)

2.2 Méthode de moyennisation du deuxiéme ordre

Le théoreme suivant donne une approximation du deuxieme ordre pour les solutions

périodiques d’un certain systemes différentiels.

Théoréme 2.2.1 Soit le systeme différentiel suivant :

d
(t) = df — eF(t,2) + e2F5(t, ) + e R(t, @, €). (2.8)

OuF, Fo :RX D — R* R:R X DX] —¢ef,ef[— R", sont des fonctions continues,

T-périodiques par rapport a t. D est un ensemble ouvert de R™.

On définit Fio, Fog : D — R™ telle que :

Fio(z) = ; /0 " Fi(s, 2)ds, (2.9)
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et

Fao(2) = ;/()T[szl(s,z) /0 Fi(t, s)dt + Fy(s, 2)]dz. (2.10)

Supposons que :

(i) Pour tout Vt € R, Fy € C' Fy,F>,R et D, Fy sont localement lipschitziennes par rap-
port a x. R est différentiable par rapport a €.

(it)Pour V. C D, un sous ensemble ouvert borné de R™, et Ve €| —eyg,ey], il existea. € V
tel que :Fig(ae) + eFao(a.) = 0, et J(Fio, F20)(a:) # 0, ou J désigne le Jaccobien.
Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution p(t,e) du systéme (2.8) T-

périodique isolée telle que p(0,€) —> a quand e —> 0.

Exemple 2.2.1

=y +e(42? + Szy) + 2(3z),
(2.11)
Yy = —x.

En écrivant le systéeme (2.11) en coordonnées polaires (r, @), on obtient :

7 = e(4r? cos®(0) + $72 cos?(0) sin(0)) + €237 cos?(0),
0 = —1 + e(—4r cos?(0) sin(9) + 31 cos®(0) — 51 cos(0)) — £2(3 cos(0) sin(h)).

On a :

d
dg = eFi(t,x) + e Fy(t, ) + o(e?),

Ou :

8
F,(0,7) = —4r® cos®*(0) — g,rz cos?(0) sin(0)
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F,(0,71) =r(—4r%cos®(0) — zrz cos?(0) sin(9))

8 8
X (—4r cos(0) sin(0) + 37 cos®(0) — 37 cos(0)) — 3r cos?(0)
On applique le théoréme(2.2.1), donc nous avons :
1 27
Fio(r) = —/ —47? cos®(0)d0.
27 Jo

et

d 16
d—Fl(O, r) = —8r cos®(0) — 37 cos?(0) sin(6).
r

[ Fw,rydw = [ (—4r7 cos? () — 17 cos? () sin(s))dy

—8 4 8 8
_ ?Tz _ 57.2 cos() sin(0) — 57'2 sin(0) + 57'2 cos®(0).

Donc la fonction Fsg est :

po_ 4 3
= —r° — —7.

20 3 2
4 3

Foo=0= —1r®— —r =0.
20 3 >

3
5

L’unique racine positive de Fao(r) est r = 3%. D’autre part Fyo(r) = 4r? —
Donc Fjy(3¥2) = 3 # 0.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution p(t,e) du systéme (2.11)

T-périodique isolée telle que p(t,e€) —> a quand e — O(Voir figure(2.2)).
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FIGURE 2.2: Cycle limite de 'exemple (2.2.1)

2.3 Une autre méthode de moyennisation du deuxieme

ordre

Considérons I’équation différentielle analytique

dr 2
— =Go(0,7r) + > e¥Gi(6,7), (2.12)
deé 1

avec 7 € R, 8 € S; et € € [—ep,€0] avec gg une petite valeur réelle positive et les
fonctions G(8, 1) sont 2mw-périodiques. Notons que pour € = 0, le systeme (2.12) n’est
pas perturbé.

Soit 75(8,719) la solution du systeme (2.12) avec e = 0 satisfaisant r3(0,79) = 7o et
rs(0,10) est 27 périodique pour o € I avec I un interval réel ouvert.

Nous nous intéressons aux cycles limites de 1’équation (2.12) qui bifurquent des orbites

périodiques du systeme non perturbé avec la condition initiale ro € I.
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Définissons donc r4(8, rg) la solution de I’équation (2.12) satisfaisant r4(6,r¢) = 7o.

Dans ce qui suit, on note u = u (@, 7o) la solution de I’équation variationnelle

ou 0G,

% = W(o’ Ts(aa To))u,

satisfaisant u(6, 7o) = 1.

On définit

9

’U,1(9, ’l"O) — /0 Gl(d)’ rs(d)’ TO))d(b — ‘/00 Gl(w7 ’l"s(’U), TO))dw

0 u(¢, ro) u(w, ro)

2w G1(0, 'I"S(O, ’l"())) d
u(6, 1)

G1o(r0) = /0 0, (2.13)

G2(0,75(0,m0))  90G,
u(6, 1) T or (0,75(0,70))u1(6, T0)

G20(r0) = /OZW(

182G
+=229(0, 75(8, 70))u1 (8, 70))d6.
2 Or?

Théoréme 2.3.1 Supposons que la solution rs(0,19) de l’équation non perturbée (2.12)
telle que r5(0,79) = 1o est 2m-périodique pour ro € I avec I un interval ouvert. Si
G10(7ro) est identiquement nulle dans I et Gao(To) n'est pas identiquement nulle dans I,
alors pour chaque racine simple v* € I de Gag(re) = 0 il existe une solution périodique

rs(0,19) de (2.12) telle que r5(0,79) —> 7* quand e —> 0.

Preuve (Voir [3]).
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2.4 Différents types de centre

x=—y+ Fi(x,y) x=y+ Fi(z,y) x = Fi(x,y)
(A) , (B) » (C)

y=$+F2($,y) y=F2($,y) y:F2(w’y)

Ou F; et F5 sont des polynomes réels non linéaire (c’est-a-dire sans termes linéaires ni
constants).
Dans le cas (A) le centre est dit centre linéaire.
Dans le cas (B) le centre est dit centre nilpotent.

Dans le cas (C) le centre est dit centre dégénéré.
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CHAPITRE 3

BIFURCATION DES CYCLES LIMITES D’'UN CENTRE

DEGENERE CUBIQUE

Dans la théorie qualitative des équations différentielles, le probléeme du centre dégénéré
des systémes plans est un probleme complexe. Nous étudions dans ce chapitre le nombre
maximal de cycles limites pouvant bifurquer a partir d’'un centre dégénéré d'un systéme

différentiel polynomial homogene cubique :
= —y(3z* + y?),
Yy = w(wz - y2)7

en utilisant la méthode de moyennisation d’ordre deux voir [7].

Notons que le systeme (3.1) admet une intégrale premiére non rationnelle :

5 ) 2x2
H(z,y) = (2" +y )eXP(—m)-
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3.1 Cycles limites obtenus a partir d’un centre dégé-

3.2 Théoréme 3.1.1

Théoréme 3.2.1 Nous considérons le systéme différentiel homogéne cubique (3.1), perturbé
donné par :

& =—yBx®+y?) +e( X ayzy')+e*( X byx'y’),

0<i+j5<3 0<i+j5<3

y=z(x®—y?)+e( X cyxy)+e2( ¥ diyziyl),
0<itTi<3 0<itTj<3

ce systeme a au plus trois cycles limites bifurquant des orbites périodiques du centre dégénéré
du systéeme (3.1) en utilisant la théorie de moyennisation de deuxiéme ordre. De plus, il

existe des exemples avec 3,2,1 et 0 cycles limites.

3.3 Théoreme 3.1.2

Le systeme différentiel :

t=—-yBr?+y*)+e( ¥ ayziy’)+( X byx'yl),
0<i+5<3 0<i+5<3

y=z(x®>—y*)+e( ¥ cyxiy)+eX( Y diyziyd),
0<iti<3 0<iti<3

a au plus un cycle limite.
Preuve

Voir [0]
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3.4 Démonstration du théoreme 3.1.1

Noua allons appliqué le théoreme 2.3.1 pour démontré le théoreme 3.1.1.

Le systeme (3.1) s’écrit en coordonnées polaires sous la forme suivante :

7 = —2r3 cos(0) sin(0),

(3.2)
0 = r2,
avec £ = r cos(0), y = rsin(0) et * + y* = r2.
En prenant € comme nouvelle variable indépendante, (3.2) s’écrit :
dr
— = —2r cos(0) sin(0
o (6) sin(6),
sa solution est 74(6, 7o) = 1 exp(— sin?(0)) vérifiant r,(0, 7o) = 0.
Maintenant, nous perturbons le systeme (3.1) par des polynomes de degré trois.
C-a-d :
©=—-yBz?+y*) +e( ¥ ayz'y')+e( ¥ byz'y’)
0<i+j<3 0<i+j<3 (3_3)

y=z(x®>—y*) +e( X cx'y’)+eX( X dyx'y).
0<i+j<3 0<i+5<3

1>

34



CHAPITRE 3. BIFURCATION DES CYCLES LIMITES D’UN CENTRE DEGENERE
CUBIQUE

Ecrivons (3.3) en cordonnées polaires :

r= —2r3cos()sin(0) +¢[ X rti(a;j cost()sin’ ()
0<i+j<3

+cij cosi(0) sin? ™ (0))] +€2[ X riti(by; cositi(0) sin’ ()
0<i+5<3

+d,; cos'(0) sin’*(6))]

0= r*+ e[ > rti(acosi(0) sin’ T (0) + c;; cos'T(0) sin’ (6))]

0<i+;j<3

+1e2[ > (b cos'(0) sin’t(6) + di; cosTH(0) sin’ (0))].

0<i+j<3

En divisant 7 par 6, on trouve :

dr
25 = Go(0:7) +eG1(8,7) + £2G2(6,7) + oY),

avec
Go(0,7) = —273 cos(0) sin(0),
G1(60,7) = g1.1(0) 5 + 91,2(0)291,5(0) + g1,4(0)7,
G2(0,7) = g2.1 (9)%5 + 92,2(9)%4 +923(0)-5 +92,4(9)%2 +92,5(9)% +92,6(0) +9g2,7(0)r,
ot les expressions des coefficients gy ,;(0) pour ¢ = 1,2,3,4 et g2 ;(0) pour j = 1,2,...,7

sont données dans 'annexe A. Considérons I’équation variationnelle

du _ 8G,

% = W(e’ 7‘3(0, 7"0)),

qui admet la solution us(0) = exp(— sin?(0)) satisfaisant la condition u(0,r¢) = 1.
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Définissons les intégrales suivantes :

I, = [J" exp(2sin?(0)) cos?(0)dO = 3.572403292...,

I, 7 exp(2 sin®(0)) cos?(0)dO = 5.985557563..., (3.4)

= Jo

I3 = 2" exp(2sin®(0))dO = 21.62373221...

Lemme 3.4.1 Considérons les intégrales définies Iy, I, Is. Alors pour arg = —(I3—2I,+
I,)/(2I; — Ix)co1 et aso = —2co3 — c21 nous trouvons que la fonction G1o(ro) définie

dans (2.13) est identiquement nulle.

Preuve du lemme 3.1.1 :

On a
G1(9, ’I"S(e, ’l"()))
u(6, 1)

— A(a):2 1 B(O)rl 1 C(8) + D(8)ro,

avec

A(0) = [sin(0)(2 cos?(0) + 1)coo 4 cos(8)(—1 + 2 cos?())ago]e®**®),

B(6) = [cos(8) sin(6)(—1 + 2 cos?(0))ao; + cos?(0)(—1 + 2 cos?(6))aio
—(— cos2(6) + 2 cos*(8) — 1)coy + cos(B) sin(6)(2 cos*(8)
+1)cq0]e25m O,

C(6) = [— cos(8)(—3cos2(8) + 1 + 2 cos*(8))agz + cos?(0)(—1 + 2 cos?)azo
+ cos?(0) sin(8) (—1 + 2 cos?(8))asy + sin®(6)(2 cos?(8) + 1)cos
+ cos?(0) sin(6) (2 cos?(8) + 1)cao — cos(6)(— cos?(8) + cos*(0)

_ 1)Cll]esin2(0) ,
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D(6) = cos(0)sin®(0)(—1 + 2 cos?(0))ags + cos*(—1 + 2 cos?(0))asg
+ cos®(0) sin(0)(—1 + 2 cos?(0))az; — cos?(0)(—3 cos?(0)

+1 + 2cos*(0))a;

+(1 — 3 cos*(0) + 2 cos®(0))coz + cos®(0) sin(0) (2 cos?(0) + 1)cso

— cos?(0)(— cos?(0) + 2 cos*(0) — 1)ea

+ cos(0) sin®(0)(2 cos?(0) + 1)cyz.

En calculant G1g, on trouve que

2 G1(0,7r5(0,10))

Grolro) = /0 u(6,710)

a6 = [ (A(6) ", + B(O) + C(6) + D(O)ro)ds,

tenant compte du le changement de coordonnées @ = ¢ + = dans l'interval [0, 27] et les

relations symétriques suivantes :
sin(@ + ) = —sin(0), cos(6 + w) = — cos(0).
Nous savons que

;A = [ a@as=o. [T c@an = [ c@)is=o.

Donc
27 B(Q)

To

27
Gio(70) :/O d9—|—/0 D(6)rod6

17
= [(2a10 — 2¢01)I1 + (co1 — a10)I2 + 00113]75 4+ (2¢o3 + aszo + c21)70,
0

alors G19 = 0 si

ajp = —%C()l = ]_7.65322447..C()l7 aszo = —2003 — C21.

Ceci complete la preuve du lemme.

(3.5)
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On a

G10(07 'r's(oa TO))
u(6, 1)

1 1 1 1 1
= A5(0) - + A4(0)—, + A3(0)—, + A2(0)—; + A1(0)— + Ao(0)
’I"O ’I"O ’I"O ’I’O To

+A1(0)T0’

avec A5(0), A4(0), A3(0), A2(0), A1(0), Ag(0) et A; sont donnés dans 'annexe B.
On remarque que

J2™ A4(0)d0 = 0, |2 A5(0)d0 =0, [I™ Ay(8)d6 = 0.

Donc nous avons

[ Cuol0Crod 4o — L 27 Ay (0)d0 + & J ™ As(6)d6

+% Jo™ A1(6)d + (J;™ A1(6)dO)ro.
Et

J™ A5(0)d0 = (—4 7™ @) cos*(0)dO + 2 [Z™ 55 cos?(0)dO
+ [27 e852°(O) ) aggcop) = 665.2264930..a00C00,

JZ™ A3(0)d = 239.0000390..a0;co1 + 97.83745135..a00Co2
+97.83745135..a92C00 — 257.2692783..co1¢10
+12.93483815..a00C20 — 7.99641945..a00a11
+12.93483815..a20C00 — 28.92767705..Co0C11,

27 A1(0)dO = 1.159249021..b1 + 20.46448319..do,
+2.318498043..a11c11 — 4.73165232..cp2C11
+2.318498043..a20Co2 + 2.318498045...a02C20
—3.761715750...c11C20 + 14.47892563...a02C02
—1.253905250...a02a11 + 0.189312456...a20C20

—|—O.094656226...a11a20 + 0.647510463. ..a21Co1
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0271' AI(G)dH -

Remarque 3.4.1 En utilisant les expressions de Az, A1, A1, nous pouvons avoir les va-

—5.110277230...co3¢10 + 2.318498043...a12¢10
+2.22384182...a¢1C21 + 36.6143963...a03C01
—3.95102821...c19c21 — 1.25390525...a01a12
—45.6606188...co1c12 — 7.1036910...c01C30
+14.28961317...a01Co3,

—0.3926990817...c30c21 + 0.1963495408...c30a12
+2.159844949...a03¢05 — 0.1963495408..a03a12
—0.7853981634...c12¢21 + 0.3926990817...a03C21
—1.178097245...co3¢12 + 0.3926990817...C12a12
+0.9817477042...co3¢30 + 1.570796327...d2;

+3.141592654...dp3 + 1.570796327...b3¢.

leurs exacte des coefficients numériques qui apparaissent dans les intégrales précédentes.

Ainsi, par exemple

239.0000390 = — /

2r e45in*(0) (cos2(0) — 1) (21, — 415 cos*(8) + 215 cos?(0) — I2)d9
0 21, — I,

et I, I, Is satisfaisant les relations (3.4).

(b) Tous les calculs de ce probléme ont été vérifiés avec le manipulateur Maple.

Nous avons aussi

Te: Bi(9) B,(0
L(0,7.(0,70)) = Bo(0) + 2 4 P2
or r2 3

39

9



CHAPITRE 3. BIFURCATION DES CYCLES LIMITES D’UN CENTRE DEGENERE

CUBIQUE

avbec

By(0) = cos?(0)(1 + 2 cos?(0) — 4cos?(0))cay + (—2cos®(0) + 1 — cos*(0))cos

+ cos(8) (sin(0) cos?(8) — 2 cos(0) sin() + sin(8))cyz + cos®(8) (sin(0)
+2 cos?(0) sin(8))cso + sin(B) cos(8) (3 cos?(0) — 1 — 2 cos*(6))aos

+ cos?(0)(—1 + 3 cos?(0) — 2 cos*(6))ayz + sin(8) cos®(8) (—1

+2 cos?(6))az, + cos?(8) (—1 + 3 cos?(8) — 2 cos*(8))ayz + sin(6) cos®(0)

(=1 + 2cos?(0))as,

Bo(0) = (—1 — 18.65322447... cos2(0) + 37.30644894... cos?(6))e2sn ®) o,

— sin(8) cos(0)(2 cos?(0) + 1)e2s* O ¢, + sin(6) cos(8)(—2 cos?(0)

+1)e2 sin(6) ao1,

B3(0) = —2sin(6)(2 cos?(0) + 1)coo + 2(—2 + €352°®) cos(0))ago.

Maintenant, nous calculons

avec

Cz (’I,U) =

Cl ('lU) =

C() ('lU) =

él (’lU) =

Gi(w,rs(w,r0)) _ Cs(w) n Ci(w)

u(w, o) r2 To

+ Co(w) + C’l(w)ro.

e?5° (@) [cos(w) (2 cos? (w) — 1)ago + sin(w)(1 + 2 cos®(w))cool,

[cos(w) sin(w)(—1 + 2 cos?(w))ae; + (1 + 2111112 (cos?(w)

—2 cos*(w))cor + cos(w) sin(w)(1 + 2 cos?(w)) o) @),

[cos® (w) (2 cos?(w) — 1)age — cos w(—3 cos?(w) + 2 cos*(w) + 1)agy
sin(w) cos?(w) (2 cos?(w) — 1)ay; + sin(w) cos?(w)(1

+2 cos?(w))cao + oz sin®(w) (1 4 2 cos?(w)) — cos(w)(2 cos*(w)

—1 — cos?(w))exg]es™ (),

—(cos*(w) + 2 cos®(w) — 1)cos + sin® cos(w)(1 + 2 cos?(w))c;2
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— cos?(w)(—1 — 2 cos?(w) + 4 cos*(w))cay + cos®(w) sin(w) (1
+2 cos?(w))ezg + sin®(w) cos(w) (2 cos?(w) — 1)ags + sin®(w) cos?(w)

(2 cos?(w) — 1)a;2 + cos®(w) sin(w) (2 cos?(w) — 1)az;.

De (2.13), nous obtenons :

1 ,6 1 r6 0 0 _
u1(0,70) = rz/o Cr(w)dw + r/o C’l(w)dw—l—/0 C’o('w)d'w—l—ro/o Ci(w)dw,
0 0

donc
oC 1 1 1
= (0,7.(0,70))u1 (8, 70) = 55(0)— + 54(0)— + 55(0)—
or o g TS
1 1
—|—82(0)72 —+— 81(0)7 —|— 80(0) + §1 (B)T'(). (36)
’I“O To
Puisque a;go = 0 de (2.13), nous avons

G2(0,75(0,70)) G,
’U;(O,TO) + or (0’ rs(e’ro))ul(ea To))d@.

G20(ro) = /:ﬂ(

Nous obtenons donc

5 _ 6 4 2
r0G20(T0) = VT + vaTy + V2Ty + Vo

Vg = —0.3926990800...021C30 + 0.1963495397...@12030 + 2.159844949...&03C03
—0.1963495365...ap3a12 — 0.7853981634...c12¢21 4+ 0.3926990817...ap3¢C21
—1.178097245...003C12 —|— 0.3926990817...&12612 —|— 0.9817477042-..CQ3C30

11.570796327...ds; + 3.141592654...dgs 4 1.570796327...bso.
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vy = —3.155691751...a21c01 + 6.612510180...co3c10 + 1.786201647...a12¢10
+2.413154277...a01C21 + 38.88726613...a03c01 — 1.253905255...C10Ca1
—1.206577137...a01a12 — 68.30745733...co1c12 — 38.88726635...Co1C50
+13.27234849...a01Co3 + 2.318498043...a11¢11 — 4.73165232...co2¢11
+2.318498043...a20C02 + 2.318498045...a92C20 — 3.761715750...¢11Ca0
+14.47892563...a02¢02 — 1.253905250...a02a11 + 0.189312456...a20C20
+0.094656226...a11a20 + 1.159249021...b;¢ + 20.46448319...do; .

vy = 95.95703341...a00C02 + 105.7377762...a02c00 + 239.0000390...a01Co1
—17.649140220...a00a11 + 16.68739736...a00C20 — 110.9164314...co0C11
—257.2692783...C01¢10 — 0.000001...c2, — 31.79348852...a20Co0-

Vo = 665.2264933...&00600.

Les coefficients vg, v4, v2 et vg sont indépendants car dgz n’apparait que dans vg et byg
apparait uniquement dans v4. Le coefficient aggcoe apparait uniquement dans vy et aggcoo
apparait uniquement dans vg. Nous allons maintenant utiliser le théoreme de

Descartes :

Théoréme 3.4.1 (Théoréme de Descartes). Considérons le polynéme réel p(x) = a;z™ +
aipx?... + a;px” avec 0 < 44 < iy < . < 4, et a;; # 0 constantes réelles pour
JE€L2,..,7r. Quand a;ja;jy1 < 0, on dit que a;; et a;j41 ont une variation de signe.

Si le nombre des variations des signes est m, alors p(x) a au plus m racines réelles positives.
De plus, il est toujours possible de choisissez les coefficients de p(x) de telle maniére que

p(x) admet exactement r — 1 racines positives.

Donc, a partir du théoreme de Descartes, nous pouvons choisir vg, v4, V2 et vg afin que
le G99 dispose de 3, 2,1 ou 0 racines réelles positives. Ceci termine la preuve du théoreme.

Nous fournissons des exemples de (3.3) avec 3,2, 1 et 0 cycles limites.
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3.5 Exemples

3.5.1 Exemple avec 3 cycles limites

Pour e = 0.001, le systeme (3.3) s’écrit :

& = —y(3z% + y?) + € + €2(3570.576292x — 752.8823806x°)

= —y(3z% + y?) + 0.001 + 0.003570576292z — 0.0007528823806x>,
(3.7)

y = z(x? — y?) + (1 — 37.74385845y?)

= z(z% — y2) + 0.001 — 0.03774385845y2.

Ce systeme a trois cycles limites. En effet, en calculant Gg, on trouve que :

1 1
Gao(19) = —1182.624878r¢ + 4139.187071— — 3621.788686—3 + 665.22649337“(5].
To TO

De G2o(7r9) = 0, nous obtenons les trois racines positives ro = 0.5, 1, 1.5.

(Voir figure(3.1)).
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e = 0.001

FIGURE 3.1: Pour € = 0.001 le systéme perturbé (3.7), a trios cycles limites.

3.5.2 Exemple avec 2 cycles limites

Pour e = 0.001 le systeme (3.3) s’écrit :

& = —y(3x® + y?) + (1 + y + x%y) + £*(—856.6373973 + ¢°)
= —y(3x2 4+ y?) 4+ 0.001 + 0.001y + 0.001z2y — 0.0008566373973x
+0.000001y3,
Yy =x(x? — y?) +e(1 + y?) + €2(x + 73.80732101y3)

= m(a:z — y2) 4+ 0.001 + 0.001y2 4+ 0.000001x + 0.00007380732101y3,
(3.8)

Ce qui donne la fonction G'gg suivante :

1 1
G20(r0) = 231.872537577 — 993.0560642— + 95.95703341—3 + 665.226493317“3.
To ’l“O
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FI1GURE 3.2: Deux cycles limites bifurquent a partir du centre dégénéré du systeme perturbé
(3.8).

G20(70) = 0 a les racines positives 79 = 1 et 79 = 2. Dans la figure (3.2) nous voyons les

deux cycles limites bifurquant du centre dégénéré du systeme perturbé (3.8).

3.5.3 Exemple avec 1 cycle limite

Pour € = 0.001 le systeme (3.3) s’écrit :

Tz = —y(3z® + y?) + (1 — 176.5322447x) + £?(x + x3)

= —y(3a:2 + y2) + 0.001 — 0.1765312447x + 0.000001x3,
(3.9)

y = z(x? — y?) + (10 + 10y + zy) + e2(y — ¥°)

= z(z* — y2) + 0.010 + 0.010001y + 0.005zy — 0.000001y3,

On a

1 1 1
Gao(1r9) = —1.570796327r7 — 21.62373221— — 5545.821670—3 + 6652.264933—5.
To Ty o

A partit de la relation Gao(r9) = 0, on obtient :-1.097575824, 1.097575824, -5.725902515-

5.1483247972, 5.725902515+5.1483247972, -5.725902515+-5.148324797%, 5.725902515-
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5.148324797¢. Alors un seul cycle limite peut bifurquer depuis une orbite périodique du

systeme perturbé (3.9).

3.5.4 Exemple avec zéro cycle limite

Maintenant pour € = 0.001 on considere le systeme (3.3) s’écrit :

z=—y(3zx®>+y?) + e+ %z

= —y(3z2 + y2) + 0.001 + 0.000001z,
(3.10)

Yy =x(x? —y?) + (1 +9?) + %y°

= z(z? — y2) + 0.001 + 0.0001y? + 0.000001%3,

avec

1 1 1
G2o(10) = 3.1415926547r¢ + 1.159249021— + 95.9570334—3 + 6652.2264933—5.
T0 L L

Nous avons que Ga9(79) = 0 les solutions :-2.116012294-1.5703598311%, 2.116012294
+1.5703598312, —2.0956995204, 2.095699520%, —2.116012294 + 1.5703598311%,
2.116012294 — 1.570359831z. Ainsi, aucun cycle limite ne peut se déduire du centre
dégénéré.

(Voir figure 3.4)
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e = 0.001

F1GURE 3.3: Le cycle limite bifurquant a partir du centre dégénéré du systeme perturbé
(3.9).

= 0.001

FIGURE 3.4: Aucun cycle limite ne bifurque a partir du centre dégénéré du systéeme perturbé
(3.10).
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ANNEXE A

91,1(9) =

91,2(9) =

91,3(9) =

91,4(9) =

92,1(9) =

92,2(9) =

cos(0)(2 cos®(8) — 1)ago + sin(8)(1 + 2 cos?(8))2coo,

sin2(0)(1 + 2 cos?(0))co1 + sin(8) cos(8) (1 + 2 cos?())c1o

+ sin(6) cos(0)(2 cos2(8) — 1)ag; + cos?(8)(2 cos?(0) — 1)aio,
sin?(0)(1 4 2 cos?(0))coz + (—2 cos®(0) + cos®(0) + cos(0))ciy

+ cos2(8) sin(8) (1 + 2 cos?(0)czo + (—2 cos®(8) + 3 cos®(0)

— cos(8))ags + cos?(0) sin()(2 cos?(0) — 1)a

+ cos?(8) (2 cos?(0) — 1)aso,

sin?(0)(1 + 2 cos?(6))cos + sin®(8) cos()(1

12 c0s2(6)) ez + sin?(0) cos?(0) (1 + 2 cos?(8))car

+ sin(6) cos®(8) (1 + 2 cos?(6))cso

+ sin®(0) cos(0) (2 cos?(8) — 1)aos + sin2(8) cos?(0)(2 cos?(0) — 1)ai
+ 5in(0) cos?(8) (2 cos?(0) — 1)as + cos*(8)(2 cos?(8) — 1)aso,
(2cos?(0) + 1 — 4 cos?(0))aoocoo — c2, sin(6) cos(8)(2 cos?(0) + 1)c2,
+ sin(0) cos(0) (2 cos?(0) — 1)a2,,

— cos(8)(—2cos?(8) — 1 + 4 cos*(8))cioaoo — 2 cos?(8) sin(8) (2 cos?(0)

+1)ci0co0 + 2 cos?(0) sin(0)(2 cos?(0) — 1)apage — sin(0)(—2 cos?(0)
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92,3(9) =

92,4(9) =

—1 + 4 cos*(60))corag — sin(8)(—2 cos?(8) — 1 + 4 cos*(0))cooaor

— cos(0)(—2 cos2(0) — 1 + 4 cos*(8))cooaro + (4 cos®(6) — 2 cos(6)
—2 c0s3(0))co1coo + (6 cos3(0) — 4 cos®(8) — 2 cos(6))ao1aoo,
(cos2(8) + 4 cos®(0) — 6 cos*(0) + 1)agicor + (cos?(8) + 4 cos®(8)
—6 cos*(8) + 1)agocoz + (cos2() + 4 cos®(0) — 6 cos(8) + 1)agzcoo
— 1100 Sin(0) cos(0) (—2 cos?(0) — 1 + 4 cos?(8)) — cooary sin(6)
cos(8)(—2 cos?(8) — 1 + 4 cos(6)) — 2capcoo sin(8) cos?(6)(2 cos?(0)
+1) + 2a20a00 sin(8) cos3(8) (2 cos?(0) — 1) + 2ag2ago sin®(6) cos()
(2 cos? —1) — 2cgacgp sin®(0) cos(0)(2 cos?(0) + 1) — c1pap; sin(H)
cos(8)(2 cos?(0) — 1 4 4 cos*(0)) — cora10 sin() cos(8)(—2 cos(0)
—1 + 4cos*(0)) — ea0ag0 cos2(0)(—2 cos?(0) — 1 + 4 cos*(9))

— Coo@20 €052(0) (—2 cos?(8) — 1 + 4 cos*(0)) + (—4 cos®(6)

46 cos?(0) — 2 cos?(8))a1an + (4 cos®(8)

—2cos2(0) — 2 cos*(0))cricon — C10a10 cos2(0)(—2 cos?(6) — 1

+4 cos*(8)) + (—4 cos®(0) + 6 cos*(0) — 2 cos?(0))aioao

+(4 cos®(0) — 2 cos?(8) — 2 cos*())ciocor + a2, sin(8) cos®(8)

(2 cos?(0) — 1) — 2, sin®(8) cos(8) (2 cos?(8) + 1)

+a2, sin®(8) cos(0) (2 cos?(9) — 1)

—c2, sin(6) cos®(0) (2 cos?(8) + 1),

—Co3a00 5in®(0)(—2 cos?(0) — 1 + 4 cos*(0)) — cooaos sin®(0)
(—2cos2(0) — 1 + 4 cos*(0)) — c3pago cos®(0)(—2 cos?(6) — 1

+4 cos*(0)) — cooaos cos3(0)(—2 cos?(0) — 1 + 4 cos*(8)) + doo sin(6)
(2 cos2(6) + 1) + bgo cos(60)(2 cos?(8) — 1) — caparo cos®(0)(—2 cos(0)

—1 + 4 cos*(0)) — c10a20 cos?(0)(—2 cos?(0) — 1 + 4 cos*(0))
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—Co2a01 Sin®(0) (—2 cos?(8) — 1 + 4 cos*(0)) — coyaoz sin®(0)(—2 cos?(6)
—1 + 4 cos*(8)) — ca1a00 cos?(0) sin(0)(—2 cos?(8) — 1 + 4 cos?(6))
—Coo@z1 cos2(0) sin(0)(—2 cos?(0) — 1 + 4 cos*(8)) — 2¢21coo sin®(0)
cos2(0)(—2 cos?(0) — 1 + 4 cos*(8)) — 2cspcoo cos?(8) sin(6)(2 cos?(0)

4+1) + 2a12a00 sin®(8) cos?(8) (2 cos?(0) — 1) + 2agzago sin(8) cos(6)

(2 cos2(0) — 1) + 2aszoano cos*(0) sin(0)(2 cos?(8) — 1) + 2ag2a0: sin* ()
cos(0)(2 cos?(0) — 1) — 2c10co2 sin®(0) cos?(0)(2 cos?(0) + 1)

—2¢30C10 cos*(8) sin(0) (2 cos?(8) + 1) + 2a11a0; sin® cos?(0)

(2 cos? —1) — capaor cos?(8) sin(6)(—2 cos?(8) — 1 + 4 cos*(0))

+2a10a0; sin®(0) cos?(0)(2 cos?(0) — 1) + 2azaio cos*(9)

sin(0)(2 cos?(0) — 1) — cy1ayo cos?(0) sin(6)(—2 cos?(6) — 1

+4 cos*(0)) — e1pa1; cos2(0) sin(0)(—2 cos2(0) — 1 + 4 cos?(8))

—Co120 c0s2(0) sin(0) (—2 cos2(0) — 1 + 4 cos?(8)) — 2¢11¢o1 sin®(8)
cos2(0)(2 cos2(0) + 1) + (4 cos”(8) — 6 cos®(6) + cos3(8) + cos())cr2ao0
+(4 cos™(0) — 6 cos®(0) + cos3(8) + cos(8))cooarz + (—4 cosT(0) — 2 cos®(8)
46 cos®(0))az1ago + (—2 cos®(8) — 2 cos3(0) + 4 cos™(0))carcoo

+(—2 cos(8) + 6 cos®(8) — 4 cos”(8))coscoo + (4 cosT(0) — 6 cos®(8) + cos?()
+ cos(8))c11a01 + (4 cos”(8) — 6 cos®(0) + cos®(0) + cos())croaos

+(4 cos™(8) — 6 cos®(0) + cos3(8) + cos(0))cozaio + (4 cos™(8) — 6 cos®(6)
+ cos3(0) + cos(0))corair + (—2cos(8) + 6 cos®(0) — 4 cos”(0))coacor
+(—4cos7(0) — 2 cos®(8) + 6 cos®(0))asgaos + (—4 cosT(0) — 2 cos3(6)

+6 cos®(0))ar1a10 + 6 cos®(8))ai1aie + (—2 cos®(0) — 2 cos3(8)

+4 cos”(0))cagcor + (—2 cos®(0) — 2 cos®(0) + 4 cos”(0))cy1c10,
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g2.5(0) = —cioaso cost(0)(—2cos?(0) — 1 + 4 cos*(8)) — cspaio cos? ()
(—2cos?(0) — 1+ 4 cos*(0)) — 2, sin®(8) cos(0) (2 cos?(9) + 1)
—c2, sin®(0) cos®(8) (2 cos? 4+1) — c2, cos®(8) sin(0) (2 cos? ()
+1) + a2, sin®(0) cos(0) (2 cos2(8) — 1) + (—7 cos*(8) + 1 — 4 cos®(0)
410 cos®(8))ag: cos + (—7 cos*(0) + 1 — 4 cos®(8) + 10 cos®(8))aoscor
+(—=7cos*(0) +1 — 4cos®(0) + 10 cos®(0))agzcoz + dio sin(0)
cos(0)(2 cos?(0) + 1) + byg cos?(0)(2 cos?(0) — 1) + do sin?(6?)
(2 cos2(8) + 1) + a2, sin®(8) cos®(0) (2 cos?(0) — 1) — cora15 sin®(0)
cos(0)(—2 cos?(8) — 1 + 4 cos*(0)) — c30aor sin(8) cos3(8)(—2 cos?(0)
—ca1a10 sin(0) cos®(0)(—2 cos?(8) — 1 + 4 cos?(0) — 1 + 4 cos*(0))
—ca0a11 sin(0) cos®(0)(—2 cos2(0) — 1 + 4 cos?(8)) — c11as sin(6)
cos3(0)(—2 cos?(0) — 1 + 4 cos*(0)) + 2a10a03 sin*(8) cos?(8)(2 cos?()
—1) — €10a2; sin(6) cos®(0)(—2 cos?(0) — 1 + 4 cos?(8)) — coraso sin(6)
cos3(0)(—2 cos?(0) — 1 + 4 cos*(0)) — c12a0; sin®(0) cos(0) (—2 cos(6)
—1 + 4 cos*(8)) — cosaio sin®(8) cos(8)(—2 cos?(8) — 1 + 4 cos?(6))
—Co2a11 sin®(0) cos(0)(—2 cos?(0) — 1 + 4 cos?(8) — 2a;2a0; sin?(0)
cos2(0)(2 cos2(0) — 1) + 2ai1a02 sin*(8) cos?(6)(2 cos?(0) — 1)
+a2, cos®(8) sin() (2 cos?(0) — 1) + 2as1a0; sin®(8) cos®() (2 cos?(0)
—1) + 2aspa0z sin®(0) cos?(0) (2 cos?(8) — 1) + 2aspa; cos®(0)
cos®(8) sin(0)(2 cos?(0) — 1) — 2ezpcio cos® () sin(8) (2 cos?(6) + 1)
—2c03C01 5in®(0) cos(6) (2 cos?(0) + 1) — caoazo cos*(8)(—2 cos? —1
+4 cos*) — 2c31¢01 5in*(0) cos®(0) (2 cos?(0) + 1) — 2cz0coz sin®(0)
cos3(0)(2 cos?(0) + 1) — 2¢iac10sin®(0) cos?(0) (2 cos?(8) + 1)

+2c12¢10 5in®(0) cos®(0) (2 cos?(0) — 1) + 2agzao; sin®(H)
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cos(0) (2 cos2(0) — 1) + (6 cos®(8) — 4 cosd(0) — 2 cos?(6))crocos
+(—4cos®(8) — 2 cos*(0) + 6 cos®(0))aspae; + (—4 cos®(H)
—2cos4(8) + 6 cos®(0))cararo + (—4 cosd(8) — 2 cos*(6)

46 cos®(8))azar; + (cos?(8) — 6 cos®(8) + cos*(0) + 4 cos®(6))
c11011 + (cos?(0) — 6 cos®(6) + cos*(8) + 4 cos®(0))coraz

+(—2 cos®(6)2 cos*(6) + 4 cosd(8))csocor + (—2 cos®(8) — 2 cos?(6)
+4 cos®(0))caicio + (—2 cos®(0) — 2 cos?(0) + 4 cos®(0))czocin
+(cos?(8) — 6 cos®(8) + cos?(0)

+4 cos®(8))cz0a02 + (cos?(8) — 6 cos®(8) + cos*(0) + 4 cos®(0))crzaio
+(cos?(8) — 6 cos®(8) + cos*(0) + 4 cos®(0))cipars + (cos?(0)
—6cos®(0) + cos?(8) + 4 cos’(8))cozaz + (cos?(8) — 6 cos®(6)

+ cos?(0) + 4 cos®(0))cz1a0r + (6 cost(6) — 4 cos®(6)
—2cos?(0))cizco1 + (6 cos®(B) — 4 cos®(0)

—2 cos?(0))c11co2 + bor sin(6) cos(8)(2 cos?(8) — 1),

92.6(0) = —2ca1c11 5in%(0) cos*(0) (2 cos?(0) 4 1) — 2¢y0c12 sin®(0) cos?(0)
(2 cos2(0) + 1) — 2¢30c20 cos®(6) sin(0) (2 cos?(8) + 1) — caoaos
sin®(6) cos?(0)(—2 cos?(6) — 1 + 4 cos*(0)) + 2az aq; sin®(6)
cos?(0)(2 cos?(0) — 1) + 2az sin®(0) cos*(0)(2 cos?(0) — 1)

— 30020 €055(0) (—2 cos?(0) — 1 + 4 cos*(0)) — czoaso cos®(0)
(—2cos2(0) — 1 + 4 cos*(8)) + (cos®(0) + cos(0) — 2 cos®(6))dy
+(— cos(0) + 3 cos?(0) — 2 cos®(0))bgs + dos sin®(2 cos?(0) + 1)
— 30021 cos(6) sin(0) (—2 cos?(0) — 1 + 4 cos*(8))

2a21 001 sin(0) cos®(0) (2 cos?(6) — 1)

+2az0a03 sin*(0) cos®(0)(2 cos?(9) — 1)
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+2a12a1; sin?(8) cos?(0)(2 cos?(8) — 1) + aozaos sin®(8) cos(8)(2 cos?(0)
—1) — 2co3co2 5in®(0) cos(0)(2 cos?(0) + 1) + ai1aos sin®(0) cos?(6)

(2 cos?(8) — 1)sin®() cos?(0)(2 cos?(0) + 1) — 2es0cos sin®(6)

cos*(0)(2 cos?(8) + 1) + 2a12a02 sin®(0) cos?(8)(2 cos?(0) — 1)

—c11a30 cosi(0) sin(0) (—2 cos?2(0) — 1 + 4 cos?(8))

— 1112 5in°(0) cos?(8)(—2 cos?(8) — 1 + 4 cos*(8))

— 21002 5in®(0) cos?(0)(—2 cos?(0) — 1 + 4 cos?(0))

+bag cos?(0) (2 cos?(8) — 1) — 2¢12¢02 sin®(0) cos?(0) (2 cos?(0) + 1)

— 121 sin®(0) cos?(8)(—2 cos?(0) — 1 + 4 cos?(8)) — caoar; cos*(0)
sin(0)(—2 cos?(8) — 1 + 4 cos*(0)) — ca1as0 cos*(8) sin(8)(—2 cos?(6)

—1 + 4cos*(8)) + 2as0as0 cos®(8) sin(8) (2 cos?(8) — 1) — cozas sin®(0)
cos?(0)(—2 cos?(8) — 1 + 4 cos*(8)) — cozaz sin®(8) cos?(8)(—2 cos?(0)
—1 + 4 cos*(0)) + 2c3paz sin®(0) cos*(0)(2 cos?(0) — 1)

— Co3@02 Sin®(0) (—2 cos?(8) — 1 + 4 cos*(8)) + dao cos?(0) sin(6) (2 cos(0)
+1) + by cos?(8) sin(8) (2 cos?(8) — 1) — cozaos sin®(8)(8)(—2 cos? ()

—1 + 4cos*(8)) + (cos(8) + 10 cos”(8) — 7 cos®(8) — 4 cos®(8))ci1aos
+(cos(8) + 10 cos”(8) — 7 cos®(8) — 4 cos®(8))cozair + (cos® ()
—6cos™(0) + 4 cos®(8) + cos®(8))carair + (cos®(8) — 6 cos™(8) + 4 cos?(0)
+ cos®(0))c1ras; + (cos®(0) — 6 cos”(8) + 4 cos®(0) + cos?(8))czoarz
+(cos®(0) — 6 cos”(0) + 4 cos®(0) + cos®(0))ci2a20

+(cos3(8) — 6 cos”(0) + 4 cos®(0) + cos?(0))cozaszo

+(cos(8) + 10 cos”(0) — 7 cos®(8) — 4 cos®(8))cizaoz + (cos(8) + 10 cos”(0)
—7cos%(0) — 4cos®(0))cozars + (cos®(0) — 6 cos”(0) + 4 cos®(0)

+ cos®(0))czoaps + (—2cos®(0) + 6 cos”(0) — 4 cos®(0))czicoz
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92,7(9) =

+(2 cos®(0) + 6 cos”(8) — 4 cos®)caocos + (—2 cos?(8) + 6 cos(6)
—4.c0s°(0))crzc11 + (—4cos? () + 6 cos™(0) — 2 cos®())asearn
+(—4cos®(0) + 6 cos”(8) — 2 cos®(0))aziaz + (4 cos®(0) — 2 cos’(0)
—2c0s7(8))csocis + (4cos?(8) — 2 cos®(0) — 2 cos”(8)) a0,

—c2, sin®(0) cos®(8) (2 cos?(9) + 1)

+a2, sin®(0) cos?(0) (—1 + 2 cos?(6))

—c2, sin"(0) cos(0) (2 cos?(0) + 1) + a2, sin”(6) cos(0) (—1

+2 cos?(6)) + a2, sin®(0) cos®(0) (—1 + 2 cos?(6))

—c2, sin® () cos?(0) (2 cos?(0) + 1) — c2, cos(0) sin(6) (2 cos?(0)
+1) + 2agpai2 sin®(0) cos®(0)(—1 + 2 cos?(0)) — cozayz sin®() cos(6)
(4 cos*(8) — 2cos?(0) — 1) — czoaz: cos® () sin(8) (4 cos?(8)
—2cos?(0) — 1) — 2ca1¢03 sin®(0) cos®(0)(2 cos?(0) + 1)

—2¢15¢03 sin®(8) cos?(8) (2 cos?(0) + 1) + 2azeaes sin(8) cos*(9)

(—1 + 2 cos2(0)) + 2a12a03(sin(8))® cos?(8)(—1 + 2 cos?(8))
42021012 sin? () cos*(8) (—1 4 2 cos?(8)) — ca1aso cos(0)? sin(8)

(4 cos*(8) — 2cos?(0) — 1) — cozaso sin®(0) cos® () (4 cos*(0)
—2¢082(0) — 1) — cara125in3(0) cos?(0) (4 cos*(0) — 2 cos?(8) — 1)
+boz sin®(0) cos(0) (—1 + 2 cos?(0)) + by sin?(0)cos?(0)(—1

+2 cos2(8)) — caoaso cos®(8) (4 cos*(8) — 2 cos?(0) — 1)

—ao3Cos sin®(0) (4 cos*(8) — 2 cos?(0) — 1) + di, sin®(0) cos(6)

(2 cos?(0) + 1) + d21sin?(0) cos?(0)(2 cos?(0) + 1)

+dao sin() cos®(0) (2 cos?(8) + 1) — 2¢zoc12 sin®(0) cos®(0) (2 cos?(0)
41) + 2as1a03 sin®(0) cos®(0) (—1 + 2 cos?(0)) — c12a03 sin®(6)

cos(0)(4 cos*(0) — 2 cos?(0) — 1) + do3 sin*(0) (2 cos?(0) + 1)
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+bgo cos?(0) (=1 + 2 cos?(0)) + a2, cos”(8) sin(6) (=1 + 2 cos?(8))

4 (6cos®(0) — 4.cos'0(8) — 2 cos*(8))csocos + (6 cos®(8) — 4.cos'(0)

—2 cost(6))earcrz + (4c0s10(0) — 2 cos®(0) — 2 cos®(8))csoca

by 5in(0) cos®(8)(—1 + 2 cos?(6)) + (—6 cos®(6) + 4 cosl® () + cos(0)
+4c080(6))caras + (—4 cos!®(0) — 2 cos%(0) + 6 cos®(8))agoass + (cos(6)
7 cos®(6) + 10 cos®(0) — 4.cos'®(8))cosaz: + (—6 cos®(8) + cos?(0) + cos®(8)
+4.¢0819(6))craas0 + (cos2(8) — T cost(8) + 10 cos®(0) — 4 cos'(8))craars
+(—6 cos®(0) + cos*(0) + cos®(0) + 4 cos'®(0))czoaiz + (cos?(0)

—7cos®(0) + 10 cos®(0) — 4 cos'?(0))cz1a03-
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ANNEXE B

Ici nous présentons les expressions de Ay, As, Ag, As, Az, A1, A; qui apparaissent

dans I’équation (3.7)

AL(0) = 5sin?(0) [[__ (4ao1cool2—8I1ap1acoo—8I1coocio—4aooco1Iz+4coociolz) cos*(6)
4(0) = e I,—2I

__ (=4I1icooc10+2a00c01l3—2a01co0l2+2c00c10l2+411 ap1c00) cos? ()
I>—2I4

— I>+2T 2T — I .
__(=aoocool2+2I1a01c00+2I1a00c01—a00C0112) Sln(e)
I,—2I4

__ (4cooco1ls+4agociolz—8I1ap0a01 —8I1a00a10+4a00a01]2) cos®(6)
I>—2I4

__(12I1a00a01+4I1a00c10—2¢c00¢01I3—2a00c10l2—6a00a01 I2) cos®(6)
I,—2I4

__(12I1a00a01+411a00c10—2c00c01l3—2a00c10l2 —6a00a0112) cos3(6)
I>—21,

__ (=2cooco1l14cooco1l2—4I1a00a01+2a00a01 124211 apoc10—Ccooco1l3—aoociol2) C05(9)}
I>—21I4

Az(0) = [As7cos”(0) + Asgcos®(0)sin(0) + Az s cos®(0) + Az 4 cos?(0) sin(0)

+ A, 3 cos3(0) + Ay cos?(0)sin(0) + Ay cos(0) + Az sin(0)] exp(3sin?(0))

Az 7 =  4apzago — 4a21a00 — 4C30a00 + 4C12a00 — 420001 + 4002001 + 4C11a01
ajico1l: co1c20/!:
—4c10a20 + 4C10a02 + 4512 + 4Co0@12 + 4Co3C00 + 8C21C00 + 45122

I
4763}1002 2 4 1eg1¢i0,

azo0co1l3

Az = —4ai2a90 — 4Cp3a00 — 8C21a00 — 4a11@01 — 4C20a01 + 4Co2a01 — 4 21, — I

ap2co1!:
+457 25 — 4a11¢10 + 4ag3coo — 4asoCoo + 4€12C00
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co1ci1!:
+457. 25, — 4C20C10 + 4C10C02,

Ags = —10agsago + 6az1a00 + 2¢30a00 — 6c12a00 + 6a29ao1 — 10ap2a01

k)

—6ci11a01 + 2¢10a20 — 6C10a02 — 67%160113 — 6cpoai12 + 2¢p3c00 — 4C21C00

21, —I
_200102013 + 600160213 — 2¢q1C
2l — I, 21, —1I, 11%10»
c20co1 1.
Az 4 = 6agoai2 — 2a00Cos + 4agoc21 — 6ap1a11 + 2a91c20 — 6agicor + 2720723

k)

21112

ag2co1l; coi1ci1l:
=637 25 T 2a11¢10 — 6a03Co0 + 2a21C00 — 2Co0C30 — CooC12 — 257 177

—2c¢10C20 — 2¢p2C10,

Az s = 2bgo + 8agoaos — 2agoaz1 + apoCiz — 2a01a20 + 8ap1ao2 + ap1€11 + a20¢€10
+aop2¢10 — (_213_52;_22)001(“1 + @a12¢00 — 2€p0Co3 — 3CooC21
It | Gty b 0,0,

Az 2 = 2doo — 2a00a12 + @00Cos + AooC21 — 2a01@11 + @p1C20 + Ao1C02 + A20C01
- (—213—;2;_2}121)%1%2 + a11¢10 + @o3C00 + @21Co0 — 2Cp0C12
- (_12+221111t1132)011001 — 2c¢p2C10,

A1 = —boo — 2a00a0s + aooCi12 — 2ap1a@02 + @p1€11 + Ao2€10 + @11C01 + A12C00
—2¢00Cos — (—12+22-’Ill-|:-;32)001602’

Az = ag3coo + doo + aooCos + ao1coz2 + @o2Co1-

Nous avons maintenant

Ap(0) = Aggcos?(0) + Aggcos®(0) + Agrcos”(0) + Aggcos®(0) + Agscos’(0)

+Ap 4 cos*(0) + Ag 3 cos®(0) + Agzcos?(0) + Ap1cos(0) + Aoy,

avec
Apo(0) = — (—4az1c11 + 4co2c03 + 8co2C21 — 4Co3C20 + C11C12 — 4C11C30 — 8C20C21
—8ay1C21 + 4a12Co2 — 4a12C20 + 4a20a21 — 4az9C12 + 4azpC3g
+4ag2a03 — 4ap2a21 + 4ag2¢12 — 4ap2C30 — 4ap3a20 + 4ag3c1y
—4ai1a12 — 4(111003) GSinz(e),
Ao,s(e) = — (—4003620 + 4aj1a21 — 4ai1¢12 + 4a12a20 — 4ap2¢03 — 8ap2C21
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A0’7(0) =

Ape(0) =

A0’5(0) =

Ap4(0) =

A0,3(9) =

Ap1(0) =

—4apzay; + 4ag3zcoz — 8c11C21 — 4€12C20 + 4C20C30 + 4agiC3o
—4agza12 — 4a12¢11 + 4a20Co3 + 8azoC21 — 4a321Co2 + 4aszicy
+4C02(312 — 4602C30 — 4603611) €Sin2(9) sin(0),
— (2c11€30 + 4c20C21 — 14ap2a03 + 10ag2a21 — 10ag2c12 + 6ap2cso
+10ag3az9 — 10ap3ci1 + 10a11a12 + 2a11Co3 + 12a11¢21 — 10a;12¢p2
+6ai2C20 — 6azpaz; + 6azoci2 — 2a20C30 + 6a21¢11 — 2¢Cp2C03
—12cp2¢21 — 2€p3C20 — 6C11C12) esm(0),
— (2¢c20¢30 + 2a02¢03 + 6a12¢11 + 2a20C03 — 4a20C21 + 6a21Co2
—2a3z;C30 — 6cp2C12 + 2¢p2C30 — 2Cp3C11 + 4C11C21 + 2C12C20
—6aii1a21 + 6ay1¢12 — 2a;11C30 — 6a12a20 + 6ag3czo + 12ap2¢21
+10a03a11 —|— 100;020;12 — 10&03002) esinz(B) sin(0),
— [—2b2¢ + 18ap2a03 — 8a11a@12 + 2bgz — @20C12 — A20C30 — A21C11
—4cp2Co3 + Co2C21 + 2Cp3C20 + 2€11C30 + 3C20C21 + 3a11Co3 — 3a11C21
+7ai12Co2 — @12C20 + 2020021 + Tap2C12 — ap2¢30 + 2d1; — 8apzaz;
—8apzaz + Tagsci1] esinz(e)’
- [70»03002 — ap3C3p9 — 8ap3a11 — A11C30 + 2@12020 — A12C11 — A11C12
—aQ20C21 — A20C21 — 8Ap2a12 + 3a02Co3 — 3ap2C21 + 2¢p3C11 + 3C11C21
+2c¢y12€20 + 2a11a21 — a20Co3 — 2b11 + do2 — 2d29 — 2cp2c30
—as21Cp2) esin’ (9) sin(0),
— [—a11€21 — d11 — @12€20 — 3bo2 + bao + 2a11a12 + 3cozc21 + 2¢p3C20
—a20C12 — @21€11 — 10a02a03 + 2a92a21 + 2¢11C12 + 2a03a20

o 2
—002030] e’ (6),
—(2co2c03 — @p2¢12 + bo2 — di1 + 2a02a03 — @p3C11 — G11Co3

e 2
sin“ (60
—alzcoz)e ( )7
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A0,0(O) = —[—d02 — Qp2Cp3 — 0,03C02]€Sin2(0) sin(@).

En outre, nous avons

A5(0) = [sin(8) cos(8)(—1 + 2 cos?(8))ad, + (—4cos*(8) + 2 cos?(8) + 1)conaoo
— sin(6) cos(0) (2 cos?(6) + 1)c3y| e ®),

A3(0) = 2cos3(8) sin(0)(—1 + 2 cos?(6))agoaz — 2 cos(8) sin(8) (cos?(8) — 1)(—1
+2 cos2(6))aooaoz — 2 cos?(8) (cos?(0) — 1)(—1 + 2 cos*(8))aooa1
— cos?(0) (4 cos?(0) — 1 — 2cos?(6))agocao + (cos?(0) — 1)(4cos*(6) — 1
—2 cos2(6))agocoz — cos(6) sin(8) (4 cos*(8) — 1 — 2 cos?(8))az1coo

— cos(0) sin(0)(cos?(0) — 1)(—1 + 2 cos?(0))aZ, — (cos?(0) — 1)

Ahteost O)fatd et Oz g4, g1 — cos(0) sin(6) (4 cos? () — 1
—2 cos?(0))cipa01 — cos?(0)(4 cos*(0) — 1 — 2 cos?(0))cooaszo
+(cos?(0) — 1)(4cos*(0) — 1 — 2 cos?(0))cooaos:

— cos(0) sin(0) (4 cos*(0) — 1 — 2 cos?(0))cooa11

—2cos®(0) sin(0)(2 cos?(0) + 1)coocz0 + 2 cos(0) sin(0)(cos?(0)
—1)(2 cos?(0) + 1)cpocoz

+2 cos?(0)(cos?(0) — 1)(2 cos?(0) + 1)ciico0

. — _ 2 _ 4
— cos(0) sin(0) I;=1 12+COS2I(1911132 2cos” ()15 c,

2 211 4+I5+2cos?(0)I3—I2—4 cos*(0) I3
— cos?*(0) 2l 1, C10Co1

— cos3(0) sin(0)(2 cos?(0) + l)cfo} exp(4sin?(9)),

A,(0) = [_ cos*(0) 211+13+2Coszz(?ifsl—zlz—4cos4(0)l3 Co1Cs0 + cos?(0)(8 cos?(6)
—3 — 4cos?(0))cioca1 + 2 cos?(0)(—1 + 2 cos?(0))(cos?(0) — 1)%2ap2a11
+ cos?(0)(cos?(0) — 1)(4cos*(0) — 1 — 2 cos?(0))azocoz
+ sin(@) cos(0) (—1 + 2 cos?(0))(cos?(0) — 1)2a2, — sin(@) cos®(0)(cos?(0)

—1)(—1 4+ 2cos?(0))a?, — 2 cos*(0)(cos?(0) — 1)(—1 + 2 cos?(0))ai1a20
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+e251°©) cos?(6) (cos?(0) — 1)(8 cost(8) — 4cos?(0) — 1)coicar + 2 cos?(0)
(—1 + 2 cos?(8))(cos?(0) — 1)2agyarz + cos?(8)(—1 + 2 cos?(6))byo

+ cos?(0) (cos?(8) — 1)(4cos?(8) — 1 — 2 cos?(6))cyoara + 2 cost(6)

(2 cos?(8) — 1)(2cos?(8) + 1)er1ca0 — sin(8) cos(6) (2 cos?(6) + 1)(cos?(6)
—2 cos*(0)(cos?(8) — 1)(2 cos?(8) — 1)erycor — 1)2c2, + sin(8) cos®(8)
(cos2(60) — 1)(2 cos?(8) + 1)¢2, + cos?(6)(cos?(8) — 1)(4cost(8) — 1
—2cos?(0))cran + cos?(8)(cos?(8) — 1)(4 cos?(8) — 1 — 2 cos?(8))agzca

— sin(0) cos(8)(cos?(0) — 1)2=4 Cos4(0;§ii'§:os2(9)13_12 a12€Co1

. —4cos®(0)I3—I2+211+2 cos?(0)I1+cos?(0)I3+I3—2 cos?(0) Is—cos?
_ 51n(0) COS(G) cos®(0)I3—I2+211+2 cos?(0) ;IC_OIZ (0)Is+I3—2 cos*(0)Is—cos?(0) I, C01Co3

— sin(6) cos®(6) (2 cos?(6) + 1)cZ, — sin(0) cos? (@) Lo O T+l -Scos’ (O)l+1s-213

co1C21 + 2 cos?(0)(cos*(0) — cos?(0) — 1 + 2 cos®(0))coscio + sin(B) cos®(0)(—1
+2cos?(0))a2, — cos?(0)(4cos?(0) — 1 — 2cos?(0))azocao + (cos?(0) — 1)2

— COS4 — COS2 —
2hdcos (O)fa=2cos (OMa—l2 g45co1 — (cos?(0) — 1)(2 cos?(0) + 1)do

+ sin(0) cos(0)(2 cos?(0) + 1)d1o + sin(0) cos(0)(—1 + 2 cos?(0))boy
— sin(0) cos®(0)(4 cos*(0) — 1 — 2 cos?(0))ay1c20 — sin(0) cos®(0)(4 cos*(0)

—1 — 2cos?(0))agic30 — (cos?(0) — 1)(4 cos®(0) + 2 cos*(0) — (cos(8))? — 1)

ag1cos — cos?(6)(cos?(0) — 1)211_4COS4(0;ﬁJ_Ficosz(0)13_Il azicor — (4 cos*(0)

—1 — 2cos?(0))(cos?(0) — 1)2agzco2 — sin(0) cos®(0)(4 cos*(0) — 1

—2 cos?(6))cr1az0 + cos?(9) (cos?(9) — 1) 2atlat2eos Olsmlamdeost Ols o o

— sin(8) cos®(0) (4 cos?(0) — 1 — 2 cos?(0))cioaz — 2sin() cos®(8)(2 cos?(6)
+1)erocso + sin(8) cos(0) (cos?(8) — 1)(4 cos*(0) — 1 — 2 cos?())cr2a0
—25in(0) cos?(0)(cos?(8) — 1)(—1 + 2 cos?(0))ao1az + sin(6) cos(8)(—1
+2 cos?(0))(cos2(8) — 1)2ag1a0s — 2sin() cos?(8)(—1 + 2 cos?(8))(cos?(0)

—1)ag2a20 + sin(0) cos(0)(cos?(0) — 1)(4 cos*(0) — 1 — 2 cos?(0))ci1a02
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+ sin(6) cos(8) (cos?(8) — 1)(4 cos*(8) — 1 — 2 cos?(6))as1coz + sin(6)
cos(0)(cos?(0) — 1)(4 cos?(8) — 1 — 2 cos?(0))cioaos + 2 sin(0) cos?(0)
(cos?(8) — 1)(2 cos?(8) + 1)ciacio + 2sin(6) cos®(8) (cos?(0) — 1)
(2 cos?(8) + 1)cozcao] €257°®),
A1(6) = cos(6)sin(0)(cos(0) — cos?() + 2 cos®(0) + 3 cos®(0) — 1)c2,

+2 cos?(0) — cos?(0) — 1)(cos?(0) — 1)2agscos — cos®(0) sin(6)
(4cost(8) — 1 — 2 cos?(0))azcso + cos’(0) (8 cos?(8) — 3 — 4 cos?(0))
ca1cs0 + 2 cos?(8) (cos(0) — cos?(8) — 1 + 2 cos’(6))coscso

+ cos?(0) sin(8) (2 cos?(8) + 1)dso + cos®(8) sin(6)(cos?(8) — 1)by
+2¢2, cos®(6) sin(0) (4 cost(8) — 1 — 2 cos?(0)) + a2, sin®(0) cos® ()
(—1 + 2 cos?(8)) — cos() sin(6)(2 cos?(0) + 1)cZ, + (2 cos?(0)
+1)(cos?(0) — 1)2dgs + cos®(0) sin(6) (4 cos*(0) + 8 cos®(0) — 3

—3 cos?(0))coscar — cos?(0)(cos?(8) — 1)(2 cos?(8) + 1)day

— cos?(0) (cos?(0) — 1)(—1 + 2 cos?(6))bys + cos?(8)(—1 + 2 cos?(0))
bso — cos(6) sin(0)(—1 + 2 cos?(0))(cos?(8) — 1)%al, + cos*()(cos?(0)
—1)(4cos® —1 — 2 cos?(6))aracso — 2 cos?(0) (cos?(6) — 1)(cos*(0)

— cos?(8) — 1+ 2cos®(6))coscrz — cos(B) sin(0) (cos?(0) — 1)(2 cos?(6)
+1)dyz — cos(8) sin(0) (cos?(8) — 1)(—1 + 2 cos?(8))bos + 2 cos*(0)
(—1 + 2 cos?(8))(cos?(8) — 1)2ay2az; + cos(6)(cos?(8) — 1)(8 cos*(H)
—4.cos? —1)azca + cos?()(cos?(0) — 1)(8 cost(8) — 3 — 4 cos?)erzea
—2cos2(0)(—1 + 2 cos?(0)) (cos?(0) — 1)*agsarz — cos?(0)(8 cost ()
—4.cos? —1)(cos?(0) — 1)2agsca — cos?(6)(4 cos?(0) — 1

—2 cos?(0))(cos2(8) — cos?(8) — 1)az cos — cos®(0) sin(8) (cos?(6)

—1)(—1 4+ 2 cos?(0))a2, — cos®(0) sin(0)(2 cos?(0) + 1)(cos?(0)

61



CHAPITRE 3. BIFURCATION DES CYCLES LIMITES D’UN CENTRE DEGENERE

CUBIQUE

—1)2¢2, + 2 cos®(0) sin(8) (cos?(8) — 1)(2 cos?(8) + 1)c1acso
+2 cos?(0) sin(8) (—1 + 2 cos?(8)) (cos?(8) — 1)2agzan

+ cos?(0) sin() (cos?(8) — 1)) (4 cos?(8) — 1 — 2 cos?(8))aosCso
+ cos?(0) sin() (cos?(8) — 1)) (4 cos?(8) — 1 — 2 cos?(8)) a1z

— cos(0) sin(0)(4 cos*(0) — 1 — 2 cos?(0))(cos?(0) — 1))2apsci2

+ cos(0) sin(0)(cos?(0) — 1))(4 cos®(0) + 2 cos*(0) — cos?(0) — 1)aj2a03-
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