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Notre objectif principal est d'adapter les outils classiques de l'analyse 

à l'étude de l'existence de la solution de certains problèmes 
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Introduction

.

le
calcul fractionnaire est un domaine des mathématiques qui étudie la

généralisation de la dérivation et l�intégration d�ordre entier n à un

ordre non entier disons fractionnaire. Le concept de ces opérateurs

di¤érentiels d�ordre non entier est devenu une question essentielle que de nombreux

mathématiciens ont rapidement développée. La question des dérivées d�ordre non en-

tier est évoquée dès 1695 par Leibnitz dans une lettre à de L�Hospital, mais lorsque

celui-ci lui demande à quel pourrait être la dérivée d�ordre un demi de la fonction x,

Leibnitz répond que cela mène à un paradoxe dont on tirera un jour d�utiles consé-

quences. Plus de 300 ans après on commence seulement à venir à bout des di¢ cultés.

De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette question, en particulier Euler

(1730), Fourier (1822), Abel(1823), Liouville (1832), Riemann (1847), ...

Di¤érentes approches ont été utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux

ordres non-entiers.

- La limite du taux d�accroissement d�une fonction se généralise sous la forme de la

formule de Grunwald-Letnikov, très utile numériquement,

- L�intégration, opération inverse de la dérivation, mène, via la formule intégrale de

Liouville, aux formules de Riemann-Liouville et de Caputo,

- En�n les transformations de Fourier et de Laplace associent la dérivation fraction-

naire à une multiplication par (i!)� ou p� avec � non entier.
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Introduction

Récemment un intérêt considérable a été porté au calcul fractionnaire et les champs

d�applications se sont diversi�és. Par exemple un intérêt particulier pour la dérivation

fractionnaire est lié à la modélisation mécanique des caoutchoucs et des gommes, en

général toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire des déformations. Les

dérivées fractionnaires ont été également utilisées en économie, en biologie, dans le

traitement d�image, le traitement du signal, la commande automatique et robotique.

Pour plus de connaissances et d�amples détails voir [3,13,15,22,28,31].

Les équations di¤érentielles fractionnaires constituent un domaine de recherche d�ac-

tualité. En e¤et, de nombreux articles sont apparus traitant les questions d�existence,

d�unicité ainsi que la multiplicité des solutions positives de ce type d�équations.

D�une manière générale, nous ne disposons d�aucune méthode d�investigation assez

puissante pour répondre à ces questions. Les méthodes existantes sont de plusieurs

sortes, nous citerons à titre d�exemples la méthode du degré topologique [29], la

méthode du point �xe [9], et la méthode du sûr et sous-solutions [8]. D�autre part

on trouve des théorèmes importants qui donnent l�existence et la multiplicité des

solutions, par exemple le théorème de Krasnosel�skii [24] et le théorème de Avery et

Peterson [4].

Ce mémoire a pour objet l�étude d�une classe d�équations di¤érentielles d�ordres

fractionnaires, elle est structurée comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons les notions préliminaires nécessaires pour

la bonne compréhension de ce manuscrit.

Le deuxième chapitre est dédié à l�étude du problème fractionnaire :

cD�
0+u(t) = f(t; u(t))0; 0 < t < 1;
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Introduction

avec les conditions aux limites

u(0) = 0;

u0(0) + u00(0) = 0;

u0(1) + u00(1) = 0:

L�existence et l�unicité de la solution sont établis en utilisant le principe de contrac-

tion de Banach.

Dans le troisième chapitre, nous étudions l�existence de la solution positive du pro-

blème fractionnaire :

Dq
0+u(t) + �a (t) f(u(t)) = 0; 0 < t < 1;

u(0) = u0(0) = u
0
(1) = 0:

Où f : R! R, a : [0; 1]! R sont des fonctions données, 2 < q < 3:

Tout d�abord, nous transformons notre problème en un problème de point �xe. Par

la suite, nous établissons la fonction de Green et ses propriétés ainsi que le cône

approprié. En se basant sur le théorème de Krasnoselskii un résultat d�existence

de la solution positive a pu être prouvé. En�n, nous terminons par deux exemples

d�applications.
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Chapitre 1

Préliminaires

Avant de présenter les dé�nitions des opérateurs d�intégration et de dérivation frac-

tionnaires, il convient d�introduire les espaces fonctionnels suivants :

1.1 Espace fonctionnel

Soit 
 = (a; b)(�1 � a; b � +1) un intervalle �ni ou in�ni de R.

Dé�nition 1.1.1 Pour (1 � p � +1)et m 2 N on dé�nit

1. Pour 1 � p < 1; l�espace Lp(
) des (classes de) fonctions f réelles ou com-

plexes sur 
 telles que f est mesurable et
R b
a
j f(x) jp dx < 1 muni de la

norme :

k f kp=
�Z b

a

j f(x) jp dx
� 1

p

; 1 � p <1:

2. p = 1, l�espace Lp(
) des (classes de)fonctions mesurables bornées presque

partout(p,p)sur 
, muni de la norme :

sup
x2


j f(x) j= inf fM � 0; j f(x) j�M; p:p; sur 
g :
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Chapitre 1. Préliminaires

Dé�nition 1.1.2 Soit 
 = (a; b), un intervalle �ni de R, alors l�espace des fonctions

absolument continues noté AC
�
�

�
est dé�nie comme l�espace des primitives des

fonctions L1 (
) i-e si f : �
! C, alors f est dérivable presque partout sur �
 avec

f 0 2 L1(
) et l�on a :

f 2 AC(�
), f(x) = f(a) +

Z x

a

f 0(t)dt; x 2 
:

Pour n � 2; nous notons par ACn (
) l�espace des fonctions f : 
 ! C; telles que

f
(k) 2 C (
), k = 1; :::; n� 1 et f (n�1) 2 AC (
) :

1.2 Fonction spéci�que pour la dérivation frac-

tionnaire

1.2.1 Fonction Gamma

Dans ce paragraphe, nous présentons deux fonctions spéciales qui sont très utilisées

dans le calcul fractionnaire. Il s�agit de la fonction Gamma et de la fonction Bêta.

Dé�nition 1.2.1 La fonction Gamma est dé�nie par l�intégrale

�(z) =

Z +1

0

e�ttz�1dt; <(z) > 0;

où tz�1 = e(z�1) ln t.

Théorème 1.2.1 La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes

1. Pour z 2 C�Z�

�(z + 1) = z�(z);
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Chapitre 1. Préliminaires

en particulier, pour n 2 N�

�(n) = (n� 1)!:

2. On peut également représenter �(z) par la limite

�(z) = lim
n!+1

n!nz

z(z + 1):::(z + n)
; <(z) > 0:

La condition <(z) > 0 peut être étendue à z 2 C�Z�

3. La fonction �(z) est analytique dans C�Z�.

1.2.2 Fonction Bêta

Dé�nition 1.2.2 La fonction Bêta est donnée par :

B(z; !) =

Z 1

0

tz�1(1� t)!�1dt; <(z) > 0; <(!) > 0:

Cette fonction est liée à la fonction Gamma par :

B(z; w) =
�(z)�(w)

�(z + w)
; 8z; w : <(z) > 0; <(w) > 0:

1.3 Intégration et dérivation fractionnaire

1.3.1 L�approche de Riemann-Liouville

Historiquement, l�approche de Riemann-Liouville a été la première à être dévelop-

pée, et celle pour laquelle une théorie mathématique complète a pu être établie.
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Intégrale fractionnaire

Dé�nition 1.3.1 ([22]) Soit � 2 R�+, l�intégrale fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville d�ordre � d�une fonction f : [a; b] ! R ou C; �1 � a < b < 1; est

formellement dé�nie par :

I�a f(x) =
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1f(t)dt; a < x < b:

Pour � = n 2 N�; I�a coïncide avec l�intégrale répétée n-fois de la forme

(Ina f)(x) =

Z x

a

dt1

Z t1

a

dt2:::

Z tn�1

a

f(tn)dtn

=
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)n�1f(t)dt:

Exemple 1.3.1 Considérons la fonction f (x) = (x� a)� : Alors

I�a (x� a)
� =

1

� (�)

tZ
a

(x� t)��1 (t� a)� dt;

En e¤ectuant le changement de variable t = a+ (x� a) � et en utilisant la fonction

Bêta il résulte que

I�a (x� a)
� =

1

� (�)

tZ
a

(x� t)��1 (t� a)� dt

=
(x� a)�+�

� (�)

Z 1

0

(1� �)��1 ��d�

=
(x� a)�+�

� (�)
B (�; � + 1)

=
(x� a)�+�

� (�)

� (�) � (� + 1)

� (�+ � + 1)
;
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Chapitre 1. Préliminaires

donc

I�a (x� a)
� = (x� a)�+� � (� + 1)

� (�+ � + 1)
:

Théorème 1.3.1 Si f 2 L1[a; b], avec a �ni, alors I�a f(x) existe pour presque tout

x 2 [a; b] et l�on a I�a 2 L1[a; b].

Proposition 1.3.1 L�opérateur d�intégration fractionnaire Ia� est borné dans Lp[a; b](1 �

p � 1).

Théorème 1.3.2 Soient �; � > 0 pour toute fonction f 2 L1[a; b] on a :

I�a I
�
a f(x) = I

�+�
a f(x) = I�a I

�
a f(x); (1.1)

pour presque tout x 2 [a; b]. Si de plus f 2 C[a; b] alors (1.1) est vraie pour tout

x 2 [a; b]:

Théorème 1.3.3 Soit � > 0 et soit (fk)1k=1 une suite uniformément convergente de

fonctions continues sur [a; b]. Alors on peut intervertir l�intégrale fractionnaire de

R-L et le signe limite comme suit :

�
I�a lim

k�!1
fk

�
(x) =

�
lim
k�!1

I�a fk

�
(x):

En particulier, la suite (I�a fk)
1
k=1 est uniformément convergente.

1.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.3.2 Pour � 2 R+ et n 2 N� tels que n � 1 � � < n, la dérivée

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (R-L) d�ordre � d�une fonction f est

formellement dé�nie par :

D�
a f(x) = D

nIn��a f(x) =
1

�(n� �)
dn

dxn

Z x

a

(x� t)n���1f(t)dt; x > a;

8



Chapitre 1. Préliminaires

où Dn = dn

dxn
.

En particulier, pour � = m 2 N, on a :

D0
af(x) = DI

1
af(x) = f(x);

Dm
a f(x) = D

m+1Im+1�ma f(x) = Dm+1I1af(x) = D
mf(x):

Donc la dérivée fractionnaire au sens de R-L coïncide avec la dérivée usuelle pour

� 2 N:

Remarque 1.3.1 Contrairement à la dérivée usuelle d�une fonction f(x) en un

point qui ne dépend que de l�allure de f(x) au voisinage restreint de ce point, la

dérivée fractionnaire au sens de R-L d�ordre non-entier dépend de toutes les valeurs

de f(x) dans l�intervalle (a; x). On dit qu�elle est à caractère non-local.

Proposition 1.3.2 Soit � > 0 et n = [�] + 1, alors pour tout entier m 2 N� tel que

m > � on a :

D�
a f(x) = D

mIm��a f(x):

Remarque 1.3.2 En général, la dérivée fractionnaire d�une fonction constante au

sens de Riemann-Liouville est ni nulle ni constante à titre d�exemple si p > 0 est

non entier alors

DpC =
C

� (1� p) (t� a)
�p :

Exemple 1.3.2 Considérons maintenant la fonction f (t) = (t� a)� : Soit p � 0 et

� > �1, alors on a :

Dp (t� a)� = 1

� (n� p)
dn

dtn

Z t

a

(t� �)n�p�1 (t� a)� d�;

9



Chapitre 1. Préliminaires

il s�ensuit que si p� � 2 f1; 2; :::; ng ; alors

Dpf (t) = 0;

et si p� � =2 f1; 2; :::; ng ; on trouve

Dpf (t) =
� (�+ 1)

� (�� p+ 1) (t� a)
��p :

Le résultat suivant établi une condition su¢ sante d�existence de la dérivée fraction-

naire D�
a f .

Proposition 1.3.3 Soient � � 0 et n = [�] + 1. Si f 2 ACn[a; b] alors la dérivée

fractionnaire D�
a f existe presque partout sur [a; b], en plus elle est donnée par :

D�
a f(x) =

n�1X
k=0

f (k)(a)

�(1 + k � �)(x� a)
k�a +

1

�(n� �)

Z x

a

f (n)(t)dt

(x� t)��n+1 :

Corollaire 1.3.1 Si 0 < � < 1 et f 2 AC[a; b] alors :

D�
a f(x) =

1

�(1� �)

�
f(a)

(x� a)� +
Z x

a

f
0
(t)dt

(x� t)�

�
:

Propriétés

Nous présentons maintenant quelques propriétés de la dérivée fractionnaire au sens

de Riemann-Liouville.

Linéarité Par analogie à la dérivation usuelle, l�opérateur de dérivation fraction-

naire au sens de R-L est linéaire.

Théorème 1.3.4 Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de

10



Chapitre 1. Préliminaires

R-L existent. Pour �; � 2 R. Alors D�
a (�f + �g) existe et l�on a :

D�
a (�f(x) + �g(x)) = �D

a
�f(x) + �D

a
�g(x):

Lois de composition On constate tout d�abord que l�opérateur de dérivation

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est l�inverse gauche de l�opérateur d�in-

tégration fractionnaire.

Lemme 1.3.1 Soit � > 0 et f 2 L1[a; b], alors l�égalité

D�
a I

�
a f(x) = f(x);

est vraie pour presque tous x 2 [a; b].

Théorème 1.3.5 Soient �; � > 0 tels que n� 1 � � < n; m� 1 � � < m (n;m 2

N�), alors on a :

a) Si � > � > 0, alors pour f 2 L1[a; b] la relation

D�
a (I

�
a f)(x) = I

���
a f(x);

est vraie presque partout sur [a; b].

b) Si � � � > 0 et si la dérivée fractionnaire D���
a f existe, alors on a :

D�
a (I

�
a f)(x) = D

���
a f(x):

c) S�il existe une fonction ' 2 L1[a; b] telle que f = I�a ', alors :

I�aD
�
a f(x) = f(x);

pour presque tout x 2 [a; b].

11



Chapitre 1. Préliminaires

d) Si f 2 L1[a; b] et In��a f 2 ACn[a; b] alors l�égalité

I�aD
�
a f(x) = f(x)�

nX
k=1

Dn�k[In��a f ](a)

�(�� k + 1) (x� a)
��k;

est vraie presque partout sur [a; b]. En particulier pour 0 < � < 1

I�aD
�
a f(x) = f(x)�

(x� a)��1
�(�)

I1��a f(a):

e)Pour � > 0; k 2 N�. Si les dérivées fractionnaires D�
a f et D

k+�
a f existent alors :

Dk(D�
a f(x)) = D

k+�
a f(x):

f) Pour f 2 L1[a; b], si Im��a f 2 ACm[a; b] et �+ � < n, alors on a :

D�
a (D

�
af(x)) = (D

�+�
a f)(x)�

mX
k=1

Dm�k[Im��a f ](a)

�(1� �� k) (x� a)�k��:

1.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dé�nition 1.3.3 Soit � � 0 tel que n = [�] + 1: La dérivée fractionnaire à gauche

au sens de Caputo d�ordre � � 0 sur [a; b], est dé�nie par

cD�
a+f (t) = D

�

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
;

où n = [�] + 1; pour � =2 N; n = �; pour � 2 N:

Exemple 1.3.3 Soit � > 0 tel que n � 1 � � < n et soit f (t) = (t� a)� avec

� > �1, alors on a :

cD�
a+f (t) =

1

� (n� �)

tZ
a

(t� s)n���1 f (n) (s) ds:

12
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Si � 2 f0; 1; 2; :::; n� 1g alors
cD�

a+f (t) = 0:

Si � > n� 1; alors

f (n) (s) =
� (� + 1)

� (� � n+ 1) (s� a)
��n :

En e¤ectuant le changement de variable s = a+ � (t� a) ; (0 � � � 1) on aura

cD�
a+f (t) =

� (� + 1)

� (n� �) � (� � n+ 1) (t� a)
���

Z 1

0

(1� �)n���1 ���nd�

=
B (n� �; � � n+ 1)� (�+ 1)
� (n� �) � (� � �+ 1) (t� a)���

=
� (� + 1)

� (� � �+ 1) (t� a)
��� :

Contrairement à la dérivée de Riemann-Liouville, la dérivée fractionnaire de Caputo

d�une fonction constante est nulle

cD�
a+C = 0:

Théorème 1.3.6 ([22]) Soit � � 0; n = [�] + 1: Si f 2 ACn [a; b], la dérivée

fractionnaire au sens de Caputo existe presque partout sur [a; b] :

a) Si � =2 N; alors

cD�
a+f (t) =

1

� (n� �)

tZ
a

f (n) (s)

(t� s)��n+1
ds:

b) Si � = n 2 N; on obtient

cD�
a+f (t) = f

(n) (t) :

13
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En particulier

cD0
a+f (t) = f (t) :

Quelques propriétés

Dans ce qui suit, nous donnons quelques propriétés de la dérivée fractionnaire au

sens de Caputo.

Lemme 1.3.2 ([22]) Soient � > � > 0, alors pour toute f 2 L1 ([a; b]) ; on a :

cD�
a+I

�
a+f (t) = I

���
0+ f (t) ;

ainsi

cD�
a+I

�
a+f (t) = f (t) ; 8t 2 [a; b] :

Théorème 1.3.7 ([22]) Soit � > 0; si f 2 ACn [a; b] ; alors on a :

I�ca+D
�f (t) = f (t)�

n�1X
k=1

f (k) (a)

k!
(t� a)k ; 8t 2 [a; b] :

Lemme 1.3.3 ([22]) Soient �; � > 0 et n = [�] + 1; ainsi les relations suivantes

sont véri�ées :

cD�
a+t

��1 =
� (�)

� (� � �)t
����1; � > n

et

cD�
a+t

k = 0; k = 0; 1; 2; :::::; n� 1:

Lemme 1.3.4 ([22]) Soit � > 0 et g (t) 2 C ([a; b]), alors l�équation di¤érentielle

fractionnaire

cD�
a+g (t) = 0;

14
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admet la solution

g(t) = c1 + c2t+ c3t
2 + :::+ cnt

n�1;

où, ci 2 R, i = 0; 1; 2; :::; n; et n = [�] + 1:

1.4 Quelques résultats de la théorie du point �xe

Les théorèmes de points �xes sont des outils très utiles en mathématique et par-

ticulièrement dans la résolution des équations di¤érentielles et intégrales. En e¤et,

ces théorèmes nous permettent de résoudre certains problèmes comme par exemple

trouver les zéros d�un polynôme ou prouver que certaines équations di¤érentielles

admettent des solutions sans les déterminer explicitement.

Dans cette section, nous allons présenter les théorèmes de points �xes que nous

allons utiliser tout au long de ce mémoire en vu d�obtenir des résultats d�existence

et d�unicité.

Dé�nition 1.4.1 Soit T une application d�un ensemble X dans lui-même. On ap-

pelle point �xe tout point x 2 X tel que T (x) = x.

Dé�nition 1.4.2 Soit (E; d) un espace métrique complet et l�application T : E ! E,

on dit que T est une application Lipschitzienne s�il existe une constante positive k � 0

telle que l�on ait, pour tout couple d�éléments (x; y) de E, l�inégalité

d (T (x) ; T (y)) � k (d (x; y)) :

Si k � 1, l�application T est appelée non expansive.

Si k < 1, l�application T est appelée contraction.

15
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1.4.1 Théorème de Banach

Le théorème du point �xe de Banach est un résultat qui permet d�a¢ rmer qu�une

fonction f admet sous certaines conditions un point �xe, il donne un critère général

dans les espaces métriques complets pour assurer que le procédé d�itération d�une

fonction tende vers un point �xe.

Théorème 1.4.1 (Principe de contraction de Banach) Soit (E; d) un espace mé-

trique complet et soit T : E ! E une contraction. Alors T admet un unique point

�xe.

Dé�nition 1.4.3 Soient E et F deux espaces de Banach et U un ouvert de E.

L�opérateur continu T : U ! F est complètement continu s�il transforme tout borné

de E en une partie relativement compacte dans F . Il est dit compact si T
�
U
�
est

relativement compacte.

Théorème 1.4.2 (Arzela-Ascoli) Soient K un espace compact et X = C (K) l�es-

pace des fonctions continues dans K. Un sous ensemble F � X est relativement

compact si et seulement s�il est uniformément borné et équicontinu.

Théorème 1.4.3 (Alternative non-linéaire de Leray-Schauder)[10]. Soit U un en-

semble ouvert borné d�un espace de Banach E tel que 0 2 U et T : U ! E un

opérateur complètement continu. Alors

1) T a un point �xe sur U ou bien

2) il existe � 2 (0; 1) et u 2 @U tel que : x = �T (x)

1.4.2 Théorème de Krasnoselskii

Krasnoselskii a combiné le théorème de point �xe de Banach et celui de Schauder

et a établi un nouveau théorème de point �xe qui a porté son nom. Ce théorème a

16
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été l�objet de plusieurs articles de recherche et possède de nombreuses applications

intéressantes en analyse non linéaire.

Théorème 1.4.4 (Théorème de Guo-krasnosel�skii)[24]. Soit K un cône dé�ni dans

un espace de Banach E. Supposons que 
1 et 
2 deux sous ensembles ouverts de E

avec 0 2 
1 � 
1 � 
2: Supposons que

A : K \ (
2�
1)! K est un opérateur complètement continu tel que :

i)kAuk � kuk ; u 2 K\ @
1; et kAuk � kuk ; u 2 K\ @
2; ou bien

ii)kAuk � kuk ; u 2 K\ @
1; et kAuk � kuk ; u 2 K\ @
2:

Alors, A admet un point �xe dans K \ (
2�
1):

17



Chapitre 2

Existence et unicité de la solution

d�un problème aux limites

fractionnaire

Ce chapitre est consacré à l�étude de l�existence et l�unicité de la solution du problème

aux limites fractionnaire (P1) suivant :

(cD�
0+u)(t) = f (t; u (t)) ; t 2 [0; 1] ; (P1)

u(0) = 0;

u0(0) + u00(0) = 0;

u0(1) + u00(1) = 0:

Où f : [0; 1]� R� R! R est une fonction donnée, 3 < � < 4:

On établit l�existence et l�unicité de la solution par application du théorème du point

�xe de Banach.

18



Chapitre 2. Existence et unicité de la solution d�un problème aux limites
fractionnaire

2.1 Résultat d�existence et d�unicité

Lemme 2.1.1 Soient 3 < � < 4 et y 2 C ([0; 1]) : L�unique solution du problème

fractionnaire :

(cD�
0+u)(t) = y(t); t 2 [0; 1] ; (2.1)

avec les conditions aux limites :

u(0) = 0; (2.2)

u0(0) + u00(0) = 0;

u0(1) + u00(1) = 0:

Est donnée par :

u(t) =

Z 1

0

G(t; s)y(s)ds; t 2 [0; 1] ;

où

G(t; s) =

8><>:
(t�s)��1
�(�)

+ (t�t2=2)(1�s)��2
�(��1) + (t�t2=2)(1�s)��3

�(��2) ; 0 � s < t � 1;
(t�t2=2)(1�s)��2

�(��1) + (t�t2=2)(1�s)��3
�(��2) ; 0 � t � s � 1:

Preuve. Par application du lemme 1:3:4, on obtient

u(t) = (I�0+y)(t)� c0 � c1t� c2t2

=
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1y(s)ds� c0 � c1t� c2t2;

la dérivation deux fois successives de u(t) donne

u0(t) =
1

�(�� 1)

Z t

0

(t� s)��2y(s)ds� c1 � 2c2t;

u00(t) =
1

�(�� 2)

Z t

0

(t� s)��3y(s)ds� 2c2;
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d�après les conditions aux limites en (2:2), on trouve :

c0 = 0;

c1 = �
�
(I��10+ y)(1) + (I��20+ y)(1)

�
;

c2 =
1

2

�
(I��10+ y)(1) + (I��20+ y)(1)

�
:

Donc, u(t) peut s�écrit sous la forme

u(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1y(s)ds+ t

�(�� 1)

Z 1

0

(1� s)��2y(s)ds

+
t

�(�� 2)

Z 1

0

(1� s)��3y(s)ds� t2

2�(�� 1)

Z 1

0

(1� s)��2y(s)ds

� t2

2�(�� 2)

Z 1

0

(1� s)��3y(s)ds

=

Z t

0

�
(t� s)��1
�(�)

+
(t� t2=2)(1� s)��2

�(�� 1) +
(t� t2=2)(1� s)��3

�(�� 2)

�
y(s)ds

+

Z 1

t

�
(t� t2=2)(1� s)��2

�(�� 1) +
(t� t2=2)(1� s)��3

�(�� 2)

�
y(s)ds

=

Z 1

0

G(t; s)y(s)ds; t 2 [0; 1]:

Notons par A et M(s) les quantités suivantes :

A =
1

�(�)
+

1

2�(�� 1) +
1

2�(�� 2) ;

M(s) =
(1� s)��1
�(�)

+
(1� s)��2
2�(�� 1) +

(1� s)��3
2�(�� 2) :

Lemme 2.1.2 Pour tous t; s 2 [0; 1]; la fonction de Green G(t; s) véri�e les pro-

priétés suivantes :

1. G(t; s) 2 C([0; 1]� [0; 1]) et G(t; s) > 0;

2. G(t; s) �M(s); [0; 1]� [0; 1]:
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fractionnaire

Preuve. D�après l�expression de G(t; s), il est évident que G(t; s) 2 C([0; 1]� [0; 1])

et G(t; s) > 0:

Montrons la deuxième propriété; pour s < t; on a

G(t; s) =
(t� s)��1
�(�)

+
(t� t2=2)(1� s)��2

�(�� 1) +
(t� t2=2)(1� s)��3

�(�� 2)

� (1� s)��1
�(�)

+
(1� s)��2
2�(�� 1) +

(1� s)��3
2�(�� 2) :

=M(s)

et si t � s alors

G(t; s) =
(t� t2=2)(1� s)��2

�(�� 1) +
(t� t2=2)(1� s)��3

�(�� 2)

� (1� s)��2
2�(�� 1) +

(1� s)��3
2�(�� 2)

�M(s):

Ce qu�il fallait démontrer.

Considérons l�opérateur T : E ! E dé�ni par

Tu(t) =

Z 1

0

G (t; s) f (s; u (s)) ds; 8t 2 [0; 1] :

Lemme 2.1.3 Soit f 2 C ([0; 1]� R;R) ; la fonction u 2 E est solution du problème

fractionnaire (P1) si et seulement si Tu (t) = u (t) ;8t 2 [0; 1]:

Preuve. Soit u la solution du problème (P1), alors en appliquant le théorème 1.3.7,

on trouve

u(t) =

Z 1

0

G (t; s) f (s; u (s)) ds:
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fractionnaire

Inversement, nous supposons que u satisfait

u(t) = I�0+f (t; u (t)) +
t

�(�� 1)

Z 1

0

(1� s)��2y(s)ds+ t

�(�� 2)

Z 1

0

(1� s)��3y(s)ds

� t2

2�(�� 1)

Z 1

0

(1� s)��2y(s)ds� t2

2�(�� 2)

Z 1

0

(1� s)��3y(s)ds:

Par application du lemme 1.3.4, on obtient

cD�
0+u(t) =

cD�
0+I

�
0+f (t; u (t)) +

cD�
0+t

�(�� 1)

Z 1

0

(1� s)��2y(s)ds+
cD�

0+t

�(�� 2)

Z 1

0

(1� s)��3y(s)ds

�
cD�

0+t
2

2�(�� 1)

Z 1

0

(1� s)��2y(s)ds�
cD�

0+t
2

2�(�� 2)

Z 1

0

(1� s)��3y(s)ds:

En utilisant le fait que la dérivée de Caputo cD�
0+t et

cD�
0+t

2 sont nulle, nous obtenons

cD�
0+u (t) = f (t; u (t)) :

Ainsi, u (t) est la solution du problème (P1).

Théorème 2.1.1 Supposons qu�il existe une fonction non négative g 2 L1([0; 1];R+);

telle que pour x; y 2 R et t 2 [0; 1] on a :

jf(t; x)� f(t; y)j � g(t) jx� yj et A kgkL1 �
1

2
;

A =
1

�(�)
+

1

2�(�� 1) +
1

2�(�� 2) :

Alors le problème (P1) admet une solution unique.

Preuve. Pour la preuve de ce théorème, on a besoin de véri�er tout d�abord que T

est une contraction.
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Soit u; v 2 E, nous avons

jTu(t)� Tv(t)j =
����Z 1

0

G(t; s)f(s; u(s))ds�
Z 1

0

G(t; s)f(s; v(s))ds

����
�
Z 1

0

jG(t; s)jjf(s; u(s))� f(s; v(s))jds

�
Z 1

0

G(t; s)g(s)ju(s)� v(s)jds

�
Z 1

0

M(s)g(s)max ju(s)� v(s)jds

� Amax ju(s)� v(s)j
Z 1

0

g(s)ds

� A ku(s)� v(s)k kgkL1

jTu(t)� Tv(t)j � 1

2
ku(s)� v(s)k

Alors (P1)admet solution unique.

Exemple 2.1.1 Considérons le problème aux limites fractionnaire suivant :

8><>:
cD

17
5

0+u =
t4

90
u+ cos t; 0 < t < 1;

u(0) = u00(0) = 0; u0(1) = cD
4
5

0+u(1).

Où

f (t; x) =
t4

90
x+ cos t; 3 < q =

17

5
< 4:

Nous avons

jf (t; x)� f (t; y; y)j � t4

90
jx� yj ;

ainsi

jf (t; x)� f (t; y)j � g (t) jx� yj ; 8x; y 2 R; t 2 [0; 1];
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fractionnaire

avec g (t) = t4

90
; un calcul simple donne

kgkL1 = 0; 0025

A =
1

�(17
5
)
+

1

2�(14
3
)
+

1

2�(11
3
)
= 0; 325276::

A kgkL1 = 0; 000813 < 0:5:

Alors d�après le théorème 1.4.1, notre problème admet une solution unique u� dans

E.
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Chapitre 3

Existence de la solution positive

d�un problème aux limites

fractionnaire

Le but de ce chapitre est d�étudier l�existence de la solution positives du problème

aux limites fractionnaire (P2) :

Dq
0+u(t) + a (t) f(u(t)) = 0; 0 < t < 1; (P2)

u(0) = u0(0) = u
0
(1) = 0;

où f : R ! R, a : [0; 1] ! R sont des fonctions données, 2 < q < 3: Nous introdui-

sons quelques conditions su¢ santes pour montrer l�existence de solutions positive du

problème aux limites fractionnaire. Notre approche est basée sur les théorèmes de

point �xe de Guo-krasnosel�skii.
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fractionnaire

Dans cette section, en se servant de la fonction de Green et ses propriétés, on établira

la positivité de la solution du problème (P2), pour cela nous avons besoin du lemme

auxiliaire suivant :

Lemme 3.0.4 Soit y 2 C([0; 1]) et 2 < q < 3. L�unique solution u du problème

linéaire 8><>: Dq
0+u(t) + y(t) = 0; 0 < t < 1

u(0) = u0(0) = u
0
(1) = 0

est donnée par

u(t) =
1

�(q)

Z 1

0

G(t; s)y(s)ds;

où

G(t; s) =

8><>: tq�1(1� s)q�2; 0 � t � s � 1;

tq�1(1� s)q�2 � (t� s)q�1; 0 � s � t � 1:

Lemme 3.0.5 Pour tout s; t 2 [0; 1] ; la fonction de Green G(t; s) est positive, conti-

nue et satisfait

i) G(t; s) � G(1; s);

ii) G(t; s) � tq�1G(1; s):

Preuve. Il est facile de véri�er que G(t; s) est positive, continue satisfaisant (i).

D�autre part, pour s � t on trouve

G(t; s) = tq�1(1� s)q�2 � (t� s)q�1

� tq�1(1� s)q�2 � tq�1(1� s)q�1

= tq�1G(1; s);

pour t � s on a

G(t; s) � tq�1G(1; s):
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fractionnaire

Ce qui achève la démonstration.

3.1 Existence de la solution positive

On considère l�espace de BanachE = C([0; 1];R);muni de la norme kuk = maxt2[0;1] ju(t)j :

Dé�nissons l�opérateur T : E ! E par

Tu(t) =
1

�(q)

Z 1

0

G(t; s)a(s)f(u(s))ds; 8t 2 [0; 1] :

Lemme 3.1.1 Soit f 2 C (R;R) ; et a 2 C ([0; 1] ;R) la fonction u 2 E est solution

du problème fractionnaire (P2) si et seulement si Tu (t) = u (t) ; 8t 2 [0; 1]:

Preuve. Soit u la solution du problème (P2), alors en appliquant le théorème 1.3.5,

on trouve

u(t) =
1

�(q)

Z 1

0

G (t; s) a (s) f (u (s)) ds:

Inversement, nous supposons que u satisfait

u (t) = �Iq
0+
a (t) f (u (t)) +

tq�1

� (q)

Z 1

0

(1� s)q�2a (s) f (u (s)) ds:

Par application du lemme 1.3.1, il s�ensuit que

Dq
0+u (t) = �D

q
0+I

q
0+a (t) f (u (t)) +

Dq
0+t

q�1

� (q)

Z 1

0

(1� s)q�2a (s) f (u (s)) ds:

En utilisant le fait que la dérivée de Dq
0+t

q�1 est nulle, nous obtenons

Dq
0+u (t) + a (t) f (u (t)) = 0:

Ainsi, u (t) est solution du problème fractionnaire (P2).
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Introduisons les quantités A0 et A1 :

A0 = lim
u!0+

f(u)

u
; A1 = lim

u!1

f(u)

u
:

On dit que f est superlinéaire respectivement sublinéaire lorsque A0 = 0 et A1 =1

respectivement A0 =1 et A1 = 0:

Lemme 3.1.2 Soit f 2 C(R+;R+) et a 2 C([0; 1];R+); si u une solution du pro-

blème fractionnaire (P2) alors

min
t2[�;1]

u(t) � � q�1 kuk :

Preuve. En vertu du lemme 3.0.5, u peut être exprimé par

u(t) =
1

�(q)

Z 1

0

G(t; s)a (s) f(u(s))ds � 1

�(q)

Z 1

0

G(1; s)a (s) f(u(s))ds

il en résulte que

kuk � 1

�(q)

Z 1

0

G(1; s)a (s) f(u(s))ds:

D�autre part on a

u(t) � tq�1

�(q)

Z 1

0

G(1; s)a (s) f(u(s))ds

� tq�1 kuk ;

d�où

min
��t�1

u(t) � � q�1 kuk :

Théorème 3.1.1 Si f 2 C(R+;R+); a 2 C([0; 1];R+),
R 1
0
G(1; s)a(s)ds 6= 0 et
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R 1
0
G(1; s)ds 6= 0; alors le problème (P2) admet au moins une solution positive dans

les cas super et sous linéaires.

Preuve. La démonstration est basée sur le théorème du point �xe de Guo-Krasnoselskii

dans un cône, pour cela on dé�nit le cône P par

P =

�
u 2 E; u(t) � 0; 0 � t � 1; min

��t�1
u(t) � � q�1 kuk

�
:

Il est facile de véri�er que P est un sous ensemble non vide, fermé et convexe de E,

donc c�est un cône.

Soit u 2 P; comme G et f sont positives et continues, on déduit que Tu � 0 pour

tout t 2 [0; 1], continu et T (P ) � P:

i) Soit r > 0 et Br = fu 2 P; kuk � rg un ensemble borné. Comme f et a sont

continues, alors, il existe une constante k tel que

k = max fja(t)f(u(t))j : 0 � t � 1; 0 � u � rg :

Par application du lemme 3.0.5, on a pour tout u 2 Br

jTu(t)j � k

�(q)

Z 1

0

G(1; s)ds

d�où T (Br) est uniformément borné.

Nous allons établir l�équicontinuité de T (Br).

Comme G(t; s) est continue sur [0; 1] � [0; 1], alors elle est uniformément continue

sur [0; 1]� [0; 1].

Soit s 2 [0; 1]; on a pour tout " > 0, il existe une constante �
�

"�(q)

k
R 1
0 G(1;s)ds

�
> 0,
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tel que pour t1, t2 2 [0; 1] ; jt1 � t2j < �, on a

jG(t1; s)�G(t2; s)j �
"�(q)

k
R 1
0
G(1; s)ds

;

du fait que

jTu(t1)� Tu(t2)j �
1

�(q)

Z 1

0

jG(t1; s)�G(t2; s)j a(s)f(u(s))ds;

on obtient

jTu(t1)� Tu(t2)j � ":

Par suite T (Br) est équicontinu.

En vertu du théorème d�Arzela-Ascoli nous concluons que T est complètement continu.

Dans un premier temps, considérons le cas superlinéaire.

Comme A0 = 0; alors pour tout " > 0 il existe � > 0; telle que

f(u) � "u;

pour tout 0 < u � �:

Soit 
1 = fu 2 E : kuk < �g ; pour u 2 P \ @
1 nous avons

Tu(t) =
1

�(q)

Z 1

0

G(t; s)a(s)f(u(s))ds

� " kuk
�(q)

Z 1

0

G(1; s)a(s)ds;

en prenant

" =
�(q)R 1

0
G(1; s)a(s)ds

;

alors

kTuk � kuk :
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Chapitre 3. Existence de la solution positive d�un problème aux limites
fractionnaire

Dans le cas A1 =1; nous avons pour tout A > 0, il existe 
 > 0; telle que

f(u) � Au

pour u � 
:

Posant R = max
�
2�; 1

�q�1

	
et notant par 
2 l�ensemble ouvert dé�ni par


2 = fu 2 E : kuk < Rg ;

ainsi 
1 � 
2 et pour u 2 P \ @
2 on a

Tu(t) =
1

�(q)

Z 1

0

G(t; s)a(s)f(u(s))ds

� � q�1

�(q)
A kuk

Z 1

�

G(1; s)a(s)ds:

En prenant A = �(q)

�q�1
R 1
� G(1;s)a(s)ds

; on obtient kTuk � kuk pour u 2 P \ @
2: Nous

déduisons d�après le théorème 1.4.4 que T admet un point �xe dans P \ (
2=
1);

d�où l�existence de la solution positive du problème (P2) dans P \ (
2=
1): Pour

prouver le cas sous linéaire on procède d�une façon similaire au cas précédant.

Exemple 3.1.1 Considérons le problème aux limites suivant :

D
8
3

0+u(t) + (1� t)
u2

4
= 0; 0 < t < 1;

u(0) = u00(0) = 0; u(1) = u(�):

Comme
R 1
0

�
(1� s) 23 � (1� s) 53

�
ds = 9

40
6= 0;

R 1
0

�
(1� s) 23 � (1� s) 53

�
(1� s)ds =

9
88
6= 0;

lim
u!0

f(u)
u
= lim

u!0
u2

4u
= 0 et lim

u!1
f(u)
u
= lim

u!1
u2

4u
= 1; d�après le théorème1.4.4, on déduit

qu�il existe aux moins une solution positive.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié quelques problèmes aux limites pour des équations

di¤érentielles fractionnaires.

Tout d�abord on a rappelé dans le premier chapitre quelques notions des dérivées

fractionnaires comme la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et de

Caputo, les outils de base du calcul fractionnaire et quelques théorèmes de point �xe

utilisés dans ce travail.

Dans Le deuxième chapitre, on a présenté quelques résultats d�existence et d�unicité

de la solution d�un problème pour des équations di¤érentielles d�ordre fractionnaire

avec les conditions aux limites. Ces résultats ont été obtenus par le principe de

contraction de Banach.

En�n dans le troisième chapitre, nous avons étudié l�existence de la solution positive

d�un autre problème fractionnaire. En se basant sur le théorème de Krasnoselskii un

résultat d�existence de la solution positive a pu être prouvé. Nous avons terminé ce

chapitre par un exemple d�application.

À l�avenir, ces problèmes fractionnaires pourront être appliqués à l�aide de la théorie

de Darbo combinés avec la mesure de non-compacité d�Hausdor¤.
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