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Résumé

Dans ce mémoire, nous considérons un systéme thermoélastique de LORD-SHULMAN a
une dimension avec amortissement poreuse et un retard discret ; sous une hypothese appro-
priée sur le poids du retard ; nous étudions le résultat d’existence et l'unicité de la solution
par la méthode de semi-groupe et pour la stabilité en utilisant la méthode multiplicative
qui repose sur un choix appropriées des fonctionnelle de Lyapounov dans le cas d’égalité des
vitesses de propagation d’ondes.

Mots-clés : Systéme de LORD-SHULMAN, Stabilité Exponentielle, Thermoé-
lasticité, Semi-groupe, fonctionelle de Lyapounov.

Abstract

In this dissertation , we consider a one-dimensional LORD-SHULMAN thermoelastic
system with porous damping and a discrete delay ; under an appropriate assumption on the
weight of delay; we study the existence result and the uniqueness of the solution by the
semi-group method and for the stability using the multiplicative method which relies on
an appropriate choice of Lyapunov functionals in the case of equality of wave propagation
velocities.

Key- WOI'dS « LORD-SHULMAN system, Exponential stability, Thermoelasticity,
Semi-group, Lyapunov functional.
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INTRODUCTION

La modélisation de la conduction de la chaleur est principalement connue par la loi de
Fourier, cependant cette loi présente une limite pertinente. Il existe de nombreux chercheurs
dans la littérature qui se penchent sur la formulation de relations alternatives pour surmonter
ce paradoxe. Nous rappelons que Lord et Shulman [11] ont étudié I’équation de conduction
de la chaleur de Cattaneo-Maxwell [12] et I'ont combinée avec le systeme décrivant les vibra-
tions élastiques d’un matériau. La thermoélasticité de Lord-Shulman a récemment suscité
beaucoup d’attention de la part des scientifiques, et de nombreuses publications ont contri-
bué a clarifier cette théorie. L’analyse d’un ensemble de quatre équations hyperboliques avec
dissipation thermique est décrite. Dans cette situation, I’équation de la chaleur est également
hyperbolique contrairement a 1’équation parabolique obtenue avec la loi de Fourier.

D’autre part, au cours des siecles précédents et actuels, un intérét croissant a été porté a
I'étude des matériaux avec microstructure [37, 52]. Une classe de matériaux est particuliere-
ment prise en considération lorsque des microtempératures [15] affectent la microstructure
[141]. De nombreuses personnes s’intéressent a I’étude des matériaux élastiques avec micro-
températures en raison de leur utilisation extensive de ces types de structures. Pour plus
de détails, voir [13, 48, 54]. Tl existe également des applications physiques intéressantes de
la thermoélasticité avec des vides, telles que 1’étude des solides avec de petites structures
poreuses distribuées.

Dans le cas de la loi de Cattaneo-Maxwell, les équations d’évolution pour la thermo-poro-
élasticité avec microtempératures sont les suivantes :

P1U — t:c’ JQDtt - hm + g,
piTom = ¢z, pree=Po+q—Q, (0.1)

Ot p; est la masse volumique, J est le produit de la masse volumique par I'inertie équilibrée,
Tp représente une température de référence a 1’équilibre, t est le tenseur de contrainte, my
est I'entropie, q est le vecteur de flux de chaleur, h est la contrainte équilibrée, g est la
force volumique équilibrée, P est le premier moment du flux de chaleur, Q est le flux de
chaleur moyen et e est le premier moment d’énergie. Les variables w et ¢ représentent
respectivement le déplacement du matériau élastique solide et la fraction volumique. Les
équations constitutives sont les suivantes :

t=(A+2p)us + pop — Bo(mb: + 0), h =aop, — p (T, =T),

g = —pouy — §p + B1(110; + 0), pim = Bouy + Brp + a(m0: + 0),
q = K0, + kT, P = —k,T,,
Q= (k—ks3)0, + (k1 — k)T, pie = —b(mT, +T) — pop,.
(0.2)



Ou 0 est la température, T est la microtempérature qui représente la variation de la
température a l'intérieur du micro-élément, X et p sont les parametres de Lamé habituels,
et 7 est le parameétre de relaxation, supposé étre petit mais strictement positif. Les coeffi-
cients Bo, 81, o, K, ag représentent respectivement le couplage entre le déplacement et la
température, le couplage entre le déplacement et la fraction volumique, le couplage entre le
déplacement et la porosité, la conductivité thermique et la capacité thermique. Les autres
parametres, k1, ko, k3, € et po, définissent les caractéristiques du matériau et, en particulier,
ils définissent les couplages et satisfont les inégalités.

pe < €,

et
kg < K/kl .

Maintenant, en remplacant 1’équation (0.2) dans 1’équation (0.1), nous obtenons le systéme
suivant.

P1Usy = P Uy + poPr — Bo(T160: + 0.), dans (0,1) x (0, 00)
Jou = aoPre — p2(TiTie + 1) — proue — & + B1(76, + 0), dans (0,1) X (0, 00)
a(m0; 4+ 0)y = —Bouty — P1ps + KOpy + k1T, dans (0,1) x (0, 00)
b(mT, +T) = kaTpy — poapia — k2T — k36, dans (0,1) x (0, 00)

(0.3)

ou p* = X + 2u. Bazarra, Fernandez et Quintanilla [38] ont étudié le probleme (0.3)
par la théorie des semi-groupes en conjonction avec la méthode développée par Liu et Zheng
[17] pour déterminer la décroissance exponentielle de la solution pour les conditions limites
suivantes :

u(lyt) = u(0,) = g (s t) = a(0,) = 0,(1,t) = 6,(0,) = T(0,¢) = T(0,¢) = 0.

Ces dernieres années, le controle des EDP avec des effets de retard temporel est devenu un
domaine de recherche actif, voir par exemple [39] et [10]. La présence de retard peut étre
une source d’instabilité du systeme, voir par exemple [50] et [55].

Dans le présent mémoire, notre objectif est d’étendre I’étude de Boudeliou et Bouraoui
[10] en présence du terme poreux avec retard temporel ajouté a la deuxiéme équation du
systeme, en supposant que 'effet de micro-température n’est pas pris en compte.

Le mémoire est organisé de la maniere suivante :

Chapitre 01 :
Nous présentons des définitions et des théoremes tres utiles.
Chapitre 02 :

Nous prouvons que le systeme (2.1)-(2.3) , et nous donnons des résultats d’existence et
d’unicité en utilisant la théorie des semi groupe qi repose sur le théoréeme de HILLE-YOSIDA.
Chapitre 03 :

Nous prouvons a l'aide de la méthode des multiplications que notre systeme est exponentiel-
lement stable.



CHAPITRE 1

ESPACES FONCTIONNELLES

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions concernant I'analyse fonctionnelle
et les résultats des quelques inégalités qu’on utilisera ultérieurement. Ensuite, nous donnons
brievement, les définitions et les théorémes qui nous seront tres utiles pour la suite de notre
travail. De plus, en utilisant la théorie du semi groupe qui nous serons tres utiles pour la
suite de notre travail. On désignera par un ouvert borné de R™

1.1 Notion d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espaces Fonctionnelles :

Espace Complet

Définition 1

Un espace normé (Ej; ||.||g) est complet si toute suite de Cauchy de E est conver-
gente dans E.

Espace de Banach

Définition 2

Un espaces vectoriel normé complet s’appelle espace de Banach.

Espace de Hilbert

(- )
Définition 3

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire(u, v)
et qui est complet pour la norme

(u,u)?




1.1.2 Espace de Sobolev :

Commengons par les espaces LP(€2).

Les espaces LP(2)

-
Définition 4
on définit I'espace LP(§2) par
LP(©2) = {f : Q@ — R, mesurables telles que (1.1)
/ |f(x)|Pdx < 400,511 < P < oo et supess|f(x)| < +oo, si p=—4oo}
Q
-
e
Théoreme 1

Les espace LP(€2), muni des normes suivantes

1
1l = ([ 1£@)Pde)” pour 1< p < +oo et [Ifllum = supess|f()l;

(1.2)
sont des espaces de Banach.

Remarque 1

Pour p = 2, l'espace L?(€2) est un espace de Hilbert .
\

Les espaces de Sobolev H™(2)
p

Théoréme 2

Etant donné m € N, on désigne par H™ () I'espace de Sobolev ot
H™(Q) = {u € L?(Q)/Va, |a| < mIv, € L2(N) tel que v, = 9*u au sens faible

(1.3)
On introduit sur H™ le produit scalaire

(u,v) = Z (0%u, 0“v), (1.4)

et la norme associée ||u||gm = \/(u, u)m




Théoréme 3

Soit € un ouvert de R™ et soit m € N. L’espace H™(2) muni de produit scalaire
(1.4) est un espace de Hilbert séparable.

Dans le cas m = 1 on utilise la densité de C°(£2) pour définir I'espace de Sobolev
suivant :

H)(Q) ={ue H(Q) telque u=0 sur 90} (1.5)

H désigne un espace de Hilbert, H’ son dual.

1.2 Certaines inégalités algébrique

Nous allons donner ici quelques inégalités algébrique importantes. Ces inégalités jouent
un role important en mathématiques appliqués et aussi, il est tres utile dans nos prochains
chapitres.

1.2.1 Inégalité de Holder

Soient f et g deux fonctions respectivement dans LP(€2), LI(2) avec % + % = 1. Alors
le produit f.g est dans L'(Q) et

[stos < ([ 7))

[1fgllee <If1lzellgllza-

Remarque 2

L’inégalité de Cauchy Schwarz est un cas particulier de I'inégalité de

Holder avec p = q = 2.
\. J

1.2.2 Inégalité de Cauchy-Schwartz

soient f et g deux fonction dans L?(€2)

[ 1golas < ( [ 177dz)*( [ lofda)’

1.2.3 Inégalité de Young

Soit a,b deux réels positifs et p,q deux réels strictement positifs vérifiant 117 + % =1
alors :

€ 1
Ve>0, ab< —a? + —50b%
p qev

10



on utilisera parfois la forme

ab < ea? + C.b? avec C. = =

Sip=qg=2ona:

ab < Ear,2 + ib2 on ab<ea?+ ib2
- 2 2e - 4e

1.2.4 Inégalité de Poincaré

Soit € un ouvert borné de R¥. Alors il existe une constante C > 0 telle que :

Vu € Hy (), ||ullr2@) < C||Vul|rz20)-

1.3 Quelques théoremes utiles

( N
Théoréme 4

Un opérateur (A, D(.A)) linéaire non bornée dans H est dissipatif si et seulement
si
Ve € D(A): (Ax,z) <0.
S J

1.3.1 Théoréme de Hille-Yosida

Soit A un opérateur maximale monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout
uo € D(A), il existe une fonction

u € C*([0, o0], H) N C([0, o0], D(A))

unique telle que

% +Au =0 sur [0,00]
u(0) = ug (donnée initiale) (1.6)

de plus on a

d
[u(t)] < |uol| et I(;:(t)l = |Au(t)| < |Auo| Vit 2> 0.

11



1.3.2 Théoreme de Lax-Milgram

-
Définition 5

Soit H un espace de Hilbert , A une forme bilinéaire continue et coercive et ¢ € H.
Il existe une unique w € H, vérifiant :

A(u,v) = (p,v), YvEH

Si A est symétrique, alors u est caractérisé par :

u € H et ;A(u,u) — (py,u) = Min,cy (;A(v,v) — {(p, v)>

Remarque 3

Une forme bilinéaire A : H Xx H — R

1. Continue s’il existe C' > 0 tq pour tout u,v € H :
|A(u, v)| < Clul|v].

2. Coercive s’il existe a > 0 tq pour tout u € H
A(u,u) > aflul]?.

3. A est symétrique si :

Vu,v € H, A(u,v) = A(v,u);

-

1.3.3 Théoréme de Fubini

On suppose que F' € L'(Q; X Q2), (21 X Q2) € R? ouvert
Alors,pour presque tout & € 24

F(z,y) € L, () et /92 F(z,y)dy € L;()

De méme pour presque tout y € 2,

F(z,y) € Li() et | Fla,y)dy € Lj(Q)

De plus on a

/ d:l:/ F(w,y)dy:/ dy/ F(:c,y)dcc:// F(xz,y)dxdy
Q 92 Qz 1971 leﬂz

12



1.3.4 Inégalité Intégrable

On rappelle ici quelques inégalités intégrales connues et largement utilisées dans la sta-
bilisation des systemes d’évolution dissipatifs et aussi non dissipatifs. En effet,plusieurs ré-
sultats concernant I’estimation de ’énergie de certains problemes dissipatifs sont basés sur
les lemmes suivants :

Lemme 1

Soient E : Ry — R, une fonction continue décroissante et @ : Ry — R4 une
fonction strictement croissante de classe C*(R.) telle que :
¥ (0) = 0 et , lir_ri_l 1 (t) = +oo. Supposant que : Ip > 0 et d > 0 tels que

—> T 00

+oco 1
/ ¥rHldt < —EP(0)E(s), Vs> 0. (1.7)
Alors

E(t) < E(0)exp'#® Vvt>0 si p=0

H (1.8)
1+ .
m@gEmmHMb> VE>0 si p>0
dans le cas particulier ot 9 (t) = ¢ on déduit les inégalités suivantes :
a) E(t) < E)exp™ Vt>0 si p=0 (1.9)
1+p \»
b) E(t) < E(0 () VE>0 si p>0
) B < BO) (7o
appelées respectivement , estimation exponentielle et estimation polynomiale.
Lemme 2
Soit E : Ry — R4 une fonction continue (décroissante) vérifiant
400 1
/ $(B(t)dt < —E(s), Vs >0, (1.10)

ou d est un réel strictement positif et 1 : Ry — Ry est une fonction convexe
et strictement croissante vérifiant 1(0) = 0. Alors il existe trois réels strictement
positifs tg, co et c; tels que

B <v (0D) ven, (111)
Clt
ou v : Ry — R, est définie par
11
Pp(s) = | ——=dt, Vs> 0. (1.12)

s (1)

13



1.4 Théorie des semi-groupes

P
Définition 6
Soit A : D(A) C X — X est un opérateur linéaire (non borné). A est appelé
dissipatif si R(Av,v), < 0,Vv € D(A). L'opérateur dissipateur A est appelé
m-dissipatif si (Al — A) est surjective pour tout A > 0.
_
-
Théoreme 5
Un opérateur linéaire A est dissipatif si et seulement si
(AT = A)a|lx 2 Allz]|x,Vz € D(A), A > 0, (1.13)
N
Preuve :

Supposons que A est dissipatif et fixe x € d(.A) et A > 0.alors

Allz[lk < R((A = A)z, z)x

et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous concluons que

Alzll < 1A = Azl xllz]lx,

Qui conduit directement a (1.13) . a l'inverse supposer que (1.13) tient et fixe
z € D(A).
alors pour tout A > 0,on a

Mlzlx < Xlzllx — 2AR(Az, 2); + || Az]|%-

En divisant cette inégalité par 2, on obtient équivalemment

1
R(Az, ), < 5||Ax||§(,>\ > 0.

Passer a la limite lorsque X passer a l'infini donner la dissipativité de A. On peut
maintenant prouver certaines propriétés utiles des opérateur m-dissipatifs.

14




Théoréme 6

soit A est un Opérateur m-dissipatif. ensuite, les propriétés suivantes sont conservées.
1. A est fermé.

2. pour tout A > 0, 'opérateur AI — A est un isomorphisme de D(A) sur X.
de plus (AI — A)~! est un opérateur linéaire borné tel que

1
IAL = A e < 5

3. D(\A) est dense dans X.

Preuve :

Commencons par le point 1. comme A est un opérateur m-dissipatif,il existe Ag > 0
tel que R(Aol — A) = X ,donc par (1.13) il en résulte que Aol — A a une inverse
bornée.Comme (Aol — A)~1 est borné,il est également fermé. Alors Aol — A est
fermé et donc A également.

Pour prouver le point2, il suffit de prouver que R(Aol — A) = X pour tout A > 0
Pour cela, nous introduisons ’ensemble

A={\€(0,1) telque R(AI—A) =X}
Premiere A est un ouvert. en effet (1.13) implique queA est un sous-ensemble de
I'ensemble résolvant p(A) de A. comme p(A) est un ouvert, pour tout A € A il
existe un voisinage de A inclus dans p(.A). L’intersection de ce voisinage avec la droit
réelle est clairement inclus dans A, ce qui prouve que A est ouvert. Montrons aussi
que A est fermé. Soit une séquence.(A,,), d’élément de A tel que

Apn — A >0 comme N — oo

Ensuite, pour un élément quelque y € X et tout n, il existe &, € D(.A) telle que

Ol — A),, =y (1.14)

En raison de (1.13), il en résulte que

lznllx < AL lyllx (1.15)

Et donc la suite (@), est bornée. Nous appliquons maintenant (1.13) avec &, — @,
et \,, on obtient

Anllzn — Zmllx < |[Am(Tn — Tm) — A(Tn — ) || x

et par l'utilisation (1.14) on en déduit que

Anl|n — Zm|lx < [Am — Anll|2n|| x-

15




et par (1.15), On déduit qu’il existe x € X tel que x,, converge vers  dans X.
Mais (1.14) Alors implique Aw,, converge vers Ax — y et puisque A est fermé, on
conclut que & € D(.A) avec Ax — Ax = y. Cela montre que X appartient A et que
la fermeture de A est prouvée. En conclusion, A est un sous-ensemble ouvert, fermé et
non vide de (0, co).Terminons par le point3. Soit y € X tel que

(y,x)s = 0,z € D(A) (1.16)

Si nous montrons que

(y, Ax), = 0,z € D(A) (1.17)

alors nous allons obtenir ce

(y,z — Az), = 0,z € D(A)

Et puisque R(I — A) = X, on déduit que y = 0.
il reste alors & montrer(1.16). soit € € D(.A) est fixé, puis par le point 2, il existe
une suite (€, )nen tel que x, € D(A) et

1
x =z, — —Ax,,Vn € N (1.18)
n

Ceci implique que

Az, = n(z, — x)

et de la régularité x,x, € D(A), on déduit que x, appartient & D(A?) et que la
prochaine identité

Ax = A(I — 711.,4)33”

Ou équivalent

Du point2, nous savons que

et donc

Az, |lx < || Az]|x.
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De plus, comme X est un espace de Hilbert, il existe une sous-suite (Awx,i) et
(Az,), et z € X tel que Az, Converge faiblement vers z Ceci implique que la
suite de paires ((€nk, AZnk))r Converge faiblement vers (a, z) dans X X X. Ainsi,
par le lemme de Ma-zur, il existe une autre suite ((&;,2;)); fait de combinaisons
convexes de (&, Ax,;) assurent ( z; = AZ;) tel que (&, z;) = (&, AZ;) converge
fortement vers(zx, z) dans X X X comme [l va & co. comme A est fermé, nous en
déduisons z = Ax. Enfin par (1.16) et (1.18) on a

(y7 Awnk)X = nk(y, Tnk — .’13) =0

et en passant a limite en k, nous trouvons que (1.17) passons maintenant a la
notation de semi-groupes linéaires.

Définition 7

soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné.on dit que A est
monotone si

(Av,v) > 0,Vv € D(A) (1.19)
A est maximal monotone si de plus R(I + A) = H i.e.

Vfe HJu € D(A) telque u+ Au=f (1.20)

Remarque 4

si A est un maximal monotone, alors AA est aussi maximal monotone pour tout
A > 0. Par contre si A et B sont deux opérateurs maximaux monotones alors
A + B défini sur D(A) N D(B) n’est pas nécessairement maximal monotone.

Définition 8

Une famille a un seul parametre (S(t))t>0 de L£(X) est un semi-groupe des
opérateurs linéaires bornés sur X si

S(0) = Id,,

S(t+s)=S(t)S(s),Vt,s > 0.

L’opérateur linéaire A défini par :
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D(A) = {z € X; lim ‘Sm:_zexiste}

t—0t

et

S(t)z — z

Az = lim L,Vz € D(A)

t—0t

est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe (S(t)):>o0 et D(A) est appelé
le domaine de .A.

Un semi-groupe (S(t))t>0 des opérateurs linéaires bornés est appelée une suite

fortement continue(ou un Cp-semi-groupe) si

lim S(t)z = z,Vz € X. (1.21)

t—0t

Un fortement continue (S(t)):>o0 sur X satisfaisant
IS@®)lex) < 1,V >0,

est appelé Cp-Semi-groupe de contractions. Montrons maintenant quelques proprié-
tés utiles de Cy-semi-groupe de contractions.

Théoréeme 7

soit (S(t))t>o0 est un Cy-semi-groupe de contraction surX. alors

1. pour tout & € X, application £ — S(t)x est un fonction continue de [0, co)
dans X.

2. pour tout & € X et tout t > 0,

1 jt+h
lim — S(s)xds = S(s)x. (1.22)

h—0 h Jt

3. pour tout z € X et tout t > 0, 'élément [, S(s)xds appartient & D(A), et

A( /Ot S(s)a:ds) =S{t)x — = (1.23)

4. pour tout & € D(A) et tout t > 0, I'élément S(t)x appartient & D(A), et
t — S(t)x est une fonction différentiable continue de (0, co) dans X et

d
aS(t)m = AS(t)x = S(t)Azx,Vt > 0.
5. pour tout € D(A)et tout t > 0 ,on a

St)x — S(s)x = /St S(u)Axdu = /St AS (u)zdu.
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Preuve :
pour le point 1, par (1.21), La propriété de continuité tient trivialement a ¢ = 0.
maintenant fixer @ € X et prendre un arbitraire ¢ > 0 alors pour h > 0, on a

S+ h)x— St)x = S(t)(S(h)x — x),

1.5 Théorie de la stabilité de Lyapunov

L’étude de la stabilité pour les systemes évolutives est souvent liée a la construction des
fonctionnelles de Lyapunov. La méthode générale de la construction des fonctions de Lya-
punov ont proposée par V .Kolmanovskii et L.Shaikhet et déja utilisée avec succes pour les
équations différentielles, pour les équations de différence a temps discret, pour les équations
de différence a temps continu, est utilisé ici pour étudier la stabilité des équations évolutive
a retard, en particulier, des équations différentielles partielles. On a 1’équation

{d"(‘g)A(t,u(t)) + fi(t,ue),t >0 (1.24)

u(s) = ¥(s),s € [—h,0]

Notons par U (¢, ¥) la solution de I’équation (1.24) correspondant a la condition initiale W.

( )
Définition 9

La solution triviale de I’équation (1.24) est dite stable si pour tout € > 0 il existe
0 > 0 tel que.

|lu(t,¥)| < e pourtout ¢t > 0,si |¥|c, = sup |¥(s)|] <d.  (1.25)
s€[—h,0]

Définition 10

La solution triviale de I’équation (1.24) est dite exponentiellement stable si elle est
stable et il existe A > 0 une constante positive tel que pour tout ¥ € C(0, —h, H)
il existe C (qui peut dépendre sur W) tel que :

lu(t, ¥)| < Cexp(—At) pour t >0

Maintenant, on va faire la démonstration de la théoreme du stabilité. supposons qu’il
existe une fonctionnelle V' (¢, u;) tel que les conditions suivantes soient satisfaites
pour certains nombres positives c1,co et A
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Théoréme 8

[u(t, w)| < ex exp(AL)[u(®)|?,t > 0 (1.26)
(0, uo)| > e W2, (1.27)
d
V() 0,620 (1.28)

Alors la solution triviale de I’équation (1.24) est exponentiellement stable. Notons
que le théoreme .8. implique que 1'étude de la stabilité de I’équation (1.24) peut étre
réduit a la construction appropriées de Lyapunov.Pour construire les fonctionnelles
de Lyapunov on utilise des procédures formelles.

N\ J

1.5.1 Le procédure des fonctionnelles de Lyapunov

Le procédure consiste en quatre étapes.

1.5.2 Etapel

pour transformer I’équation (1.24) sous la forme

dz(t, u;)
dt

ou z(t,.) et Ax(t,.) sont des familles d’opérateurs non linéaire,

A1(t,ur) + Aa(t, uy) (1.29)

1. 2(¢,0) = 0; Ax(t,0) = 0, 'opérateur A,(t,.) dépendante de t et u; mais indépen-
dante pour les valeurs précidentes u(t + s), s < 0.

1.5.3 Etape2

supposons que la solution triviale de I’équation

W _ Aty )

est exponentiellement stable et il existe donc une fonctionnelle de Lyapunov V (¢, y(t)), qui
satisfait les conditions du théoreme .8.

1.5.4 Etape3

La fonctionnelle de Lyapunov V' (t,u;) pour 'équation (1.24) est écrit sous la forme
V. = Vi + VW, ou Vi(t,ur) = V(t,2(t,ug)). L'élément y de la fonction V (¢,y) est
remplacée la fonctionnelle z(t, ;) dans la partie gauche de I’équation (1.24).

1.5.5 Etape4

Généralement, la fonctionnelle V4 (&, u;) satisfait les conditions du théoréeme .8.
Pour satisfait ces conditions, il est nécessaire de calculer %Vl(t, u) et de Pestimer.
Ensuite, la fonctionnelle Va(t, uy) peut étre choisir de manieére standard.
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1.6 Problémes a Retard

Dans cette section, nous introduisons des exemples de problemes, anciens et nouveaux,qui
sont traité a ’aide de la théorie générale des équations différentielles.Nous tentons de donner
un description suffisant de la dérivation, de la solution et propriétés des solutions pour que
le lecteur puisse apprécier une partie du gotit du probleme. Dans aucun des cas nous ne
donnons un traitement complet du probleme,mais offrent des références pour une étude plus
approfondie.

1.6.1 Le contrdole d’un navire

Minorsky (1962) a congu un dispositif de direction automatique pour le cuirassé New
Mexico. ce qui suit est un esquisse du probleme . Supposons que le gouvernail du navire
ait une position angulaire x(t) et supposons qu'’il y ait une force de frottement proportion-
nelle a la vitesse, disons—ecax(t). Il y un instrument indiquant la direction qui point dans
la direction de mouvement réelle et il ya instrument pointant dans la direction désirée. Ces
deux sont reliés par un dispositif qui active un moteur électrique produisant une certaine
force pour déplacer le gouvernial de maniere & amener le navire sur trajectoire souhaitée. Il
y a un décalage de temps entre le moment ou le navire s’éloigne et le moment ou le moteur
électrique active le force de rappel. L’équation pour x(t) est

x”(t) + cx'(t) + g(xz(t — h)) =0 (1.30)

ou xg(t) > 0six # 0 et ¢ est un constant positive. L’objectif est de donner des conditions
assurant que x(t) restera prés de zéro pour que le navire suive son cours.

1.6.2 Epidémies (Cooke et Yorke)

Dans les travaux de Cooke et Yorke (1973), 'hypothése de Lotka est modifiée de sort que
le nombre de naissances par unité de temps n’est fonction que de la taille de la population
et non de la répartition par age voir[2]. Dans cette hypothese, on a x(t) la taille de la
population et on a le nombre de naissance B(t) = g(x(t)). Supposons que chaque individu
a un durée de vie L de sorte que le nombre de déces par unité de temps soit g(xs(t — L)).

o' (t) = g(=(t)) — g(=(t — L)), (1.31)

Ou g est fonction différentiable. Nous notons que toute fonction constante est une solution
de (1.31). Cooke et Yorke (1973) considérent le modeéle suivant pour la propagation de
la gonorrhée. La population est divisée en deux classes : (a) S(t)=Le nombre de sujets
susceptibles. (b) S(t)=Le nombre de maladies infectieuses. Le taux de nouvelle infection
dépend uniquement des contacts entre les individus sensibles et infectieux.Puisque est égale
a la population totale constante moins x(t), la vitesse est une fonction g(a(t)). Supposons
qu'une personne exposée est immédiatement infectieuse et reste infectieuse pendant une
période L(le temps pour le traitement et la guérison). Alors @ vérifie aussi (1.31). Or, a
tout moment ¢, x(t) est égal a la somme du capital produit au cours de la période [t — L, t]
plus une constante ¢ désignant la valeur des actifs non déprécies. Ainsi :

2(t) = /OL P(s)glz(t — s)]ds + ¢

= [ Pt~ wgla(w)]ds +
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1.6.3 L’équation de Tournesol
Somolinos (1978) a considéré ’équation
x” + (a/r)x’ + (b/R)sin(t —r) =0

Et a obtenu des résultats intéressant sur I’existence des solutions périodiques. L’étude de ce
probleme remonte au début des années 1800 et a attiré beaucoup d’attention.Il implique le
mouvement d’une plante de tournesol.
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CHAPITRE 2

RESULTAT D’EXISTANCE ET D’UNICITE DE LA SOLUTION

Dans ce chapitre nous donnons des résultats d’existence et d’unicité pour le systeme
(2.1)-(2.3) , et en utilisant la théorie des semi groupe.
Soit le systeme est écrit comme suit :

Py = WUy + oY — Bo(T101 + 05) dans (0,1) X (0,00)

Jpu = aoPra — Motz — Ep + B1(T0: + 0) — Y101 — Y2pe(x,t — T) dans (0,1) X (0, c0)

a(m0; + 0); = —Bouty — L1yt + KOs dans (0,1) x (0, 00)
(2.1)

Nous incluons les conditions initiales fournies par le systeme ci-dessus.

u(z,0) = uo(xz), ui(z,0) =ui(z), @i(z,0)=pi(x), =€ (0,1)
e(,0) = po(x), O(x,0) = Oo(x), z € (0,1)

(pt - fo(m’ t)’ €T E (0, 1),t e (O, T)
(2.2)
ici, wg, w1, o, 1,00, 01 sont des fonctions données, et fy est une fonction historique. ;

Les conditions aux limites sont les suivantes :

uz(0,t) = ux(1,t) = p(0,t) = p(1,¢) =0, t>0 2.3
0(0,£) = 6(1,¢) = 0, t>0 (2:3)

Dans le systeme, ~y1¢¢ représente un terme poreux. Le retard temporel est donné par
Yapir(x,t — T), Ol 1, v2, T sont des constantes positives et que =1, 2 satisfont a

|72l <7 (2.4)

A partir de la premiére équation de (2.1) et des conditions aux limites (2.3), on a

2
dtz/o w(z, t)de = 0, Vt >0, (2.5)

Par conséquent,

1 1 1
/0 u(x,t)de = t/o ul(m)dm—i—/o uo(x)dx, Vt > 0.
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Par conséquent, si nous posons
1 1
u(x,t) = u(z,t) — t/ uy(x)de — / uo(x)dx, Vt >0, x € [0, 1],
Jo 0

nous obtenons finalement L
/ u(x,t)de =0, t > 0.
0

Ainsi, I'inégalité de Poincaré peut étre appliquée a w. De plus, une simple substitution
montre que (4, ¢, 0) est la solution du probleme (2.1)-(2.3) avec les données initiales pour
u données comme suit :

Uo(x) = uo(x) — /01 uo(x)dx et us(x) = us(x) — /01 uy (x)dx.

Dans ce qui suit, nous travaillerons avec «, mais pour plus de commodité, nous écrirons u au
lieu de w. Tout au long de ce travail, nous utilisons ¢g pour désigner une constante positive
générale.

2.1 Position du probléme

Dans cette section, nous donnons des résultats d’existence et d’unicité pour le systeme
(2.1)-(2.3) en utilisant la théorie des semi-groupes.Nous définissons la nouvelle variable dé-
pendante motivés par [19, 53] :

z(x, p,t) = pi(x,t — Tp), dans (0,1) x (0,1) x (0,00).
Alors, la fonction z satisfait ’équation suivante :
Tzi(x, pyt) + z,(x, p,t) = 0, ;dans (0,1) x (0,1) X (0, 00).

Ainsi, les équations (2.1) sont transformées en :

P1U = MW Uge + poPz — Bo(T10: + 0.) € (0,1) x (0,00)

Jpi = 0Pz — otz — Ep + B1(70; + 0) — Mot — 122(x,1,¢) € (0,1) X (0, 00)

a(T10; + 0)y = —Pouy — Pr1r + KOy € (0,1) x (0,00)

Tzi(z, p, t) + 2,(x, p,t) =0 € (0,1) x (0,1) x (0,00
(2.6)

Les conditions initiales et aux limites sont les suivantes :

z(x,0,t) = p(x, t) x € (0,1),t € (0,1)

u(x,0) = uo(x), ui(x, 0) = uy(x), pi(x,0) = ¢p1(x), x € (0,1)

¢(x,0) = po(x), 6(x,0) = bo(x), x € (0,1)

z(z, p,0) = fo(z, —Tp), z € (0,1),t € (0,7)

u,(0,t) = u,(1,t) =0, (0,t) =¢(1,t) =0, 6(0,t) =6(1,t) =0, t>0

(2.7)
En introduisant la fonction vectorielle U = (u, v, @, ¢, 0,w, 2)t, ot v = uy, ¢ = ¢ et
w = 6, le systeme (2.6)-(2.7) peut étre écrit comme suit :

{Ut:AU t >0,

2.8
U(O) =Up = (uﬂauh $o, P15 0o, Olafo) ( )
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L’opérateur A : D(A) C H —> H est défini par :

'U
p1 Uy + “090:1: - 7(7-10&6 + 0 )
¢
AU = %Somm - %um - %QO + %(Tlet ‘|‘ 0) - 77190t - ?Z(CB, lat) (29)
w
S, — By — Byt
= Zp(x, p, t)

On considere les espaces suivants :

L2(0,1) = {w € 12(0,1), /Olu'/(m)dm - 0},
HZ2(0,1) = {¥ € H*(0,1), ¥,(0) =¥,(1) =0},
H!(0,1) = H'(0,1) N L?(0,1)

et I'espace de Hilbert
H ={H}!(0,1)xL2(0,1)x H;(0,1)xL?(0,1)x H;(0,1)xL?*(0,1)xL?*(0,1; L?(0,1))}
équipé du produit scalaire

<U, ﬁ> 1=p /01 vodx + J/Ol ppdr + po /01 (uzp + pu,) de
1 1 1 N N
+ 5/0 ppdx + ao/o o Padr + a/o (6 + 7w) (0 + @) de (2.10)

1 1 1z
+ u* / U, U dxr + 7'1&/ 0.0,.dx + 7|72 / / zzdx
0 0 o Jo

T — e ~T
pour U = (u, v, p, ¢,0,w,z)" € H et (u,v,go,q_’),w,z) EH

Le domaine de A est donné par

UeH\ uwe HN0,1) N H?0,1), v € H}(0,1) N H?(0, 1),
¢ € H}(0,1) " H*(0,1) , ¢ € H}(0,1),
0 € H;(0,1) N H?*(0,1) , w € H;(0,1),
Z,2p € ((o, 1)aL2(07 1)), z(xz,0) = ¢(x)

D(A) = (2.11)

Clairement, le domaine D(A) est dense dans #.On a le résultat suivant d’existence et
d’unicité :

Théoréme 9

Soit Uy € D(A), le probleme (2.8) a une solution unique U € C (R4, D(A)) N
C' (Ry,H). De plus, si Uy € H, alors la solution U € C* (R, H).

Démonstration. Le résultat découle du théoreme de Lumer-Phillips a condition que A soit
un opérateur dissipatif. Dans ce qui suit, nous prouvons que A est dissipatif. Pour tout
U € D(A), en utilisant le produit scalaire, nous obtenons

1
(AU, U) ——m/ sz:n—'yl/ prdx — h/2|/ 2*(x,1,t)dx (2.12)

|72|/ 2d:1:—'yz/ z(xz, 1,t)pidx
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En utilisant I'inégalité de Young, le dernier terme de (2.12), on a

1
_72/0 z(x, 1, t)prdx < |72'/ 22(z, 1,t)dz + = |72| i <p§da: (2.13)
Remplacer (2.13) dans (2.12) donne
(AU,U), < —K,/ 02dxr — (71 — |'72|)/ pldx

Il s’ensuit que (AU, U),, < 0, sous I'hypothese (2.4), ce qui implique que A est dissipatif.
Prouvons ensuite que 'opérateur I — A est surjectif. Soit G = (g1, g2, g3, g4, 955 ge, g7)T €
., on prouve qu'il existe ® € D(A) satisfaisant

U + AU = G; (2.14)
c’est,

u—v=g; € H(0,1)

P1U — Pillzy — PoPe + Bo (Tiws + 0,) = p1g2 € L2(0,1),

¢ —¢ =gs € H;(0,1),

Jp — aoPze + otz + Ep — B1 (Tiw + 0) + y1¢ + Y2z (x,1,t) = Jgs € L*(0,1),
0 —w=gs5 € H&(Oal),

aTiw + aw + Bov, + P1¢ — KO, = aTige € L*(0,1),

Zp+Tz=1Tgr € L? ((0,1) L? (0,1))

(2.15)
On remarque que la derniére équation de (2.15) avec z (x, 0,t) = ¢, a une solution unique.

z(x,p,t) = p(x)e ™" — e "Pgz(x) + TP /Op e ’g7(x, s)ds.

En insérant v = u — g1, = ¢ — gs,w = 0 — g5 et (2.15) dans (2.15)a, (2.15)4,
(2.15)g, on obtient :

p1U — P sy — ows + Bo (1 +1) 0, = by € L2(0,1),
7790 - aOSO:cw + HolUy — ;81 (Tl + 1) 0 == hZ E L2(07 1)9 (216)
a (Tl + 1) 0 + /BO'U'Q: + /3190 - Kleaccc = h3 S L2(09 1)7

ou

=(J+&+m+72e7)
hy = p1 (g1 + g2) + T1B0Gs

1
hy = (J -7+ ’726_7) gs — B1719s + Jgs — ’727'6_7/0 e’gr (x,s) ds
his = at1 (g5 + g6) + Bogiz + B193 + ags.

Pour résoudre (2.16) on considere
B ((u,,0),(4,$,0)) = L (u,,0), (2.17)
ou B: [Hj (0,1) x H; (0,1) x H; (0, 1)}2 — R est la forme bilinéaire
. 1 1 5 1~
B ((u, p,0), (u, P, 9)) —pl/o uudx + 77/0 ppdxr +a(m + 1) /0 00dx
1 1 1
+ ,u*/ uy,udr + ao/ Prpdx + Kk (11 + 1)/ 0.0.dx
0 0 0
1 _ 1 ~ _
+ uo/ (pty + uzp) dx + Bo (T1 + 1)/ (qu - 0uw) dz
0 0

+ﬁ1(7'1—|-1)/01(<p§—0g5)dw
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et L : {I—I:kl (0,1) x H; (0,1) x H; (0, 1)] — R est la forme linéaire

N 1 1 1
L (a,,0) :/ hlﬁdm—l—/ ho@dz + (T+1)/ hsOdz.
0 0 0
Maintenant, pour V.= H} (0,1) x Hj (0,1) x H; (0,1) équipé de la norme

1(ws 2, O) 15 =llullz+llucllz+lellz 41015+ 18112,

On peut facilement voir que B et F' sont bornée. De plus, en utilisant intégration par parties,
on obtient

1 2 2 ! 2 ! 2
B((uaﬂove)’(u"{’ae)):pl/oU’dw+a(7-1+1)/Oedw+a0/0 ppdx

1 1 1 2
+k(n+1) [ 62+ [ u*(uﬁﬁ‘ch)

2 2 2
+n (cp + “Ouw> + <u* - “0> ul + (n - “O> @ | da.
n n %
> all(u, ¢, 0|3
Ot
1 1 2
pwrul + ne? 4 2pousp = f/ 7 (um + Hos0>
2Jo K1
o \° I 7%
+n (so + um> + (u* — °> u? + (n - °> @ | da.
n n %

et en utilisant le fait p2 < p*€, on a
pwrul + np? + 2peugp > 0.

Ensuite, pour un certain o > 0. Ainsi, B est coercive. Par conséquent, selon le lemme de
Lax-Milgram, le systéme (2.16) a une solution unique.

uwe H!(0,1), o€ H}(0,1), 6€ H;(0,1).

Remplagant u, ¢, et 6 dans (2.15),,(2.15),,(2.15)et ¢ dans (2.15), respectivement, on
obtient

v € H!(0,1),¢ € H, (0,1),w € Hy (0,1) ¢t 2,2, € L* ((0,1), L* (0,1))
Maintenant, pour (4,5,5) = (0,0) € H} (0,1) x H; (0,1) alors (2.17) se réduit a
1 1 1 1
pl/ uudx + u,*/ uyu . dr + ,Uo/ puzdr — Bo (T + 1)/ Ou,dx

0 0 0 0

1
- / hude, Va € H'(0,1),  (2.18)

0

ce qui implique

W Uee = — oz — Bo (T +1)0 + pyu — hy € L*(0,1) (2.19)
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Par conséquent, d’apres la théorie de la régularité elliptique, il s’ensuit que
u € H?(0,1) N H! (0,1)

De plus, (2.18) est également vrai pour tout ® € C* ([0,1]) C H! (0,1). Par conséquent,
on a

1 1
p,*/o um@dw—k/o (opz + Bo(T+1)0 — pyu+ hy) dx =0

pour tout ® € C* ([0,1]). Ainsi, en utilisant intégration par partie et en gardant a lesprit
(2.19), on obtient

u (1) @ (1) — u, (0) @ (0) =0, V@€ C*([0,1]).
Ainsi, u, (1) = u, (0) = 0. Par conséquent, on obtient

uw € H?(0,1) N H! (0,1)

De méme, on obtient

Pax = Moz + NP + B1 (71 +1) 0 — hy € L?(0,1)
f{@m:B()uw—i—a(ﬁ—i—l)@—,@lgo—hg €L2 (0,1)

ainsi, on a

¢,0 € H*(0,1) N H, (0,1).

Enfin, 'application de la théorie de la régularité pour les équations elliptiques linéaire ga-
rantit 1'existence d’'un unique U € D(A) tel que (2.14) est satisfait. Par conséquent, A
est un opérateur dissipatif. Par conséquent, le résultat du théoréme .9 découle du théoreme
de de Lumer-Phillips (voir [47, 51]).
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CHAPITRE 3

STABILITE EXPONENTIELLE

Dans ce chapitre, nous utilisons la méthode énergétique pour prouver que le systeme
(2.6)-(2.7) est exponentiellement stable.

( N
Théoréme 10

Soit (u, ¢, 8, z) une solution du probléeme déterminé par systéme (2.6), avec condi-
tions initiales et conditions aux limites (2.7). Alors il existe des constantes positives
a,, as telles que

E(t) < a;e™ ™', Vt > 0. (3.1)

Tout d’abord, nous énongons et prouvons quelques lemmes techniques nécessaires a
la preuve de notre résultat.

Lemme 3

Soit (u, ¢, 0, z) une solution de (2.6),(2.7). Alors I'énergie E(t), définie par
1 /1
E(t) =5 /0 (plutz + J@? + aop> + a(116; + 0)* + 71 K0>
* o Thel
+ (5 - “°> o + " (“’”«p + um> + 102 [ 22 (@, t) dp)dw
w* p* 2 Jo

satisfait ) L
E'(t) < —r [ 0%dw — (11— Inl) [ ¢ide (3.2)
0 0

Démonstration. Multiplier (2.6)1, (2.6)2, (2.6)s par uy, @, et (710; + 0) respectivement,
et en intégrant sur (0, 1), en utilisant I'intégration par parties et la condition aux limites,
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on obtient

1d 1
2dt/0 (Pluf + J‘Pf + aoﬂoi

2 2 . .Ug 2 * Ho 2
+a(mb:+0)" + kO, + | € — |t —M*Lp—l—um dz (3.3)

1 1 1

= —’)/1/0 cptzda: — 72/0 z (x,1,t) pydx — n/o Gidm.
Maintenant, en multipliant ’équation (2.6)4 par |vy2|z et en intégrant sur (0,1) x (0,1),
on obtient.

T|v2| @
2 dt

1 /1 1 1
/ / 2% (z, p,t) dpdx = |72'/ prdx — |72|/ 2% (x,1,t) dx (3.4)
o Jo 2 Jo 2 Jo
Une combinaison de (3.3) et (3.4) est donné par
1 1 1 1
E'(t) = —71/ prdr — K,/ 02dx + |’72|/ prdr — |’)’2|/ 2% (x,1,t) dx
0 0 2 Jo 2 Jo
1
— 2 /0 z (z,1,t) pdx (3.5)

Pendant ce temps, en utilisant 1'inégalité de Young, on a

1 Y2 1 2 Y2 1 2
—’yz/ z(x,1,t) prdx < —/ z°(x,1,t) dx + —/ p;dx (3.6)
0 2 Jo 2 Jo
La substitution d’échantillon de (3.6) dans (3.5) et l'utilisation de |vy2| < 71 donnent (3.2),
qui conclut la preuve. O
Lemme 4

Soit (u, ¢, 0, z) la solution de (2.6),(2.7). Alors la fonctionnelle

1 1
Fiy(t) := pl/ wudr — ,807'1/ Ou,dx, t > 0.
0 0

satisfait .

/ Bt e 2 2
Fl(t)g—z/0 umdw—i-co/o <0m+ut—|—go)da:, t > 0. (3.7)

Démonstration. En prenant la dérivation de F'1, en utilisant (2.2); et l'intégration par
parties, on obtient

1 1 1 1 1
Fl'(t) = —p,*/o uida: + pl/o utzda: — ;1,0/0 pudr — ,80/0 0., udx + BOTl/O u:0,dx.
(3.8)

En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, I'estimation (3.7) est établie. ]
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Lemme 5

Soit (u, ¢, 0, z) la solution de (2.6), (2.7). Alors la fonctionnelle

1 1 1 x 1
F5(t) := J/ prpdr — B/ p2dx — U / wy </ go(y)dy) dr + E/ pidx
0 2 Jo p* Jo 0 2 Jo
(3.9)

satisfait, pour tout €; > 0,

' Lo B1oto, oy ! 2
Fz(t)g—ao/o gowdw——/ gad:c+€1/()utda:+cg/() (710 + 0)" dx
~2

+c (1 + > / pldx —|— /01 2% (x,1,t) dx (3.10)
oo = (e~ ).

Démonstration. Une simple différentiation de F5, en utilisant (2.2)2, et une intégration par
parties, on obtient

Bolto

F,(t) = —ao /01 p2dx — ( — ) / p3idx + J/ p2dx + (51 ) /01 (116; + 0) pdx

1 x
_ Hopu /0 Uy (/0 ‘Pt(y)d’y> dxr — '72/0 z (x,1,t) pdx + ﬁ/o prpde.

’J/*
En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré avec €1 > 0, on obtient I'estimation
(3.10). O
Lemme 6

Soit (u, ¢, 0, z) la solution de (2.6), (2.7). Alors, la fonctionnelle
Fy(t) = —a/ 720,0dz — @/ 0%dz.
0

satisfait, pour tout €5 > 0,

, —a 1 1 1
F;(t) < 2/0 (710; _|_9)2 dw—|—€2/0 ufdm+c0/() c,otzda:—l—co< )/ 92d:1:
(3.11)

Démonstration. En différenciant Fj3, alors en exploitant la troisieme équation dans (2.6) et
I'intégration par parties, on obtient

1 1 1 1
Fy(t) = —a,7'12/ 0’dx — ,607'1/ u,0,.dx + 617'1/ pi0dx + lm'l/ 02dxr (3.12)
0 0 0 0
En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré avec e; > 0, et le fait que
1 5 1 /1 ) 1
—/ (1160:)" dx < ——/ (710 + 0)" dx —|—/ 0. dx.
0 2Jo 0
on obtient I'estimation (3.11). O
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Lemme 7

Soit (u, ¢, 0, z) la solution de (2.6),(2.7). Alors la fonctionnelle

Fy(t) := pla/ol </0:1: utdy> (710; + 0) dx. (3.13)

satisfait, pour tout €3 > 0,

Fi(r) <~

1 1 1 1
/ utzdw + 83/ uidm + co/ cp2dm + CO/ cptzdw
0 0 0 0

1 1 1
+ C0/ Ozdw + Co 1 4+ — / (7'19t + 0)2 dx. (314)
o °* €3 0

Démonstration. Les calculs directs utilisant 'intégration par parties et le fait que

1
/udyzO
0

on a

1 1 1
F,(t) = — ,BOpl/O ufd:c + Boa/o (T0; + 49)2 dx + npl/o u;0,dx

1 1 1/
—ap® /0 Uy (T160; + 0) dx — NOG/O ¢ (116; + 0) dx + B1p1 /0 (/0 “tdy> pede.

En utilisant les inégalités de Young et Poincaré avec €3 > 0, on obtient I'estimation (3.14).
O

Lemme 8

Soit (u, ¢, 0, z) la solution de (2.6), (2.7). Alors la fonctionnelle

11
F5(t) := 7'/ / e P2% (x, p,t) dpdzx.
o Jo

satisfait, pour une constante positive m,

1 1,1 1
F(t) < —m (/0 2% (x,1,1) d:c—l—T/O /0 2% (x, p, t) dpd:c) —I—/O lpe|?d.
(3.15)

Démonstration. En différenciant Fy et en utilisant la quatrieme équation dans (2.6), on
obtient

11
Fi(t) = — 2/0 /0 e Pz (xz,p,t) 2z, (x, p, t) dpdx
d 1 11
=— —/ / e P2% (x, p,t) dpdx — T/ / e "2 (x, p, t) dpdx
dp Jo Jo 0o Jo

1 1 1
= — / (e_Tz2 (z,1,t) — 22 («,0, t)) dr — T/ / e "P2? (x, p, t) dpdzx.
0 o Jo
En utilisant le fait que z (x,0,t) = ¢ (z,t) ete™ ™ < e ™ <1, Vp € [0,1], 0on a
1 1 1 1
F(t)=e" (/ 2% (x,1,t) dx + 7'/ / 2% (z, p, t) dpda:) + / |t |?dx
0 o Jo 0

posons m = e~ 7 donne (3.15). O
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Maintenant, nous sommes préts a énoncer et a prouver le résultat de stabilité exponen-

tielle suivant.

Lemme 9

pour N suffisamment grand, la fonctionnelle définie par

6(t) == NE(t) + Ny Fy(t) + NaFy(t) + N3Fs(t) + NyFy(t) + NsFs(t)

(3.16)

ou IN; a N5 sont des nombres réels positifs a choisir de maniere appropriée ultérieu-
rement, satisfait

b E(t) < £(t) < b E(t), Vt > 0. (3.17)

pour deux constantes positives by et bs

Démonstration. On a

[€(t) — NE(t)] < N1[Fi(t)| + N2|F(t)| + Ns|Fs(t)| + Na|Fu(t)| + N5|F5(2)]-

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz, Young et Poincaré, on a

1
£(t) — NE(t)| Sc/o (u? + @7 + P2+ (1160, + 0)” + 02 + ©* + (¢ + uy)?) dar

Cela implique

11
2

—i—/o /0 z° (z, p,t) dpdex.

< CE(t).

(N — ) B(t) < £(t) < (N + ) B(2).

En choisissant IN assez grand, on obtient ’estimation (3.17)
Maintenant, nous sommes préts a énoncer et prouver le résultat principal de cette section.
Par dérivation de (3.16) et rappelons (3.7), (3.10), (3.11), (3.14) et (3.15) on a

e(t) <

- 1 1
Nk — Nlco — N3CO <1 + ) — N4C(J| / Oidiﬂ
0

€2
[ 1 1,
N (71 — |72) — Naco (1 + E) — Nsco — N4c0] /0 ©2dw

1
* 1
M1 / (P2d:1)
0

I 1
le — N4€3] / uidw — l:sz — Nlco — N4C()
0

1 1 1
[Nz’y2 — N5m1 / 2% (x,1,t) dx — N5m7'/ / 2% (x, p, t) dpdx
211 0 o Jo
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2

T

: . ani _ Bop1 N4 — Bop1 Na — e N1 =
Maintenant ; soit e; = Ny» 2= €3 =N etm=e

y ANy , on finit par

’ 4N3 L2
E(t) S — NK,—N1C0—N3CO ]_+ —N4CO 0%dx
Bop1 N4 o *

8N,
Bop1 N4

* 1
— Nli/ ’U/id.’I} — [Nzll}l — Nlc() — N4Co
4 Jo 2

1
- [N (71 — [72]) — N2co (1 + ) — N3co — N4CO] /0 pldx

1
/ pidx
0

1
—Nlc(,]/o ufdzc
1 2
)]/ (110; + 6)? dz
0

2 1 1 41
— [NQPY; — Ngm} /0 2% (x,1,t) dx — N5'm'r/0 /0 2% (z, p, t) dpdzx.

Bop1

1
— Nza()/ (Pid.’ﬂ — lN4
0

4Ny
Ny

— [N3Z — NzCO — N4CO (1 +

Dans ce point, on choisissons N4 suffisamment grand pour que

N, Bop1

— Nico > 0,
alors, on choisit Ny assez grand pour que

Nzuzl — Nico — Nycy > 0,

,72
N272 — N5m > O,
21

de méme, nous choisissons N3 assez grand pour que

a 4N,
N3§ — NZCO — N4CO 1 + > 0,

1* Ny
Enfin, on choisit IN assez grand pour que (3.17) reste valide et
Nk — N N, (1 4 AN ) Nyco > 0
K — IN1€Cg — IN3Cp ———— | — IN4Cg
Bop1 N4 ’
N,
N (71 — |¥2]) = Naco [1 + ———— | — N3cg — Nyco > 0.
Bop1 Ny

Ainsi, on arrive a
1
£(t) < — Al/o (uf + U2 + @] + 92+ ¢* + 02+ (116, + 6) + 2° (=, 1, 1)
1
+ / 2% (z, p, t) dpdx
0

< — XE(t). (3.18)

ol A1, A2 sont des constantes positives. Ayant a l'esprit la remarque sur I'équivalence de
E(t) et £'(t) on en déduisons que

() < —aq8(t), t>0 (3.19)
ou oy = 2‘—; > 0. Une simple intégration de (3.19) donne

£(t) < £(0)e ™t t>0
qui donne le résultat souhaité (3.1) en utilisant & nouveau la relation d’équivalence. ]
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