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Résumé 

 

Dans le présent mémoire, on traite deux classes de problèmes mal posés au sens de 

Hadamard. Pour neutraliser le caractère d’instabilité, des méthodes de régularisation sont 

proposées afin qu’on puisse tirer des informations significatives de ces modèles. 

 La première classe, est consacrée à l’étude d’un problème inverse qui consiste à 

l’identification de source dans l'équation de la chaleur posé sur une géométrie borné. En se 

basant sur la méthode de régularisation des conditions aux limites auxiliaires (Q.B.V. 

method), on construit une approximation de la solution et on établit certaines estimations 

d’erreurs.  

Dans la deuxième classe on étudie un problème parabolique mal posé. En utilisant la 

méthode de régularisation de Tikhonov simplifiée, on régularise le problème et on établit 

certains résultats de convergence. 

 

Mots clés : Problèmes inverses, Problèmes mal-posés, régularisation, méthode des conditions 

auxiliaires, la méthode de régularisation de Tikhonov simplifiée. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Abstract 

 

In the present memory we investigate two classes of ill posed problems in the sense of 

Hadamard. To neutralize the instability character, regularization methods are proposed in 

order to be able to derive meaningful information from these models. 

In the first class, we study the inverse problem of determining an unknown source in the 

heat equation posed on a bounded geometry. The quasi-boundary value method is proposed in 

order to construct an approximate solution and to establish error estimates. 

 In the second class, we study an ill-posed parabolic problem. By Using the simplified 

Tikhonov regularization method, we regularize the problem and we establish some 

convergence results.   

 

Key words: Inverse problems, ill-posed problems, regularization, quasi-boundary value 

method, the simplified Tikhonov regularization method. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ملخص
    

    من المشاكل المطروحة بشكل سيء بمفهوم هادا مار. فئتينتهدف هذه المذكرة الى دراسة  
من اجل استخلاص معلومات ذات معنى من هذه المسائل نقوم باقتراح طرق تعديل تمكننا من تغيير 

 والحصول على حلول تقريبية ومتزنة للحلول الأصلية لهذه المشاكل. طبيعتهم السيئة الطرح
المطروحة على  الحرارةفيها بتحديد المصدر في معادلة الصنف الأول هو مسألة عكسية نهتم 

حلا مقربا للمسألة المطروحة  من أجل انشاءهندسة محدودة. بالارتكاز على طريقة القيم الحدية المضافة 
بدراسة مشكلة  نقومفي الصنف الثاني  واستخلاص بعض تقديرات الأخطاء الناتجة عن استعمال الطريقة.

نقوم بتسوية  ،ثيخونوف المبسطة تنظيمطريقة  عمالباستالتي تم طرحها بشكل سيئ  المكافئالقطع 
  .المشكلة ووضع بعض نتائج التقارب

 
طريقة  طريقة القيم الحدية المضافة، إشكالية سيئة الطرح، التسوية، عكسية،. إشكاليات الكلمات المفتاحية

 .تنظيم ثيخونوف المبسطة
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Introduction

0.1 Problématique

Problèmes mal-posés

En 1923, le mathématicien français J. HADAMARD à écrit son livre célèbre sur les équations

aux dérivées partielles et leur signi�cation physique [20]. Cet ouvrage fût le point de départ au

développement du concept de problème bien posé en physique1 mathématique. Il s�agit d�un

problème dont la solution existe, est unique et dépend continûment des données (stabilité).

Dans ce même livre J. HADAMARD laissait entendre (et c�était aussi une opinion partagée

avec I.G. PETROVSKY2) que seul un problème bien posé pouvait modéliser correctement

un phénomène physique [28].

Par la suite on considéra longtemps que les problèmes ne véri�ant pas les conditions citées ci-

dessus n�ont pas de valeur pratique et ne peuvent modéliser de maniére correcte un phénomène

physique. Pour cette classe, on parla de problèmes mal posés [39]. L�opinion de Hadamard

s�avéra inexacte et on sait maintenant que beaucoup de problèmes à caractère théorique

ou d�ordre pratique mènent dans leur résolution à des problèmes mal-posés et ceci explique

l�intérêt grandissant pour cette classe de problèmes [39]. Un problème mal-posés est donc

un problème pour lequel l�une au moins des trois conditions n�est pas véri�ée ; mais la plus

grande di¢ culté réside dans la non satisfaction de la troisième condition. Il s�agit donc de

problèmes pour lesquels une légère perturbation des données peut provoquer un changement

important de la solution [39].

Les problèmes mal-posés apparaissent dans de nombreuses branches de la science et d�ingé-

nieurs comme des problèmes géophysiques, le problème du corps supersonique, le contrôle

1J.HADAMARD, Lectures on Cauchy�s problem in linear PDEs, Yale University Press, New Haven (1923).
2I.G. PTEROVSKY, Lecture on Partial Di¤erential Equations, New York : International Publishers (1954).
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non destructif, la corrosion, l�imagerie médicale, traitement d�images, et d�autres domaines

pratiques. La réalité actuelle est toute autre : le caractère fondamentalement mal posés de

certains problèmes pratiques est reconnu et se manifeste dans une classe de problème très

large classe de problèmes, dite "Problèmes inverses"3, et motive de nombreuses recherches en

mathématiques [26],[6].

PROBLÉMES INVERSES

Les problèmes inverses sont un domaine trop vaste pour que nous puissions en donner un

exposé exhaustif. D�aprés J.B Keller un problème inverse consiste à déterminer des causes

connaissant des e¤ets. Ainsi, ce problème est l�inverse de l�autre appelé problème direct,

consistant à déduire les e¤ets, les causes étant connues.

RÉGULARISATION

En mathématique, la régularisation est une procédure qui consiste à modi�er un problème

non régulier par une autre problème qui lui est proche (dans un sens) et qui possède de

bonnes propriétés rendant son étude théorique et numérique plus faciles.[35]

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes de régularisation ont été utilisées pour

résoudre certains probléme mal posés de Hadamard. Parmi citer :

- La méthode itérative alternative : Initialement proposée par Kozlov et al.[31] : Cette

méthode consiste à résoudre une suite de problèmes bien-posé dont la solution converge,pour

des données appartenant à certaines classes admissibles, vers la solution du problème original.

- La méthode de quasi-réversibilité : Initialement introduite par Lattés & Lions (1969)

[36] consiste à transformer le problème de Cauchy mal-posé d�ordre 2 en un problème bien-

posé d�ordre plus élevé (d�ordre 4) en introduisant un certain paramètre (terme de correction).

Cette méthode a été ensuite reprise par plusieurs auteurs pour résoudre quelque problème

inverse elliptique, notamment Kilbanov & Santosa [32]et plus récemment Bourgeois [4].

- La méthode de régularisation de Tikhonov [45] : est la méthode de régularisation la

plus ancienne. Elle consiste à transforme le problème original mal-posé en un problème de

minimisation.

- La méthode de régularisation par les condition aux limites auxiliaires (Q.B.V.methode) :

3Un problème inverse consiste à déterminer des causes connaissant des e¤ets. Ainsi, ce problème est
l�inverse de celui appelé problème direct, consistant à déduire les e¤ets, les causes étant connues.
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a été introduite par Abdulkerimov [3]. L�idée dans Cette méthode est de remplacer le problème

mal-posé par un problème bien posé, où on perturber la condition �nale en la remplacent

par une condition non-locale dépendant d�un petit paramètre �. A été utilisée par plusieurs

auteurs dont D.N. Hào, V.D. Nguyen and H. Sahli [21], Samariski [42].

Le but de ce travail est d�étudier quelques méthodes de régularisation appliquées à une classe

de problémes mal-posés.

Le mémoire est composé d�une introduction et quatre chapitres. Dans l�introduction on décrit

les motivations et les objectifs de l�étude abordée, on développe la problématique, et on donne

une description détaillée du mémoire.

Le premier chapitre : est consacré à la présentation des concepts de base ainsi que le rappel

des outils d�analyse fonctionnelle nécessaires à l�étude proposée comme la théorie spectrale

des opérateurs linéaires et la théorie de Riesz-Fredholm, semi groupe.

Dans le deuxième chapitre : On introduit les notions de problème mal posé et de problème

inverse, avec une illustration de quelques exemples de problèmes mal posés. Par la suite, on

suit une stratégie de régularisation.

Dans le troisième chapitre :On traite un problème inverse d�identi�cation de source, dé�ni

sur une géométrie non bornée. On montre tout d�abord que le problème est mal-posé. Pour

stabiliser le caractère mal posé du problème considéré, on adopte la méthode des conditions

aux limites auxiliaires. On démontre la convergence des solutions régularisées produite par

cette méthode, et on établit aussi quelques estimations d�erreur sous certaines conditions de

régularité de la solution du problème original.

Quant au chapitre quatre : Il est consacré à l�étude d�un problème inverse d�identi�cation

de source à partir de données pour l�équation de la chaleur. Pour régulariser le problème

proposé, on utilise la méthode de régularisation de Tikhonov simpli�ée, qui nous permet de

construire une solution approchée stable.



Chapitre 1

Rappels d�analyse fonctionnelle

1.1 Eléments de la théorie spectrale

Dé�nition 1.1.1 [25] [48] [47] Soit E un espace vectoriel sur |. Une norme sur E est une

application de E dans R+ telle :

1. 8 x 2 E k x kE= 0 , x = 0;

2. 8 x 2 E; 8� 2 R k � x kE= j � j : k x kE;

3. 8 (x; y) 2 E2; k x+ y k6 k x kE + k y kE;

Un tel espace E muni d�une norme k:k est dit espace vectoriel normé

Dé�nition 1.1.2 [25] [48] [47]Soit E un espace vectoeiel sur |:Un produit scalaire sur E

est une application de E � E dans | telle que pour tout (x; y; z) 2 E3 et (�; �) 2 |2; on a :

1. h�x+ �y; zi = � hx; zi+ � hy; zi ;

2. hx; yi = hy; xi;

3. hx; xi > 0;

4. hx; xi = 0, x = 0

Un espace vectoriel muni d�un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

Théorème 1.1.1 [25] [48] [47]Dans un espace préhilbertien E; l�application k:k : E �! R;

donnée par
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k x kE =
p
hx; xi; pour tout x 2 E:

Dé�nition 1.1.3 [25] [48] [47]Un espace de Hilbert est un espace complet par rapport à la

norme induite par un produit scalaire. En d�autres mots, un espace de Hilbert est un espace

de Banach dont la norme est induite par un produit scalaire.

1.1.1 Propriétés des espaces de Hilbert :

Proposition 1.1.1 [25] [48] [47]Inégalité de Cauchy Sharwtz

Pour (x; y) 2 H2 on a l�inégalité :

j hx; yi j6k x kHk y kH

Proposition 1.1.2 [25] [48] [47](Identité du parallélogramme). La norme induite par un

produit scalaire satisfait l�égalité

pour (x; y) 2 H2 k x+ y k2H + k x� y k2H= 2
�
k x k2H + k y k2H

�
Théorème 1.1.2 [25] [48] [47](de projection)

Soit F une partie non-vide convexe fermée d�un espace de Hilbert H: Alors, pour tout x 2 H;

il existe x0 2 F unique tel que

k x� x0 kE= inf fk x� a k; a 2 Fg

le point x0 s�appelle la projection de x sur F:

1.1.2 Base Hilbertienne

Dé�nition 1.1.4 [25] [48] [47]On appele base Hilbertienne d�un espace de Hilbert , toute

suite (en)n2N tel que :

1. k en k= 1 8n 2 N
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2. hen; emi = 0 8n, m 2 N; n 6= m

L�espace vectoriel engendré par cette base est dense dans H: Alors , tout élément u 2 H;

s�écrit

u =
1X
n=1

hu; eni en:

Convergence

Dé�nition 1.1.5 [25] [48] [47] On considère une suite fxngn2N d�un espace normé E. On

dit que

1. fxngn2N fortement converge vers x 2 X: si k xn � x k�! 0 lorsque n �! +1:

2. De cauchy si k xn � xm k�! 0 lorsque n;m �! +1:

Dé�nition 1.1.6 [25] [48] [47]un espace normé E est dit complet si toute suite de Cauchy

dans E est convergente.

1.1.3 Opérateur linéaire :

Dé�nition 1.1.7 [25] [48] [47]Soient E, F deux espaces vectoriels sur le même corps |. On

dit que l�application ou l �opérateur A : E 7! F est linéaire si :

8x; y 2 E; 8� 2 |; A (x+ y) = Ax+ Ay

A (�x) = �Ax:

C�est un homomorphisme d�espaces vectoriels et A (0) = 0

cas particulier :

si A est bijectif alors, A est isomorphisme

si E = F alors, A est endomorphisme de E

si A est isomorphisme de E dans E alors A est automorphisme

si F = | alors, A est une forme linéaire sur E:
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On a pour tout opérateur linéaire A : D (A) � E �! F tel que D (A) est le domaine de

dé�nition de l�opérateur A on note :

G (A) = f(x;Ax) ; x 2 D (A)g le graphe de A

N (A) = fx 2 D (A) ; Ax = 0g Noyaux de A

Im (A) = f8y 2 F;9 x 2 D (A) ; y = Axg Image de A:

1.2 Opérateur linéaire borné

Soient H1, H2 deux espaces vectoriels normés et A : H1 �! H2 est un opérateur linéaire, le

théorème suivant caractérise la continuité d�un opérateur linéaire.

Théorème 1.2.1 [25] [48] [47]Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est continu.

2. A est continu en 0.

3. 9 c > 0 tel que k Ax k6 c k x k 8x 2 E.

un opérateur A est linéaire continu d�un espace de Hilbert H1 dans un espace de Hilbert H2

est une application linéaire continue de H1 dans H2 c�est -à-dire qui véri�er :

1. 8x 2 H1; Ax 2 H2

2. 8 (x; y) 2 H1 �H1;8 (�; �) 2 R2A ( �x+ �y) = � Ax+ � Ay

3. 9 c > 0;8x 2 H1 k Ax kH26 c k x kH1

le plus petite nombre c qui véri�er le 3�eme point ci -dessus s�appelle La norme de l�opérateur

A

k A k= sup
x2H1

k Ax kH2
k x kH1
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k A k= sup
kxk=1

k Ax kH2

k A k= sup
kxk61

k Ax kH2

k A k= inf fc > 0; 8x 2 H1 k Ax kH26 c k x kH1g

Théorème 1.2.2 (De Riesz)[25] [48] [47] Soit ' :H1 �! | une forme linéaire continue, il

existe un unique vecteur x0 2 H1 tel que :

' (x) = hx0 ; xi ; 8x 2 H1

Théorème 1.2.3 (Théorème des isomorphismes de Banach)[25] [48] [47]

Toute application bijectif linéaire continue A 2 L (H1; H2) est inversible.

Opérateur non borné

Un opérateur non borné est une application linéaire A : D (A) � H1 �! H2; où D (A) est

un sous-espace vectoriel de H1 :

Dé�nition 1.2.1 [25] [48] [47]Un opérateur non borné A est fermé si son graphe G (A) est

fermé dans H1 �H2:i.e ;

pour toute suite (un) �D (A) tel que un �! u dansH1 et Aun �! v dansH2 alors u 2 D (A)

et v = Au:

L�opérateur fermé A peut être considéré comme un opérateur borné de son domaine de

dé�nition D (A) muni de la norme du graphe (k u kG=k u kH1 + k Au kH2) dans H1.

Théorème 1.2.4 [25] [48] [47](Théorème du graphe fermé) Si l�operateur fermé A est dé�ni

sur tout l�espace H1;alors A est borné.

(A fermé et D (A) = H1 alors A est borné) :
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1.3 Le spectre et résolvante d�un opérateur

Dé�nition 1.3.1 [25] [48] [47] Soit A 2 L(E)

1. On appelle spectre de A, l�ensemble

�(A) = f� 2 |; (�I � A) non inversibleg

tout scalaire � 2 �(A) est dit valeur spectrale.

Le rayon spectrale de A noté r(A);est dé�ni par :

r(A) = sup f� j � 2 �(A)g :

Examinons à présent de plus prés la structure du spectre.

2. Le premier sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel

�p(A) = f� 2 | , (�I � A) n�est pas injectifg

3. On appelle spectre continue de A l�ensemble

�c(A) = f� 2 | ,(�I � A) est injectif et Im(�I � A) est dense dans Eg

4. On appel spectre résiduel de A l�ensemble

�r(A) = f� 2 | ,(�I � A) est injectif , Im(�I � A) n�est pas dense dans Eg

et on a �(A) = �p(A) [ �c(A) [ �r(A):

5. On appel l�ensemble résolvant de A , l�ensemble

�(A) = f� 2 | ,(�I � A) inversibleg

�(A) = | n �(A)

si � 2 �(A); Alors on note R�(A) = (�I � A)�1 2 L(E) la résolvante de A:
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1.3.1 Le spectre d�un opérateur non borné

Soit A : D (A) � H1 �! H2: Un opérateur non borné que l�on suppose fermé et à domaine

dense

On appelle ensemble résolvant de A

�(A) = f� 2 | A� = �I � A bijectifg

Le spectre de A c�est le complémentaire dans le plan complexe �(A) = C n �(A):

-si � 2 �(A),l�inverse R(�;A) = A�1� est dé�nit sur tout l�espace est fermé. Cette opérateur

est appelle la résolvante de A:

-�(A) est ouvert du plan complexe et le spectre �(A) fermé.

-La résolvante satisfait à l�équation fonctionnelle suivante dite Identité de la résolvante

R(�1; A)�R(�2; A) = (�2 � �1)R(�1; A)R(�2; A):

1.4 Opérateur Compact

Dans cette section on suppose que E et F deux espaces de Banach.

On dit qu�un opérateur T 2 L(E;F ) est compact si T (BE) est relativement compact pour la

topologie forte.

On désigne par K(E;F ) l�ensemble des opérateurs compacts et on pose K(E) = K(E;E) .

L�ensemble K(E;F ) est un sous espace vectoriel fermé de L(E;F ) pour la norme k : kL(E;F ) :

soit (Tn)n2N suite d�opérateur continue de rang �nis de E dans F et soit T 2 L(E;F ) tel

que :

k Tn � T kL(E;F )�! 0 alors T 2 K(E;F )

tout opérateur de rang �ni est compact.

Théorème 1.4.1 [25] [48] [47](Shauder)

Si T 2 K(E;F ) Alors T � 2 K(F;E) et réciproquent

Le spectre �(A) est un ensemble compact et : �(A) � [� k A k;+ k A k] :
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soient H1; H2 et H3 trois espaces de Hilbert.

1. Si A1 2 L(H1;H2) et compact et A2 2 L(H2;H3) Alors A2A 1 2 L(H1;H3) est compact.

2. Si A1 2 L(H1;H2) et A2 2 L(H2;H3) et compact Alors A2A 1 2 L(H1;H3) est compact.

3. Si A1 2 L(H1;H2) et compact et A� 2 L(H1;H2) est aussi compact.

soit (An)n2N une suite d�opérateur compact de H1 dans H2 , si An converge vers A dans

L(H1;H2) c�est-à-dire

k An � A k= sup
u 6=0

k Anu� Au kH2
k u kH1

�! 0

Alors A est compact.

soit A un opérateur compact de H1 dans H2 ou�H1 , H2 deux espaces de Hilbert qui ne sont

pas de dimention �nie alors A n�est jamais inversible dans L(H1;H2):

1.5 Décomposition spectrale des Opérateurs auto-adjoint

Dans cette section A désigne un opérateur auto-adjoint compact dans H:

On commence par rappeler le théorie spectrale pour les opérateurs auto-adjoint en dimension

�nie.

Soit A 2 L(H) un opérateur auto adjoint, si H est de dimension �nie Alors :

1. Le sous espaces ker (�I � A);où � 2 �(A) sont deux a deux orthogonaux.

2. A admet la décomposition spectrale suivante :

H = ��2�(A) ker(�I � A):

3. A est diagonalisable dans une base orthogonale et

A =
X
�2�(A)

�p� =
X

�2�p(A)nf:g

�p�

où p�est la projection orthogonale de H sur ker (�I � A):

On caractérise dans ce lemme la norme d�un opérateur auto-adjoint compact .



1.6 Théorie de Riez-Fredholm 12

Lemme 1.5.1 [25] [48] [47]Soit A 2 L(H) un opérateur auto-adjoint compact Alors

k A k= max fj�j ; � 2 �(A)g :

Théorème 1.5.1 (Décomposition Spectrale)[7] [48] [47]

Soit A 2 L(H) un opérateur auto adjoint compact, si H est séparable, Alors il admet une

base Hilbertienne formé de vecteur propre de A:

Autrement dit, A est diagonalisable dans une base Hilbertienne.

Soit A 2 L(H) un opérateur auto adjoint. On pose

m = inf
x2H
kxk=1

hAx; xi et M = sup
x2H
kxk=1

hAx; xi

1.6 Théorie de Riez-Fredholm

1.6.1 Diagonalisation de l�opérateur auto-adjoint compact

On dit que A 2 L(H1;H2) est un opérateur compact siK(BH1(0; 1)) est relativement compact.

Pour la topologie forte on note K(H1;H2) l�ensemble des opérateur compact de H1 dans H2

et on pose K(H1;H1) = K(H1):

Théorème 1.6.1 [7] : A 2 K(H) avec dim H =1

1. 0 2 �(A)

2. �(A) n f0g = �p(A) n f0g

3. l�une des situation suivante

ou bien �(A) = f0g

ou bien �(A) n f0g est �ni

ou bien �(A) n f0g est �ni une suite �! 0

Théorème 1.6.2 [7] Soient H est un espace de Hilbert séparable et A 2 K(H) un opérateur

auto-adjoint compact: Alors H admet une base Hilbertienne formé de vecteurs propre de A :
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8x 2 H x = x0 +
X
n2N

hx; eni en

et

Ax =
X
n2N

�n hx; eni en où x0 2 kerA:

1.6.2 Famille spectrale et résolution de l�identité

version direct

Soit A : D (A) � H 7! H opérateur non borné. Alors A est dit à résolvant compact si

8� 2 �(A), R(�;A) 2 K(H):

On a le résultat suivant

Théorème 1.6.3 [7]Un opérateur A : D (A) � H �! H est à résolvante compact si et

seulement si il existe � 2 �(A) tel que R(�;A) 2 K(H) compact.

Théorème 1.6.4 Soit A : D (A) � H 7! H opérateur auto-adjoit ,Alors :

1.�r(A) = ?:

2.�(A) = �p(A)[ �c(A) � R:

3.A > � () �(A) � [�;+1] :

Théorème 1.6.5 [7]Soit A : D (A) � H 7! H un opérateur auto-atjoint borné inférierement

et à résolvante compact. Alors A est diagonalisable c�est-à-dire (il existe une base Hilbertienne

dans H ,(em)m>1 � D (A) et une suite réel (�m)m>1 telles que �1 6 �2 6 ::: 6 �m �! 1;

Aem = �mem; m = 1; 2; :::

Remarque Si A : D (A) � H 7! H opérateur auto-atjoint avec A > � > 0 =) (0 2 �(A); et

l�injection H1 ,! H est compacte, alors A est à résolvante compacte et donc diagonalisable.

1.7 Les propriétés spectrale des opérateurs auto-adjoint

Dans cette section on voir la dé�nition des opérateurs auto-adjoint et quelque propriétés
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1.7.1 L�adjoint d�un Opérateur

Théorème 1.7.1 [25] [48] [47]Soit A un opérateur linéaire continue de H1 dans H2,il existe

un unique opérateur de H2 dans H1 noté A� tel que

8x 2 H1;8y 2 H2 hAx; yi = hx;A� yi ;

cette opérateur est appelé l�adjoint de A:

il véri�er de plus (A�)� = A et k A� k=k A k :

1. ker(A�) = (ImA)?

2. (kerA)? = ImA�

Un opérateur dans H1 est dit auto-adjoint si est seulement si

8(x; y) 2 H1 �H1 hAx; yi = hx;A yi ; c�est-à-dire A = A�

-si l�opérateur A est auto-adjoint Alors on :

k A k= sup
kxk61

jhAx; xij :

Si A : D (A) � H1 7! H2 opérateur non borné à domaine dense, Alors A�est fermé.

A : D (A) � H 7! H est dit symétrique si 8(x; y) 2 D (A)� D (A) hAx; yi = hx;A yi

pour tout A 2 B(H) on a :

1. k AA� k=k A�A k=k A k :

2. A�A = 0() A = 0:



Chapitre 2

Problèmes inverses et problèmes mal
posé et théorie de la régularisation

2.1 Problème inverse et problème mal posé

Soient E; F deux espaces de Banach et A : D(A) � E �! F est un opérateur (linéaire ou

non linéaire).

Le problème Ax = y est bien posé au sens de Hadamard si les conditions sont véri�ées :

1. Existence : pour tout y 2 F , il existe x 2 E tel que Ax = y (A surjectif ) Im(A) = F

pour tout y 2 F:

2. Unicité : pour tout y 2 F , il a au plus une solution x 2 E (A injectif) ker(A) = 0:

c�est-à-dire pour tout x1; x2 2 E: et Ax1 = Ax2 alors x1 = x2

3. Stabilité : la solution x dépend continument de la donnée y: Im(A) = Im(A) =

ker(A�)?

c�est-à-dire faible perturbation de donnée y donne faible perturbation de la solution x.

pour tout (xn)n � E si yn = Axn �! Ax = y implique xn ! x c�est -à-dire (A�1 borné).

problème direct : Etant donné les causes, trouver l�e¤et Ax = y:

problème inverse : Etant donné les l�e¤et, trouver les causes x = A�1y:

2.2 Problème direct et problème inverses en EDP

Dans le cas de problème directs, étant donné un domaine 
 � RN , On s�intéresse à la solution
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8>><>>:
u : (x; t) 2 
� [0;+1[ 7�! u(x; t) 2 E
ut + F (t; x; @�1x1 u; :::; @

�p
xp u) = f dans 


fBq
i=1gu = ji sur @
� [0;+1[

u(x; 0) = u0(x) dans 


(2.1)

Dans le problème inverse : à partir d�une connaissance partielle de la solution u de l�EDP

On doit retrouve par exemple :

1. f; g1; :::; gq ! problème d�identi�cation de sources

2. u0 ! problème d�identi�cation de donnée initiales.

3. F ! problème d�identi�cation de coe¢ cients.

4. 
! problème d�identi�cation géométrique.

La di¢ culté principale des problèmes inverses est leur caractère générales mal posé.

2.2.1 Exemples des problèmes mal posés

Exemple 1 : Considérons le problème de Cauchy pour l�équation de Laplace

8>>><>>>:
@2u(x;y)
@x2

+ @2u(x;y)
@y2

= 0, 0 < x < �, 0 < y < �

u(x; 0) = 0, 0 � x � �
@u(x;0)
@y

=  (x), 0 � x � �

u(0; y) = u(�; y) = 0, 0 < y < �

(2.2)

où  2 C1 . En utilisant la méthode de séparation des variables, nous avons :

u(x; y) = X(x)Y (y):

En substituant u dans le problème ( 2:2)

on trouve :

X
00
(x)Y (y) +X(x)Y

00
(y) = 0.

donc :
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X
00

X
= �Y

00

Y
= ��2

D�où nous obtenons :

�
X

00
+ �2X = 0

X (0) = X (�) = 0
(2.3)

et

Y
00 � �2Y = 0 (2.4)

On véri�e aisément que X(x) = c2 sin(�x) est une solution du problème 2.3 et Y (y) =

c3 exp(ny) + c4 exp(�ny) est une solution de 2.4.

Alors la solution du problème 2.2 est donnée par :

u(x; y) = [c3 exp(ny) + c4 exp(�ny)] sin(nx)

En utilisant la condition u(x; 0) = 0 donc c4 = �c3,

et la condition uy(x; 0) =  (x); ce qui implique que :

uy(x; 0) = 2c3n sin(nx) =  (x): (2.5)

Stabilité : Si nous avons '(x) =  (x) = 0, alors la solution du problème 2.2

est donnée par :
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u1(x; y) = 0;

solution triviale

On prend

 n(x) =  (x) + �n =  (x) + 1
2
sin(nx);

( n(x) donnée perturbée), d�après 2.5 on a :

 (x) = 2c3n sin(nx);

et pour

 (x) =  n(x) =
1

n
sin(nx);

alors

2c3n sin(nx) =
1
n
sin(nx);

ce qui implique 2c3 = 1
n2
; donc la solution du problème 2.2 associée à  n(x) est donnée par :

u2(x; y) =
1

n2
sinh(ny) sin(nx):

Nous remarquons :

k 1 �  2k1 = sup
0�x��

j  1 �  2 j

= sup
0�x��

j 1
n
sin(nx) j= 1

n
! 0 lorsque n! +1
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Mais

ku1 � u2k1 = sup
0�x��

ju1 (x; y)� u2 (x; y)j

=
1

n2
jsinh(ny)j �! +1 lorsque n tend vers +1.

Donc la solution du problème ne dépend pas continument de la donnée  (x), alors le probléme

est instable, d�où il est mal posé.

Exemple 4 (Di¤érentiation et Intégration)

La di¤érentiation et l�intégration sont deux problèmes inverses l�un de l�autre. lest plus habi-

tuel de penser à la di¤érentiation comme problème direct et à l�intégration comme problème

inverse.

Considérons l�espace de Hilbert L2(
) et l�opérateur intégrale A dé�nit par :

Af(x) =

xZ
0

f(t) dt (2.6)

Il est facile de voir directement que A est un opérateur linéaire et continue de L2(
) dans

luit même. .

Cet opérateur est injectif, par conter son image est le sous espace vectoriel.

Im (A) =
�
f 2 H1 (0; 1) ; g(0) = 0

	
ou�H1 (0; 1) est l�espace de sobolev .En e¤et l�équation Af = g équivalente à f(x) = g

0
(x)

et g(0) = 0 , l�image de A n�est pas continue sur H1 (0; 1) comme le montre l�exemple suivant

Considérons une fonction g 2 C1([0; 1]) donne et n 2 N:

Soit

gn(x) = g(x) +
1

n
sin(n2x)

Alors fn(x) = g
0
n(x) = g

0
(x) + n cos(n2x)

De simple calcules montrent que

k g � gn k=
1

n

�
1

2
� 1

4n
sin(2n2)

� 1
2

= �(
1

n
):
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k f � fn k=k g0 � g0n k= n

�
1

2
� 1

4n
sin(2n2)

� 1
2

= �(n):

Ainsi la di¤érence entres f et fn peut-être arbitrairement grande ,alors même que la di¤érence

entres g et gn est arbitrairement petite. L�opérateur de dérivation (l�inverse de A ) n�est donc

pas continue.

L�instabilité de l�inverse est typique des problèmes. Une petite perturbation sur les données

(ici g) peut avoir une in�uence arbitrairement grand sur le résultat (ici f ).

Une seconde classe de problèmes inverses est l�estimation de paramètres dans l�équation

di¤érentielles. Nous allons en voir un exemple très simple.

Exemple 5

�
�( a(x) u0(x))0 = f(x) pour x 2 ]�1; 1[

u(�1) = u(1) = 0
(2.7)

Dans cet exemple, nous prendrons a(x) = x2 + 1 et la solution u(x) = (1�x2)
2

; ce qui donne

f(x) = 3x2 + 1:

Le problème direct consiste à calculer u, étant données a et f .

Pour le problème inverse, nous considérons que f est connue, et nous chercherons à retrouver

le coe¢ cient a à partir d�une mesure de u:

Pour cet exemple, volontairement simpli�é nous supposerons que l�on mesure u en tout point

de l�intervalle]�1; 1[, ce qui est bien évidemment irréalise.

Nous allons voir que même dans cette situation optimiste, nous sommes susceptibles de

rencontrer des di¢ cultés.

En intégrant l�équation du problème, et en divisant par u
0
nous obtenons l�expression sui-

vantes pour a (en supposant que u
0
ne s�annule pas, ce qui est faux sur noter exemple :

a(x) =
c

u0(x)
+

1

u0(x)

xZ
0

f(�)d� =
c

x
+ x2 + 1 pour x 6= 0 (2.8)

où c est une constante d�intégration.

Il ya dans ce problème deux sources d�instabilité, tout d�abord l�équation 2.8 fait intervenir

u0 , et nous venons de voir que le passage de u à u
0
est source d�instabilité. Il s�agit l�à d�un

phénomène communaux problèmes linéaires et non-linéaires,
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Si u
0
est simplement petite la division sera cause d�instabilité.

2.2.2 Décomposition en valeur singulière (dimension in�nie) :

Considérons maintenant un opérateur A 2 K(H1; H2) où H1,H2 , deux espaces de Hilbert

séparable.

L�une des approches les plus pratiques pour étudier le problème inverse Ax = y tel que

x 2 H1, y 2 H2, consiste à utiliser la décomposition en valeur singulier (SVD) de l�opérateur

A . Cette décomposition on propose des base pour les espace de Hilbert H1 et H2 permettant

d�exprimer et de résoudre simplement le problème.

Dé�nition 2.2.1 (valeur singulière)[40] [28]

Soient H1, H2 , deux espace de Hilbert séparable .(admet une base Hilbertienne) et A

2 K(H1; H2)

on appelle valeur singulière de l�opérateur A le réel positive � =
p
�; où � est une valeur

propre de l�opérateur

auto-adjoint T = A�A : H1 ! H2:

Théorème 2.2.1 (SVD)[40] [28]

Soit A 2 K(H1; H2) et Pr0 la projection orthogonale sur N(T ); alors il existe une suite de

valeur singulières (�n)

et deux systèmes orthonormé
�
'1; '2;:::

	
� H1;

�
 1;  2;:::

	
� H2 tel que :

1. (�n) est décroissante , �1 ! 0; n!1:

2. A'n = �n n; A
� n = �n'n

3. 8x 2 H1, x =
P
n�1

(x; 'n)'n + x0 tel que x0 2 ker(A):

4. 8x 2 H1, Ax =
P
n�1

�n (x; 'n) n:

5. 8y 2 H2, A�y =
P
n�1

�n (y;  n)'n:

Le système
��
�n; 'n; n

�	
n�1 est appellé système singulier de A:

La famille ('n) est une base Hilbertienne de N(A)
?:
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La famille ( n) est une base Hilbertienne de R(A): Le calcul des valeurs singulières et

l�étude de leur vitesse

de décroissance peut donc fourmi des renseignements

sur le caractère Mal posé d�un problème inverse donné.

Théorème 2.2.2 (Critère de Picard) [40] [28]

On suppose que H est un espace de Hilbert séparable. Soient A 2 H �! H un opérateur

compact �ni, y 2 H et fen; fn; �n : n 2 Ng son système singulier. Alors l�équation

Ax = y admet une solution si et seulement si

(i) g 2 N (A�)? = Im (A)

(ii)
1P
n=1

jhy;fnij2
�2n

<1

alors la solution générale est donnée par :

x =
1P
n=1

jhy; fnij
�n

en + x0; x0 2 N (A) (2.9)

Remarque le comportement de valeurs singulières aide à déterminer le degré de complexité

du problème mal-posé :

On dit que le problème Ax = y est faiblement Mal posé si �n � 1
nc
, c > 0

et le problème Ax = y est fortement Mal posé si �n � exp�np , p > 0

2.3 La théorie de régularisation :

La régularisation de problèmes mal-posés, due initialement à Tikhonov, cherche à redé�nir

les notions d�inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée,..), de façon que

la ��solution régularisée�� obtenue par ��inversion régularisée�� dépende continûment des

données et soit proche de la solution exacte (supposant que celle-ci existe pour des données

proches des valeurs activement obtenues par la mesure). En d�autres termes, on remplace le

problème initial mal posé par un autre ��problème approximant��bien posé.

Considérons le problème inverse Kh1 = h2 où K : H1 ! H2 est un opérateur compact

injectif. On suppose que

h2 2 Im(K), i.e, le problème inverse possède une solution unique.
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Dé�nition 2.3.1 [40] (Une Stratégie de Régularisation) :Soient H1 ,H2 deux espaces normés

et K : H1 ! H2 un opérateur linéaire borné injectif. La famille des opérateurs linéaire bornés

fR�g��0 : H2 ! H1 , � > 0

est dite "famille régularisante" pour l�opérateur K si

8h1 2 H1; lim
�!0

(R�K)h1 = h1 , i:e; R�K converge simplement vers I: (2.10)

Si R� est une famille régularisante pour l�opérateurK : H1 ! H2 ,oùH1 de dimension in�nie,

alors les opérateurs

R� ne sont pas uniformément bornés i.e, il existe une suite (�n) � R+ telle que limn!1 k

R�n k= +1:

La convergence R�h2 �! K�1h2 n�est pas uniforme, c�est à dire qu�il n�y a pas de convergence

de R�K vers l�identité au sens de la norme des opérateurs.

La donnée initiale h2 2 H2 n�est jamais connue exactement : il y a toujours un bruit qui vient

la perturber. Notons h�2 la donnée perturbée où le nombre � > 0 est le niveau du bruit, i.e

h�2 � h2


 � �:

Notons h�;�1 l�approximation de la solution du problème inverse Kh1 = h2 obtenue avec

l�opérateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant l�inégalité triangulaire sur


h�;�1 � h1




, on obtient


 h1 � h�1



 � 


 R�h2 � h�;�1




+ k h1 �R�h2k � � kR�k+ k h1 �R�h2k : (2.11)

Le premier terme de droite de l�équation 2.11 représente la majoration de l�erreur due au

niveau de bruit. comme k R�n k�! +1 quand � �! 0. Alors il ne faut pas choisir � trop

petit sinon l�erreur peut devenir très grande. Par contre le second terme de droite de 2.11

tend vers 0 quand � tend vers 0 par dé�nition de R�.

Nous allons faire tendre le niveau de bruit � vers 0 et nous allons choisir une stratégie de

régularisation de manière à ne pas commettre une trop grande erreur sur la vraie solution h1.

Dé�nition 2.3.2 [40] Une Stratégie de Régularisation � ! �(�) est admissible si pour tout

h1 2 H1



2.3 La théorie de régularisation : 24

lim
�!0

�(�) = 0 et lim
�!0
( sup
h�22H2

� ��R�(�) h�2 � h1
�� tel que 

K h1 � h�2



 � �
	
) = 0: (2.12)

Les stratégies de régularisation sont variées. Chaque problème nécessite un traitement spéci-

�que selon son

degré de complexité. Parmi les méthodes les plus connues en problème inverse, on a la mé-

thode de Tikhonov.

2.3.1 La méthode de Tikhonov :

Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert, supposons que K : H1 �! H2; kAk < 1 est

linéaire, y 2 Im(A) telle que ky� � yk � �; y� n�est pas nécessaire dans Im(A); le problème

Ax = y

Etant donné y� on veut donc construire une approximation raisonnable x�� de la solution

exacte x de l�équation

non perturbée Ax = y. On veut aussi que cette approximation soit stable, i.e. que x�� dépende

continûment des données y�. Donc on cherche une approximation de l�opérateur inverse non

borné A�1 : Im(A)! H1 par un opérateur linéaire borné

R� : H2 �! H1:

Théorème 2.3.1 [40]

Soient H1, H2 deux espaces de Hilbert et A : H1 �! H2 est un opérateur linéaire compact

et soit � > 0. Alors pour chaque y 2 H2; il existe x� 2 H1

k Ax� � y k2 +� k x� k2= inf
x2H1

k Ax� y k2 +� k x k2 (2.13)

Le minimiseur x� est donné par l�unique solution de

�x� + A�Ax� = A�y (2.14)

et dépend continûment de y:
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De l�identité ci-dessus, il en résulte que

x� = (�I + A�A)�1A�y

et

R� : H2 ! H1

y 7�! R� (y) = x�

où R� = (�I + A�A)�1A�

Lemme 2.3.1 [40] Supposons que A 2 L (H1) (A fermé) est un opérateur auto-adjoint positif

alors pour tout � > 0 l�opérateur A+�I est bijectif et


(A+ �I)�1



 � 1
�
et


(A+ �I)�1A



 �
1:

Preuve :

On a A positif :8x 2 H1; hAx; xi � 0:

donc

k(A+ �I)xk kxk � h(A+ �I)x; xi = hAx; xi+ � hx; xi � � kxk2 :

alors (A+ �I) est injectif ker (A+ �I) = f0g

Im(A+ �I) = ker (A+ �I)? = f0g? = H1

A fermé alors le graphe (A+ �I) est fermé donc Im (A+ �I) est fermé .

Im (A+ �I) = ker(A+ �I)? = f0g? = H1:

donc (A+ �I) est surjectif.

Alors (A+ �I) est bijectif donc commeH1 etH2 sont des espaces des Banach alors (A+ �I)�1 :

H1 ! H2 est borne.

de (�) on a


(A+ �I)�1



 � 1
�

2) Soit kBk = supkxk�1 hBx; xi :

On a
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(A+ �I)�1A = (A+ �I)�1 (A+ �I � �I)

= (A+ �I)�1 (A+ �I)� � (A+ �I)�1

= I � � (A+ �I)�1

donc



(A+ �I)�1Ax; x

�
=


�
I � � (A+ �I)�1

�
x; x
�

= hx; xi � �


(A+ �I)�1 x; x

�
� hx; xi = kxk2

Alors


(A+ �I)�1A



 � 1
Corollaire 2.3.1 [40] Soit A 2 L (H1; H2) et � > 0 alors



(A�A+ �I)�1A�


 � 1p

�

Preuve : On a



(A�A+ �I)�1A�v


2 =



(A�A+ �I)�1A�v; (A�A+ �I)�1A�v

�
=



A� (AA� + �I)�1 v; A� (AA� + �I)�1 v

�
=



AA� (AA� + �I)�1 v; (AA� + �I)�1 v

�
=



A (A�A+ �I)�1A�v; (AA� + �I)�1 v

�
=



(AA� + �I)�1AA�v; (AA� + �I)�1 v

�
�



(AA� + �I)�1AA�v




(AA� + �I)�1v




� 1

�
kvk2

Donc



(A�A+ �I)�1A�


 � 1p

�
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Proposition 2.3.1 [40](Nair page 157) Supposons que A 2 L (H1) est un opérateur auto-

adjoint alors pour tout � > 0

�
�
(A+ �I)�1

�
=

�
1

�+ �
; � 2 � (A)

�
�
�
(A+ �I)�1A

�
=

�
�

�+ �
; � 2 � (A)

�
�
�
(A+ �I)�2A

�
=

�
�

(�+ �)�2
; � 2 � (A)

�
Corollaire 2.3.2 [40] Soit A 2 L (H1; H2) et � > 0 alors



(A�A+ �I)�1A�


 = sup( p

�

�+ �
; � 2 � (A)

)
� 1

2
p
�

Preuve : On a R� = (A�A+ �I)�1A�

R�R
�
� = (A�A+ �I)�1A�

�
(A�A+ �I)�1A�

��
= (A�A+ �I)�1A�A

�
(A�A+ �I)�1

��
= (A�A+ �I)�1

�
(A�A+ �I)�1A�A

��
= (A�A+ �I)�1

�
(A�A+ �I)�1A�A

�
; (A�A+ �I)�1A� A auto-adjoint

Donc

R�R
�
� = (A�A+ �I)�1A�A = f(A�A)

kR�R��k = r(R�R
�
�) = sup

�
�

(�+ �)
; � 2 � (A�A)

�
On a

2
p
�
p
z

z + �
� 1 � 0 donc

p
z

z + �
� 1

2
p
�

D�où
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kR�k2 = kR�R��k �
1

4�

Alors

kR�k �
1

2
p
�

On a x� = R�y = (A
�A+ �I)�1A�y

donc

x� � x = (A�A+ �I)�1A�y � x

= (A�A+ �I)�1A�Ax� x

= (A�A+ �I)�1 [A�A� (A�A+ �I)]x

= �� (A�A+ �I)�1 x

Proposition 2.3.2 [40] Pour tout u 2 ker(A)? et pour tout v 2 ker (A�)? alors



�(A�A+ �I)�1u


 ! 0 quand �! 0

� (A�A+ �I)�1 v


 ! 0 quand �! 0

Preuve : On a

Im (A�A) = ker (A�A)? = ker (A)?

Posons T� = � (A�A+ �I)�1

kT�k =


� (A�A+ �I)�1



 = �


(A�A+ �I)�1



 � 1
Alors T� est borné.

Pour x 2 Im (A�A), soit z 2 H1 tel que x = A�Az
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donc



� (A�A+ �I)�1 x


 =



� (A�A+ �I)�1A�Az




�


� (A�A+ �I)�1A�A



 kxk
� � kzk

Alors


� (A�A+ �I)�1 x



! 0 quand �! 0

Ainsi


� (A�A+ �I)�1 u



! 0 quand �! 0 pour tout u 2 kerA?

de la même maniere on montre que

Théorème 2.3.2 [40] Pour y 2 D (A+)

kx� x�k ! 0 quand �! 0

Preuve : y 2 D (A+)

On a x� � x = �� (A�A+ �I)�1 x

donc kx� x�k ! 0 quand �! 0

Alors fR�g�>0 est une stratégie de régularisation .

En choisissant un systéme singulier fsj; ej; fjgj�1 pour l�opérateur A:On voi que R� est dé�ni

par

R�y =
X
j�1

sj
�+ s2j

hy; fji ej

=
X
j�1

s2j
�+ s2j

hx; eji ej

=
X
j�1

q(�; sj)

sj
ej

avec

q(�; s) =
s2

�+ s2
hy; fji
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cette fonction appellée fonction �ltre.

Et

x� � x =
X
j�1

�
1�

s2j
�+ s2j

�
hx; eji ej

=
X
j�1

�
�

�+ s2j

�
hx; eji ej

Théorème 2.3.3 [40] Soit y� 2 H2 tel que

y� � y


 � � où y = Ax

a)Soit A : H1 ! H2 un opérateur linéaire injectif et compact ,l�opérateur R� dé�nie par

R�y =
X
j�1

sj
�+ s2j

hy; fji ej

est une stratégie de régularisation avec

kR�k �
1

2
p
�
; � > 0

chaque choix � (�)! 0 quand �! 0 avec �2

�(�)
! 0 quand �! 0 est admissible.

Preuve : On a

R�y =
X
j�1

sj
�+ s2j

hy; fji ej

kR�yk2 = R�y =
X
j�1

s2j�
�+ s2j

�2 jhy; fjij2

On a 2
p
�sj

�+s2j
� 1 alors sj

�+s2j
� 1

2
p
�

donc

kR�yk2 �
1

4�

X
j�1

jhy; fjij2 �
1

4�
kyk2
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Alors

kR�yk �
1

2
p
�
kyk

On va montrer que kx� x�k ! 0 quand �! 0:

On a

x� x� =

+1X
j=1

�

�+ s2j
hx; eji ej

kx� x�k2 =
+1X
j=1

�
�

�+ s2j

�2
jhx; ejij2

Comme x 2 H1 alors
P+1

j=1 jhx; ejij
2 < +1 donc

P+1
j=N+1

�
�

�+s2j

�2
jhx; ejij2 � "2

2

kx� x�k2 =
NX
j=1

�
�

�+ s2j

�2
jhx; ejij2 +

+1X
j=N+1

�
�

�+ s2j

�2
jhx; ejij2

Comme �
�+s2j

� 1; � > 0 alors

+1X
j=N+1

�
�

�+ s2j

�2
jhx; ejij2 �

+1X
j=N+1

jhx; ejij2 �
"2

2

d�autre part
�

�+s2j
= �

s2j

 
�

s2
j

+1

!

kx� x�k2 �
NX
j=1

0@ �

s2j

�
�
s2j
+ 1
�
1A2

jhx; ejij2 +
"2

2

�
NX
j=1

�
�

s2j

�2
jhx; ejij2 +

"2

2

� �2

s4N

NX
j=1

jhx; ejij2 +
"2

2

On choisit � tel que



2.3 La théorie de régularisation : 32

�2

s4N
kxk2 � "2

2
c-à-d � � "p

2

s2N
kxk

donc

kx� x�k2 � "2

2
+ "2

2
= "2

On en déduit que fR�g est une stratégie de régularisation.



Chapitre 3

La méthode de régularisation des
conditions aux limites auxiliaires

Dans ce chapitre nous considérons le problème d�identi�cation de source inconnue dans l�équa-

tion de chaleur dans une domaine borné. Pour régulariser notre problème mal-posé, on pro-

pose la méthode des conditions auxiliaires(Q.B.V.method).

3.1 Formulation du problème

Dans ce travail, Considérons le problème inverse suivant : déterminer la fonction f véri�ant

le système :

8<:
ut � uxx = f(x), 0 < x < �, 0 < t � 1
u(x; 0) = 0, 0 � x � �
u(0; t) = u(�; t) = 0, 0 � t � 1

(3.1)

à partir de la donnée supplémentaire u(x; 1) = g(x).

Il bien connu que ce problème inverse ( 3.1) est mal posé au sens d�Hadamard, c�est la solution

existe ne dépend pas continûment des données. Ces problèmes apparaissent dans plusieurs

applications, par exemple, une estimation précise de la source de polluants est cruciale pour

la sauvegarde de l�environnement dans les villes à forte densité de population. On trouve

dans la littérature de nombreuses méthodes pouvant être utilisées pour traiter ce problème,

comme la méthode de molli�cation [[61], [62] ], la méthode des di¤érences �nies [[17], [56] ],

la régularisation de Landweber [60], la méthode du gradient conjugué [[34]-[54]], la méthode

de Fourier [49], la méthode de quasi-réversibilité [59], la méthode simpli�ée de Tikhonov

et aures. Engl et al. [16] ont établi l�unicité du problème de la source inverse des équations
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paraboliques et hyperboliques et ont analysé le taux de convergence de la solution régularisée.

Notre travail est une lecture de l�article [57].

Dans ce travail nous présentons la méthode des conditions aux limites auxiliares. Pour

construire une approximation stable de la solution du problème inverse( 3.1). Nous rem-

plaçons les conditions u(x; 1) = g(x) par :

u(x; 1) + �2f(x) = g�(x) (3.2)

où � > 0 est un paramètre de régularisation et la donnée mesurée g� 2 L2 [0; �] ; satisfait



g�(:)� g(:)


 � � (3.3)

où k:k est la norme dans L2 et la constante � > 0 représente le niveau de bruit.

3.2 Analyse du problème

Par la méthode de séparation des variables, la solution du problème ( 3:1) est donnée par

u(x; t) =

+1X
n=1

 
1� e�n

2t

n2

!
hf(x); sinnxi sinnx (3.4)

oùn
en =

q
2
�
sin (nx) , n = 1; 2; :::

o
est une base orthonormale dans L2 [0; �] et fn = hf; eni =

q
2
�

�R
0

f (x) sin (nx) dx.

3.2.1 Caractère mal-posé du problème inverse

Notre objectif est de déterminer f à partir la donnée u(x; 1) = g(x): Pour ce but dé�nissons

l�opérateur K : f ! g

g(x) = Kf(x) =
X
n�1

hg; eni en =
X
n�1

 
1� e�n

2t

n2

!
hf(x); sinnxi sinnx = u(x; 1) (3.5)

Il est facile de voir que K est un opérateur linéaire compact et les valeurs singulières (�n)
1
n=1

de K satisfait
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�n =
1� e�n

2t

n2
(3.6)

et

hg(x); sinnxi =
 
1� e�n

2t

n2

!
hf(x); sinnxi hf(x); sinnxi (3.7)

c�est-à-dire

hf(x); sinnxi = ��1n hg(x); sinnxi (3.8)

par conséquent

f(x) = K�1g(x) =
1X
n=1

1

�n
hg(x); sinnxi sinnx =

1X
n=1

n2

1� e�n2t
hg(x); sinnxi sinnx (3.9)

nous remarquons que 1
�n
= O(n2) ! +1 quand n ! +1 donc la donnée exacte g(x) doit

satisfaire la propriété que hg(x); sinnxi décroît rapidement comme O(n2). La source mesurée

expérimentalement a peu de chances de la satisfaire, et c�est ce qui entraîne l�instabilité du

problème inverse. Il est impossible de résoudre le problème ( 3:1) par les méthodes classiques.

Dans la section suivant on utilise la méthode de régularisation des conditions auxiliaire

(Q.B.V.method) pour traiter le problème mal-posé .

Avant de faire cela, nous supposons

kf(:)kHp � E, p > 0 (3.10)

Où E > 0 est une constante et désigne la norme k:kHp dans l�espace de Sobolev Hp(R) dé�nie

par

kf(:)kHp =

 1X
n=1

�
1 + n2

�p jhf; sinnxij2! 1
2

(3.11)



3.2 Analyse du problème 36

3.2.2 Quelques résultats auxiliaires

Dans cette section nous donnerons deux lemmes importants

Lemme 3.2.1 Si x > 1 nous avons l�inégalité suit :

1

1� e�n2
� e

e� 1

Lemme 3.2.2 Pour 0 < � < 1 on a :

sup
n�1

�
�2n2

1� e�n2 + �2n2

�
1 + n2

��p
2

�
� e

e� 1 max
�
�p; �2

	
(3.12)

Preuve : Soit

A(n) =
�2n2

1� e�n2 + �2n2
(1 + n2)

�p
2 (3.13)

le preuve de ( 3:11) sera séparée en trois cas :

� Cas 1 :Si n � n0 =
1
�

A(n) =
�2n2

1� e�n2 + �2n2
(1 + n2)

�p
2 � (1 + n2)

�p
2 � n�p � n�p0 = �p (3.14)

on a
�2n2

1� e�n2 + �2n2
� 1

donc

A (n) �
�
1 + n2

��p
2

et on a
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1 + n2 > n2

1

1 + n2
� 1

n2
et p � 0

�
1

1 + n2

� p
2

�
�
1

n2

� p
2

�
1 + n2

��p
2 �

�
n2
��p

2 = (n)�p

comme n � n0 =
1
�

alors n�p � n�p0 = �p

donc

A (n) �
�
1 + n2

��p
2 � n�p � n�p0 = �p

Cas 2 :Si 1 � n � n0 on obtient

A (n) � �2n2

1� e�n2
�
1 + n2

��p
2 � �2n2�p

1� e�n2
� e

e� 1�
2n2�p (3.15)

A (n) =
�2n2

1� e�n2 + �2n2

�
1 + n2

��p
2 � �2n2

1� e�n2
�
1 + n2

��p
2 � 1

1� e�n2
�2n2

�
1 + n2

��p
2

on a
1

1� e�n2
� e

e� 1

donc

A (n) � 1

1� e2
�2n2

�
1 + n2

��p
2 � e

e� 1�
2n2
�
1 + n2

��p
2 � e

e� 1�
2n2�p

Si 0 � p � 2 on va démontrer que

A (n) � e

e� 1�
2n2�p � e

e� 1�
2n2�p0 =

e

e� 1�
p (3.16)
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Si p > 2

A(n) � e

e� 1�
2n2�p � e

e� 1�
2 (3.17)

En combinant de ( 3:13) avec ( 3:15) et ( 3:16) l�inégalité ( 3:11) tient

3.3 La méthode de régularisation des conditions aux
limites auxiliaires et l�estimation d�erreur

Dans cette étude nous proposons la méthode des conditions aux limites auxiliaires(Q.B.V.method).

L�idée dans cette méthode est de remplacer le problème mal-posé par un problème proche,

où on perturbe la condition u(x; 1) = g(x) en la remplaçant par une condition non-local

u(x; 1) + �2f(x) = g�(x) (3.18)

dépendant d�une petite paramètre de régularisation �:

On approche le problème mal-posé ( 3:1) ,par le problème perturbé suivant pour avoir une

approximation de la solution du problème inverse ( 3.1)

8>><>>:
ut � uxx = f(x) 0 < x < �; 0 < t � 1

u(x; 0) = 0 0 � x � �
u(0; t) = u(�; t) = 0 0 � t � 1

u(x; 1) + �2f(x) = g�(x) 0 � x � �

(3.19)

On obtient donc la solution du problème ( 4.2) comme suit :

f ��(x) =

1X
n=1

n2

�2n2 + 1� e�n2
�
g�; Xn

�
Xn (3.20)

qui est dé�ni comme la solution de régularisation des condition aux limites auxiliaires du

problème ( 3.1).

A noter que pour les petits �; n2

�2n2+1�e�n2 est prés de
n2

1�e�n2 . Au contraie si n devient

grand, n2

�2n2+1�e�n2 est borné. Donc f�;�(x) est considéré comme une approximation de f(x):

Le théorème suivant donne la relation entre n�importe quelles deux solution régularisées de (

4.2).
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Théorème 3.3.1 Soit f ��1 et f
�
�2
deux solutions du problème inverse ( 4.2) correspondontes

aux données g�1 et g
�
2 ,respectivement véri�ant



g�1 � g�2


 � � alors pour 0 < � < 1 on trouve

l�estimation d�erreur




f ��1 � f ��2





L2(0;�)

� c


g�1 � g�2




L2(0;�)

Preuve : Soit f �� 2 L2 (0; �)




f ��1 � f ��2




 L2(0;�) =






1X
n=1

n2

�2n2 + 1� e�n2
�
g�1 � g�2; Xn

�
Xn







L2(0;�)

� sup
n�1
(

n2

�2n2 + 1� e�n2
)


(g�1 � g�2; Xn)Xn




L2(0;�)

� sup
n�1

�
n2

�2n2 + 1� e�n2

�

g�1 � g�2



L2(0;�)

(3.21)

On pose

B (n) =
n2

�2n2 + 1� e�n2

=
n2

(1� e�n2)
h
�2n2 (1� e�n2)

�1
+ 1
i

On a

1 + �2n2
�
1� e�n

2
��1

� �2n2
�
1� e�n

2
��1

1

1 + �2n2 (1� e�n2)
�1 � 1

�2n2 (1� e�n2)
�1

n2

1 + �2n2 (1� e�n2)
�1 � n2

�2n2 (1� e�n2)
�1

B (n) � n2

(1� e�n2)
h
1 + �2n2 (1� e�n2)

�1
i � n2

�2n2 (1� e�n2)

B (n) � 1

�2
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Donc




f ��1 � f ��2




 L2(0;�) � 1

�2


g�1 � g�2




L2(0;�)

(3.22)

Théorème 3.3.2 Soit f(x) donnée par ( 3:9) la solution exacte du problème ( 3:1) et f ��(x)

la solution régularisée donnée par ( 4:3) .Soit g� satisfaisant


g � g�



 � � et supposons que

kfkHp ; p > 0. Si on choisit :

� =

�
�

�

� 1
p+2

(3.23)

Alors on obtient l�estimation d�erreur suivante :



f � f ��



L2(0;�)

� �
p

p+2E
2

p+2

 
1 +

e

e� 1 max
(
1;

�
�

E

� 2�p
p+2

)!
(3.24)

Preuve : Par l�inégalité triangulaire, nous avons :



f(:)� f ��(:)



L2(0;�)

=


f(:)� f�(:) + f (:)� f ��(:)




L2(0;�)

� kf(:)� f�(:)kL2(0;�) +


f�(:)� f ��(:)




L2(0;�)

On note

kf(:)� f�(:)kL2(0;�) =







1X
n=1

(f;Xn)Xn �
1X
n=1

n2

�2n2 + 1� e�n2
(g;Xn)Xn







L2(0;�)

=







1X
n=1

(f;Xn)Xn �
1X
n=1

n2

�2n2 + 1� e�n2
1� e�n

2

n2
(f;Xn)Xn







L2(0;�)

�






1X
n=1

(1� n2

�2n2 + 1� e�n2
1� e�n

2

n2
)(f;Xn)Xn







L2(0;�)

et
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f�(:)� f ��(:)



L2(0;�)

=







1X
n=1

n2

�2n2 + 1� e�n2
�
g�; Xn

�
Xn �

1X
n=1

n2

�2n2 + 1� e�n2
(g;Xn)Xn







L2(0;�)

=







1X
n=1

n2

�2n2 + 1� e�n2
(g� � g;Xn)Xn







L2(0;�)

� sup
n�1
(

n2

�2n2 + 1� e�n2
)


g� � g




L2(0;�)

d�après le théorème(3.3.1), on a

sup
n�1
(

n2

�2n2 + 1� e�n2
)


g� � g




L2(0;�)

� 1

�2
�

donc

kf�(:)� f�;�(:)kL2(0;�) �
1

�2
�

d�autre part, on a

kf(:)� f�(:)kL2(0;�) �






1X
n=1

�2n2

�2n2 + 1� e�n2
(f;Xn)Xn







L2(0;�)

�






1X
n=1

�2n2

�2n2 + 1� e�n2
�
1 + n2

��p
2
�
1 + n2

� p
2 (f;Xn)Xn







L2(0;�)

� sup
n�1
(

�2n2

�2n2 + 1� e�n�2
(1 + n2)

�p
2 )



�1 + n2� p2 (f;Xn)Xn





L2(0;�)

� sup
n�1
(

�2n2

�2n2 + 1� e�n�2
(1 + n2)

�p
2 )E

d�après le lemme (3.2.2)

sup
n�1
(

�2n2

�2n2 + 1� e�n�2
(1 + n2)

�p
2 ) � e

e� 1 max
�
�p; �2

	

kf(:)� f�(:)kL2(0;�) �
e

e� 1 max
�
�p; �2

	
E

Alors
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f(:)� f ��(:)



L2(0;�)

=
e

e� 1 max
�
�p; �2

	
E +

1

�2
�

Si on choit � =
�
�
E

� 1
p+2 alors :



f(:)� f ��(:)



L2(0;�)

=
e

e� 1 max
(�

�

E

� p
p+2

;

�
�

E

� 2
p+2

)
+

�
�

E

� �2
p+2

�

= �
p

p+2E
2

p+2

�
1 +

e

e� 1 max
�
1; (

�

E
)
2�p
p+2

��
Remarque 3.3.1 : Si 0 < p < 2 alors



f(:)� f ��(:)



L2(0;�)

� 2e� 1
e� 1 �

p
p+2E

2
p+2 ! 0 quand � ! 0

Si p > 2



f(:)� f ��



L2(0;�)

� �
p

p+2E
2

p+2 +
e

e� 1�
2

p+2E
p

p+2 ! 0 quand � ! 0

Alorsf ��(x) est une approximation de la solution f(x):

Si on choit � = �
1

p+2 on obtient :



f(:)� f ��(:)



L2(0;�)

! 0 quand � ! 0:



Chapitre 4

La méthode de régularisation de Tikhonov simpli�ée

4.1 Formulation du problème

Dans cette section on s�intéresse au problème parabolique suivant :

8<:
ut � uxx = f(x), 0 < x < 1, 0 < t � 1
u(x; 0) = 0, 0 � x � 1
ux(0; t) = ux(1; t) = 0, 0 � t � 1

(4.1)

Ici le problème inverse consiste à retrouver la source f (x) étant donné une mesure de la

solution u(x; 1) = g(x), 0 � x � 1.

Nous supposons que u (x; t) est l�unique solution du problème 4.1.

Il est bien connu que ce genre de problème 4.1 est mal posé au sens de Hadamard, c�est-àdire

même si solution existe et unique, elle ne dépend pas continûment de donnée g.

Dans ce travail, nous présentons La méthode de régularisation de Tikhonov simpli�ée pour

obtenir une solution approchée stable de notre problème mal posé.

Notre travail est une lecture de l�article [58].

4.2 Quelques résultats auxiliaires :

Par la méthode de séparation des variables, la solution du problème 4.1, est donnée par

u(x; t) =

1X
n=1

1� e�n
2�2t

n2�2
hf;XniXn (4.2)

où
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n
Xn =

p
2 cosn�x; (n = 1; 2:::::)

o
est une base orthogonale dans L2 (0; 1) et

hf;Xni =
p
2

Z 1

0

f(x) cos(n�x)dx: (4.3)

Par la condition supplémentaire, on dé�nit l�opérateur K : f ! g , alors nous avons

g(x) = Kf(x) =
1X
n=1

hg;XniXn =
1X
n=1

1� e�n
2�2

n2�2
hf;XniXn (4.4)

Il est facile de voir queK est un opérateur compact linéaire, et les valeurs singulières f�ngn=1n=1

de K satisfont

�n =
1� e�n

2�2

n2�2
(4.5)

et

hg;Xni =
1� e�n

2�2

n2�2
hf;Xni hXn; Xni (4.6)

c�est à dire

hf;Xni = ��1n hg;Xni (4.7)

Donc

f(x) = K�1g(x) =
1X
n=1

1

�n
hg;XniXn =

1X
n=1

n2�2

1� en2�2
hg;XniXn (4.8)

Notons que 1
�n
= o (n2) quand n ! +1 , donc la fonction de données exacte g(x) doit

satisfaire la propriété selon laquelle hg;Xni décroît rapidement comme o(n�2). Mais dans

les applications, les données d�entrée g(x) ne peuvent être que mesurées et ne jamais être

exactes. Nous supposons la fonction de données mesurée g�(x) 2 L2 (0; 1) et satisfait
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kg � g�kL2(0;1) � � (4.9)

où la constante � > 0 représente le niveau de bruit. On ne peut donc pas s�attendre à ce qu�il

ait le même taux de décroissance en L2 (0; 1). Il est donc impossible d�obtenir la source de

chaleur par des méthodes classiques. Dans notre travail nous proposons pour l�étude de ce

problème la méthode de régularisation de Tikhonov simpli�ée. Elle consiste à transforme le

problème original mal-posé en un problème de minimisation. Nous imposons une condition a

priori sur la source de la chaleur, c�est-à-dire..,

kfkHp[0;1] � E, p � 0 (4.10)

où E > 0 est une constante ,k:kHp[0;1] désigne la norme dans l�espace de Sobolev est dé�ni

par [33] comme suit :

kfkHp[0;1] =

 1X
n=1

�
1 + n2

�p jhf;Xnij2
! 1

2

(4.11)

Donnons maintenant quelques lemmes importants qui sont très utiles pour notre conclusion

principale.

Lemme 4.2.1 Pour n � 1

1

1� en2�2
� 2 (4.12)

Lemme 4.2.2 Pour 0 � � � 1; il y a les inégalités suivantes :

sup
n�1

��
1� 1

1 + �2n2

��
1 + n2

��p
2

�
� max

�
�p; �2

	
(4.13)

sup
n�1

�
n2�2

(1� e�n2�2) (1 + �2n2)

�
� 2�2

�2
(4.14)

Preuve : Soit
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G(n) =

�
1� 1

1 + �2n2

��
1 + n2

��p
2 (4.15)

La preuve de (4:13) peut être séparée de deux cas :

cas 1 : Pour n � n0 =
1
�

G(n) � (1 + n2)
�p
2 � n�p � n�p0 = �p (4.16)

cas 2 :1 � n � n0 on obtient :

G(n) =
�2n2

1 + �2n2
(1 + n2)

�p
2 � �2n2(1 + n2)

�p
2 � �2n2�p (4.17)

Si 0 � p � 2, au-dessus de l�inégalité devient dans :

G(n) � �2n2�p � �2n2�p0 = �2�p�2 = �p (4.18)

Sinon si p � 2, nous obtenons :

G (n) � �2n2�p � �2 (4.19)

En combinant (4:16) avec (4:18) et (4:19), on obtient

sup
n�1

��
1� 1

1 + �2n2

��
1 + n2

��p
2

�
� max

�
�p; �2

	
Soit

B(n) =
n2�2

(1� e�n2�2) (1 + �2n2)
, D(n) =

n2�2

1� e�n2�2
(4.20)

La preuve de (4:14) peut également être divisée en deux cas

Cas 1 : Pour 1 � n � n0 =
1
�
; si 0 < � < 1, on a

D(n) � D

�
1

�

�
� 2�2

�2
(4.21)

alors
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B(n) � D (n) � 2�2

�2
(4.22)

Cas 2 : Si n > n0, on obtient

D(n) � 2n2�2 (4.23)

et

B (n) � 2n2�2

1 + �2n4
(4.24)

On pose

L (n) =
2n2�2

1 + �2n4
(4.25)

puis

L
0
(n) =

4�2n (1� �2n4)

(1 + �2n4)2
(4.26)

nous mettons L
0
(n) = 0 , on obtient n1 = 1p

�
. Il est facile de voir que n1 = 1p

�
est un point

de valeur maximale de L(n): Donc

L(n) � 2�2n21
1 + �2n41

� 2�2n21 =
2�2

�
� 2�2

�2
(4.27)

En combinant (4:22) avec (4:27), l�inégalité (4:14) est véri�ée.
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4.3 La méthode de régularisation de Tikhonov simpli-
�ée

À partir de (4:4) , nous savons que le problème (4:1) peut être formulé comme une équation

d�opérateur :

(Kf) (x) = g (x) (4.28)

Le problème (4:28) étant un problème mal posé , on donne une solution approchée de f(x)

par une méthode de régularisation de Tikhonov qui minimise la quantité suivante :



Kf � g�


2 + �2 kfk2 (4.29)

Alors par le théorème [33] , la solution unique du problème de minimisation (4:29) est égale

à résoudre l�équation normale suivante :

K�Kf�(x) + �2f�(x) = K�g�(x) (4.30)

c�est à dire

f�(x) =
�
K�K + �2I

��1
K�g�(x) (4.31)

Parce que K est un opérateur compact auto-adjoint linéaire c�est-à-dire que K = K� , on a

la forme équivalente

f�(x) =
�
K2 + �2I

��1
Kg�(x) (4.32)

Nous dé�nissons la fonction d�un opérateur auto-adjoint compact K par le théorème d�ap-

plication spectrale de la manière suivante :

Dé�nition 4.3.1 Si f(x) est une fonction continue à valeurs réelles sur le spectre � (K) on

dé�nit f(K) par
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f(K)x =
X
n

f(�n) (x; !n)!n (4.33)

où K est un auto-adjoint compact �n 2 �(K); et !n sont les vecteurs propres orthogonaux

correspondants.

Donc on obtient :

f ��(x) =
1X
n=1

1�e�n2�2

n2�2

�2 +
�
1�e�n2�2
n2�2

�2 (g�; Xn)Xn (4.34)

=
1X
n=1

n2�2

1�e�n2�2

1 + �2
�

n2�2

1�e�n2�2

�2 (g�; Xn)Xn (4.35)

=
1X
n=1

n2�2

1�e�n2�2

1 + �2
�

n2�2

1�e�n2�2

�2 g�nXn (4.36)

En comparant la formule (4:8) avec la formule (4:36), on constate que la procédure consiste

à remplacer l�inconnue g par une donnée bruitée �ltrée de manière appropriée g�(x). Le

�ltre en (4:36) atténue le coe¢ cient g�n de g
� d�une manière compatible avec l�objectif de

minimisation de la quantité (4:29). Grâce à cette idée, nous pouvons utiliser un bien meilleur

�ltre 1
1+�2n4

pour remplacer le �ltre 1

1+�2
�

n2�2

1�e�n2�2

�2 et donner une autre approximation f ��(x)
de la solution f .

On dé�nit une solution régularisée du problème du problème 4.28 pour les données bruitées

g� qui est appelée la solution régularisée de Tikhonov simpli�ée du problème 4.28 de la façon

suivante

f ��(x) =

1X
n=1

n2�2

(1� e�n2�2) (1 + �2n4)
(g�; Xn)Xn (4.37)

Montrons maintenant que le problème inverse est bien posé.

Le théorème suivant donne la relation entre n�importe quelles deux solution régularisées de (

4.32).
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Théorème 4.3.1 Soit f ��1 et f
�
�2
deux solutions du problème inverse ( 4.32) correspondontes

aux données g�1 et g
�
2 ,respectivement véri�ant



g�1 � g�2


 � � alors pour 0 < � < 1 on trouve

l�estimation d�erreur



f ��1 � f ��2


 � p

2�

�
�

Preuve : Pour tout g� 2 L2 (0; 1) nous avons



f ��1 � f ��2


 =







1X
n=1

n2�2

(1� e�n2�2) (1 + �2n4)

�
g�1 � g�2; Xn

�
Xn







L(0;1)

� sup
n�1
(

n2�2

(1� e�n2�2) (1 + �2n4)
)







1X
n=1

�
g�1 � g�2; Xn

�
Xn







L(0;1)

� sup
n�1
(

n2�2

(1� e�n2�2) (1 + �2n4)
)


g�1 � g�2




L(0;1)

d�après le lemme (4.2.2), on a

sup
n�1
(

n2�2

(1� e�n2�2) (1 + �2n4)
) � 2�2

�2

donc



f ��1 � f ��2


 �

p
2�

�



g�1 � g�2




�
p
2�

�
�

Théorème 4.3.2 Soit f(x) donnée par 4.8 la solution exacte du problème 4.1 f ��(x) la so-

lution régularisée donnée par 4.37. Soit g� satisfaisant 4.9 et la condition a priori 4.10 pour

p > 0. Si on choisit

� =

�
�

E

� 1
p+2

Alors on obtient l�estimation d�erreur suivante :
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f � f ��



L2(0;1)

� 2�2�
p

p+2E
2

P+2

 
1 +

1

2�2
max

 
1;

�
�

E

� 2�p
p+2

!!
(4.38)

Preuve : En utilisant l�inégalité triangulaire, nous avons :



f � f ��



L2(0;1)

=


f � f� + f� � f ��




L2(0;1)

� kf � f�k
L2(0;1)

+


f� � f ��




L2(0;1)

kf � f�k
L2(0;1)

=







1X
n=1

(f;Xn)Xn �
1X
n=1

n2�2

(1� e�n2�2) (1 + �2n4)
(g;Xn)Xn







L2(0;1)

=







1X
n=1

(f;Xn)Xn �
1X
n=1

1

1 + �2n4
(f;Xn)Xn







L2(0;1)

�






1X
n=1

�
1� 1

1 + �2n4

��
1 + n2

��p
2
�
1 + n2

� p
2 (f;Xn)Xn







L2(0;1)

� sup
n�1

��
1� 1

1 + a2�4

��
1 + n2

��p
2

�


�1 + n2� p2 (f;Xn)Xn





L2(0;1)

� sup
n�1

��
1� 1

1 + �2�4

��
1 + n2

��p
2

�
E

� max
�
�p; �2

	
E

= max

(�
�

E

� p
p+2

;

�
�

E

� 2
p+2

)
E



f� � f ��



L2(0;1)

=







1X
n=1

n2�4

(1� e�n2�2) (1 + �2n4)
(g;Xn)Xn �

1X
n=1

n2�2

(1� e�n2�2) (1 + �2�4)

�
g�; Xn

�
Xn







L2(0;1)

=







1X
n=1

n2�2

(1� e�n2�2) (1 + �2n4)
(g � g�; Xn)Xn







L2(0;1)

� sup
n�1

�
n2�2

(1� en2�2) (1 + �2n4)

�





1X
n=1

�
g � g�; Xn

�
Xn







L2(0;1)

� sup
n�1

�
n2�2

(1� e�n2�2) (1 + �2n4)

�
�

� sup
n�1

�
n2�2

(1� e�n2�2) (1 + �2n4)

�
�



4.3 La méthode de régularisation de Tikhonov
simpli�ée 52

d�après le théroème (4.3.1), on a

sup
n�1

�
n2�2

(1� e�n2�2) (1 + �2n4)

�
� 2�2

�2

donc



f� � f ��



L2(0;1)

� 2�2

�2
�



f � f ��



L2(0;1)

= max

(�
�

E

� p
p+2

;

�
�

E

� 2
p+2

)
E + 2�2

�
�

E

� 2
p+2

= 2�2�
p

p+2E
2

p+2

 
1 +

1

2�2
max

(
1;

�
�

E

� 2�p
p+2

)!
:

Remarque 1 : Si 0 < p � 2, on a



f � f ��



L2(0;1)

�
�
2�2 + 1

�
�

p
p+2E

2
p+2 ! 0 quand � ! 0

sinon si p > 2, on a



f � f ��



L2(0;1)

�
�
2�2�

p
p+2E

2
p+2 + �

2
p+2E

p
p+2

�
! 0, quand � ! 0.



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié deux classes de problèmes mal-posés engendrés par

l�équations de type parabolique. en utilisant di¤érentes méthodes de régularisation.

Dans l�étude du premièr problème, on a utilisé la méthode des conditions aux limites auxi-

liaries pour identi�er le terme source dans l�équation de la chaleur.

Dans le deuxième problème on a identi�é le terme source pour l�équation de la chaleur, où la

méthode de régularisation de Tikhonov simpli�ée a été introduite pour la construction d�une

solution régularisée.

Dans ces études des résultats de convergence ont été établis et des estimations d�erreur ont

été obtenus.

La méthode des conditions aux limites auxiliaries a été largement expérimentée et donne

des approximation des solutions précises avec beaucoup d�avantages comme la simplicité du

calcul.
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