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Abstract

Abstract

In structural mechanics, applications where contact problems are involved

are many. The purpose of this research is the variational study of contact with

friction between a deformable material and a deformable foundation, here

we consider the rules of behaveior for non linear elastic materials with the

hypothesis of little deformation. This problem is studied with the following

steps : we start with the modelisation of the mechanical problems and we

precise the hypothesis, then we get a variational formulation followed by the

study of existence and uniqueness of weak solution.

we adopt in this study the theory of monotone operators and the argument

of Banach �xed point.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Keywords :viscoelasticity, weak solution, monotone operator, deformable

foundation, �xed point, variational formulation.
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Abstract

Résumé

Enmécanique des structures, les applications dans lesquelles interviennent

les problèmes de contact sont nombreuses, Le but de ce mémoire est l�étude

variationnelle du contact avec compliance normale et adhésion entre un ma-

tériau viscoélastique et une fondation déformable, ici nous considérons la loi

de comportement non linéaire avec l�hypothèse des petites déformations. Ce

problème est étudié suivant ces étapes : nous commençons par la modélisation

de problème mécanique, nous précisons les hypothèses sur les données, puis

on établit la formulation variationnelle avec l�étude d�existence et d�unicité

de la solution faible. On basé dans cette étude sur la théorie des opérateurs

monotones, et des arguments du point �xe de Banach.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Mots clés :viscoélasticité, solution faible, opérateur monotone, fondation

déformable, point �xe, formulation variationnelle.
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Abstract

0.1 Notations

Ensembles


 : un ouvert borné de RN :
�
 : l�adhérence de 
:

� : La frontière de 
:

�i : une partie de la frontière, (1; 2; 3) :

MN : l�espace des matrices carrées d�ordre N �N:

SN : l�espace des tenseurs symétriques d�ordre deux sur RN c�est-à-dire :

Sn = RN�Ns :

Opérateurs

" : l�opérateur de déformation.

div : L�opérateur de divergence.

ru :le gradient de u:

@i' : La dérivée partielle de ' par rapport à la ii�eme composante.

Espaces fonctionnels

C ([0; T ] ; X) : l�espace des fonctions continues sur [0; T ] à valeurs dans X:

C1 ([0; T ] ; X) : l�espace des fonctions continûmment dérivables sur [0; T ] à

valeurs dans X

W k;p([0; T ]; H) :l�espace de Sobolev de paramètres k et p.

D(
) : l�espace des fonctions indé�niment dérivables et de support compact

dans 
.

�D(
) : l�espace des distributions sur 
:

L2(
) : l�espace des fonctions mesurables de carré intégrables sur 
:

L1(
) : l�espace des fonctions u mesurables sur 
 telle qu�il existe c > 0 tel

que ju (x)j � c p.p. sur 
:

H1(
) : l�espace de Sobolev.

H1
0 (
) : l�adhérence de D(
) sur H1(
):
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Abstract

D = D(
)N :

D0 = D(
)N�Ns :

D = D0(
)N :

D0 = D0(
)N�Ns :

H = [L2(
)]
N
:

H = [L2(
)]
N�N
s :

H1 = fu 2 H : "(u) 2 Hg :

H1 = f� 2 H : div� 2 Hg :

L2(�) : l�espace des fonctions dé�nie sur � et de carré sommable pour la

mesure surfacique.

H1=2 (�) : l�espace de Sobolev d�ordre 1
2
sur �:

H� = H1=2 (�)N :

H
0
� : dual de H�:

Symboles :

� : la normale extérieure à �:

v� : la composante normale de v.

�� : la composante tangentielle de v:

r+ : la partie positive de r:

h:; :iX : produit scalaire sur X:

h:; :i �X�X : produit de dualité entre �X et X:

p.p : presque partout.
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0.2 Introduction générale

Analyse variationnelle expression devenue syntagme grâce à la puissance

d�instrumentation fournie par les méthodes variationnelles en même temps

que les formulations variationnelles des problèmes de contact sont des in-

équations variationnelles. C�est la raison pour laquelle on a considéré comme

nécessaire d�écrire ce mémoire de master où se trouve un résultat sur les

inéquations variationnelle mais aussi une étude détaillée d�un problème de

contact avec adhésion et compliance normale.

Dans les cinquante dernières années, les inéquations variationnelles sont

devenues un outil redoutable dans l�étude mathématique de nombreux pro-

blémes non linéaires en physique et en mécanique, la compléxité des condi-

tions aux limites et la diversité des équations constitutives conduisant aux

formulations variationnelles de type inéquations.

En mécanique et en physique, l�adhésion est l�ensemble des phénomènes

physico- chimiques qui se produisent lorsque l�on met en contact intime deux

matériaux, dans le but de créer une résistance mécanique à la séparation. Une

fois le contact établi, l�énergie nécessaire pour éviter la séparation s�appelle

énergie d�adhésion. Elle ne doit pas être confondue avec l�adhérence, qui est

au contraire la force nécessaire pour réa- liser cette même séparation. L�adhé-

sion est soit directe (elle a lieu uniquement pour des matériaux très lisses et

extrêmement propres (mica ou silicium par exemple), soit médie par un ma-

tériau intermédiaire. L�importance accrue des processus d�adhésion dans les

montages industriels a attiré l�attention des chercheurs ces derniers temps,

ce qui enrichit les études et la littérature mathématique sur ce sujet. Pour

modéliser le phénomène d�adhésion, quand l�assemblage n�est pas permanent

et les matériaux composites pouvant subir un décollement sous l�e¤et des

tensions, il est nécessaire d�ajouter le processus d�adhésion à la description
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du contact. En se basant sur les idées de M. Frémond [[6], [7]], l�idée est

d�introduire une variable interne de surface appelée champ d�adhésion, qui

prend ses valeurs entre zéro et un et qui décrit la densité fractionnaire des

liens actifs sur la surface de contact.

Le but de ce travail est l�étude variationnelle d�un contact avec adhé-

sion entre un matériau viscoélastique et une fondation déformable dans le

processus quasi-statique et avec l�hypothèse des petites déformations. Les

conditions de contact sont de type bilatéral et de compliance normale et

l�évolution du champ d�adhésion est décrite par une équation di¤érentielle

du premier ordre. Nous démontrons l�existence et l�unicité de la solution

faible en utilisant un théorème sur les inéquations variationnelles elliptiques,

le théorème de Cauchy-Lipschitz, un lemme de Gronwall ainsi que le point

�xe de Banach.

Le mémoire est composé de trois chapitres et une annexe que nous al-

lons brièvement décrire. Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques

notions et résultats essentiels de la théorie des milieux continus, nous dé�nis-

sons les tenseurs des déformations et des contraintes et loi de comportement

viscoélastique et nous présentons les conditions aux limites de contact avec

adhésion

Dans Le troisième chapitre nous étudions le contact bilatéral avec adhé-

sion entre un corps viscoélastique et une fondation déformable,. Nous don-

nons après avoir modélisé le problème mécanique, une formulation variation-

nelle en terme de déplacement, ensuite nous étudions l�existence et l�unicité

de ca formulation variationnnelle

En�n on termine le mémoire par une annexe où on rappelle quelques

dé�nitions et résultats sur les tenseurs qui sont utilisé pour l�étude de notre

problème.
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CHAPITRE 1

Rappel de la mécanique des milieux continus :

1.1 Géométrie de la déformation :

Dé�nition 1.1 ( milieu continu ) De point de vu mathématique la conti-

nuité du domaine sera traduire par le fait que les fonctions caractéristiques

au domaine sont des fonctions continues.

De point de vu physique on dit q�un domaine contient un milieu matériel

continu si à chaque instant t et en chaque point de se domaine on peut dé�nir

des grandeurs physiques locales relatives à ce milieu matériel ces grandeurs

physiques peut être représentée mathématiquement par :

Un scalaire (masse, volumique, température)

Un vecteur (vitesse, accéliration)

Dé�nition 1.2 (champ de déplacement) :

On appelle con�guration d�un matériaux l�ensemble des positions consti-

13



Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

tuant ce matériau.

Fig1:1:V isulisation du champ des d�eplacements:

On note ' la relation entre deux con�gurations telle que t! ' (0; t) est

un application :

' (0; t) : 
� R+ �! RN n = (1; 2; 3)

Soit 
 un ouvert borné de RN (N = 1; 2; 3) de frontiere réguliere � occupé

par le matériau si on supose que p un point matériel se retrouve initialement

c�est à dire à l�instant T = 0 en

X 2 
 alors ' (X; t) = x est la nouvelle position de p dant ce cas x 2 
T
et le champ vectoriel dé�ni par :

U (x; t) = ' (x; t)�X = x�X;8x 2 
; t � 0

14



Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

U est appelé un champ de déplacement .

nous suposons que pour chaque instant t > 0 l�application ' (0; t) est une

application continue béjective et soit

'�1 (:; t) : 
t �! 


son application réciproque donnée par :

x = '�1 (x; t)

1.2 Le champ de vitese et le champ des accé-

liration :

Au mouvement ' on associe le champ de vitesse et le champ des accéli-

ration dé�nir par :

v = _u =
@'

@t
(x; t)

� = _v = �u =
@2'

@t2
(x; t)

1.3 Tenseur de déformation :

Le tenseur des déformation est un tenseur symétrique d�ordre 2 servant

à décrire l�état de déformation local resultant de contraintes, l�état de dé-

formation d�un solide est décrit par un champ tensoriel c�est-à-dire que le

tenseur des déformation est dé�ni en tout point du solide, on parle de ce fait

de champ de déformation.

le gradient de � par rapport aux coordonées de la variable X dé�nit un

champ tensoirile :

F = Ox� (1.1)

15



Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

F s�appelle tenseur gradient de la déformation .

Le tenseur des déformation vise à carctériser en un point de variation de

longueur d�un segment à la suite de tranformtion par le milieu.

Supposer que �(; t) : 
t ! 
 existe et donne par :

X = ��1(x; t) (1.2)

Au mouvement � on associe le champ des vitesses et le champ des accé-

lération dé�nis respectivement par :

v = _u =
d�

dt
(X; t) (1.3)

a = �u =
d2x

dt2
(X; t) (1.4)

Soit H également le gradient de u par rapport aux coordonnées de la variable

X:c�est-à -dire.

H = (hij) = 5Xu =
@ui
@Xj

(1.5)

H = 5X(�(x; t)�X)

H = 5x(�(X; t)� x)

H = F � IN

Nous introdusons encore les notations suivantes

C = FFT = IN +H +HT +HHT (1.6)

Ou HTdésigne la transporsées de H .

Le tensur C é�ni précédemnent s�appelle tenseur des dilatation (tenseur

des déformation de cochy).

G =
1

2
(C � IN) (1.7)
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Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

G =
1

2
(FF T � IN)

G =
1

2
(5x�5x �

t � IN)

On composantes on a :

Gij =
1

2
(
@ui
@Xj

+
@uj
@Xi

+
@ui
@Xj

@uj
@ui

) (1.8)

Le tenseur G n�est pas linéaire par rapport aux composontes du vecteur de

déplacement u .

Dans ce case le termes @ui
@Xj

@uj
@ui

sont négligés et la tenseur G devient un

tenseur linéaire " dé�ni par :

" =
1

2
(H +HT ) (1.9)

" s�appelle le tenseur des déformation linéairse.

On composant on à :

"ik =
1

2

�
@ui
@xk

+
@uk
@xi

�
�le tenseur " s�appelle le tenseur de déformation linéarisé

Dans la suite on va dé�nie quelque tenseur :

�Tenseur gradient de la déformation est dé�nie par :

F =
@

@x
' (X; t)

Tenseur des dilatation est dé�nie par :

C = F tF

1.4 Tenseur des contraintes :

Considérons un matériau soumis à des e¤orts extèrieurs

17



Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

les contraintes sont des é¤orts intèrieurs qui se dévloppent au sens de

milieu , ils sont du aux interactions entre les particules du milieu

Soit un solide 
 nous admettrons que sur chaque point M du corps

s�exerce une force élémentaire

�!
dF =

�!
T (M;�!� ) ds

le vecteur
�!
T (M;�!� ) est appelé vecteur contrainte en M par rapport à la

normale �, donc on dé�nit le tenseur des contraintes de cauchy noté � par :

�!
T (M;�!� ) = � (M)�!�

ce tenseur est symétrique c�est à dire

�t = �; (�ij = �ji)

Théorème 1.1 (Cauchy) : Le vecteur contrainte
�!
T (M;n) dépend linèai-

rement de �!n c�est à dire qu�ile existe un tenseur � (M; t) de composantes

�ij (M; t) tel que
�!
T i (M; t) = �ij

�!nj

les composantes �ij sont les composantes caractérisiennes de la contrainte

�le premier indice indique la direction normale à la surface sur la quelle

agit la contraine

�le second indice indique la direction considêre �xx ,�yy ,�zz sont les

contraintes normales

�xy , �yx , �xz , �zx ,�yz , �zy sont les contraintes tengentielles

�(:; t) : 
N � �1 ! RN ou �N = fv 2 RNn j v j= 1g

Si x 2 �t et v est la normale exteru on unitaire à �t ou point x, alors

par dé�nition on a :

h(x; t) = �(x; v; t)

18



Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

D�aprés le théréme de cauchy, ce vecteur est linéaire par rapport à v 2 �

, donc il existe un champ de tensurs �(:; t) : 
t !MN tel que :

�(x; v; t) = �T (x; t)v 8x 2 
t; t � 0

Ou MN(N = 1; 2; 3)est l�espace des matices carrées d�ordre N �N .

Le tenseur �(x; t) dé�ni précédemment s�appelle tenseur des contraintes

de Cauchy ou point x 2 
t:

�(x; t) = �T (x; t) 8x 2 
t; t � 0

1.5 Equation de mouvement :

En physique généralement, on décrit l�évolution d�un matériau par l�équa-

tion de mouvement de cauchy suivante :.

div � (t) + f0 (t) = ��u; dans
� [0; T ]

tel que � : 
 �! R+ désigne la densité de la masse f0 : 
 �! RN

et le champ de densités des forces volumiques appliquées sur la matériau, �u

est le champ d�accélération qui sont des données du problèmes et div � et

la divergence du champ du contraintes les processus d�évolution modélisées

par cette équation s�appellent processus dynamique dans le cas ou le champ

de vitese _u = @u
@t

varie trés lentement par rapport au temps, le terme ��u

peut être négligé donc l�équation devient :

div � (t) + f0 (t) = 0 (1.10)

cette équation s�appe (1:10) ; représente un loi universelle utilisée pour tous

les solides.il faut ajouter des relation qui caractérisent le comportement de
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Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

chaque type de solide, c�est l�objet des lois de comportement.que nous décri-

vons dans la suite

1.6 Loi de comportement :

La loi de comportement caractérise ce qui est propre à chaque type de

matériau, est une relation entre les contraintes et les déformations d�un corps,

bien quelle doit respecter certaines propriétés d�invariance, pour origine est

sauvent expérimentale c�est à dire qu�il faut réaliser une série d�essais pour

établire une loi de comportement

on peut réaliser les éssais suivants :

1.6.1 Loi de comportement viscoélastique

Le comportement du solide élastique et celui du liquide visqueux co-

existent simultanément le matériau sous contrainte se déforme d�abord de

façon élastique puis de façon irréversible mais avec un certain retard. Après

déformation, le solide ne reprend pas sa forme initiale mais récupère seule-

ment une partie de la déformation, là aussi avec retard.

Ce phénomène apparaît nettement au cours d�un essai de relaxation où d�un

essai de retard appelé quelque fois essai de �uage. On peut citer à titre

d�exemples les lois de comportement de Maxwell et Kelvin-voigt.

Modèle de Maxwell

La loi de comportement de Maxwell dans le cas unidimensionnel est de

la forme suivante :

_� = E _"� �
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Où E est le module de Young et �, " : R+ ! R

Modèle de Kelvin-Voigt

La loi de comportement de Kelvin-Voigt est de la forme suivante :

� = cA" ( _u) + G" (u) (1.11)

Où A est l�opérateur de viscosité, G =(Gijkh) est un tenseur d�ordre quatre

(tenseur d�élasticité) et c � 0; est le c�¢ cient de viscosité.

Lorsque c = 0 la relation (1:11) devient :

� = G" (u)

Donc la loi devient élastique.

Lorsque c > 0; la loi de comportement du corps est viscoélastique.

1.7 Conditions aux limites :

Soit un matériau déformable qui occupe un domaine borné
 � RN (N = 1; 2; 3) ;

avec une frontière su¢ samment régulière � partitionnée en trois parties mé-

surable disjoints �1;�2;�3 tel que mes�1 > 0

Nous notons par � la normale unitaire extèrieur à �; u le champ de dé-

placement et " le champ de déformation.

nous désignons par u� et u� les composantes normale et tengentielle d�un

vecteur u à la frontière tel que :

u� = u�

u� = u� u�u
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de même �� et �� représente les composantes normales et tangentielles d�un

champ des contraintes à la frontière tel que :

�� = ���

�� = �� � ���

ces deux relations nous permettent d�écrire la relation suivante :

��v = ��v� + ��v�

Maintenant, nous dé�nissons les conditions aux limites sur chacune des trois

parties de la frontière �

1.7.1 Condition aux limites de déplacement�traction :

La condition aux limites de déplacement est :

u = 0 sur �1 � ]0; T [ (1.12)

sa signi�cation consiste que la matériau est encastré sur la partie �1 � ]0; T [

La condition aux limites de traction est :

�� = f2 sur �2 � ]0; T [ (1.13)

où f2 représente la densité des forces surfaciques appliquées sur �2 et consti-

tue une donnée du problème

1.7.2 Condition aux limites de contact :

Nous présentons en détails les condition de contact sur �3 c�est ici réside

notre intérèt, car les diverses conditions sur cette partie nous donnent une

varieté de modèle de contact, qu�on va introduit dans la suite.
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Contact unilatérale :

Dans ce cas de contacte, c�est le matériau qui se déforme, puisque la

base est considérée rigide, de plus la réaction normale de la fondation sur

le matériau est dirigée vers l�intèrieur du matériau si le point est en contact

alors u� = 0 et �� � 0 et si le point quitte la fondation �� = 0 et u� � 0

donc on peut exprimer les conditions aux limites de contact sans frotte-

ment par la relation suivante :

u� � 0; �� � 0; ��u� = 0 sur �3 � ]0; T [ (1.14)

cette condition appelées condition de Signorini, donc l�absence des forces

tengentielles de frottement est donnée par :

�� = 0; �3 � ]0; T [

Contact bilatérale :

Quand le contact entre le matériau et la base est maintenue en tout temps

on dit que c�est un contact bilatérale, nous traduisons ça mathématiquement

par la condition suivante :

u� = 0 (1.15)

généralement le cas dans nombreuses machines et entre les pièces et compo-

sants d�equipement

1.7.3 Condition aux limites de contact avec adhésion

On considère un corps déformable occupant un domaine borné 
 � RN

(N = 2; 3) dont la frontière �, supposée su¢ samment régulière, est devisée

en trois parties mesurables �1; �2 et �3 telles que � =
3
[
i=1
�i et �i \ �j =

? 8i 6= j:
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Nous supposons que le corps est évantuellement en contact avec une fon-

dation sur �3 � [0; T ] Nous étudions, l�évolution de ce corps matériel dûe à

l�application des forces de volumes et de surfaces et de l�adhésion avec une

base sur la partie �3:

pour décrire les conditions de contact avec adhésion sur �3 , on introduit une

variable interne d�état �, dé�nie sur �3 , qui représente l�intensité d�adhésion

sur la surface de contact, telle que 0 � � � 1:

Quand � = 1 sur �3, l�adhésion est complète et tous les liens sont actifs,

quand � = 0, tous les liens sons désactivés et il n�y apas d�adhésion ; et

quand 0 < � < 1; c�est le cas d�une adhésion partielle qui mesure la fraction

des liens.

On suppose que la contraine normale satisfait la condition de compliance

normale et adhésion

� �� = p� (u�)� 
��
2R (u�)+ sur �3 � [0; T ] (1.16)

Où �� est la constante de l�énergie de collage, R : R+! R+ est une fonction

de trancature dé�nie pars

R (s) =

8>>><>>>:
L si s > L

s si jsj > L

�L si s � �L

(1.17)

et p� (u�) est la compliance normale.

On suppose que la résistance au mouvement tangentiel est générée par la

colle en comparaison à ce que la traction tangentielle soit négligeable. Ainsi,

elle dépend seulement de l�intensité d�adhésion et du déplacement tangentiel.

� �� = p� (�; u� ) sur �3 � [0; T ] (1.18)

tel que
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p� (�) est une fonction positive donnée.

En particulier

p� (�; u� ) =

8<: q� (�) r si jrj < L0

q� (�)
r
jrjL0 si jrj > L0

(1.19)

où L0 > 0 est la longueur limite liée, et q� est une fonction de raideur

tangentielle non négtive.

Le processus d�adhésion est supposé être gouverné par l�équation di¤é-

rentielle

_� = Had(�; &� ; R(j u j)) sur �3 � [0; T ] (1.20)

Had est une fonction générale qui s�annulle quand le premier de ses variables

s�annulle.

On consider la possibilité d�une diminution de l�e¢ cacité de collage quand

les cycles de collage et de décollage continuent. Par conséquent, le processus

est supposé dépendre de l�histoire d�adhésion par :

&
�
(x; t) =

tZ
0

� (x; s) ds (1.21)

On donne quelques exemples de genre de fonctions

Had (�; r) = �
��+r2: (1.22)

Où 
� est la constante de l�énergie de collage.

Un autre exemple, dans lequelHad dépend de ses trois variables, est donné

par :

Had

�
�; &

�
r
�
= �
�� �+r2 +


+� � (1� �)+
1 + &2

�

(1.23)

Où r+ représente la partie positive de r
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CHAPITRE 2

Préliminaires sur l�analyse fonctionnelle et les

inéquation variationnelle

A�n de faciliter la lectur de cet mémoir, il nous est prau utile de rappe-

ler quelques éléments d�analyse non linéaaire et inéquations variationnelles

elliptiques .

Ce chapitre est devisé en deux parties nous comenc¾on de rappeler quelqeus

éléments d�analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert, et sur les opéra-

teurs fortement monotone , des résultats d�existence et d�unicité concernant

les inéquaion variationnelles, et théorème de cauchy-lipshitz.

La deuxieme partie concerne les espaces fonctionnelles ony introdoiut les

espaces de distributions et les espaces type sobolev associés a l�opérateur

déformation et à l�opérateur divergence, et quelques lemmes du type Gron-

wall.
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variationnelle

2.1 Espaces normés

Soit X un espace vectoriel sur R

Dé�nition 2.1 Une application j:j : X� ! R est appelé norme si et seule-

ment si :

1.jujX � 08u 2 X et j:jX = 0) u = 0X .(positivité et séparation)

2:jaujX = j�jjujX 8u 2 X;8a 2 R:(Homogènité)

3.ju+ vjX � jujX + jvjX 8u; v 2 X:(Inégalité triangulaire).

Dé�nition 2.2 On appelle espace vectoriel normé un espace X muni d�une

norme j:jX .

Passons maintenant à la notion d�espace vectoriel normé complet .

Dé�nition 2.3 Un espace normé X est dit complet si toutes les suites, de

cauchy de X convergent dans X

.un espace de Banach est un espace normé complet.

2.2 Espace de Hilbert

Dans cette sous section nous rappelons quelques fondamentales sur les

espaces de Hilbert.

Dé�nition 2.4 Soit H un espace vectoriel réel sur le corps | = R. et h:; :iH
un produit scalaire sur H c�est à dire h:; :iH :H �H ! R est une application

bilinéaire symétrique et dé�nie positive. On note par j:jH l�application de H

dans R+ dé�nie par :

j u jH= hu; ui
1
2
H (2.1)
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et on rappel que j : jHest une norme sur H qui vérife l�inégalite de cauchy-

schwartz

j u; v j�j u jj v jH 8u; v 2 H (2.2)

On dit que H est un espaces de Hilbert si H est complet pour la norme

dé�nie dans la suit , on à supposer que H est un espaces de Hilbert

Dé�nition 2.5 Soit H 0
le dual de H c�est- à-dire l�espace des fonctionnelles

linéaires et continues sur H muni de la norme :

j ' jH0= sup
v2E
v 6=0E

j h'; viH�H j
j v jH

(2.3)

Où h:; :iH�H0 représente la dualité entre H
0
et H ou le produit de dualite

entre H et H 0

Théorème 2.1 (Théoréme de représentation de Riez-Fréchet) :

Soient H un espace de Hilbert ,pour tout ' 2 H 0 il exsiste un unique

f 2 H telque :

h'; viH0�H = hf; viH 8v 2 H (2.4)

on a de plus :

j ' jH0=j f jH (2.5)

Ce théoréme montre que tout forme linéaire continue sur j : j peut se

représenter de manière unique .à l�aide du produit scalaire l�application '!

f est un isomorphisime isométrique qui permet d�identi�er de H et son dual

H 0

Théorème 2.2 (Théoréme de projection ) :
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Soit K � H un convexe fermé non vide, alors pour tout f 2 H il existe

un unique u 2 | tel que :

j f � u jH= min
v2K

j f � v jH (2.6)

De plus u est caractérisé par la propriéte suivante :

u 2 k; hu; v � uiH � hf; v � uiH 8u 2 k (2.7)

On note u = PKf ,tel que PK est l�opérateur de projection sur | dé�nit

par :

j pkf1 � pkf2 jE�j f1 � f2 jE 8f1; f2 2 H (2.8)

W 1;p(0; T ;X) = f v 2 Lp(0; T ;X) : jv(m)jLp(0;T ;x) <1;8m � k g (2.9)

2.3 Espaces des fonctions continues et conti-

nûments di¤érentiables

Soit 
 un ouvert de RN , on note :

C(
) = fu : 
 �! R ;u continueg

Cm(
) est l�espace de fonction m fois continûments di¤érentiables sur 
:

C1(
) =
\
m2N

Cm(
)

Cc(
) = fu 2 C(
) telle que : u(x) = 0; pour tout x 2 
 : K ,ou K est un compactg

suppu = fv 2 
 tq : u(v) 6= 0g

Le support de u le plus petit fermé sur lequel u(v) 6= 0
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2.3.1 Espace mesurable

Soient p 2 R avec 1 6 p 61 et 
 � RN un ensemble mesurable au sens

de Lebesgue, on dé�nit :

Lp(
) =

�
u : 
 �! R est mesurable et

Z



jujp d� � 1
�

On dé�nit la norme de u dans LP (
) par :

j u jp= (
Z



jujp d�)
1
p

Si p =1, on dé�nit :

L1(
) = fu : 
 �! R tel que : u mesurable et 9c > 0 : ju(x)j 6 c p.p sur 
g

juj1 = inf fc > 0 : ju(x)j 6 c p.pg

est la norme de u dans L1(
):

Pour p = 2, l�espace L2(
) est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire

hu; viH =
Z



u(x)v(x)dx

Proposition 2.1 : L�espace (Lp(
); j:jp) est de Banach pour 1 � p � 1

L�espace
�
Lp(
); j:jp

�
est séparable pour 1 � p � 1

L�espace
�
Lp(
); j:jp

�
est ré�exif pour 1 � p � 1

On dé�nit :

D(
) = f' 2 C1(
); supp ' � 
; supp ' compactg

Remarque 2.1 L�espace des fonction C1 sur 
 à support compact dans 


(dit aussi espace des fonctions de test)

Dé�nition 2.6 (La convergence dans D(
))
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On dit que la suite ('n)n2N de D(
) converge vers ' dans D(
) si et

seulement si :

9 K compact telle que :8n 2 N supp 'n � K

8n 2 N :j @n'n � @n' j�! 0 quand n �!1

2.3.2 Les espaces de distributions

Dé�nition 2.7 Une forme linéaire continue sur D(
) est appellée une dis-

tribution sur 
 l�ensemble des distributions sur 
 est noté D0(
) (dual to-

pologique de D(
))

Proposition 2.2 1.D(
) � Lp(
) � D0(
)

2. Si p <1 alors D(
) est dense dans Lpc�est-à-dire D(
) = Lp(
)

Dé�nition 2.8 (La convergence faible ) i.e La convergente dans D0(
))

On dit qu�une suite de distribution (Tn)n2N 2 D0(
) converge dans D(
)

si et seulement si elle converge simplement c�est-à-dire :

8 2 D(
);
Z



u(x):@i (x)dx = �
Z



@iu: (x)dx

Si un tel @iu existe, il est unique, néanmoins il existe pas toujours.

Nous introduisons également les espaces suivants :

D =
�
' = ('i)j'i 2 D(
); i = 1; N

	
= D(
)N

D =
�
� = (�ij)j�ij = �ji 2 D(
); i; j = 1; N

	
= D(
)N�Ns

D0(
) =
�
u = (ui)jui 2 D(
); i = 1; N

	
= D(
)N

D0 =
�
� = (�ij)j�ij = �ji 2 D0(
); i; j = 1; N

	
= D0(
)N�Ns
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Dé�nition 2.9 Les produits de dualité entre D et D
0
, Det D0seront dé�nis

par :

hu; 'iD0�D = hui; 'ii

h�; �iD0�D =


�ij; �ij

�
Soit @i l�opérateur @i = @

@xi
pour les fonctions et pour les distribution On

a :

h@i�;  i = �h�; @i i ; 8� 2 D0(
);  2 D(
)

On peut également introduire les opérateurs di¤érentiels du premier ordre

dé�nis par :

" : D0 ! D0; "(') = "ij(') =
1

2
(@j'i + @i'j) 8i; j = 1; N; 8' 2 D

div : D ! D; div(�) = @i�ij 8i = 1; N; 8� 2 D

On va utiliser les mêmes notations pour les opérateurs correspondants

dé�nis sur les espaces de distributions :

" : D0 �! D0; "(u) = "ij(u) =
1

2
(@jui + @iuj) 8i; j = 1; N; 8u 2 D0

div : D0 ! D0; div � = @j�ij 8i = 1; N;8� 2 D0

En utilisant le produit scalaire ,on obtient facilement :

h"(u); �iD0�D = �hu; div �iD0�D 8u 2 D0;8u 2 D0; 8� 2

hdiv �; 'iD0�D = �h�; "(')iD0�D 8� 2; ' 2 D

L�opérateur pour les fonctions et pour les distributions s�appelle opérateur

déformation. L�opérateur div pour les fonctions et pour les distributions s�ap-

pelle opérateur divergence
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2.4 Espaces de Sobolev, opérateur de défor-

mation et de divergence

Soient k 2 N et p 2 [1;1]. Nous dé�nissons les espaces de Sobolev par

Lorsque p < 1, nous dé�nissons la norme dans l�espace W 1;p(0; T ;X)

par :

W 1;p(0; T ;X) = fu 2 Lp(
) tel que : D�u 2 Lp(
) avec j�j � kg

La norme sur l�espace W 1;p(
) est dé�nie par

jvjw1; p(0;T ;X) =
 Z T

0

X
0 � m � k

��v(m)(t)��p
X
dt

! 1
p

(2.10)

Lorsque p =1; la norme est dé�nie par

jvjw1; p(0;T ;X) = max
0 � m � k

sup
t 2[0:T ]

jvm(t)jX (2.11)

Si X est un espace de Hilbert et p = 2, alors l�espace H1(0; T ;X),

H1(0; T:X) =W 1;2(0; T ;X)

est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

hu; viH1(0;T:X) =
X

0 � m � k

Z T

0

D
u(m)(t); v

(m)

(t)
E
X
dt (2.12)

2.4.1 Les espaces de sobolev H1 (
) :

Dé�nition 2.10 :

Soient 
 un ouvert de RN ; on dé�nit les espaces de sobolev suivants :

H1(
) = fu 2 L2(
) tq Diu 2 L2(
); pour i = 1:::::N (2.13)
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H(
) est un hilbert pour le produit scalaire :

hu; viH1 = hu; viL2 + h@iu; @iviL2(
) (2.14)

si norme associée :

j u jH1(
)=
�
hu; uiH1(
)

� 1
2 (2.15)

On a résultate suivants :

C1(
) est dense dans H1(
)

H1(
) � L2(
) avec injection compact.

Il existe une application linéaire et continue 
 : H1(
)! L2

telle que :
u = u� pour tout (u 2 C1(
))

2.4.2 Espace liés à l�operateur déformation :

Dé�nition 2.11 L�espace H1 = fu 2 H="(u) 2 Hg lié à l�opérateur défor-

mation "; est un espace de Hilbert,pour le produit scalire .

hu; viH1 = hu; viH + h"(u); "(v)iH 8u; v 21 H (2.16)

et la norme associée :

j u j2H1=j u j
2
H + j "(u) j2H (2.17)

on l�operateur divergence est dé�ni par :

Div : H ! H;Div� = @i�ij 8i; j = 1:N (2.18)

nous avons aussi inclusions suivants :

D � H1 � H � D0
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Et quelque propriétés :

j u jH�j u jH1 ; j "(u)H j�j "(u)H j 8u 2 H1 (2.19)

j � jH�j � jH1 ; j div � jH�j div � jH1 8� 2 H1

Théorème 2.3 (inégalité de korn) :

Soit mesure �1 � 0 :Alors , il existe une constante C � 0; qui dépend de


 et �1 telleque :

j "(u) jH� C j u jH1 8u 2 v (2.20)

Ou V est un sous-espace fermé de H1 ; dé�ni par :

V = fu 2 H1 = 0 p.p.sur �1g (2.21)

et le produit scalaire dans V est dé�ni par :

hu; viV = h"(u); "(v)iH 8u; v 2 V (2.22)

2.4.3 Théorème de Cauchy Lipshitz

Théorème 2.4 (cauchy lipshitz)

soit (X,jjX) un espace de bannach réel et F (t; :) : X ! X un opérateur

dé�ni presque par tout sur ]0; T [; qui satisfait les conditions suivantes.

1- Il existe LF > 0 telque :

j F (t; x)�F (t; y) jX� LF j x�y jX 8x; y 2 X p.p.t 2]0; T [

(2.23)
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2-Il existe p � 1 telque t! F (t; x) 2 Lp(0; T;X) 8x 2 X

Alor pour tout x0 2 X; il existe une fonction x0 2 X;il existe une fonction

x 2 W 1;p(0; T;X) telle que8<: x0(t) = F (t; x(t)) p; p; t 2]0; T [

x(0) = x0
(2.24)

2.5 Espaces de fonctions à valeurs vectorielles

Soit H un espace de Hilbert. Soient K 2 N et 1 � p � +1 et T > 0:

On rappelle que W k;p(0; T;H) est l�espace des distributions vectorielles u 2

D0
(0; T;H)

telles queDju 2 Lp(0; T;H) pour j = 0; k,Dj désignant la dérivée d�ordre

j au sens des distributions.

Si 1 � p < +1;WK ; p(0; T ;H) est un espace de Banach réel pour la

norme dé�nie par

jujWK ; p(0;T;H) = (
kX
j=0

TZ
0

jDju(x)jp dx)
1
p 8u 2 W k;p(0; T;H)

En particulier, W k ; 2(0; T;H) est un espace de Hilbert réel pour le produit

scalaire dé�ni par

hu; viWk ; 2(0;T;H) =
kX
j=0

TZ
0

hDju(t)dt;Djv(t)iH dt 8u; v 2 W k ; 2(0; T;H)

D�autre partW k ; +1(0; T ;H) est un espace de Banach pour la norme dé�nie

par :

jujWK ; p(0;T;H) =

kX
j=0

sup jDju(t)jH 8u 2 W k;+1(0; T;H)

Pour le cas particulier k = 0;on remaque que W 0;p(0; T;H) = Lp(0; T;H) et

on note alors la norme de Lp(0; T;H) par j:jLp(0;T;H) pour tout p � 1
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2.6 Théorémes de point �xe

Le théorème de point �xe de Bnnach sera utilisé dans ce memoire pour

prouver l�existence de la soulution aux probléme variationnel en mécanique

du contact.

SoitX un espaces de Banach avec la norme j:jX etK est un sous-ensemble

non vide fermé de X. soit A : K ! X est un opérateur dé�ni sur K.

Nous sommes instéreeés par l�existence d�un solution u 2 K de l�equation

d�opérateur

Au = u (2.25)

Un élément u 2 K qui satisfait (2:25) est appelé un point �xe de l�opérateur

A .

Nous présentons dans ce qui suit le théoréme principal qui énonce l�exis-

tence des points �xes des opérateurs non linéaires.

fermé de X .Supposons que A : K ! K est une contraction,c�est-à-dire

il existe une constant � 2 [0; T ] telle que

jAu� AvjX � � ju� vjX 8u; v 2 K (2.26)

Alors il existe unique u 2 K tel que Au = u

Démonstration de point �xe de Banach :

Soit u0 2 K un élément quelconque de K et Soit un la suite dé�nie par

un+1 = Aun 8n = 0; 1; 2; 3:::::::::

Car A : K ! K, la suite {un} est bién dé�nié. Montrons d�abord que

{un} est un suite de cauchy .

En utilisant le fait que A est une contraction, nous avons
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jun+1 � unjX � � jun � un�1jX � :::::::: � �n ju1 � u0jX

Alors pour tout m > n � 1

jum � unjX �
m=n�1X
j=0

jun+j+1 � un+jjX (2.27)

�
m=n�1X
j=0

�n+1 ju1 � u0jX

� �n

1� �
ju1 � u0j

Comme � 2 [0; 1], on résulte que

jum � umjX ! 0 Lorsque m;n!1

Ainsi {un} est une suite de cauchy et a une limit eu 2 K,puisque K est

un sous- ensemble fermé de l�espace de Banach X .

De plus, puisque un ! u dans K, il résulte de ? ? que Aun !! Au dans

X ce qui conclut la partie d�existence du théorème .

Supposons que u1; u2 2 K sont des points �xes de A. Alors de u1 = Au1et

u2 = Au2 nous avons

u1 � u2 = Au1 � Au2 (2.28)

et comune A est une contractante

ju1 � u2jX = jAu1 � Au2jX � �ju1 � u2jX (2.29)

Ce qui implique que ju1 � u2j = 0, car � 2 [0; 1]:Donc si A admet un point

�xe,il en résulte que ce point �xe est unique, ce qui conclut la pruve .

Nous avons besoind une versiondut héorème de point �xe de Banach que

nous rappelons dans cequisuit. Pour un opérateur A,
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nous dé�nissons Am = A(Am�1) pour m � 2.

admet un point �xe unique.

Demonstration :

D�aprés théraéme1:2, Am a un point �xe unique u 2 K. De Am(u), on

obtient

Am(Au) = A(Amu) = Au (2.30)

Ainsi �u 2 K est aussi un point �xe de Am, oú Am admet un point �xe

unique nous avons

�u = u

C�est-à-dire u est une point �xe de � .l�unicité du point �xe de � est une

conséquence de l�unicité de du point �xe de �m .

Nous présentons maintenant un résultat de point �xe qui est utile pour

la résolution des inéquations variationnelles avec des opérateurs à mémoire .

Proposition 2.3 Soit � : C (0; T ;X) ! C (0; T ;X) un opérateure satisfait

la propriété suivante :

il existe k 2 [0; 1] et c � 0 tels que :

j ��1(t)���2(t) jX� k j �1(t)��2(t) jX +c
1Z
0

j �1(s)��2(s) jX ds ; 8�1; �2 2 C (0; T ;X) ; t 2 [0; T ]

(2.31)

Alors il existe un élément unique �� 2 C (0; T ;X) tel que ��� = �� .

On note par :

j � j�= max
t2[0;T ]

e��t j �(t) jX (2.32)

Avec � � 0 d�être choisi plus tard .Il est clair que j : j�dé�nit une norme

sur l�espace C (0; T ;X) qui est équivalente à la norme usuelle j : jC(0;T ;X).par
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conséquence ,il en résulte que C (0; T ;X) est un espace de Banach avec la

norme j : j�aussi .Soit t 2 [0; T ] ,en utilisant (2:31)et (2:32) il en résulte que

e��t j ��1(t)���2(t) jX� ke��t j �1(t)��2(t) jX +ce��t
1Z
0

j �1(s)��2(s) jX ds

= ke��t j �1(t)� �2(t) jX +ce��t
1Z
0

�
e��t j �1(s)� �2(s) jX

�
e�tds

� k j �1(t)� �2(t) j� +ce��t j �1(t)� �2(t) j�
1Z
0

e�tds

= k j �1(t)� �2(t) j� +
c

�
j �1(t)� �2(t) j�

�
1� e��t

�
Pour tout �1; �2 2 C (0; T ;X) .Donc :

j ��1(t)� ��2(t) j��
�
k +

c

�

�
j �1(t)� �2(t) j� ; 8�1; �2 2 C (0; T ;X) :

Ensuite ,nous choisissons � tel que � � c
1�k0 ce choix est possible car

k 2 [0; 1] .

Alors ,

k +
c

�
� 1

et par conséquent ,l�opérateur � est une contraction sur l�espace C (0; T ;X)

muni de la norme j : j� .D�après le Théorème (1,2),l�opérateur � admet un

point �xe unique �� 2 C (0; T ;X) ,ce qui conclut la preuve .

Notones ,Nous commençons par un résultat d�existence et d�unicité pour

les inéquations variationnelles elliptiques de première espèce ,puis nous pas-

sons aux inéquations variationnelles elliptiques de deuxième espèce ,ainsi que

les inéquations quasi-variationnelles elliptiques.
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2.7 Éléments d�analyse non linéaire

2.7.1 Opérateur fortement monotones

Dans cette section, nous étudions quelques propriétés d�un opérateur for-

tement monotone et de lipshitz dans un espace de Hilbert et A : H ! H un

opérateur non linéaire.

Dé�nition 2.12 l�opérateur A est dit :

(a) monotone si

hAu� Av; u� viH � 0 8u; v 2 H (2.33)

(b) fortement monotone s�il existe m � 0 tel que :

hAu� Av; u� viH � m j u� v j2H 8u; v 2 H (2.34)

(c) de lipshitz s�il existe M � 0 tel que :

j Au� Av jH�M j u� v jH 8u; v 2 H (2.35)

Théorème 2.5 : Soit A : H un opérateur fortement monotone et de lipshitz.

Alors A est inversible et son inverse A�1 est egalement fortement mono-

ton et de lipschitz.

Alors l�équation variationelle elliptique de premiére espacé admet une

solution unique.

Dans cette partie nous essayons de rappeler les notions essentielles sur

les espace fonctionnels néccessaire pour l�étude mathématiques de notre pro-

bléme mécanique.

41



Chapitre 2. Préliminaires sur l�analyse fonctionnelle et les inéquation
variationnelle

2.8 Inéquations variationnelles

2.8.1 Inéquations variationnelles de première espèce :

Étant donné un opérateur A : X ! X ,un sous-ensemble K � X ,et un

élément f 2 X nous considérons le problème de trouver un élément u tel

que :

u 2 K ; (Au; v � u)X � (f; v � u)X ;8v 2 K (2.36)

Une inéquation de la forme (2:36) s�appelle inéquation variationnelle el-

liptique de première espèce .

Nous avons le résultat standard suivant d�existence et d�unicité de la

solution .

Alors ,pour tout f 2 X l�inéquation variatonnelle ::admet une solution

unique .

Supposons maintenant que K = X ,puis en prenant v = u � w ,il est

facile de voir que l�inéquation variatonnelle..est équivalente à l�équation va-

riationnelle

(Au;w)X = (f; w)X ;8w 2 X

Nous avons le résultat d�existence et d�unicité suivant dans l�étude des

équations non linéaires impliquant des opérateurs monotones .

2.9 Inéquations variationnelles de deuxième

espèce :

Étant donné un ensemble K � X ,un opérateur A : K ! X ,une fonction

j : K ! R ,et un élément f 2 X ,nous considérons le problème de trouver
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un élément u tel que :

u 2 K ; (Au; v � u)X + j(v)� j(u) � (f; v � u)X ;8v 2 K (2.37)

Une inéquation variationnelle de la forme (2:37)est appelée inéquation

variationnelle elliptiques de deuxième espèce .Dans le cas particulier lorsque

j � 0 l�inéquation variationnelle ( 2:37),représente une inéquation variation-

nelle de la forme , (2:36)c�est-à-dire

une inéquation variationnelle elliptique de premiére espèce. Dans l�étude

de nous (2:37)supposons les hypothéses suivants :

K estunsous-ensemble convexe non vide de X (2.38)

A : K ! X est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz, c�est-

à-dire 8>>>>>><>>>>>>:

a) Il existe une constante m � 0 telle que

(Au� Av; u� v)X � m j u� v j2 ;8u; v 2 X .

b) il existe une constant M � 0 telle que

j Au� Av jX�M j u� v jX ;8u; v 2 X .

(2.39)

j : K ! R est une fonction convexe et semi-continue inférieurement.

(2.40)

Le résultat priincipal de cette sous-section est le suivant.

Théorème 2.6 SoitX un espace de Hilbert et supposons que les hypothéses(2:38)�

(2:40) sont vérifées.

Alors pour tout f 2 X l�inéquation variationnelle elliptique (2:37) admet

une solution unique.
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2.10 Lemme de Gronwall

Lemme 2.1 Soient f; g 2 C([0; T ];R+); a 2 R+ et ' 2 C([0; T ];R)

si

'(t) � a+

Z t

0

f(s)ds+

Z t

0

g(s)'(s)ds; t 2 [0; t]

Alor on a :

'(t) � (a+
Z t

0

f(s)ds) exp

Z t

0

g(s)ds; t 2 [0; T ] (2.41)

pour le cas particulier f = 0;ce lemme dérivient :

Soient g 2 C([0; T ];R+); a 2 R+ et ' 2 C([0; T ];R)

Alors : si

'(t) � a+

Z t

0

g(s)'(s)ds; t 2 [0; T ] (2.42)

Alors on a :

'(t) � a exp

Z t

0

g(s)ds; t 2 [0; T ] (2.43)
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CHAPITRE 3

Etude d�un problème viscoélastique de contact

bilatèral avec adhésion

On étudie, dans ce chapitre, un problème de contact avec adhésion d�un

corps déformable, sous l�action des forces volumiques et surfaciques avec une

base déformable

On suppose que les forces subies par le corps varie lentement dans le temps

de façon à ce que les accélérations soient négligeables ; la loi de comportement

du matériau est considérée viscoélastique.

On suppose que les conditions aux limites de contact sont modélisés par

une,condition de compliance normale et adhésion

Des résultats d�éxistence et d�unicité pour le problème de contact ont

été obtenus dans la formulation variationnelle. Dans cette travaux, la loi de

comportement viscélastique considérée est Kelvin-voigt.. De plus, seule une

formulation variationnelle on déplacement a été obtenue,

On formule tout d�abord le modèle pour le procéssus (problème P ), on

obtenue la formulation variationnelle P1 a partire du problème P en utilisant
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la formule de Green ainsi que loi de comportement donnée

les inconnues du problème est le champ de déplacements noté u et le

champ d�adhésion �, nous démontrons, un résultat d�éxistense et d�unicité de

la solution en utilisant un théorème d�éxistence et d�unicité sur les inéquations

variationnelle avec des opérateurs frottement monotones et de Lipshitz ainsi

que les propriétés de point �xe.

3.1 Formulation du problème mécanique et

hypothèses :

Nous considérons un corps viscoélastique, occupe le domaine 
 � Rd(d =

2; 3) avec de frontière régulière �, divisée en trois parties mesurables disjointes

�1, �2, �3 telle que mes(�1) � 0.

Soit � la normale extérieure unitaire sur �, T � 0, et soit l�intervalle de

temps [0; T ] en question.

Le corps est encastré sur �1 � [0; T ] ,donc le champs de déplacement u

est inexistant dans cette partie .

Soumis à une densité des forces f0 dans 
� [0; T ] et des forces surfaciques

de densité f2 sur �2 � [0; T ].

Le corps est en contact avec une fondation déformable le long de �3 .de
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plus le contact , avec cette fondation est supposée avec adhésion .

Le problème mécanique qu�on étudiet est le suivant :

problème p :trouver un champs de déplacement u : 
 � [0; T ] ! Rd

,un champs des contraintes � :
 � [0; T ] ! Sd ,et un champs d�adhésion

� :�3 � [0; T ]! [0; 1] telle que :

� = A"( _u) + G"(u) dans 
� (0; T ); (3.1)

Div� + f0 = 0 dans 
� (0; T ); (3.2)

u = 0 sur �1 � (0; T ) (3.3)

�� = f2 sur �2 � (0; T ) (3.4)
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� �� = p�(u�)� 
��
2(�R(u�))+ sur �3 � (0; T ) (3.5)

� �� = p� (�; u� ) sur �3 � (0; T ) (3.6)

_� = Had(�; &� ; R(j u j)) sur �3 � (0; T ) (3.7)

u(0) = u0 dans 
 (3.8)

�(0) = �0 sur �3 (3.9)

L�équation (3:1) représente la loi de comportement viscoélastique non

linéaire,la relation (3:2)représente l�équation d�équilibre où f0 est la den-

sité des forces voluméques agissant sur le corps déformable. Les conditions

(3:2)_(3:4) sont les conditions de déplacement-traction. Les conditions (3:5))_(3:7)représente

les conditions de contact avec compliance normale et adhésion sur la partie

�3de la frontière 
 . Finalement, la relation(3:8)-(3:9) représente les condi-

tions initiales .

Pour l�étude du notre problème mécanique(3:1)-(3:9)on considère les hy-

pothèses suivantes :

Hypothéses :

Nous supposons que l�opérateur de viscosité A : 
� Sd ! Sd satisfait :

8>>>>>><>>>>>>:

(a) 9LA � 0 : j A(x; "1)�A(x; "2) j� LA j "1 � "2 j , 8"1; "2 2 Sd ,p.p x 2 


(b) 9mA � 0 : j (A(x; "1)�A(x; "2)):("1 � "2) j� mA j "1 � "2 j2

(c) l�application x! A(x; ") est mesurable Lebesgue dans 
 ,8" 2 Sd
(d) l�application x! A(x; 0) 2 H

(3.10)
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L�oprateur d�élasticité G : 
� Sd! Sd8>>><>>>:
(a) 9LG > 0 : j G(x,"1)-G(x,"2) j� LG j "1 � "2 j ; 8"1; "2 2 Sd p.p x 2 


(b) x! G(x; ") et mesurable dans 
 ; 8" 2 Sd
(c) x! G(x; 0) 2 H

(3.11)

Nous supposons que la fonction de compliance normale pv : �3�R! R+
satisfait :8>>><>>>:
(a) 9Lv � 0 : j pv(x; r1)� pv(x; r2) j� Lv j r1 � r2 j; 8r1; r2 2 R;p.p. x 2 �3;

(b) x! pv(x; r) est Lebesgue mesurable sur �3

(c) L�application x! pv(x; r) = 0 pour tout r � 0
(3.12)

La fonction de contact tangentiel :p� : �3 � R! R+ satisfait :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

(a) L� > 0 telle que j p� (x; �1;r1)� p� (x; �2; r2) j� L� (j �1 � �2 j + j r1 � r2 j)

8�1; �2 2 R; r1; r2 2 Rd; x 2 �3
(b) x! p� (x; �; r) Lebesgue mesurable sur �3,8r 2 Rd

(c) x! p� (x; 0; 0) 2 L1 ( �3)d

(d) x! p� (x; �; r):� (x) = 0 tel que r:� (x) = 0 p.p. x 2 �3
(3.13)
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la fonction d�adhésion : Had : �3 � R� R� [�L;L]! R satisfait :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(a) 9 Lad � 0 telle que j Had(x; b1; z; r)�Had(x; b2; z; r) j� Lad j b1 � b2 j

8b1; b2 2 R; z 2 R; r 2 [�L;L] ; p.p. x 2 �3 et

j Had(x; b1; z1; r1)�Had(x; b2; z2; r2) j

� Lad(j b1 � b2 j + j z1 � z2 j + j r1 � r2 j)

8b1; b2 2 [0; 1] ; z1; z2 2 R; r1; r2 2 [�L;L] ; p.p. x 2 �3
(b) l�application x! Had(x; b; z; r) est Lebesgue mesurable sur �3; 8b; z 2 R; r 2 [�L;L]

(c) l�application (b; z; r)! Had(x; b; z; r) et countinue dans R� R� [�L;L] ; p.p. x 2 �3;

(d) Had(x; 0; z; r) = 0 8z 2 R; [�L;L] p.p. x 2 �3
(e)Had(x; b; z; r) � 0 8b � 0; z 2 R; r 2 [�L;L] ; x 2 �3 et

Had(x; b; z; r) � 0 8b � 1; z 2 R; r 2 [�L;L] ; p.p. x 2 �3
(3.14)

Notons que si � 2 L1(�3); z 2 L1(�3) et r : �3 ! R une fonction me-

surable alors les conditions(2:26) impliquent que x! Had(x; �(x); z(x); Rr(x))

appartient à L1(�3): de plus, il est aisé de voir que si le coe¢ cient d�adhé-

rence 
v 2 L1(�3) satisfait 
v � 0 p.p. sur �3 alors la fonction .

On suppose que les forces surfaciques et volumiques satisfont :

f0 2 L1(0; T;H) ; f2 2 L1(0; T ;L1(�2)d) (3.15)

En�n les données initiales satisfont :

u0 2 V (3.16)

�0 2 L1(�3) et 0 � �0 � 1 p:p:x 2 �3 (3.17)

On remarque que les conditions( 3:14)et( 3:14)

Le théorème de représentation de Riesz entraine l�existance d�un élément

f(t) 2 V telle que :
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hf(t); uiV = hf0(t); viH + hf2(t); viL2(�2)d 8v 2 V p.p:t 2 (0; T ) (3.18)

Soit j : L1(�3)� V � V ! R la fonctionnelle dé�nie par :

j(�; u; v) =

Z
�3

pv(uv)�vd��
Z
�3


v�
2(�R(uv)+�vd�3+

Z
�3

p� (�; u� )��d� 8� 2 L
1
(�3);8u; v 2 V

(3.19)

Les conditions (3:12)et (3:13)entraînent que l�intégrale (3:19) est bien

dé�nie .on note que la condition (3:18) implique

f 2 L1(0; T; V ) (3.20)

Pour l�étude du problème p ,on dé�nit le sous -espace fermé V de H1 par :

V = fv 2 H1=v = 0 sur �1g (3.21)

3.2 Formulation variationnelle :

Dans cette section, on va donner une formulation variationnelle du pro-

blème mécanique P

(�(t); "(v))H + j(�; u; �) = (f(t); �)V 8� 2 V , p.p.t 2 (0; T ) (3.22)

La formulation variationnelle du notre problème P est le suivant :

Problème Pv : Trouver le champs des déplacement u : [0; T ]! V , et le

champs des contraintes � : [0; T ]! A , et le champs d�adhésion � : [0; T ]!

L1(�3) telle que :

�(t) = A"( _u(t)) + G"(u(t)) (3.23)
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_�(t) = Had(�(t); &�(t); R(j u(t) j) (3.24)

(�(t); "(v))H + j(�(t); u(t); �) = (f(t); �)V (3.25)

u(0) = u0 ; �(0) = �0 (3.26)

Le résultat d�avoir la solution unique est le suivant :

3.3 Existence et unicité de la soulution :

Théorème 3.1 Sous les hypothèses (3:10) � (3:17) , le problème variation-

nelle PV admet une solution unique fu; �; �g ayant la régularité suivant :

u 2 W 1;1(0; T; V ) (3.27)

� 2 L1(0; T;H1) (3.28)

� 2 W 1;1(0; T; L1(�3)) (3.29)

la démonstration du théorème sera conduit en plusieure étapes ;

Soit � 2 L1(0; T ;V ) .

Problem P �v : Trouver le champ de déplacements u� : [0; T ] ! V tel

que :

A"( _u�(t)); "(�))H + (�(t); �)V = (f(t); �)V 8� 2 V; t 2 [0; T ] (3.30)

u�(0) = u0 (3.31)

Lemme 3.1 Le problème p�v admet une solution unique

u� 2 W 1;1(0; T; V ): (3.32)
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3.3.1 Démonstration du lemme 3.1

Preuve. : Soit A : V ! V , l�opérateur dé�nit par :

hA�;wiV = hA"(�); "(w)iH 8�; w 2 V (3.33)

de l�hypothèse (3:10) on a :

j A(x; "1)�A(x; "2) j� LA j "1 � "2 j 8"1; "2 2 Sd ; x 2 
 ; (3.34)

il résulte que A est un opérateur fortement monotone et lipschitz en e¤et :

Soit w1; w2 2 V on a :

hAw1 � Aw2; w1 � w2iV = hAw1; w1 � w2iV � hAw2; w1 � w2iV

hAw1 � Aw2; w1 � w2iV = hA"(w1 � w2); "(w1 � w2)iH

De l�hypothèse (17)(b) il vient que :

hAw1 � Aw2; w1 � w2iV � mA j "(w1 � w2) j2H

On applique l�inégalité de korn et (a) on trouve :

hAw1 � Aw2; w1 � w2iV � c j w1 � w2 j2H1� c j w1 � w2 j2V

Alors A est fortement monotone .

On a de plus :8 w1; w2 2 V et v 2 V :

j hAw1 � Aw2; viV j=j hA"(w1)�A"(w2); "(v)iH

On applique l�inégalité de cauchy schwartz on obtient :

j Aw1 � Aw2 jV : j v jV�j A"(w1)�A"(w2) jH : j "(v) jH

On a

j "(v) jH�j v jV ;8v 2 V
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Alors

j Aw1 � Aw2 jV : j v jV�j A"(w1)�A"(w2) jHj v jV

Donc :

j Aw1 � Aw2 jV�j A"(w1)�A"(w2) jH

Le fait que A véri�é (10:b) alors :

j Aw1 � Aw2 jV� LA j "(w1 � w2) jH

j Aw1 � Aw2 jV� c j w1 � w2 jV

Donc ;A est un opérateur est fortement monotone et de Liptchiz

Proplème .Q�v : Trouver le champ d�adhésion �� : [0; T ]! L1 (�3) tel

que :

_�(t) = Had(��(t); &��(t); R(j u�(t) j)) ; t 2 [0; T ] (3.35)

��(0) = �0 (3.36)

Lemme 3.2 Le problème Q�v admet une solution unique �� tel que :

�� 2 W 1;1([0; T ] ;L2(�3))

3.3.2 Démonstration du lemme 3.2

Preuve. Soit la fonction F� : [0; T ]� L1(�3)! L1(�3) dé�nie par :

F�(t; �) = Had(�(t); &(t); R(j u�� (t) j))

Soient �1; �2 2 L1(�3) ona :

j F�(t; �1)�F�(t; �2) jL1(�3)=j Had(�1(t); &(t); R(j u�� (t) j)�Had(�2(t); &(t); R(j u�� (t) j) jL1(�3)
�j �1��2 jL1(�3)

Donc F� est liptchiziènne par rapport a second argument �.

Soient maintenant t1; t2 2 [0; T ] alors on a :

j F�(t1; �)� F�(t2; �) jL1(�3)� c ju�� (t1)� u�� (t2)jL1(�3)
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comme u� 2 W 1;1(0; T; V ) alors

j F�(t1; �)� F�(t2; �) jL1(�3)� c jt1 � t2jL1(�3)

Donc F� est continue par rapport au temp t:

D�apré ces deux résultas et comme �0 2 L1(�3), l�application t! F��(t; �)

appartient à L1(0; T ;L1(�3)); on peut appliquer le théorème de Cauchy-

Lipscitz, qui nous donne l�existence et l�unicité d�une fonction �� 2 W 1;1([0; T ] ;L2(�3))

tel que :

_�(t) = Had(��&(t); &(t); R(j u�� (t) j)) p.p. t 2 (0; T ) (3.37)

Et

��(0) = �0 (3.38)

On note par �� la solution du problème Q�v obtenue dans le lemme 3.2

On note aussi par �n (t) l�élément de V dé�nie par

h��(t); viv = hG"(un(t)); "(v)iH + j(�un(t); un(t); v) 8v 2 V; t 2 [0; T ]

(3.39)

Lemme 3.3 l�opérateur �n : [0; T ] ! V est continue, se plus il existe un

unique élément �� 2 L1(0; T; V ) tel que :

��� = ��

3.3.3 Démonstration du lemme 3.3

i) Soient � 2 C([0; T ] et soit t1; t2 2 [0; T ] :

h��(t); viv = hG"(un(t)); "(w)iH + j(�un(t); un(t); v) 8v 2 V; t 2 [0; T ]
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on a :

j v j
L1(T3)

� c j v jV

j ��(t1)���(t2) jV�j G"(un(t1))� G"(un(t2)) jH + j j(�un(t1); un(t2); v)�j(�un(t2); un(t2); v) jL1(T3)

j ��(t1)���(t2) jV�j G"(un(t1))�G"(un(t2)) jH + j
Z
�3

p�

�
�u�(t1)� �u�(t2); u�(t1)� u�(t2); v

�
donc 9c � 0

j ��(t1)� ��(t2) jV� c j un(t1)� un(t2) jV +c j �n(t1)� �n(t2) jL1(T3)

Comme un 2 L1([0; T ] ; V ) et �n 2 W 1:1([0; T ] 2 L1(T3))

Alors (3:36) déduit que

�� 2 C ([0; T ] ; V )

ii) Soient �1; �2 2 L1 ([0; T ] ; V ), et notons ui = u�i ; vi = v�i, pour i = 1; 2

de (3:36) ; on a :

j��1 (t)� ��2 (t)j
2
V � C j u1(t)� u2(t) j2V +C j �u1(t)� �u2(t) j2

L2(T3)

et on a de (3:35) et (3:36) on trouve :

�i(t) = �0 +

Z t

0

Had(�i(s); &�i(s); R(j ui(s) j))ds i = 1; 2 (3.40)

En utilisan t (3:39) et (3:12a) et(3:13) on obtient :

j �1(t)��2(t)k
L1(T3)

� LHad

tZ
0

j �1(s)��2(s) j
L1(T3)

+LHad

tZ
0

j &�1(s)�&�2(s) j
L1(T3)

ds+LHad

tZ
0

j u1(s)�u2(s) j
L1(T3)

comme

&� (x; t) =

tZ
0

� (x; s) ds
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on trouve

tZ
0

j &�1(s)� &�2(s) j
L1(T3)

� c

tZ
0

j �1(s)� �2(s) j
L1(T3)

(3.41)

de (3:40) et (3:41) et(3:13) et l�inégalité de Gronwaii on a :

j �1(t)� �2(t) j2
L1(T3)

� c

Z t

0

j u1(s)� u2(s) j2
L1(T3)

ds

comme

j v jL1(�3)� c j v jV ;8v 2 V

on obtient :

j �1(t)� �2(t) j2
L1(T3)

� c

Z t

0

j u1(s)� u2(s) j2
V
ds;8t 2 [0; T ]

j h��1(t)���2(t); viV j�j hG"(u1(t)�G"(u2(t); "(v)iH j + j hj(�1(t); u1(t); v)�j(�2(t); u2(t); v)i j 8v 2 V

On applique le théorème de Cauchy chwartz ,on obtient :

j ��1(t)���2(t) jV j v jV�j G"(u1(t)�G"(u2(t); "(v) jHj "(v) jH + j (j(�1(t); u1(t); v)�j(�2(t); u2(t); v) j 8v 2 V

De l�équation (3:10) ; (3:12) ; (3:13), et on a :

j "(u) jH�j u jV ;

nous obtenons :

j ��1(t)���2(t) jV�j G"(u1(t)�G"(u2(t); "(v) jH +

������
Z
�3

p�

�
�u�(t1)� �u�(t2); u�(t1)� u�(t2); v

�������
nous obtenons

j ��1(t)� ��2(t) jV� c j u1(t)� u2(t) jV +c j �1(t)� �2(t) j
L1(T3)
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de l�équation (3:37) on a :

c j �1(t)� �2(t) j
L1(T3)

= c

tZ
0

j u1(s)� u2(s) j
L1(T3)

ds

j ��1(t)� ��2(t) jV� c j u1(t)� u2(t) jV +c
tZ
0

j u1(s)� u2(s) j
L1(T3)

ds

j u1(t)� u2(t) jV=
tZ
0

j v1(s)� v2(s) jV ds

j ��1(t)� ��2(t) jV� c

tZ
0

j v1(s)� v2(s) jV ds

hA"( _u(t)); "(v)iH + h�(t); viV = 0

hA"(v1)�A"(v2); "(v1)� "(v2)iH + h�1 � �2; v1 � v2i

Comme A est fortement monotone ,et pour appliquée le théorème de cauchy

schwartz sur h�1 � �2; v1 � v2i on obtient :

mA j "(v1)� "(v2) j2H�j �1(s)� �2(s) jV j v1(s)� v2(s) jV

Donc ;

j v1(s)� v2(s) j2V� c j �1(s)� �2(s) jV j v1(s)� v2(s) jV

j v1(s)� v2(s) jV� c j �1(s)� �2(s) jV

De l�équation :

j u�1(t)� u�2(t) jV� c

tZ
0

j v1(s)� v2(s) jV ds
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nous trouvons :

j ��1(t)� ��2(t) jV� c j
tZ
0

�1(s)� �2(s) jV ds

j �n�1(t)� �
n
�2
(t) jC[0;T ]� cn

tZ
0

:

xZ
0

:::

qZ
0| {z }

n

j �1(s)� �2(s) jC[0;T ] dr:::ds

j ��1(t)� ��2(t) jC[0;T ]�
(cT )n

n!
j �1(s)� �2(s) j2C[0;T ]

lim
n!1

(cT )n

n!
= 0

�n est une contraction dans l�espace de Banach L1(�3) par � admet une

point �xe �� telle que : �n�� = �n 2 L1(�3)

�n(���) = �n+1 �n = �(�n��) = ���

Et comme �� est unique point �xe de �n pour tout n 2 N ,il résulte que ��

est unique point �xe de l�opérateur �.

Maintenant, on peut utiliser les trois lemmes précédents pour démontrer

l�existence et l�unicité du théorème 3.1 : (c�est-à-dire l�existence et l�unicité

de la solution faible du problème de départ).

i) L0existence :

Soient : �� 2 C ([0; T ] ;V ) le point �xe de l�opérateur � ,et u 2 C1([0; T ] ;V )

la solution du problème pv�1 .pour � = ��(c-à-d :u = u��).

Nous notons par � la fonction donnée par 3:23 et par � la solution du

problème pv�2,pour � = ��(c-à-d � = ���).
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On voit bien que les égalités ?? et 3:27 sont véri�ées respectivement par

le problème pv�1 et le problème pv�2 .En outre ,puisque ��
� = �� ,il résult

de 3:37 et que 3:38 :� 2 C ([0; T ] ;H1) ,en e¤et :Soient t1; t2 2 [0; T ] ,Alors

on a :

h�(t1)��(t2); "1(w)�"2(t2)i = hA"( _u(t1))+�"(u(t1))�A"( _u(t2))��"(u(t2)); "1(w)�"2(w)iH

Alors :

h�(t1)��(t2)+"1(w)�"2(t2)iH = h(A"( _u(t1))�A"( _u(t2)))+(�"(u(t1))��"(u(t2))); "1(w)�"2(w)iH

En appliquant l�inégalité de cauchy-schwartz on obtient :

j �(t1)� �(t2) jH�j A"( _u(t1))�A"( _u(t2)) jH + j �"(u(t1))� �"(u(t2)) jH

De 3:15(b)-3:16(b) il résult que :

j �(t1)� �(t2) jH� LA j "( _u(t1))� "( _u(t2)) jH +L" j "(u(t1))� "(u(t2)) jH

On utilise la continuité de l�opérateur " on obtien :

j �(t1)� �(t2) jH� c j _u(t1)� _u(t2) jH +c j u(t1)� u(t2) jH

Comme _u = v 2 C ([0; T ] ;V ) ; u 2j u(t1)� u(t2) jH ,alors :

j �(t1)� �(t2) jH� c j t1 � t2 jH

Par conséquent :� 2 C ([0; T ] ;H) .Choisissant maintenant w 2 C10 (
)
N

dans 2.26 et comme C10 (
)N = H1
0 (
)

N on obtient :

Div � + f0(t) = 0 ;8t 2 [0; T ]
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On a donc :

Div � = �f0 2 C ([0; T ] ;H)

Ce qui implique :

� 2 C ([0; T ] ;H1)

.Nous concluons maintenant que (u; �; �) est une solution du problème Pv

ii) L�unicité :

L�unicité de la solution du problème P est une concéquence de l�unicité

de point �xe de l�opérateur � et l�unicité de la solution des deux problèmes

auxilières pv�1 et pv�2 .

3.4 Conclusion

Après l�étude de ce problème de contact, on peut tirer les conclusions

suivantes :

Il y a une variété d�hypothèses lors de la modélisation des phénomènes

de contact.

La prise en compte des di¤érentes conditions aux limites de contact et

des lois de comportement, de plus en plus complexes, conduit à des modèles

mathématiques nouveaux et non standards.

En général, le système d�équations aux dérivées partielles, associé aux

conditions aux limites et aux conditions initiales, obtenu à l�étape de modé-

lisation, n�admet pas de solution classique. La raison réside principalement

dans les non-linéarités prises en considération dans la description du contact.

Pour palier à cette di¢ culté et dans le but de donner un sens au modèle

mathématique obtenu, on est obligé de passer par la formulation faible (dite

parfois formulation variationnelle) du modèle mathématique.
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Cette formulation faible a l�avantage de prendre en considération d�une

manière intrinsèque les frontières libres et les di¤érents conditions aux limites

et bien souvent elle conduit à des inéquations variationnelles.
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CHAPITRE 4

Annexe

4.1 Les tenseurs :

4.1.1 Tenseurs d�ordre 0 et 1

Le nombre x:y est un exemple typique de quantité scalaire ou tenseur

d�ordre 0 tel que x et y sont des vecteurs et x:y est le produit scalaire des 2

vecteurs, par contre un vecteur est appelé �tenseur d�ordre 1�. des exemples

physiques des tenseurs d�ordre 0 et 1 sont respectivement la température et

le vecteur position.

4.1.2 Tenseurs d�ordre n

On dé�nie les tenseurs par réccurence de la façon suivante :

Un tenseur d�ordre n � 1, noté T n, est une application linéaire qui à tout

vecteur fait correspondre un tenseur d�ordre n� 1 :

T n : x! T n (x)
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noté aussi T n:x

Exemple :
Un tenseur d�ordre 1 (vecteur) T peut être vu comme l�application linéaire

qui à tout vecteur x fait correspondre le produit scalaire T:x qui est un tenseur

d�ordre 0, c�est -à- dire :

T : x! T (x) = T:x:

4.1.3 Tenseurs d�ordre 2

Un tenseur d�ordre 2 est une application linéaire de R3 dans R3 noté T 2

qui à tout vecteur fait correspondre un tenseur d�ordre 1, c�est- à- dire un

vecteur, il s�agit donc d�un endomorphisme de l�espace R3, donc :

T 2 : R3 ! R3

x ! T 2(x) = T 2:x

On sait qu�un tel endomor�sme est représenté sur une base orthonormé

par une matrice. Suite à cette identi�cation, les opérations sur les tenseurs

(addition, multiplication, multiplication par un scalaire,......) se réduisent

aux opérations correspondantes sur les matrices, et les notions liées aux ten-

seurs (symétrie, antisymértie, déterminant, produit scalaire, norme, trace,......)

se dé�nissent à l�aide de la matrice associée.

Tenseur identité :

On appelle tenseur identité, le tenseur de seconde ordre associé à l�ap-

plication linéaire identité, on note I, sa matrice I à pour composantes dans

la base B = (e1; e2; e3) les scalaires �ij tel que �ij désigne le symbole de
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Kronrker, i.e

�ij =

8<: 1 i = j

0 i 6= j

Dé�nition tenseur adjoint (transposé) :
Etant donné un tenseur quelconque T 2, le tenseur transposé (T 2)t est

dé�ni par : �
T 2
�t

: R3 � R3 ! R

(x; y) !
�
T 2
�t
(x; y) = T 2(y; x)

Si on note M la matrice représentant (T 2)t sur une base,

8x; y : (
�
T 2
�t
:y):x = xiMijyj = yiTijxj = y:(T 2:x)

en les roles de i et j dans l�expression où apparait [T ] :

8x; y xiMijyj = yjTjixi = xiTjiyj

On déduit que la matrice [M ] représentant T 2 n�est autre que le transposé

de la matrice [T ] représentant T 2 .

On a de plus :

(TU)t = U tT t�
T t
�t

= T

Dé�nition Tenseur (anti) symétrique :
Un tenseur T 2 est dit symétrique ou auto-adjoint si T 2 = (T 2)t c-à-d :

Tij = Tji 8i; j = ��!1; N

et anti-symétrique si : T 2 = � (T 2)t c-à-d :

Tij = �Tji 8i; j = ��!1; N
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Tout tenseur du seconde ordre T 2 peut se découper de façon unique en

la somme d�une partie symétrique noté (T 2)s et d�une autre anti-symétrique

(T 2)
a tel que :

(T 2)s =
1

2
(T 2 + (T 2)t)

(T 2)a =
1

2
(T 2 � (T 2)t)

T 2 est symétrique si et seulement si : T 2 = (T 2)s

T 2 est anti-symétrique si et seulement si : T 2 = (T 2)a .

4.1.4 Tenseur d�ordre 3

Un tenseur d�ordre 3 est une forme linéaire

Soit T 3un tel tenseur, possède 33 composantes relatives à la base cano-

nique, ces composantes sont les scalaires suivantes :

Tijk = T (�!e1 ;�!e2 ;�!e3 ) i; j; k =
�!
1; 3

Un exemple physique d�un tenseur d�ordre 3 est le champ des propriétés

piézoélectriques

4.1.5 Tenseur d�ordre 4

Un tenseur d�ordre 4 possède 34 = 81 composantes :

Tijkl = T (�!e1 ;�!e2 ;�!e3 ;�!e4 ) i; j; k; l =
�!
1; 4

Un exemple physique d�un tenseur d�ordre 4 est le champ des propriétés

élastiques E qui est donné à partir du tenseur des déformations " et du

tenseur des contraintes � par :

�ij = Eijkl"kl
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Le nombre des composantes de ce tenseur est réduit à 21 en tenant compte

de la symétrie des tenseurs des déformations et des contraintes
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