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Abstract

Abstract

In structural mechanics, applications where contact problems are involved
are many. The purpose of this research is the variational study of contact with
friction between a deformable material and a deformable foundation, here
we consider the rules of behaveior for non linear elastic materials with the
hypothesis of little deformation. This problem is studied with the following
steps : we start with the modelisation of the mechanical problems and we
precise the hypothesis, then we get a variational formulation followed by the
study of existence and uniqueness of weak solution.

we adopt in this study the theory of monotone operators and the argument

of Banach fixed point.

Keywords :viscoelasticity, weak solution, monotone operator, deformable

foundation, fixed point, variational formulation.




Abstract

Résumé

En mécanique des structures, les applications dans lesquelles interviennent
les problémes de contact sont nombreuses, Le but de ce mémoire est I’étude
variationnelle du contact avec compliance normale et adhésion entre un ma-
tériau viscoélastique et une fondation déformable, ici nous considérons la loi
de comportement non linéaire avec I’hypothése des petites déformations. Ce
probléme est étudié suivant ces étapes : nous commencons par la modélisation
de probléme mécanique, nous précisons les hypotheses sur les données, puis
on établit la formulation variationnelle avec ’étude d’existence et d’unicité
de la solution faible. On basé dans cette étude sur la théorie des opérateurs

monotones, et des arguments du point fixe de Banach.

Mots clés :viscoélasticité, solution faible, opérateur monotone, fondation

déformable, point fixe, formulation variationnelle.
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0.1 Notations

Ensembles
: un ouvert borné de R”.
Q) : Padhérence de €.
[' : La frontiere de €.

o)

['; : une partie de la frontiére, (1,2,3).
My : Iespace des matrices carrées d’ordre N x N.
Sn : lespace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur RY c’est-a-dire :
S, = RN*N,

Opérateurs
¢ : Popérateur de déformation.
div : L’opérateur de divergence.

Vu :le gradient de u.

d;¢ : La dérivée partielle de ¢ par rapport a la 7™ composante.
Espaces fonctionnels
C([0,7],X) : 'espace des fonctions continues sur [0, 7] a valeurs dans X.
C'([0,T],X) : 'espace des fonctions continimment dérivables sur [0,7] a
valeurs dans X

W*Hr([0,T], H) :espace de Sobolev de paramétres k et p.
D(Q) : l'espace des fonctions indéfiniment dérivables et de support compact
dans €.
D(R) : Vespace des distributions sur Q.
L?(2) : I'espace des fonctions mesurables de carré intégrables sur 2.
L>(Q) : P'espace des fonctions u mesurables sur € telle qu’il existe ¢ > 0 tel
que |u (z)| < ¢ p.p. sur .
H'(Q) : espace de Sobolev.
H}(Q) : Padhérence de D(Q2) sur H ().
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D =D(Q)N

D' = D(Q)N*N
D =D'(Q)N.

D' =D/ (Q)NN
H = [L2(Q)"
H = [L2(Q)]

Hi={ueH:e(u) e H}.
Hy={o0€H: :divo € H}.

L*(T) : lespace des fonctions définie sur T' et de carré sommable pour la
mesure surfacique.

H'/2 () : l'espace de Sobolev d’ordre 1 sur .
Hy = HY2(T)V |

Hy : dual de Hr.

Symboles :

v : la normale extérieure a I'.

v, : la composante normale de v.

o, : la composante tangentielle de v.

r, : la partie positive de 7.

(.,.)x : produit scalaire sur X.

(.,.)xxx : produit de dualité entre X et X.

P-pP : presque partout.
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0.2 Introduction générale

Analyse variationnelle expression devenue syntagme grace a la puissance
d’instrumentation fournie par les méthodes variationnelles en méme temps
que les formulations variationnelles des problémes de contact sont des in-
équations variationnelles. C’est la raison pour laquelle on a considéré comme
nécessaire d’écrire ce mémoire de master ol se trouve un résultat sur les
inéquations variationnelle mais aussi une étude détaillée d’'un probleme de
contact avec adhésion et compliance normale.

Dans les cinquante derniéres années, les inéquations variationnelles sont
devenues un outil redoutable dans I’étude mathématique de nombreux pro-
blémes non linéaires en physique et en mécanique, la compléxité des condi-
tions aux limites et la diversité des équations constitutives conduisant aux
formulations variationnelles de type inéquations.

En mécanique et en physique, ’adhésion est ’ensemble des phénomenes
physico- chimiques qui se produisent lorsque ’on met en contact intime deux
matériaux, dans le but de créer une résistance mécanique a la séparation. Une
fois le contact établi, I’énergie nécessaire pour éviter la séparation s’appelle
énergie d’adhésion. Elle ne doit pas étre confondue avec ’adhérence, qui est
au contraire la force nécessaire pour réa- liser cette méme séparation. L’adhé-
sion est soit directe (elle a lieu uniquement pour des matériaux tres lisses et
extrémement propres (mica ou silicium par exemple), soit médie par un ma-
tériau intermédiaire. L’importance accrue des processus d’adhésion dans les
montages industriels a attiré 'attention des chercheurs ces derniers temps,
ce qui enrichit les études et la littérature mathématique sur ce sujet. Pour
modéliser le phénoméne d’adhésion, quand ’assemblage n’est pas permanent
et les matériaux composites pouvant subir un décollement sous 'effet des

tensions, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a la description
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du contact. En se basant sur les idées de M. Frémond [[6], [7]], I'idée est
d’introduire une variable interne de surface appelée champ d’adhésion, qui
prend ses valeurs entre zéro et un et qui décrit la densité fractionnaire des
liens actifs sur la surface de contact.

Le but de ce travail est ’étude variationnelle d’un contact avec adhé-
sion entre un matériau viscoélastique et une fondation déformable dans le
processus quasi-statique et avec 1'hypothése des petites déformations. Les
conditions de contact sont de type bilatéral et de compliance normale et
I’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle
du premier ordre. Nous démontrons l'existence et 'unicité de la solution
faible en utilisant un théoréme sur les inéquations variationnelles elliptiques,
le théoreme de Cauchy-Lipschitz, un lemme de Gronwall ainsi que le point
fixe de Banach.

Le mémoire est composé de trois chapitres et une annexe que nous al-
lons briévement décrire. Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques
notions et résultats essentiels de la théorie des milieux continus, nous définis-
sons les tenseurs des déformations et des contraintes et loi de comportement
viscoélastique et nous présentons les conditions aux limites de contact avec
adhésion

Dans Le troisiéeme chapitre nous étudions le contact bilatéral avec adhé-
sion entre un corps viscoélastique et une fondation déformable,. Nous don-
nons apres avoir modélisé le probléme mécanique, une formulation variation-
nelle en terme de déplacement, ensuite nous étudions ’existence et 'unicité
de ca formulation variationnnelle

Enfin on termine le mémoire par une annexe ou on rappelle quelques
définitions et résultats sur les tenseurs qui sont utilisé pour I’étude de notre

probléme.
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CHAPITRE 1

Rappel de la. mécanique des milieux continus :

1.1 Géométrie de la déformation :

Définition 1.1 ( milieu continu ) De point de vu mathématique la conti-
nuité du domaine sera traduire par le fait que les fonctions caractéristiques

au domaine sont des fonctions continues.

De point de vu physique on dit q’'un domaine contient un milieu matériel
continu si & chaque instant ¢ et en chaque point de se domaine on peut définir
des grandeurs physiques locales relatives & ce milieu matériel ces grandeurs
physiques peut étre représentée mathématiquement par :

Un scalaire (masse, volumique, température)

Un vecteur (vitesse, accéliration)

Définition 1.2 (champ de déplacement) :

On appelle configuration d’un matériaux I’ensemble des positions consti-

13



Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

tuant ce matériau.

Figl.1.Visulisation du champ des déplacements.

On note ¢ la relation entre deux configurations telle que t — ¢ (0,¢) est

un application :
0(0,t): Qx Ry — RY n=(1,2,3)

Soit 2 un ouvert borné de RY (N = 1,2, 3) de frontiere réguliere T occupé
par le matériau si on supose que p un point matériel se retrouve initialement
c’est a dire a l'instant 7' = 0 en

X € Qalors ¢ (X, t) = x est la nouvelle position de p dant ce cas z € Qr

et le champ vectoriel défini par :

Ux,t)=¢(z,t) - X =2x—-X,YVreQt=0

14



Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

U est appelé un champ de déplacement .
nous suposons que pour chaque instant ¢ > 0 I'application ¢ (0,¢) est une

application continue béjective et soit
()071 (,t) : Qt — Q

son application réciproque donnée par :
|
x=¢ (2,t)

1.2 Le champ de vitese et le champ des accé-
liration :

Au mouvement ¢ on associe le champ de vitesse et le champ des accéli-

ration définir par :

v o= uzaa—(’:(x,t)
2
a = =1 agO(x,t)

~ o

1.3 Tenseur de déformation :

Le tenseur des déformation est un tenseur symétrique d’ordre 2 servant
a décrire I'état de déformation local resultant de contraintes, I’état de dé-
formation d’un solide est décrit par un champ tensoriel c’est-a-dire que le
tenseur des déformation est défini en tout point du solide, on parle de ce fait
de champ de déformation.

le gradient de x par rapport aux coordonées de la variable X définit un

champ tensoirile :

F =V, (1.1)

15



Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

F s’appelle tenseur gradient de la déformation .
Le tenseur des déformation vise a carctériser en un point de variation de
longueur d’un segment & la suite de tranformtion par le milieu.

Supposer que x(,t) : €; — € existe et donne par :
X =x"Ya,t) (1.2)

Au mouvement y on associe le champ des vitesses et le champ des accé-

lération définis respectivement par :

.ody
=0 =2(X.t 1.
v=i=HX.0) (13)
. d’z

Soit H également le gradient de u par rapport aux coordonnées de la variable

X.c’est-a -dire.

H = (hij) = Vxu = aa;—; (1.5)
H=<x(®(z,t) — X)
H = 7.(8(X,t) - z)
H=F—-1Iy
Nous introdusons encore les notations suivantes
C=FF'=Iy+H+H"+HH" (1.6)

Ou HTdésigne la transporsées de H .
Le tensur C' éfini précédemnent s’ appelle tenseur des dilatation (tenseur

des déformation de cochy).
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Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

G = %(FFT —Iy)

1
G = §(Vm¢ Ve th - IN)
On composantes on a :

Gi]’ —

(1.8)

Le tenseur GG n’est pas linéaire par rapport aux composontes du vecteur de

déplacement u .
O
Dans ce case le termes 2% 2%

tenseur linéaire ¢ défini par :

1
€= 5(H+HT)

¢ s’appelle le tenseur des déformation linéairse.

- _1 ou; n ouy,
7o\ or, | Oxy

On composant on a :

— le tenseur ¢ s’appelle le tenseur de déformation linéarisé

Dans la suite on va définie quelque tenseur :

—Tenseur gradient de la déformation est définie par :

0

Tenseur des dilatation est définie par :

C=FF

1.4 Tenseur des contraintes :

Considérons un matériau soumis a des efforts extérieurs

0X; Dur sont négligés et la tenseur G devient un

(1.9)
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Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

les contraintes sont des éfforts intérieurs qui se dévloppent au sens de
milieu , ils sont du aux interactions entre les particules du milieu
Soit un solide €2 nous admettrons que sur chaque point M du corps

s’exerce une force élémentaire
— =
ﬁ
dF =T (M, 7V)ds

ﬁ
le vecteur T' (M, 7) est appelé vecteur contrainte en M par rapport a la

normale v, donc on définit le tenseur des contraintes de cauchy noté o par :
—_
T(M,7V)=c(M)7V

ce tenseur est symétrique c’est a dire

o' =o, (0ij = 0ji)

Théoréme 1.1 (Cauchy) : Le vecteur contrainte T (M, n) dépend linéai-
rement de T c’est a dire qu’ile existe un tenseur o (M,t) de composantes
oi; (M, 1) tel que

?i (M, t) = oyn;

les composantes o;; sont les composantes caractérisiennes de la contrainte

—le premier indice indique la direction normale a la surface sur la quelle
agit la contraine

—le second indice indique la direction considére o, ,0,, ,0.. sont les
contraintes normales

Oxy > Oyz s Ozz » Oz 40y , Oy sont les contraintes tengentielles

7(,1): Qv x 8 = RY ou By = {v e RY\ | v |=1}

Sixz €I et vest la normale exteru on unitaire & I'; ou point x, alors
par définition on a :

h(z,t) = 1(x,v,t)

18



Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

D’aprés le théréme de cauchy, ce vecteur est linéaire par rapport a v € X

, donc il existe un champ de tensurs o(.,t) : 0, — My tel que :

m(z,v,t) = ol (z,t), Vo€ Qt=0

Ou My (N =1,2,3)est l'espace des matices carrées d’ordre N x N .
Le tenseur o(x,t) défini précédemment s’appelle tenseur des contraintes

de Cauchy ou point x € €.

o(z,t) =o' (z,t) Vo e Q,t =0

1.5 Equation de mouvement :

En physique généralement, on décrit I’évolution d’un matériau par I’équa-

tion de mouvement de cauchy suivante :.

divo (t) + fo (t) = pii, dansQ x [0, T

tel que p: Q — R,  désigne la densité de la masse fy : Q@ — RV
et le champ de densités des forces volumiques appliquées sur la matériau, i
est le champ d’accélération qui sont des données du problémes et div o et
la divergence du champ du contraintes les processus d’évolution modélisées

par cette équation s’appellent processus dynamique dans le cas ou le champ

ou

de vitese u = 3} varie trés lentement par rapport au temps, le terme pii

peut étre négligé donc I’équation devient :
divo (t) + fo (t) =0 (1.10)

cette équation s’appe ([1.10]), représente un loi universelle utilisée pour tous

les solides.il faut ajouter des relation qui caractérisent le comportement de

19



Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

chaque type de solide, c’est I'objet des lois de comportement.que nous décri-

vons dans la suite

1.6 Loi de comportement :

La loi de comportement caractérise ce qui est propre & chaque type de
matériau, est une relation entre les contraintes et les déformations d’un corps,
bien quelle doit respecter certaines propriétés d’invariance, pour origine est
sauvent expérimentale c’est a dire qu’il faut réaliser une série d’essais pour
établire une loi de comportement

on peut réaliser les éssais suivants :

1.6.1 Loi de comportement viscoélastique

Le comportement du solide élastique et celui du liquide visqueux co-
existent simultanément le matériau sous contrainte se déforme d’abord de
facon élastique puis de fagon irréversible mais avec un certain retard. Apres
déformation, le solide ne reprend pas sa forme initiale mais récupére seule-
ment une partie de la déformation, la aussi avec retard.

Ce phénomeéne apparait nettement au cours d’un essai de relaxation ou d’un
essai de retard appelé quelque fois essai de fluage. On peut citer a titre

d’exemples les lois de comportement de Maxwell et Kelvin-voigt.

Modéle de Maxwell

La loi de comportement de Maxwell dans le cas unidimensionnel est de
la forme suivante :

c=F¢c—0
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Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

Ou E est le module de Young et 0, ¢ : R, — R

Modéle de Kelvin-Voigt

La loi de comportement de Kelvin-Voigt est de la forme suivante :
o = cAe (1) + Ge (u) (1.11)

Ou A est l'opérateur de viscosité, G = (Gijkn) est un tenseur d’ordre quatre
(tenseur d’élasticité) et ¢ > 0, est le ceefficient de viscosité.

Lorsque ¢ = 0 la relation (1.11)) devient :
o= Ge (u)

Donc la loi devient élastique.

Lorsque ¢ > 0, la loi de comportement du corps est viscoélastique.

1.7 Conditions aux limites :

Soit un matériau déformable qui occupe un domaine borné  C RN (N =1,2,3),
avec une frontiére suffisamment réguliére I partitionnée en trois parties mé-
surable disjoints 'y, I'y, I's tel que mesl’; > 0

Nous notons par v la normale unitaire extérieur a I', u le champ de dé-
placement et ¢ le champ de déformation.

nous désignons par u, et u, les composantes normale et tengentielle d'un

vecteur u a la frontiere tel que :

U, = uv

Uy = U— UU

21



Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

de méme o, et o, représente les composantes normales et tangentielles d’un

champ des contraintes a la frontiére tel que :

o, = O,V

o, = 0,— 0LV
ces deux relations nous permettent d’écrire la relation suivante :

o0 = 0,0, + 0:0,
Maintenant, nous définissons les conditions aux limites sur chacune des trois

parties de la frontiere I

1.7.1 Condition aux limites de déplacement—traction :

La condition aux limites de déplacement est :
u=0 sur I'y x]0,T] (1.12)

sa signification consiste que la matériau est encastré sur la partie I'y x |0, 7]

La condition aux limites de traction est :
o, = fo sur 'y x]0,T (1.13)

ou f, représente la densité des forces surfaciques appliquées sur I'y et consti-

tue une donnée du probléme

1.7.2 Condition aux limites de contact :

Nous présentons en détails les condition de contact sur I's c’est ici réside
notre intérét, car les diverses conditions sur cette partie nous donnent une

varieté de modéle de contact, qu’on va introduit dans la suite.
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Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

Contact unilatérale :

Dans ce cas de contacte, c’est le matériau qui se déforme, puisque la
base est considérée rigide, de plus la réaction normale de la fondation sur
le matériau est dirigée vers l'intérieur du matériau si le point est en contact
alors u, = 0 et 0, <0 et si le point quitte la fondation o, =0 et u, <0

donc on peut exprimer les conditions aux limites de contact sans frotte-

ment par la relation suivante :
u, < 0,0, <0,0,u, =0 sur I'3 x]0,7T] (1.14)

cette condition appelées condition de Signorini, donc I’absence des forces

tengentielles de frottement est donnée par :

o, =0, T3x]0,T]

Contact bilatérale :

Quand le contact entre le matériau et la base est maintenue en tout temps
on dit que c’est un contact bilatérale, nous traduisons ca mathématiquement

par la condition suivante :

u, =0 (1.15)

généralement le cas dans nombreuses machines et entre les pieces et compo-

sants d’equipement

1.7.3 Condition aux limites de contact avec adhésion

On considére un corps déformable occupant un domaine borné  C RY
(N = 2,3) dont la frontiére I', supposée suffisamment réguliére, est devisée
3
en trois parties mesurables I'y, I'y et I's telles que I' = ‘U1Fi et I NI =
1=

@ Vid]
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Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

Nous supposons que le corps est évantuellement en contact avec une fon-
dation sur I'; x [0,7] Nous étudions, ’évolution de ce corps matériel die a
I’application des forces de volumes et de surfaces et de ’adhésion avec une
base sur la partie I's.

pour décrire les conditions de contact avec adhésion sur ' , on introduit une
variable interne d’état [, définie sur I's , qui représente I'intensité d’adhésion
sur la surface de contact, telle que 0 < 3 < 1.

Quand § = 1 sur I's, 'adhésion est compléte et tous les liens sont actifs,
quand S = 0, tous les liens sons désactivés et il n’y apas d’adhésion; et
quand 0 < B < 1, c’est le cas d’une adhésion partielle qui mesure la fraction
des liens.

On suppose que la contraine normale satisfait la condition de compliance

normale et adhésion
— 0, =p, (uw) —v,3R (), sur I'3 x [0, 7] (1.16)

Ou o, est la constante de ’énergie de collage, R : R, — R, est une fonction

de trancature définie pars

L sis>L
R(S) = s si ’3| > [ (1.17)
—L sis<-—-L

et p, (u,) est la compliance normale.
On suppose que la résistance au mouvement tangentiel est générée par la
colle en comparaison a ce que la traction tangentielle soit négligeable. Ainsi,

elle dépend seulement de 'intensité d’adhésion et du déplacement tangentiel.
— o, =p; (B,u;) sur I's x [0, T (1.18)

tel que
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Chapitre 1. Rappel de la mécanique des milieux continus :

pr () est une fonction positive donnée.

En particulier

b (ay_ EOT s<L o
0 (8) Lo si Il > Lo
ou Ly > 0 est la longueur limite liée, et ¢, est une fonction de raideur
tangentielle non négtive.
Le processus d’adhésion est supposé étre gouverné par 1’équation diffé-

rentielle

8= Hog(B,5,, R(| wl)) sur I'3 x [0, 7] (1.20)

H 4 est une fonction générale qui s’annulle quand le premier de ses variables
s’annulle.

On consider la possibilité d’une diminution de 'efficacité de collage quand
les cycles de collage et de décollage continuent. Par conséquent, le processus

est supposé dépendre de I'histoire d’adhésion par :

t
Sy (z,t) = /ﬁ (x,s)ds (1.21)
0
On donne quelques exemples de genre de fonctions

Huq (B,7) = —7,B.7°. (1.22)

Ou v, est la constante de ’énergie de collage.
Un autre exemple, dans lequel H,; dépend de ses trois variables, est donné

par :
B (1— 6)4-

Had (ﬁaggr) - _’.)/ZBJFTZ + 1+ gg

(1.23)

Ou r, représente la partie positive de r
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CHAPITRE 2

Préliminaires sur I’analyse fonctionnelle et les

inéquation variationnelle

Afin de faciliter la lectur de cet mémoir, il nous est prau utile de rappe-
ler quelques éléments d’analyse non linéaaire et inéquations variationnelles
elliptiques .

Ce chapitre est devisé en deux parties nous comencon de rappeler quelqgeus
¢éléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert, et sur les opéra-
teurs fortement monotone , des résultats d’existence et d’unicité concernant
les inéquaion variationnelles, et théoréme de cauchy-lipshitz.

La deuxieme partie concerne les espaces fonctionnelles ony introdoiut les
espaces de distributions et les espaces type sobolev associés a l'opérateur
déformation et & 'opérateur divergence, et quelques lemmes du type Gron-

wall.
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Chapitre 2. Préliminaires sur I'analyse fonctionnelle et les inéquation
variationnelle

2.1 Espaces normés
Soit X un espace vectoriel sur R

Définition 2.1 Une application |.| : X— — R est appelé norme si et seule-

ment si :

L.|ulx > 0Vu € X et |.|x =0 = u = Ox.(positivité et séparation)
2.Jau|x = |a||u|x Yu € X,Va € R.(Homogenité)

3.u+v|x <lulx + |v]x Vu,v € X.(Inégalité triangulaire).

Définition 2.2 On appelle espace vectoriel normé un espace X muni d’une

norme |.|x.

Passons maintenant a la notion d’espace vectoriel normé complet .

Définition 2.3 Un espace normé X est dit complet si toutes les suites, de

cauchy de X convergent dans X

.un espace de Banach est un espace normé complet.

2.2 Espace de Hilbert

Dans cette sous section nous rappelons quelques fondamentales sur les

espaces de Hilbert.

Définition 2.4 Soit H un espace vectoriel réel sur le corps k = R. et (.,.)
un produit scalaire sur H c’est a dire (.,.) :H x H — R est une application
bilinéaire symétrique et définie positive. On note par |.|,; I'application de H
dans R, définie par :

| = (), (2.1)
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et on rappel que | . |gest une norme sur H qui vérife I'inégalite de cauchy-
schwartz

| u,v [<|ullv|g Yu,v € H (2.2)

On dit que H est un espaces de Hilbert si H est complet pour la norme

définie dans la suit , on a supposer que H est un espaces de Hilbert

Définition 2.5 Soit H' le dual de H c’est- a-dire I’espace des fonctionnelles

linéaires et continues sur H muni de la norme :

’<907U>H><H’
= e 7/ A | 2.3
| |u o (2.3)
v£A0g

Ot (.,.) g représente la dualité entre H' et H ou le produit de dualite

entre H et H'

Théoréme 2.1 (Théoréme de représentation de Riez-Fréchet) :

Soient H un espace de Hilbert ,pour tout ¢ € H’ il exsiste un unique

f € H telque :
(o, V)< = (f,v)m Vv € H (2.4)

on a de plus :
| @ lw=| [ |u (2.5)
Ce théoréme montre que tout forme linéaire continue sur | . | peut se

représenter de maniere unique .a l'aide du produit scalaire I’application ¢ —
f est un isomorphisime isométrique qui permet d’identifier de H et son dual

H/

Théoréme 2.2 (Théoréme de projection ) :
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Soit K C H un convexe fermé non vide, alors pour tout f € H il existe

un unique u € k tel que :
— = mi — 2.
= ulg=min | =] (2.6)
De plus u est caractérisé par la propriéte suivante :
uek,(u,v—uyg > (f,v—ung Yueck (2.7)

On note u = Pk f ,tel que Pk est 'opérateur de projection sur k définit

par :

| prfi —oefo |6<| fr = f2 | Vfi, fo€ H (2.8)

W(0,T;X)={ve LP0,T;X) : [o")|ppora < oo, Ym <k} (2.9)

2.3 Espaces des fonctions continues et conti-
niments différentiables

Soit 2 un ouvert de R¥, on note :
C(Q)={u:Q2— R ;u continue}
C™() est P'espace de fonction m fois contintiments différentiables sur €.

Ce(Q) =[] C™Q)

meN

C.(Q2) = {u € C(9) telle que : u(z) = 0, pour tout x € Q : K ,ou K est un compact}

suppu = {v € Q tq : u(v) # 0}

Le support de u le plus petit fermé sur lequel u(v) # 0
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2.3.1 Espace mesurable

Soient p € R avec 1 < p < oo et Q C RY un ensemble mesurable au sens

de Lebesgue, on définit :
LP(Q) = {u : 2 — R est mesurable et / lul” dp < oo}
Q
On définit la norme de u dans L7 (2) par :
1
= (f Jul”d)?
Q

Si p = oo, on définit :
L) ={u:Q — R tel que : u mesurable et I¢ > 0 : |u(z)| < ¢ p.p sur Q}

|uloe = inf{c > 0:[u(z)| < ¢ p.p}

est la norme de u dans L*(€2).
Pour p = 2, l'espace L?(f2) est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire

Proposition 2.1 : L'espace (LP(),].|,) est de Banach pour 1 < p < 00

L’espace (LP(Q), |.|p> est séparable pour 1 < p < oo
L’espace <LP(Q), |.|p> est réflexif pour 1 < p < 0o
On définit :

D(Q) = {p € C*(Q),supp ¢ C Q,supp ¢ compact}

Remarque 2.1 L’espace des fonction C'™ sur €2 a support compact dans €2

(dit aussi espace des fonctions de test)

Définition 2.6 (La convergence dans D((2))
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On dit que la suite (¢,,), . de D(2) converge vers ¢ dans D(2) si et

neN

seulement si :

3 K compact telle que :Vn € N supp ¢,, C K

Vn e N:| 0", — 0"p |— 0 quand n — oo

2.3.2 Les espaces de distributions

Définition 2.7 Une forme linéaire continue sur D(f2) est appellée une dis-
tribution sur €2 ’ensemble des distributions sur  est noté D'(€2) (dual to-

pologique de D(2))

Proposition 2.2 1.D(Q) C LP(Q2) C D'(2)
2. Sip < o0 alors D(R2) est dense dans LPc’est-a-dire D(2) = LP(Q)

Définition 2.8 (La convergence faible ) i.e La convergente dans D’(£2))

On dit qu’une suite de distribution (7},),en € D'(2) converge dans D(2)

si et seulement si elle converge simplement c’est-a-dire :

Vi € D(Q),/

Q

u(z).0p(x)dr = —/Q&u.@/)(x)dx

Si un tel J;u existe, il est unique, néanmoins il existe pas toujours.

Nous introduisons également les espaces suivants :
D= {SO = (:)le; € D(Q),i = 17N} = D<Q)N
D ={¢=(6y)I; = ¢;; € D(Q),i,j = LN} = DQ)*"
D/(Q) = {u = (u)lu; € D(),i =T, N} = D@Q)"

S

D' = {0 = (0y)loy; =05 € D'(Q),i,j = LN} =D ()"
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Définition 2.9 Les produits de dualité entre D et D', Det D’seront définis
par :

(u, ©) prep = (is ;)
(0,9) prp = (s> bij)

Soit 9; 'opérateur J; = 8%1- pour les fonctions et pour les distribution On

(0:0,9) = —(0,01), Vo € D'(Q2),9 € D(Q)

On peut également introduire les opérateurs différentiels du premier ordre

définis par :
1 o
e: D' = Delp) =ey(p) = 5050 +0ip;) Vi, j=1N,¥peD

div: D — D,div(¢) = di¢;; Vi=1,N,V$ €D

On va utiliser les mémes notations pour les opérateurs correspondants

définis sur les espaces de distributions :
e: D' — D'e(u) =¢i(u) = %(@ui + Ou;) Vi, j =1, N,Vu € D’
div: D — D', dive = d;0,; Vi=1,N,Yo € D’
En utilisant le produit scalaire ,on obtient facilement :
(e(u), @) prop = — (U, div ) .y Yu€ D' VYue D', Vo €

(dive, @) piup = —(0,6(©))prp Yo E,0 €D

L’opérateur pour les fonctions et pour les distributions s’appelle opérateur
déformation. L’opérateur div pour les fonctions et pour les distributions s’ap-

pelle opérateur divergence
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2.4 Espaces de Sobolev, opérateur de défor-

mation et de divergence

Soient k € N et p € [1, 00]. Nous définissons les espaces de Sobolev par

Lorsque p < oo, nous définissons la norme dans 'espace W17(0,T; X)

par :

WP (0,T; X) = {u € LP(Q) tel que : D*u € LP(Q) avec |a| < k}

La norme sur I'espace WP(§2) est définie par

[0l p0.1x) = </ Z |“(m |x d’f)

0<m<k

Lorsque p = oo, la norme est définie par

[Vl v0 1) = MmaT 0 S0 [0™ (1)

Si X est un espace de Hilbert et p = 2, alors I'espace H'(0,7T; X),

HY0,T.X) = W"(0,T; X)

est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

o= 3 [ (00" 0)

0<m<k

2.4.1 Les espaces de sobolev H! () :

Définition 2.10 :

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Soient € un ouvert de R, on définit les espaces de sobolev suivants :

HY(Q) = {u e L*(Q) tq Diu € L*(Q), pour i = 1....N
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H(£2) est un hilbert pour le produit scalaire :

(u,v) g = (u,v) 2 + (O, Oiv) 12(q) (2.14)
si norme associée :
1

On a résultate suivants :
C(9Q) est dense dans H'(2)
H'(Q) C L*(Q2) avec injection compact.

Il existe une application linéaire et continue ~y : H*(Q2) — L?

telle que :y, = ur pour tout (u € C*(2))

2.4.2 Espace liés a 'operateur déformation :

Définition 2.11 L’espace Hy = {u € H/e(u) € H} li¢ a Popérateur défor-

mation ¢, est un espace de Hilbert,pour le produit scalire .

(u, V), = (u,v) g + (e(u), e(v))n Vu,v €1 H (2.16)
et la norme associée :

|l =l g+ [ e(u) I (2.17)

on l'operateur divergence est défini par :
Div : H — H, Dive = 8,0 Vi,j = 1N (2.18)

nous avons aussi inclusions suivants :

DCH,CHcCTD
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Et quelque propriétés :

| w gl v, | e(u)y |<le(w)y | Yue H (2.19)

| o w<| o, | dive [y<[divo |y, VoeH;

Théoréme 2.3 (inégalité de korn) :

Soit mesure I'; = 0 .Alors , il existe une constante C' > 0, qui dépend de

Q) et I'y telleque :

| e(u) |n>C | u |y, Yu € v (2.20)
Ou V est un sous-espace fermé de H; , défini par :

V={ueH =0 p.psurly} (2.21)

et le produit scalaire dans V' est défini par :

(u,v)y = (e(u),e(v))m Yu,v eV (2.22)

2.4.3 Théoréme de Cauchy Lipshitz
Théoréme 2.4 (cauchy lipshitz)

soit (X,||x) un espace de bannach réel et F(¢,.) : X — X un opérateur
défini presque par tout sur |0, 7], qui satisfait les conditions suivantes.

1- Il existe Ly > 0 telque :

(2.23)
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2-11 existe p > 1 telque t — F(t,x) € LP(0,T,X) Vx € X
Alor pour tout zy € X, il existe une fonction zy € X,il existe une fonction
r € Whr(0,T, X) telle que
2'(t) = F(t,z(t)) p,p,t €]0,T]
z(0) = xg

(2.24)

2.5 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Soit H un espace de Hilbert. Soient K € Net 1 < p < +oo et T > 0.
On rappelle que W*P(0,T, H) est 'espace des distributions vectorielles u €
D'(0,T, H)

telles que Dju € LP(0,T, H) pour j = 0, k, D; désignant la dérivée d’ordre
7 au sens des distributions.

Sil<p< 400, WE:?(0,T;H) est un espace de Banach réel pour la

norme définie par

k T
[l o1y = Z/| 2)Pdz)r  Yu € WHP(0, T, H)
0%

j=
En particulier, W*+2(0,T, H) est un espace de Hilbert réel pour le produit

scalaire défini par

(W V)i 20,1, m) = Z/ (Dju(t)dt, Djv(t)), dt Nu,v € WF2(0,T,H)

j=0 0
D’autre part W* - ¥°°(0, T'; H) est un espace de Banach pour la norme définie

par :
|ulys vo.,m) ZSUP Dju(t)|,, VYueWHt>(0,T, H)

Pour le cas particulier & = 0,on remaque que W%?(0, T, H) = L?(0,T, H) et

on note alors la norme de L?(0,T, H) par |.]L,,(0’T,H) pour tout p > 1
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2.6 Théorémes de point fixe

Le théoréme de point fixe de Bnnach sera utilisé dans ce memoire pour
prouver l'existence de la soulution aux probléme variationnel en mécanique
du contact.

Soit X un espaces de Banach avec la norme |.|x et K est un sous-ensemble
non vide fermé de X. soit A : K — X est un opérateur défini sur K.

Nous sommes instéreeés par ’existence d’un solution v € K de '’equation

d’opérateur

Au=u (2.25)

Un élément v € K qui satisfait est appelé un point fixe de 'opérateur
A

Nous présentons dans ce qui suit le théoréme principal qui énonce 1'exis-
tence des points fixes des opérateurs non linéaires.

fermé de X .Supposons que A : K — K est une contraction,c’est-a-dire

il existe une constant a € [0,7] telle que
|Au — Av|y < allu—v|y YuveK (2.26)

Alors il existe unique u € K tel que Au =u
Démonstration de point fixe de Banach :

Soit ug € K un élément quelconque de K et Soit un la suite définie par

Upi1 = Au, Yn=10,1,2,3.........

Car A : K — K, la suite {u,} est bién définié. Montrons d’abord que
{u,} est un suite de cauchy .

En utilisant le fait que A est une contraction, nous avons

37



Chapitre 2. Préliminaires sur |'analyse fonctionnelle et les inéquation
variationnelle

[Uns1 — Un|x < @ty —Up_q]yx < e < a"|ug —ugly
Alors pour tout m >n > 1

m=n—1

[t =l Y tntgan = tniglx (2.27)
=0

m=n—1

n+1
< E " uy — ol
=0

n

1_a|u1—u0

Comme « € [0, 1], on résulte que

|t — Um|x — 0 Lorsque m,n — oo

Ainsi {u,} est une suite de cauchy et a une limit eu € K puisque K est
un sous- ensemble fermé de ’espace de Banach X .

De plus, puisque u,, — u dans K, il résulte de ? ? que Au,, —— Au dans
X ce qui conclut la partie d’existence du théoréeme .

Supposons que u1, us € K sont des points fixes de A. Alors de u; = Aujet
uy = Aug nous avons

Uy — Uz = Aul — AUQ (228)

et comune A est une contractante

lug — ug|x = [Aug — Aus|x < afug — uz|x (2.29)

Ce qui implique que |u; — uz| = 0, car a € [0, 1].Donc si A admet un point
fixe,il en résulte que ce point fixe est unique, ce qui conclut la pruve .
Nous avons besoind une versiondut héoréeme de point fixe de Banach que

nous rappelons dans cequisuit. Pour un opérateur A,

38



Chapitre 2. Préliminaires sur |'analyse fonctionnelle et les inéquation
variationnelle

nous définissons A™ = A(A™1) pour m > 2.

admet un point fixe unique.

Demonstration :

D’aprés théraémel.2, A™ a un point fixe unique v € K. De A™(u), on

obtient

A" (Au) = A(A™u) = Au (2.30)

Ainsi Au € K est aussi un point fixe de A™, o A™ admet un point fixe

unique nous avons

Au=u

C’est-a-~dire u est une point fixe de A .I'unicité du point fixe de A est une
conséquence de 'unicité de du point fixe de A™ .
Nous présentons maintenant un résultat de point fixe qui est utile pour

la résolution des inéquations variationnelles avec des opérateurs & mémoire .

Proposition 2.3 Soit A : C(0,7;X) — C(0,T;X) un opérateure satisfait

la propriété suivante :

il existe k € [0, 1] et ¢ > 0 tels que :
1

| Any () =Any () [x< K | n1(t)—na(t) [x +c/ | n1(8)=n9(s) |x ds 5 Vny,my € C(0,T;X) ,t €|

' (2.31)

Alors il existe un élément unique n* € C' (0,7; X) tel que An* = n* .
On note par :

= =Pt p(t 2.32
|7 s jnax | n(t) |x (2.32)

Avec 5 > 0 d’étre choisi plus tard .Il est clair que | . |3définit une norme

sur l'espace C (0,7; X') qui est équivalente a la norme usuelle | . |¢(o,r,x).par
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conséquence ,il en résulte que C (0,7; X) est un espace de Banach avec la

norme | . |gaussi .Soit ¢ € [0,7] ,en utilisant (2.31))et ([2.32) il en résulte que

1
™7t | Ay (1) =Any(t) |x < ke ™™ [ my()=na(t) |x +C€_Bt/ | m(s)=na(s) |x ds
0

1
— ke |y (8) — mo(8) x4+ / (e | 1y (s) = ma(s) |x) eds
0

1
< k| ma(t) = mo() |5 +ee | u(t) — 1a(0) |5 / P
0

= | m(t) = ma8) [ +§ () = m(t) |5 (1— )

Pour tout 7,7, € C'(0,7; X) .Donc :

| Ama() = Amo(#) [5< <k+§> ) =ma®) |5 5 Vi € C(0,T5X).

Ensuite ,nous choisissons 3 tel que 8 > 57 ce choix est possible car
kel0,1].
Alors ,

C
k4 — <1
f

et par conséquent ,’opérateur A est une contraction sur 'espace C (0, T; X)
muni de la norme | . |3 .D’aprés le Théoréeme (1,2),I’'opérateur A admet un
point fixe unique n* € C' (0,7 X) ,ce qui conclut la preuve .

Notones ,Nous commencons par un résultat d’existence et d’unicité pour
les inéquations variationnelles elliptiques de premiére espéce ,puis nous pas-
sons aux inéquations variationnelles elliptiques de deuxiéme espece ,ainsi que

les inéquations quasi-variationnelles elliptiques.
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2.7 Eléments d’analyse non linéaire

2.7.1 Opérateur fortement monotones

Dans cette section, nous étudions quelques propriétés d’un opérateur for-
tement monotone et de lipshitz dans un espace de Hilbert et A: H — H un

opérateur non linéaire.

Définition 2.12 'opérateur A est dit :

(a) monotone si

(Au— Av,u —v)g >0 Yu,v € H (2.33)

(b) fortement monotone s'il existe m < 0 tel que :

(Au— Av,u —vyg >m|u—vl|}; Yu,voe H o (2.34)

(c) de lipshitz s’il existe M > 0 tel que :

| Au— Av |g< M |u—v |g Yu,v € H (2.35)

Théoréme 2.5 : Soit A : H un opérateur fortement monotone et de lipshitz.
Alors A est inversible et son inverse A~' est egalement fortement mono-

ton et de lipschitz.

Alors I'équation variationelle elliptique de premiére espacé admet une
solution unique.

Dans cette partie nous essayons de rappeler les notions essentielles sur
les espace fonctionnels néccessaire pour I’étude mathématiques de notre pro-

bléme mécanique.
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2.8 Inéquations variationnelles

2.8.1 Inéquations variationnelles de premiére espéce :

Etant donné un opérateur A : X — X ,un sous-ensemble K C X et un
élément f € X nous considérons le probleme de trouver un élément u tel

que :

ve K (Au,v—u)y > (flv—u)y ,YveK (2.36)

Une inéquation de la forme s’appelle inéquation variationnelle el-
liptique de premiere espéce .

Nous avons le résultat standard suivant d’existence et d’unicité de la
solution .

Alors ,pour tout f € X l'inéquation variatonnelle ..admet une solution
unique .

Supposons maintenant que K = X ,puis en prenant v = u + w ,il est
facile de voir que I'inéquation variatonnelle..est équivalente & 1’équation va-
riationnelle

(Au,w)y = (f,w)y YweX

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant dans l’étude des

équations non linéaires impliquant des opérateurs monotones .

2.9 Inéquations variationnelles de deuxiéme
espeéce :

Etant donné un ensemble K C X ,un opérateur A : K — X ,une fonction

j: K — R ,et un élément f € X ,nous considérons le probléme de trouver
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un élément u tel que :

ve K (Au,v—u)y +j(v) —ju) > (f,v—u)y ,Yvek (2.37)

Une inéquation variationnelle de la forme est appelée inéquation
variationnelle elliptiques de deuxiéme espéce .Dans le cas particulier lorsque
J = 0 I'inéquation variationnelle (,représente une inéquation variation-
nelle de la forme , C’est—a—dire

une inéquation variationnelle elliptique de premiére espéce. Dans 1’étude

de nous ([2.37))supposons les hypothéses suivants :
K estunsous-ensemble convexe non vide de X (2.38)

A : K — X est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz, c¢’est-

a-dire
a) Il existe une constante m > 0 telle que

(Au—Av,u—v)x 2m|u—v[? VuveX. (2.39)

b) il existe une constant M > 0 telle que

\ | Au — Av |[x< M |u—v|x ,Yu,v e X .

j : K — R est une fonction convexe et semi-continue inférieurement.
(2.40)

Le résultat priincipal de cette sous-section est le suivant.

Théoréme 2.6 Soit X un espace de Hilbert et supposons que les hypothéses(2.38])—

(2.40) sont vérifées.

Alors pour tout f € X I'inéquation variationnelle elliptique (2.37)) admet

une solution unique.
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2.10 Lemme de Gronwall

Lemme 2.1 Soient f,g € C([0,T],R}),a € Ry et p € C([0,T],R)
si
t t
o) <at [ Fist [ gloelds el
0 0
Alor on a :

t
0

o(t) < (a+ /Otf(s)ds) exp/ g(s)ds,t € [0, (2.41)

pour le cas particulier f = 0,ce lemme dérivient :
Soient g € C'([0,T],R;),a € Ry et ¢ € C([0,T],R)
Alors : si
t
o) <a+ [ gls)eloyste 0.7 (2.42)
0
Alors on a :

o(t) < aexp/o g(s)ds,t € [0,T] (2.43)
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CHAPITRE 3

Etude d’un probléme viscoélastique de contact

bilatéral avec adhésion

On étudie, dans ce chapitre, un probléme de contact avec adhésion d’un
corps déformable, sous ’action des forces volumiques et surfaciques avec une
base déformable

On suppose que les forces subies par le corps varie lentement dans le temps
de facon a ce que les accélérations soient négligeables; 1a loi de comportement
du matériau est considérée viscoélastique.

On suppose que les conditions aux limites de contact sont modélisés par
une,condition de compliance normale et adhésion

Des résultats d’éxistence et d’unicité pour le probléme de contact ont
été obtenus dans la formulation variationnelle. Dans cette travaux, la loi de
comportement viscélastique considérée est Kelvin-voigt.. De plus, seule une
formulation variationnelle on déplacement a été obtenue,

On formule tout d’abord le modeéle pour le procéssus (probléme P ), on

obtenue la formulation variationnelle P, a partire du probleme P en utilisant
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la formule de Green ainsi que loi de comportement donnée

les inconnues du probléme est le champ de déplacements noté u et le
champ d’adhésion 3, nous démontrons, un résultat d’éxistense et d’unicité de
la solution en utilisant un théoréme d’éxistence et d’unicité sur les inéquations
variationnelle avec des opérateurs frottement monotones et de Lipshitz ainsi

que les propriétés de point fixe.

3.1 Formulation du probléme mécanique et
hypothéses :

Nous considérons un corps viscoélastique, occupe le domaine Q C R%(d =
2, 3) avec de frontiére réguliere I', divisée en trois parties mesurables disjointes
[y, Ty, I's telle que mes(I'y) > 0.

Soit v la normale extérieure unitaire sur I', T" > 0, et soit l'intervalle de
temps [0, 7] en question.

Le corps est encastré sur I'; x [0,7] ,donc le champs de déplacement u
est inexistant dans cette partie .

Soumis & une densité des forces fo dans 2 x [0, T'] et des forces surfaciques
de densité fo sur I'y x [0, 7).

Le corps est en contact avec une fondation déformable le long de I'; .de
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plus le contact , avec cette fondation est supposée avec adhésion .

\ O\

Fondation défﬂi'mable

Le probléeme mécanique qu’on étudiet est le suivant :
probléme p :trouver un champs de déplacement u : Q x [0,7] — R?
;un champs des contraintes o :Q x [0,7] — Sy ,et un champs d’adhésion

B :I's x [0, 7] — [0, 1] telle que :

o = Ae(i) + Ge(u) dans 2 x (0,7T), (3.1)
Divo + fy = 0 dans Q x (0,7), (3.2)
w=0sur Iy x (0,7) (3.3)

ov = fy sur [y x (0,7) (3.4)
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— 0, = po(w,) = 7,0°(—R(uy))+ sur Iz x (0,7) (3.5)
—0r = p-(B,ur) sur I's x (0,7 (3.6)

B = Hua(B,5,, R(|ul))  surTgx (0,7T) (3.7)
u(0) = uo dans Q (3.8)

B(0) = B, sur I's (3.9)

L’équation (3.1)) représente la loi de comportement viscoélastique non
linéaire,la relation ([3.2)représente I’équation d’équilibre ou fy est la den-
sité des forces voluméques agissant sur le corps déformable. Les conditions

(3-2)) _(3.4) sont les conditions de déplacement-traction. Les conditions (3.5))) (3.7)représente

les conditions de contact avec compliance normale et adhésion sur la partie
['sde la frontiére €2 . Finalement, la relation— représente les condi-
tions initiales .

Pour I’étude du notre probléme mécanique—on considére les hy-
pothéses suivantes :

Hypothéses :

Nous supposons que l'opérateur de viscosité A : ) x S; — S, satisfait :

a) dL4 > 0: | A(ZL‘,€1>—A<$,€2) |§ L4 | 61—€2| , Ver,e0 € Sy ,ppx e

b) Ima = 0: | (A(z,e1) — A(z,22)).(61 — &2) |>ma | €1 — &2 |?

(

(

(

(c) lapplication © — A(z, ) est mesurable Lebesgue dans Q2 Ve € S,
| (

d) I'application © — A(z,0) € H
(3.10)
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L’oprateur d’élasticité G : Q x S;— Sy

(a) E|Lg >0 : | g<$,€1)-g($,62) |§ Lg | €1 — &9 | , \V/€1,€2 € Sd PPTE Q
(b) x — G(x,¢) et mesurable dans Q) | Ve € S,

(¢) x — G(z,0) € H
(3.11)

Nous supposons que la fonction de compliance normale p, : 's x R — R,

satisfait :

(a) AL, > 0 : | po(x,r1) — po(z, 1) |< Ly | 71 — 12 |, Vri,rme € Rp.p. x € Ts;
(b) x — py(x,r) est Lebesgue mesurable sur I's

(c) L’application x — p,(x,r) = 0 pour tout r < 0
(3.12)

La fonction de contact tangentiel :p, : I's x R — R, satisfait :

( (a) L >0 telle que | p-(z,8,71) — pr(x, By 72) |S Le(| By — By |+ | 11— 12 )
VB1, 8, € R i, € RY z €T

q (b) 2 — p,(, 3,7) Lebesgue mesurable sur I'3,¥r € R?

(c) = — p-(z,0,0) € L®(T3)*

\ (d) x — p(x,B,r).v(x) =0 tel que r.v(z) =0 p.p. x € I'3
(3.13)
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la fonction d’adhésion : H,y: I's x R x R x [-L, L] — R satisfait :

(a) 3 Lag = 0 telle que | Hog(z, b1, 2,7) — Hoa(x,bo, 2,7) |< Lag | b1 — ba |

Vby,bo € R, z€ R, re[-L, L], p.p.z €y et

| Hoa(, b1, 21,71) — Haa(, ba, 29, 79) |

< Lag(| by —b2 |+ |21 —22 |+ |11 —72 )

Vby,by € 0,1], 21,20 €R, 11,79 € [-L, L], p.p.xz €}

(b) Papplication © — H,4(x,b, z,1) est Lebesgue mesurable sur I's, Vb, z € R, r € [-L, L]
(c) lapplication (b, z,7) — Haa(x,b, z,7) et countinue dans R x R x [-L, L], p.p. z € ['s;
d) Hug(z,0,2,7) =0 Vze€R, [-L, L] pp.z €T}y

e)Huq(z,b,2,7) >0Vb<0;z € Ryr € [-L, L],z € T'5 et
Hyg(x,b,2,7) <O0VO>1; zeRyr e [-L,L],p.p. x €T3

(
(

(3.14)
Notons que si € L*(I'3),z € L>®(I'3) etr:I's — R une fonction me-
surable alors les conditions(2.26) impliquent que x — Hgq(z, 3(2), 2(z), Rr(z))
appartient & L>°(I'3). de plus, il est aisé de voir que si le coefficient d’adhé-
rence v, € L>®(I's) satisfait v, > 0 p.p. sur I's alors la fonction .

On suppose que les forces surfaciques et volumiques satisfont :

fo € L®(0,T,H) , fye€ L®0,T;L>5)% (3.15)

Enfin les données initiales satisfont :

Bo€ L*(T3)et 0<F,<1 ppxel; (3.17)

On remarque que les conditions( [3.14)et( [3.14))

Le théoreme de représentation de Riesz entraine 'existance d’un élément

f(t) € V telle que :
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<f(t), U>V = <f0(t), ’U>H + <f2(t), U>L2(F2)d YveV ppt c (0,T> (318)

Soit j : L*®(I's) x V x V — R la fonctionnelle définie par :

j(ﬂ,u,v) = /pv(UU)UUdF—/")/UBZ(—R(UU)+’UUdF3—|—/pT(6,UT)UTdF Vi e LOO(F3>7VU>U eV
I's s I's

(3.19)

Les conditions (3.12)et (3.13)entrainent que lintégrale (3.19) est bien
définie .on note que la condition (3.18) implique

FeL®0,T,V) (3.20)

Pour I’étude du probléme p ,on définit le sous -espace fermé V' de H; par :

V={veH/v=0 sur I'1} (3.21)

3.2 Formulation variationnelle :

Dans cette section, on va donner une formulation variationnelle du pro-

bléeme mécanique P

(o(t),e(v))n +j(B,u,0) = (f(t),v)v  VoeV ,ppte(0,T) (3.22)

La formulation variationnelle du notre probléme P est le suivant :

Probléme P, : Trouver le champs des déplacement w : [0,7] — V, et le
champs des contraintes o : [0,7] — A , et le champs d’adhésion 5 : [0,7] —
L>(T'3) telle que :

o(t) = Ae(i(t)) + Ge(u(t)) (3.23)
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B(t) = Haa(B(1),55(t), R(| u(t) |) (3.24)
(0(t),e(v))r + J(B(1), ult),v) = (f(t),v)v (3.25)
u(0) =uo , B(0)=fy (3.26)

Le résultat d’avoir la solution unique est le suivant :

3.3 Existence et unicité de la soulution :

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses (3.10) — (3.17)) , le probléme variation-

nelle Py admet une solution unique {u,o, S} ayant la régularité suivant :

u € WhHe(0,7,V) (3.27)
o L>*(0,T,H,) (3.28)
B e Whe(0,T, L>(T3)) (3.29)

la démonstration du théoréme sera conduit en plusieure étapes;
Soit n € L*(0,T;V) .
Problem P} : Trouver le champ de déplacements u, : [0,7] — V tel

que :
Ae (i (1)), £(V)a + ((t), v)v = (f{t),v)y Vo eV, te[0,T] (3.30)
uy(0) = uo (3.31)

Lemme 3.1 Le probléme p] admet une solution unique

u, € WH(0,T,V). (3.32)
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3.3.1 Démonstration du lemme 3.1

Preuve. : Soit A: V — V | l'opérateur définit par :
(Av,w)y = (Ae(v),e(w))y  Yo,w eV (3.33)
de ’hypothése ona:
| A(x,e1) — A(w,e9) |[< La|er —ea| Ver,e0€8S4,0€Q; (3.34)

il résulte que A est un opérateur fortement monotone et lipschitz en effet : m

Soit wy,we € V on a :
<Aw1 - Aw2,w1 - w2>v = <Aw1,w1 - w2>v - <Aw2,w1 - w2>v

(Awy — Awg, wy — we)y = (Ae(wy — we), e(wy — ws))xy

De ’hypothese (17)(b) il vient que :
(Awy — Awg, wy — wa)y > my | e(wy — we) ]%
On applique I'inégalité de korn et (a) on trouve :
(Awy — Awg, wy —wa)y > ¢ | wy — wy |?{12 c|lw —wsy [}

Alors A est fortement monotone .

On a de plus :V wy,ws € VetveV:
| (Awy — Aws, v)v [=] (Ae(wr) — Ae(ws), £(v))n
On applique I'inégalité de cauchy schwartz on obtient :

| Awy — Aws |y . | v [y <] Ae(wy) — Ae(ws) | - | (V) |x

| e(v) [x<| v |v NveV
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Alors

| Aw1 — AUJQ |V . | v |V§| Ae(wl) — Af‘:(wg) |H| (% |V

Donc :

| Aw1 — A'LUQ |V§’ A@(’ll)l) - A@(’U)Q) |'H
Le fait que A vérifié (10.b) alors :
| Awy — Aws [y < La | e(wy — wy) |5
| Awy — Aws [y < c|wy —wy |v
Donc ;A est un opérateur est fortement monotone et de Liptchiz
Propléme .Q7 : Trouver le champ d’adhésion 3, : [0,T] — L*® (I'3) tel
que :
B(t) = Haa(B,(t),55,(t), R(| uy(t) )t €[0,7] (3.35)
B3,(0) = By (3.36)

Lemme 3.2 Le probléme Q] admet une solution unique 3, tel que :

B, € WH([0,T]; L*(Ts))

3.3.2 Démonstration du lemme 3.2
Preuve. Soit la fonction F, : [0,7] x L®(I's) — L**(Ts) définie par :
Fy(t,8) = Haa(B(1), (1), R(| unr (1) 1))
Soient f3,, 3, € L®(I's) ona :
| Ey(t, B1)=Fy(t, B2) | oo ws) =] Haa(B:1(2), s(8), B(| e (8) [) = Haa(B2(), < (8), B(| e (£) 1) [ o0y <

Donc F, est liptchiziénne par rapport a second argument /3.

Soient maintenant ¢, to € [0,77] alors on a :

| Fy(t1, 8) = Fy(t2, B) |roera) < ¢ luge(t1) — unT(t2)|L°°(F3)
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comme u, € W*°(0,T,V) alors

| Fﬂ(tlaﬁ) - Fn<t27ﬂ) |L°°(F3)§ C|t1 - t2|L°°(F3)

Donc F;, est continue par rapport au temp ¢.
D’apré ces deux résultas et comme (3, € L>(I's), application t — F,¢(t, 5)
appartient a L>(0,7; L>(I'3)), on peut appliquer le théoréme de Cauchy-

Lipscitz, qui nous donne 'existence et I'unicité d'une fonction gy € W1°°([0,T7]; L*(T'3))

tel que :
B(t) = Haa(B,c(),s(8), R(| wyr(t) |)) p-p- t € (0,7) (3.37)
Et
Bn(0) = By (3.38)
[ |

On note par 7 la solution du probléme ()7 obtenue dans le lemme 3.2

On note aussi par A, () I’élément de V' définie par

(Ay(t), 0)0 = (Ge(un(t)), £()) 2 + J(Bun(t), un(t), v) Vv e Vite(0,T]
(3.39)

Lemme 3.3 lopérateur A,, : [0,T] — V est continue, se plus il existe un

unique élément n* € L*>(0,T,V) tel que :

3.3.3 Démonstration du lemme 3.3

i) Soient n € C([0,T] et soit t1,t5 € [0,T].

Ay (1), 0}y = (Ge(un(t)), e(w))re + J(Bun(t), un(t), v) Vv eV te[0,T]
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on a :

| v |L<>0(T3)S ¢ | v |V
| A(t2)=An(t2) [v<] Ge(un(tr))— Ge(un(tz)) [ + | 5(Bun(ts), un(tz), v)=j(Bun(tz), un(tz), v) Lo

| Ay(t)—Ay(ta) [v<[ Gelun(t1))—Ge(unlta)) |3 + | /pr (5u,,(t1) — By, (t2), uy(t1) — Un(tz)ﬂf)
donc dc = 0

| Ay(t1) = Ay(t2) [v< e | un(ts) — ualte) [v +c | Bu(ti) — Balt2) |,

(T3)
Comme u,, € L*([0,T],V) et 3, € W([0,T] € L>(T3))
Alors (3.36)) déduit que

AneC([0,T],V)

ii) Soient n,,n, € L*([0,7],V), et notons u; = u, ,v; = v, , pour i = 1,2

de ; on a :
[Any () = Any (D)3 < C Jua(t) —us(t) [3 +C | Bu, (t) — Bu, (t) |°

L2(T3)

et on a de (3.35)) et (3.36) on trouve :

pi(t) = By +/0 Haa(Pi(s), 55, (s), R(| ui(s) [))ds i=1,2  (3.40)

En utilisan t (3.39) et (3.12a) et(3.13]) on obtient :

t

|00, < L [ 16:0-029) |, Lo [ 5950, (0) |, ds+Lun [
0 0

Loo(T3)
0

comimme
t

sp(z,t) = /6 (x,s)ds

0
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on trouve

Leo(T3)

[l =)l <[ 1806 - 5:05)| (3.41)

de (3.40) et (3.41)) et(3.13)) et I'inégalité de Gronwaii on a :

i) - Bat) P <ec / lua(s) — wals) 2 ds

LO0(T3) Lee(T3)
comime

|U |Loo(F3)ZC|U |V;VU eV

on obtient :

180 = 50 F_ <[ Tu(s) =) [ dsvie.7]

Loo(Ty)

| (A (8)=Any (), v)v [<] (Ge(ua (t)=Ge(ua(t), e(v))n [ + [ {G(B1(2), ua(t), v) = (B(1), ua(t), v)) |

On applique le théoreme de Cauchy chwartz ,on obtient :

| Ay () =Ana (1) [v | v [v <[ Ge(ua(t) =Ge(ua(t), £(v) [l €(v) [ + [ (G(51(8), ua (), )= (B(1), ua(l

De I'équation (3.10), (3.12)), (3.13]), et on a :

| e(u) [n<[ulv;

nous obtenons :

| Any(8)—Ans(t) [v<| Ge(u1(t)—Ge(ua(t), e(v) 3 + /pr <5un(t1) — B, (t2), uy(t1) — Un(t2)av>

I's

nous obtenons

| Ay (1) = Any(t) [v< e Jun(t) —us(t) [v +¢ | B1(t) = Ba(t) |

Loo(T3)
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de l’équation (3.37) on a :

1A= 501, = Tuls) ~uals) |, ds

Lo (T3)

Lo (T3)

| Ay (8) = Any(t) [v< e [ un(t) = us(t) [v +0/ | ur(s) — ua(s) | ds

ua(t) = ua(t) |, = [ [ 1(5) = wa(s) v s

| Ay () — Ay () [v< e / | 02(s) — va(s) v ds
(A1), 2(0))r + (), o)y = 0

(Ae(v1) — Ae(v2),e(v1) — €(va))2 + (11 — Mgy 1 — 2)

Comme A est fortement monotone ,et pour appliquée le théoréme de cauchy

schwartz sur (1, — 1,,v; — v) on obtient :

m | e(v1) = e(v2) [F,<| 01 (s) = na(s) ] vi(s) — vals) |v
Donc;

| v1(s) = v2(s) [F=< e [ mi(s) = ma(s) [v| vals) — vals) v

| v1(s) —va(s) [v< e [ mi(s) = ma(s) |v

De I’équation :

[ (8) = 1, (0) [v= [ [ 01(6) = (o) Iy s
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nous trouvons :

| Ay (8) = Ay () [v< ]| / m(s) — ma(s) v ds

t x q
A" (1) — A (1) e < ¢ / . / / [ 10(5) = 15(5) o, drds
0 0 0

(cT)"
| A, (1) — Ay, (1) |c[o,T]S ol | n1(8) = m2(s) ’i[oﬂ
T n
lim —(C ) =0

A" est une contraction dans l’espace de Banach L>(T'3) par A admet une

point fixe n* telle que : A"p* = A" € L>2(I'3)

Et comme 7* est unique point fixe de A" pour tout n € N il résulte que n*
est unique point fixe de 'opérateur A.

Maintenant, on peut utiliser les trois lemmes précédents pour démontrer
Pexistence et 'unicité du théoreme 3.1 : (c’est-a-dire l'existence et 1'unicité
de la solution faible du probléme de départ).

i) L'existence :

Soient : n* € C'([0,T];V) le point fixe de 'opérateur A et u € C*([0,T];V)
la solution du probléme puv, .pour n = n*(c-a-d :u = u,-).

Nous notons par ¢ la fonction donnée par [3.23| et par 3 la solution du

probléme puv,, ,pour n = n*(c-a-d B = 677*)'
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On voit bien que les égalités 77 et [3.27] sont vérifiées respectivement par
le probléme pv,, et le probléme pv,, .En outre ,puisque An* = n* il résult
de et que .0 € C([0,T];H) ,en effet :Soient t1,t, € [0,7] ,Alors

on a :

(o(t)=0(ta), er(w)=ea(ta)) = (As(a(tr))+Ee(ulty))—Ae(ills)) =Ee(ullz)), e1(w) —e2(w))x

Alors :

(o(tr) =0 (ta)+er(w)—ea(ta))n = ((Ae(i(tr))—Ae(i(tz)))+(Ee(u(tr)) =Ee(u(t2))), e1(w)—e2(w))n

En appliquant 'inégalité de cauchy-schwartz on obtient :
g y

| o(t) — o(ta) [n<| Ae(u(ty)) — Ae(ulta)) [ + | Ee(ultr)) — Ee(ulta)) |

De [3.15(b){3.1€|(b) il résult que :

[ o(t1) = o(t2) [w< Lafe(u(tr)) = e(afta)) ln +Le | e(ultr)) = e(u(tz)) |x

On utilise la continuité de 'opérateur € on obtien :

| o(t1) — o(t2) [n< e | a(ty) — lta) [3 +e | ults) — ultz) n
Comme v =v € C ([0, T];V) ,u €| u(ty) — u(ts) |3 ,alors :
| o(t1) —o(t2) [u<c |t —ty i

Par conséquent :0 € C([0,7];H) .Choisissant maintenant w € C§°(Q)V

dans 2.26 et comme C°(Q)N = H}(Q)Y on obtient :

Div o+ fo(t) =0 ,Vte[0,T]
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On a donc :

Divo=—f,eC(0,T];H)

Ce qui implique :
o€ C([0,T]);H1)

.Nous concluons maintenant que (u, o, 3) est une solution du probléme Pv
ii) L’unicité :
L’unicité de la solution du probléme P est une concéquence de 'unicité
de point fixe de 'opérateur A et I'unicité de la solution des deux problémes

auxilieres pv,, et pv,, .

3.4 Conclusion

Aprés ’étude de ce probléme de contact, on peut tirer les conclusions
suivantes :

Il y a une variété d’hypothéses lors de la modélisation des phénoménes
de contact.

La prise en compte des différentes conditions aux limites de contact et
des lois de comportement, de plus en plus complexes, conduit & des modéles
mathématiques nouveaux et non standards.

En général, le systéme d’équations aux dérivées partielles, associé aux
conditions aux limites et aux conditions initiales, obtenu a I’étape de modé-
lisation, n’admet pas de solution classique. La raison réside principalement
dans les non-linéarités prises en considération dans la description du contact.
Pour palier a cette difficulté et dans le but de donner un sens au modeéle
mathématique obtenu, on est obligé de passer par la formulation faible (dite

parfois formulation variationnelle) du modéle mathématique.
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Cette formulation faible a I’avantage de prendre en considération d’une
maniére intrinseque les frontieres libres et les différents conditions aux limites

et bien souvent elle conduit a des inéquations variationnelles.
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CHAPITRE 4

Annexe

4.1 Les tenseurs :

4.1.1 Tenseurs d’ordre 0 et 1

Le nombre z.y est un exemple typique de quantité scalaire ou tenseur
d’ordre O tel que x et y sont des vecteurs et x.y est le produit scalaire des 2
vecteurs, par contre un vecteur est appelé ”tenseur d’ordre 1”. des exemples
physiques des tenseurs d’ordre 0 et 1 sont respectivement la température et

le vecteur position.

4.1.2 Tenseurs d’ordre n

On définie les tenseurs par réccurence de la facon suivante :
Un tenseur d’ordre n > 1, noté T, est une application linéaire qui a tout

vecteur fait correspondre un tenseur d’ordre n — 1 :

T 2 — T" (x)
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noté aussi T".x

Exemple :

Un tenseur d’ordre 1 (vecteur) 7" peut étre vu comme ’application linéaire
qui a tout vecteur x fait correspondre le produit scalaire T".x qui est un tenseur

d’ordre 0, c’est -a- dire :

T:x2—T(zx)="T.ux.

4.1.3 Tenseurs d’ordre 2

Un tenseur d’ordre 2 est une application linéaire de R3 dans R3 noté 77
qui a tout vecteur fait correspondre un tenseur d’ordre 1, c’est- a- dire un

vecteur, il s’agit donc d’un endomorphisme de I’espace R?, donc :

772 . R3S R3

v — T*2)=T"x

On sait qu’un tel endomorfisme est représenté sur une base orthonormé
par une matrice. Suite a cette identification, les opérations sur les tenseurs
(addition, multiplication, multiplication par un scalaire,......) se réduisent
aux opérations correspondantes sur les matrices, et les notions liées aux ten-
seurs (symétrie, antisymeértie, déterminant, produit scalaire, norme, trace,......

se définissent & ’aide de la matrice associée.

Tenseur identité :

On appelle tenseur identité, le tenseur de seconde ordre associé a ’ap-
plication linéaire identité, on note I, sa matrice / & pour composantes dans

la base B = (eq, e, e3) les scalaires d;; tel que d0;; désigne le symbole de
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Kronrker, i.e
1 =3
0 i#J
Définition tenseur adjoint (transposé) :

Etant donné un tenseur quelconque 72, le tenseur transposé (T2)t est

51']' —

défini par :
(1?)" : R*xR*—=R
(r.y) = (T%) (x.y) =T*(y.2)
Si on note M la matrice représentant (7' 2)t sur une base,
Y,y : ((TQ)t y).x = ;Myy; =y Tz, = y.(T%.2)
en les roles de i et j dans I'expression ou apparait [T7] :
Y,y riMijy; = yiTiv: = vy,

On déduit que la matrice [M] représentant T2 n’est autre que le transposé
de la matrice [T'] représentant T2 .

On a de plus :

(TU) = U'T
(r) =1

Définition Tenseur (anti) symétrique :

Un tenseur T2 est dit symétrique ou auto-adjoint si T2 = (T?2)" c-a-d :
. . _—_)
Ti; =Tj Vi,j=1,N
et anti-symétrique si : 72 = — (T2)" c-a-d :

—_—
Tz’j:—Tji WajzlaN
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Tout tenseur du seconde ordre T2 peut se découper de facon unique en
la somme d’une partie symétrique noté (72)° et d’une autre anti-symétrique
(T%)" tel que :

(T?)° = S(T°+(T?))

(%) = (T = (%))

N~ DN~

T? est symétrique si et seulement si : 7% = (7%)°

a

T? est anti-symétrique si et seulement si : T2 = (T?)

4.1.4 Tenseur d’ordre 3

Un tenseur d’ordre 3 est une forme linéaire
Soit T?un tel tenseur, posséde 3% composantes relatives & la base cano-

nique, ces composantes sont les scalaires suivantes :
. . H
Ejk:T(e_fae_Q)?e_?:) Z?]ak: 73
Un exemple physique d’un tenseur d’ordre 3 est le champ des propriétés

piézoélectriques

4.1.5 Tenseur d’ordre 4

Un tenseur d’ordre 4 posséde 3* = 81 composantes :

- = = — .. A
Ejkl:T<€17€2763764) Za]akal: 74

Un exemple physique d'un tenseur d’ordre 4 est le champ des propriétés
élastiques E' qui est donné a partir du tenseur des déformations £ et du

tenseur des contraintes ¢ par :

045 = &'jkl&cl
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Le nombre des composantes de ce tenseur est réduit a 21 en tenant compte

de la symétrie des tenseurs des déformations et des contraintes
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