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Résumé :

Dans ce travail, nous intéressons a la résolution numérique des équations intégrales de Fredholm de seconde
espece, ces dernieres équations s'écrit sous la forme suivante :

u(x) = f(x)+/1f|)'k(x,t)u(t)dt, x €|a,b]

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes ont été développées pour traiter cette
catégorie de problémes, on peut regrouper ces méthodes selon trois grands axes :

- Lathéorie mathématique, essentiellement I'analyse fonctionnelle des équations intégrales qui permet
d'analyser le probléme, de prouver I'existence de la solution et surtout présenter des méthodes
d'approximation efficaces.

- L'analyse numerique, qui étudie la realisabilité de ces méthodes, principalement I'analyse de la
vitesse de convergence et I'estimation de I'erreur.

- La programmation sur machine, qui retranscrit ces méthodes sous forme d'algorithmes rapides et
efficaces.

Abstract :

In this work, we are interested in the numerical resolution of the Fredholm integral equations of the second
kind, these last equations are written in the following form:

u(x) = f(x)+/1_Tk(x,t)u(t)dt, x [a,b]

In the mathematical literature, several methods have been developed to deal with this category of problems,
we can group these methods according to three main axes :

- Mathematical theory, essentially the functional analysis of integral equations which makes it possible
to analyze the problem, to prove the existence of the solution and above all to present effective
approximation methods.

- Numerical analysis, which studies the feasibility of these methods, mainly the analysis of the speed
of convergence and the estimation of the error.

- Machine programming, which translates these methods into fast and efficient algorithms.

Ml JSEIL 4 9 3 5a ) c¥alaall oda 5 ¢ U £ il (e ALl ol gy 58 ¥ alaad g2l Jally ) salge ad ¢ Janl) 21

u(x) = f(x)+/1j.k(x,t)u(t)dt, x €[a,b]
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INTRODUCTION

Plusieurs problémes en sciences et technologie définis sur un espace unidimensionnel, peuvent
étre modélisés par des équations intégrales de Fredholm de seconde espéce, i.e., des équations

de la forme :

(@) = f(z)+ A / ko, Dut)dt, = € [a,b] (1)

ou k(z,t) € L*([a,b] X [a,b],R) est le noyau, qui est en général non dégénére, f € L? (a,b) est
la donnée et u € L? (a,b) est 'inconnue recherchée.

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes numériques ont été développées pour
traiter cette catégorie de problémes. Parmi ces méthodes, on distingue deux variétés les plus
utilisées : les méthodes de projection (méthode de Galerkin et collocation) qui consiste a projeter
I’équation sur un sous-espace de dimension finie, o la solution recherchée s’écrit comme une
combinaison linéaire des éléments de la base de cet espace [1} 2]. La seconde variété est connue
sous le nom méthode de quadrature (méthodes de Nystrom) qui sont basées sur ’approximation
numérique des intégrales par des sommes pondérées supportées sur un ensembles de points
(nceuds).

Le présent travail porte sur la résolution numérique des équations intégrales de Fredholm
de seconde espéce. On propose 'étude des méthodes de projections (Galerkin et collocation),
ou la solution est projetée sur un sous-espace engendré par des polyndéme orthogonaux de

Legendre. On montre la convergence de ces approches, et on donne le bilan d’erreur justifié par



des expérimentations numériques.
Ce travail est divisé en trois chapitres :

— Le premier chapitre est une introduction a la terminologie et a la classification des
équations intégrales, qui a pour objectif, de familiariser le lecteur avec le concept d’équa-
tion intégrale.

— Le deuxiéme chapitre fixe le cadre théorique de notre étude. Nous discutons no-
tamment la question d’existence et d’unicité de la solution des équations intégrales de
Fredholm de seconde espéce. Ensuite nous présentons quelques méthodes analytiques de
résolution de ces équations et quelques exemples.

— Le troisiéme chapitre est destiné a 1’étude de la résolution numérique des équations
intégrales de Fredholm de seconde espéce en utilisant les méthodes de projection Galerkin
et collocation avec le polynéme de Legendre tout en montrant 'efficacité de ces méthode

par des exemples illustrés.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1 Généralités sur les équations intégrales

1.1.1 Deéfinition des équations intégrales

Définition 1.1 Une équation dans laquelle la fonction inconnue d’une ou plusieurs variables
figure sous le signe intégral est dite équation intégrale. Cette définition générale tient compte
de beaucoup de formes naturellement issues de la modélisation des différents problemes de la
mécanique et de la physique mathématique ou par remaniement d’une importante classe de
problemes formulés auparavant par des opérateurs différentiels, notamment les problémes aux

limites et ceux de Cauchy. La forme ordinaire d’une équation intégrale linéaire est donnée par :

a(x)u(x) = f(r) + )\/k(x,t)u(t)dt (1.1)

ou a(x), f(x) et k(x,t) sont des fonctions données, la fonction u(x) qui figure a lintérieur
et a l'extérieur du signe intégral est ['inconnu a déterminer,\ est un parametre réel différent de

zéro. La fonction k(x,t) est appelée noyau de I’équation intégrale.

1.1.2 Classification des équations intégrales

La classification des équations intégrales est centrée sur trois caractéristiques de base dé-
crurent leur structure globale, il est utile de les citer avant d’entrer dans les détails.

— Le type (espéce) d’une équation se rapporte a la localisation de la fonction inconnue. Pour



les équations de premiére espéce, la fonction inconnue apparait uniquement a l'intérieur
du signe intégral. Cependant pour les équations de seconde espéce, la fonction inconnue
apparait également a 'extérieur du signe intégral.

— La description historique Fredholm et Volterra concerne les bornes d’intégration. Dans
une équation de Fredholm, les bornes d’intégrations sont fixées, dans I’équation de Vol-
terra les bornes d’intégration sont indéfinies.

— L’adjective singuliére est parfois employée d'une part, quand l'intégration est impropre,
d’autre part si I'une des bornes d’intégration ou les deux sont infinies ou si I'intégrant est
non borné sur l'intervalle donné, évidement, une équation intégrale peut étre singuliere

dans les deux sens.

Equations intégrales de Fredholm

Une équation de la forme dont les bornes d’intégration sont fixées est dite équation

intégrale linéaire de Fredholm.

1. si a(x) = 0 alors 'équation |1.1] s’écrit :

flz)+ )\/bk(a:,t)u(t)dt =0

et elle est dite équation intégrale linéaire de Fredholm de premiére espece.

2. si a(x) = 1, alors I'équation s’écrit :

u(z) = f(x) + )\/ k(x,t)u(t)dt

et elle est dite équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce.

3. si f(x) =0, 'équation s’écrit :
b
a(x)u(z) = )\/ k(x,t)u(t)dt

et elle est dite équation intégrale linéaire de Fredholm homogéne.

Exemple 1.1 1. Equation intégrale linéaire de Fredholm de premiére espéce

1
x2+1—|—)\/ (z% — t)u(t)dt =0

1



2. Equation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce
1

u(x) =2z + )\/ e"tu(t)dt
0

Equations intégrales de Volterra

Les équations intégrales linéaire de Volterra de premiére espéce, de seconde espéce ou ho-
mogéne sont définies de la méme maniére précédente sauf que la borne d’intégration supérieure

est variable, c-&-d b=z , et on a :
alx)u(z) = f(z) + )\/I k(x,t)u(t)dt (1.2)
1. si a(z) = 0, alors I’équation (1.2 s’écrit :
f(z) + )\/x k(xz,t)u(t)dt =0

et elle est dite équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce.

2. si a(x) = 1,alors I’équation [1.2| s’écrit :

uw(z) = f(x) + /\/m k(x, t)u(t)dt

et elle est dite équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce.

3. si f(x) = 0,alors I’équation [1.2] s’écrit :

et elle est dite équation intégrale linéaire de Volterra homogéne.

Exemple 1.2 1. Equation intégrale linéaire de Volterra de premiére espaéce
cos(x) + )\/ (xt)u(t)dt =0
0
2. Equation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce

u(z) = sin(x) + A /Ow(a:2t)u(t)dt



Equations intégrales singuliéres

Une équation intégrale est dite singuliere si :
— L’une des bornes d’intégration ou les deux sont infinies.

— Le noyau est non borné sur l'intervalle donné.

Exemple 1.3 1. Le noyau faiblement singulier de la forme
t
k(z,t) = |g(x’t|) O<a<l (1.3)
€T — 6%

ot v est donné et g(x,t) une fonction bornée, est un exemple d’un noyau non borné.
Cependant, une équation intégrale définie avec un noyau de type est dite équation

intégrale faiblement singuliere.

2. Le noyau a singularité logarithmique
k(x,t) = g(z,t) In |z — | (1.4)

ol g est bornée, peut étre considéré comme un noyau faiblement singulier.

3. Comme un exemple de noyau qui possede une forte singularité, on considere le noyau de

Cauchy, il est caractérisé par :
_ 9(=,t)
|z — 1

k(x,t)

(1.5)

ou g est toujours bornée.

Equations intégro-différentielles

Dans ce type d’équation intégrale,la fonction inconnue w(z) apparait dans ’équation par

I'une de ses fonctions dérivées ordinaires et dans l'intégration avec des conditions initiales :

%(m) = f(z) + /\/Oz(m — t)u(t)dt,u(0) = 1; %(O) =0 (1.6)
%(:p) = f(z) +A/O (zt)u(t)dt,u(0) =1 (1.7)

Similairement aux cas précédents. On remarquera que I’équation intégrale [I.0] est une équation
intégrale linéaire de Volterra de la deuxiéme espece tandis que I’équation intégrale est une

équation intégrale linéaire de Fredholm de la seconde espéce.



Exemple 1.4 1.

du 1, “ _
ey = Lot - /0 (z — t)u(t)dt, u(0) = 1
2
d3u 5 3 1. du N d2u _
Tt ) =2~ /0 (o = u(t)dt, u(0) = 1; 5 = 0:55(0) =

1.1.3 Relation avec les équations différentielles

Divers problémes classiques dans la théorie des équations différentielles ménent aux équa-

tions intégrales, et dans la plupart des cas, ces problémes peuvent étre traités d’une fagon plus

satisfaisante en utilisant ces derniéres que d’utiliser directement des équations différentielles.

Lemme 1.1 Pour toute fonction u(x)

/a ' / Cu(t)dids / “(r = Du(t)dt

En général,on a

T T Tn—1 1 x
/a /a /a w(zy)dr, 1...dry = (n—l)!/a (z — )" tu(z)dr

Preuve 1.1 Soit

et par récurrence on obtient



Problémes avec conditions initiales

On considére le probléme de Cauchy de second ordre suivant

u'(z) = g(z,u(x)), 0<z<l
u(0) = up, u'(0) = uy

L’intégration des deux cotés de I'équation différentielldl.10] de zéro a x, donne

u'(z) = g +/ g(t,u(t)dt, 0<z<1
0
En intégrant une seconde fois,
x S
u(x) = ug + ugz +/ / g(t,u(t))dtds, 0<z<1
o Jo
En utilisant la relation [I.8] on obtient
T
w(x) = ug + ugr + / (x —t)g(t,u(t))dt, 0<x<1
0
C’est I’équation intégrale de Volterra de seconde espéce.

Problémes aux limites de second type

On considére le probléme de Dirichlet suivant

u'(x) = g(z,u(zr)), 0<zx<l1

uw(0) =ug, u(l)=1u
De la méme maniére, on intégre les deux cotés de zéro a x, on obtient
u'(x) = c+/ g(t,u(t))dt, 0<z<I1.
0

et
w(z) = ug + cx +/ (x —t)g(t,u(t))dt, 0<z<1.
0

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Pour déterminer la constante ¢, on prend z = 1 et on utilise la condition u(1) = u;, ce qui

donne

c=1u —uy— /0 (1 —1t)g(t,u(t))dt,

10



Ainsi, I’équation devient

() = o + (w1 — o)+ /Om(x — #)g(t, u(t))dt — x/o (1= t)g(t, u(t))dt
=up + (U —up) x — /Oxt(l —x)g(t,u(t))dt — / (1 —t)g(t,u(t))dt

qui s’écrit encore comme une équation intégrale de Fredholm de la forme

(@) = o + (11 — o) 7 — /0 (2, )g(t, u(t))dt

ol

K1) = t(l—x), t<x

z(l1—1t), t>=x

Exemple 1.5 On considére l’équation différentielle
y'+ay +y=0

avec les conditions initiales

on pose y" = u(x), alors on obtient

v = [ uesy© =y= [ @ tuta 1

Donc, l’équation différentielle donnée,il vient

u(x) + /Om w(t)dt + /Oz(:c — t)u(t)dt +1 =0,

ou

11

(1.16)

(1.17)



1.2 Polynémes orthogonaux

1.2.1 Généralités

Définition 1.2 (L’espace L*(a,b)) L’espace L?*(a,b) des fonctions carrés intégrables défini
par :

b
L b) = {7 | 170)Fde < o)
On muni L? du produit scalaire définie par :

(f,g) = / f(2)g(x)da

On définie la norme d’une fonction f sur L* par :

15 o= VT = (] b If(t)|2dt)§

Définition 1.3 (Polynémes Orthogonaux) on dit que la famille de polynémes (F;);>o est

une famille de polynomes orthogonaux sur |a,b] si Vi # j on a :

(P.7) = [ PP ) =0

généralement on dit que la famille de polynomes (P;);>o est une famille de polyndomes orthogo-

nauzx sur |a,b] avec poids w si :

b
(P.P), = | Pa)P(a)eds =0 Vi
la famille (P;);>o est orthonormale si :

0 si ij

1 si i=j

<Pi?Pj>w =

1.2.2 Polynémes de Legendre

Définition 1.4 On appelle famille de polynémes de Legendre la famille (L), de polynémes

sur [—1;1], deuzx a deuz orthogonaux dans lespace L*([—1,1]) et tels que pour tout entier n > 0

le polynome L,, vérifie I’équation différentielle :

d 2\ 1/

%((1—91: )L,) +n(n+1)L, =0 (1.18)
12



avec la condition initiale :L,(1) = 1

De plus,le polynome L,, est donné par la formule de Rodrigues suivante :

—1)"
21|

.

Ln(w) = ( dx™

(1 —2%)")

(

Formule de récurrence La famille (L,), vérifie la relation de récurrence a trois termes

suivante :
(n+1)Lyy1(z) = 2n+ DxL,(x) —nl,_1(x) n>1

Lo(z) =1 Li(z) ==

(1.19)

Orthogonalité des polynémes de Legendre Pour tout entiers n,m > 0, le polynéme de

Legendre vérifie

/_1 L@ L) de =4 S (1.20)

ST m=mn

2
2n+1
Ainsi donc les {L,} forment une base orthogonale de L*([—1,1]) .

le polynéme de Legendre L,, translaté sur U'intervalle [a, b] est donné par :

2 a+b
Lt () = [, — 1.21
n () " (b—ax b—a) (121)

Formule de quadrature :

Il est bien connu que les zéros des polynéomes de Legendre (ou autre famille de polynémes
orthogonaux) servent a la construction de formules de quadrature numérique de grande précision

, telle la formule de Gauss-Legendre donnée par :

Proposition 1.1 [5, [13/ Soit N un entier positif fixé.Il existe un unique ensemble de N points
¢ de Q,1 < N, et un unique ensemble de N réels w; , 1 < j < N, tels que ’égalité suivante

ait lieuw pour tout polynéme ® de Pyn_1(12)

1 N
[tz =3 e
~1

Jj=1

Les neeuds xj, 1 < j < N, sont les zéros du polynome L,,.

Les poids wj , 1 < 5 < N , sont positifs

13



1.2.3 Polynémes de Tchebychev de premiére espéce T,

Les polynémes de Tchebychev de premiére espéce donnés par la formule suivante :

T (z) = = Z(—ww(mn—?m (1.22)

ml(n — 2m)!

les premiers polyndémes sont

T()(I) =1
Ti(x)=x

Ty(z) = 22> — 1
Ts(z) = 42° — 32

Quelques propriétés :

1. T, satisfait la relation de récurrence :

To(z) =1
Ti(x) ==

Tn+2 = 21’Tn+1 — Tn7 Vn Z 0

2. T, est solution de I’équation différentielle :

(1 — 2T — 2T, + n*T,, =0

1
3. Les polynoémes T, sont orthogonaux sur |—1, 1] avec w(x) = ——. Plus précisément,
poly g =11 (@)= == D
on a :
0 si m#n

1
1 :
/lTn(x)Tm<$)ﬁd$= ™ st m=n=0

si m=n#0

TR

4. T,, admet n racines simples qui sont :

2k —1
Tkpn = COS ((—)W), k=1,...n
’ 2n

14



CHAPITRE 2

EQUATIONS INTEGRALES DE FREDHOLM DE SECONDE
ESPECE

L’équation qui va nous intéresser dans la suite de ce mémoire est I’équation de Fredholm de

seconde espéce

b
u(z) —/ E(x, t)u(t)dt = f(x) (2.1)

ou k(z,t) € L? ([a, b]2) est le noyau, qui est en général non dégénére, f(x) € L?(a,b) est la

donnée et u(t) € L? (a,b) est I'inconnu recherché.

Définition 2.1 Soit k : [a,b] X [a,b] — R une fonction continue. On appel opérateur intégrale

a noyau k (.,.) Uopérateur défini par :

A:ue C(a,b]) = A(u) € C([a,b]) (2.2)
A@M@:/kmwmmm v € ab] (2.3)

Cet opérateur est continue, de norme

b
Hﬁu:mm/W@Mﬁ. (2.4)
z€[a,b]

Ainsi, U’équation (2.1) s’écrit sous la forme :

u—Au=f (2.5)

15



2.1 Existence et unicité des solutions pour ’équation inté-
grale de Fredholm de seconde espéce

Pour résoudre une équation intégrale de Fredholm de seconde espéce avec les méthodes
classiques ol avec les méthodes numériques, il faut connaitre ’existence et 'unicité de la solu-
tion.Cette étude est nécessaire avant toute démarche de résolution. Notons ici, que le concept

de compacité d'un opérateur va jouer un roéle crucial.

2.1.1 Opérateur compact

Définition 2.2 (Ensemble relativement compact) Un ensemble S d’un espace normé X
est dit relativement compact (ou bien pré-compact) si sa fermeture est compact. Ou encore si

seulement toute suite de S contient une sous suite convergente.

Définition 2.3 Un opérateur linéaire A : X — 'Y d’un espace normé X dans un espace normé

Y est dit compact si l'image de la boule unité Bx est relativement compact, i.e si [’ensemble

A(Bx) ={A(p) / llell <1}

est compact . Ceci est équivalent a dire que pour toute suite bornée (p,) de X, on peut extraire

de la suite (Ag,) de Y une sous suite convergente.

Voici le principal résultat pour ’étude des équations intégrales. Sa démonstration se fait facile-
ment & 'aide du théoréme d’Ascoli, qui donne une condition pour qu’une famille d’opérateurs

soit relativement compact dans I’ensemble des applications continues, (C' (€2), ||.||.)-

Théoréme 2.1 Lopérateur intégral avec noyau continu défini par[2.5 est compact sur (C (Q), |.]|) -

2.1.2 La théorie de Riesz

Dans cette partie, nous allons présenter la théorie de Reisz pour une équation formelle de
second type de la forme u — Au = f, avec un opérateur linéaire compact A : X — X dans un

espace normé X. On note L = I — A, ou [ désigne 'opérateur identique.

Théoréme 2.2 1. Le noyau de l’opérateur L

N(L)={ue X :Lu=0} (2.6)
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est un sous espace de dimension finie.

2. Limage de l'opérateur L

R(L) = {Lu:ue X} (2.7)

est un sous espace linéaire fermé.

3. Il existe un entier positif non nul v, appelé nombre de Riesz de 'opérateur A tel que
{0y =N(L) ¢ NI G ... NL")=N(L™) = .., (2.8)

et
X=LX)2 LX) 2.2 L'(X) = L' (X) = ... (2.9)

D’autre part, on a la somme directe
X=NL"e L (X) (2.10)

C’est-a-dire, pour tout w € X 3y € N(L"),Ix € L"(X) tels que u =1 + x

Théoréme 2.3 Soit A : X — X un opérateur linéaire compact. Alors I — A est injectif si
et seulement s’il est surjectif. En outre si I — A est injectif (donc bijectif ), alors l'opérateur

inverse (I — A)™!: X — X est borné.

Preuve 2.1 D’aprés le premier résultat du théoréme de Riesz (1) linjectivité de I — A est
équivalente ar = 0 et d’apres (2) du méme théoréme, la surjectivité de I — A est aussi équivalente
ar = 0. Par conséquent linjectivité de I — A et la surjectivité de I — A sont équivalentes.

Il reste a montrer que L™ est borné si L = I — A est injectif. Supposons que L™ n'est pas

borné. Alors il existe une suite (f,) dans X avec ||f,|| = 1 telle que ||L71f,|| > n pour tout
n € N. Soient
~ L'
V7 A R AT ]
Alors g, — 0,n — o0, et||u,|| = 1 pour tout n. Comme A est compact, on peut choisir une

sous suite Uny) telle que unyy — u € X,k — oo. Alors, comme

Unp, _Aun = gn

On remarque que Upg) — U,k — 0o et u € N(L) Par conséquent u = 0, et ceci contredit

l|un|| = 1 pour tout nN.
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Corollaire 2.1 Soit A: X — X wun opérateur linéaire compact sur un espace normé X.
— i I’équation homogéne

u—Au=0 (2.11)

admet uniquement la solution triviale w = 0, alors pour toute f € X, l’équation non

homogéne

u—Au=f (2.12)

admet une solution unique u € X, dépendante de f.

— Si l’équation homogénd2.11 admet une solution non triviale, alors elle admet un nombre
fini m € N de solutions linéairement indépendantes uq, . .., u,, et [’équation non homo-
geéne ou bien, elle n’admet aucune solution ou bien, sa solution générale est de la

forme

u=1u-+ Z Qg U, (2.13)
k=1

ou u la solution particuliere de [’équation non homogeéne.

2.2 Résolution exacte des équations Intégrales de Fred-

holm de seconde espéce

2.2.1 Meéthode des noyaux dégénérés

Dans ce chapitre on va présenter quelques méthodes de résolution exactes pour les équations

intégrales de seconde espéce.

K(z;t) = o (x) B (1) (2.14)

les fonctions oy, (z) et By (t) (k= 1,2,...,n) seront supposées continues dans le carrés [a, b]2
et linéairement indépendantes. L’équation intégrale a noyau dégénéré [2.14] s’écrit :
b n
u(x) — A / [Z o () B (t)] w(t)dt = f (z) (2.15)
o Lk=1

et
b

w(x) = f(z)+ A Z ay (z) /Bk (t) u(t)dt (2.16)

a
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En posant
o = / Be (£) u(t)dt (2.17)

on obtient

w(z) = f(x)+ A Z croy () (2.18)

k=1
ot les ¢; sont des constantes a déterminer. Ainsi, la résolution d’une équation intégrale a noyau
dégénéré se raméne a la recherche des constantes ¢, k = 1,2,...,n. D’abord, en substituant

I’expression dans I’équation on obtient :

Zozi(a:) ¢ — / B (t) f(t)+)\chak(t)] dt p =0 (2.19)

Les fonctions a; (), i =1;2;...;n étant linéairement indépendantes, il en résulte que

FO+AD (t)] dt = (2.20)

et, on a
b

c,-—A;ck/ak (t) i (t)dt—/@- O fMdt  (i=1,2,..n) (2.21)

a

En utilisant les notations suivantes :
b
o= [ap®d o = [a0O70 (2.22)
'équation 2.21] devient
Gi— A cpag=fi avec i=12.n (2.23)
k=1

qui est un systéme d’équations linéaires a n inconnues de la forme :

(I-A)c=f (2.24)
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ou [ est la matrice identité d’ordre n, A est la matrice {a;}. ¢ et f sont des matrices colonnes.

Le déterminant D(\) du systéme algébrique est :

1-— )\@11 —Aa,lg e —/\aln
—\a 1—Xasy -+ —Aasg,
D) = 21 22 2
—Aap1 —Apa 1= Aapn

(2.25)

si D(X) # 0, le systéme admet une solution unique ¢y, ¢, ..., ¢, obtenue par les formules de

Cramer
I1—=Xan  —Aaio1 fi —Aawip — a1y,
—Aag _)\a2,i—1 fa —/\a2,¢+1 —Aagy,
1
“T DO
_/\anl _)\an,i—l fn _/\a'n,i—l-l ]-_/\a’rm

L’équation intégrale a pour solution une fonction u(x) définie par I'égalité

w(z) = f(x)+ A Z cray ()
k=1

(2.26)

(2.27)

Exemple 2.1 On considére l’équation intégrale de Fredholm de seconde espéce a noyau dégé-

néré de la forme :

Jus

u(z) = 2 cos (z) + = /COS (x —t)u(t)dt

™ ™
0

On remarque que le noyau de [’équation intégrale est dégénéré
K(z;t) = cos (v —t) = cos (x) cos (t) + sin (z) sin ()
tel que :

ap (x) =cos(z), ag(x)=sin(z), p[1(t)=cos(t), [a(t)=sin(t)
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En utilisant les notations apres un simple calcul on obtient

s us

aj;; = /041 (t) 5y (t) dt = /cos (t) cos (t) dt = /cos2 (t)dt

0 0

Wl

[e=]

jus
2

%
1 1 1
0

cos (t) sin (t) dt

o\
[VE]

a1z = a9 = /061 (t) Ba (t) dt =
0

_ B sin? (t)} T -

i /2 o (t) By (1) dt = /2 sin (¢) sin (¢) dt = /2 sin® (¢) dt

et i} .
J1 2/51 (t)f(t)dt:_;/Cos(t)cos(t)dt: _% (%) - —71
fQZ/QBQ (t) f (t)dt = —%/gsin(t)cos(t)dt: —% (%) = _71

I B
NI
N~ —
| I |
~/
Q o

[} —_
N~ —
I
~/

donc

//
$ o
N~ —
Il
//
PN SIS
N—
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(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)



d’apres notre solution est :
2 4 (1 4
u(z) = —=cos (z) + — (—) cos (z) + — (E> sin (z) (2.42)
m
donc le solution exacte de ’équation [2.28 est :

u(z) = sin (z) (2.43)

2.2.2 La méthode des Noyaux itérés

Soit I’équation intégrale de seconde espéce :

u(z) — A / k(2,0 u(t)dt = f (2) (2.44)
on pose N
u(e) = f(x)+ Y A", () (2.45)

avec W, () définis par les formules

U (z) = / (2, ) u(t)dt (2.46)

b b
Uy (z) = /k(m,t) Uy (t)dt = /k‘g (x,t) u(t)dt (2.47)

b b
Uy (x) = /k:(x,t) U, () dt = /kzg (x,t) u(t)dt, et ainsi de suite (2.48)
Ici, on a

ko (2,1) = / (2, 8) b (5,1) ds (2.49)
ki(x,t) =k (x,t) (2.50)
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Les fonctions k,, (x,t) définies par les formules s’appellent noyaux itérés. Elles vérifient la

relation
b

kn (x,t) = /km (x,8) kn—m (s,t) ds (2.51)

a
o m est un entier naturel quelconque inférieur a n.
La résolvante de 1’équation intégrale [2.44] est définie en fonction des noyaux itérés de la fagon

suivante :
o

Rzt N) =Y Nk, (2,1) (2.52)

n=1

cette série est la série de Neumann du noyau k(z,t). Elle est convergente si :

1
A< (2.53)

avec

N

M = /b/bk2 (z,t) dxdt (2.54)

la solution de I’équation intégrale de seconde espéce [2.44) s’exprime par :

b

(@) = f () + /\/R(ac,t,)\) £ (1) dt (2.55)
Exemple 2.2 Trouver les itérés du noyau k(z,t) =x—t sia=0,b=1:
Utilisant les formules on obtient de proche en proche ky(z,t) =z —t
1
ko (z,t) = [(x—s) (s —t)ds =2 —at — &

1
o (0,t) = g5 [ (x = s) (s — ) ds = 2250 = — L (5 —wt — 1)

0
1l en résulte que les noyauzx itérés sont de la forme :

_1\yn—1
— kg (1) = ¢ 212_1 (z —1)

_1\yn—1
) = (25 )
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CHAPITRE 3

RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS
INTEGRALES DE FREDHOLM DE SECONDE ESPECE

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes numériques ont été développées pour
résoudre des équations intégrales de Fredholm de seconde espéce. Parmi ces méthodes, on
distingue deux variétés les plus utilisées : les méthodes de quadrature qui sont basées sur ’ap-
proximation numérique des intégrales par des sommes pondérées supportées sur un ensembles
de points (nceuds). La seconde variété est connue sous le nom méthode de projection (mé-
thodes spectrales) qui consiste a projeter 1’équation sur un sous-espace de dimension finie, ot
la solution recherchée s’écrit comme une combinaison linéaire des éléments de la base de cet

espace.

3.1 Meéthode de Legendre-Collocation

Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué a I’équation intégrale de

Fredholm de seconde espeéce :

u(x) — A/ k(x,t)u(t)dt = f(z) (3.1)

consiste a chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension finie, en exigeant
que l’équation soit vérifiée seulement sur un nombre fini de points appelés points de
collocation.

En pratique, nous choisissons une suite de sous espaces V,, C V.,n > 1 de dimension finie ,

généralement des sous espaces de L%([a, b]). Soit {Li, ....., L,,} une base orthogonale de V,,. On
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cherche une solution approchée u,, € V,,,de la forme

Zc] .= € a,b] (3.2)

En substituant I'expression (3.2)) dans ’équation (3.1]), on obtient deux expressions
b
() — A / k() (1)t = f(x) (3.3)
n b n
SaiLi) A [ (KD oL ) di = o (3.4
j=1 @ j=1
n b
{1 -2 [ennoa - @, sl (35
1 a

et

= chLj(x) — /\/ <k(m,t) Z chj(t)) dt — f(x) (3.7)

J=1

- z:;cj {Lj(a:) - )\/abk:(x t)L;(t )dt} f(z), x € [a,b] (3.8)

ou R,(.) est la fonction résiduelle. Pour résoudre 1'équation intégrale (3.5)), on emploie une
méthode de collocation standard, comme dans le calcul des intégrales. On fixe donc un ensemble
de points de collocations {z;} € [a,b], puis on calcule les valeurs de la fonction recherchée
aux points de collocation. On suppose que la fonction résiduelle s’annule sur les points de
collocation :
R, (z;) =0, i=1,..,n (3.9)

ou les points de collocations xy, x1, ..., , sont les zéros du polynéme de Legendre L,,. Donc

n b
S e L) — )\/ k(s O L; (0t} — fla:) = 0, =1, (3.10)
j=1 a
Cette équation se traduit par I’écriture matricielle :

b
> e{L(a) - )\/ k(zi, t)L;()dt} = f(z),i=1,....,n (3.11)

J=1
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Ainsi, I’équation (3.5 prend une nouvelle écriture matricielle :

AuX,, = by (3.12)
ou b i=1,...,n
A, = {Lj(xi) 1 / k(azi,t)Lj(t)dt] (3.13)
a Jj=1,...,n
Xo = le)mn (3.14)
et
bn = [f(xi)]iz1,. (3.15)

En utilisant la formule de quadrature de Gauss-Legendre donnée par la proposition[l.I], on peut

évaluer numériquement les éléments de la matrice A,, comme suit : On a

/ M Lyt~ Y Kt Ly (1), (3.16)

Les nceuds {t;},_,

ey

,» sont les zéros du polynome {L,}; les {ws},_, ., sont les poids associés.

e

On trouve donc

Zk T, ts) s)ws, 1,7 = 1,. (3.17)

3.2 Meéthode de Legendre-Galarkin

Soit I’équation intégrale de Volterra de seconde espéce :

b
u(z) = f(x) + )\/ k(x,t)u(t)dt (3.18)

Il s’agit d’'une méthode essentiellement hilbertienne c’est a dire qu’elle met en jeu la projection
de notre équation dans un sous espace de dimension finie.Pour ce faire,soit V' un espace d’Hilbert
généralement L?([a, b]) muni d’un produit scalaire < .,. > on se donne une suite de sous espace
V, C V de dimension finie.Soit {Lq,...., L,} une base orthogonale de V,, , on cherche une

fonction u,, C V,, de la forme

Zc] .,z € [a,b (3.19)
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Pour déterminer les coefficients {c;},_,, .,

<’l“n,Li> :0, 1= 1,....,7’L

ou R, c’est la fonction résiduelle défini par :

b
R.(z) = uy(x) — )\/ k(x,t)u,(t)dt — f(z)
n b n
_ chLj(J}) — /\/ <k:(m,t) chLj(t)> dt — f(z)

=1
n b
=S {n@ - [ Keozwil - @, e
j=1 @
on substituant (3.23|) dans ’équation (3.20]), on trouve :
n b
<ch {Lj(x) —A/ k:(x,t)Lj(t)dt} L> = (f,L)), i=1,...n
J=1 @

Ce qui implique :

¢; <Lj(x) - )\/abk(x,t)Lj(t)dt, Li> = (f.L}), i=1,...n

J=1

et

n

¢ {(Lj,Li> —A </abk(x,t)Lj(t)dt, L>} —(f,L), i=1,..n

=1

Ainsi, 'équation (3.26)) s’écrit sous la forme matricielle suivante :
Ou
b ‘ b pzx
_ / L () Ly()da — )\/ / k(o)L (O Liw)dtde, i =1,...m

X, = (¢j), j=1,...,n

27

on impose la condition d’orthogonalité suivante :

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)



et

) (3.31)

= (f, L;
:/ f(2)Li(2)dw, i=1,...,n (3.32)

Remarque 3.1 En utilisant la formule de quadrature de Gauss-Legendre donnée par la propo-

sitior{I.1], on peut évaluer numériquement les éléments de la matrice B,, et du vecteur gy
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3.3 Tests numériques

Le but de cette derniére section est pour valider les résultats théoriques par des exemples
numériques. Les expériences numériques sont faites a ’aide du logiciel Maple.

Exemple 3.1 Considérons l’équation intégrale :

1
u(z) =e"+e " — / e "tu(t)dt, 0<z<1 (3.33)
0

on a: f(xr)=e"+e* et le noyau k(x,t) = e 7",

avec la solution exacte
u(z) = e” (3.34)

On calcule la solution approchée u,(x) par la méthode de Legendre collocation, et l’erreur absolue
pour différentes valeurs de N.

T T T T 1
02 04 0.6 08 1

© exace —— approchée

FIGURE 3.1 — Solution approchée, solution exacte : méthode de Legendre collocation,N =5

Errewr

0.074
0.06
0.05 4
0.04 1
0.03 4
0.024

0.014

X

FIGURE 3.2 — Erreur absolue : méthode de Legendre collocation,N = 5
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T T T T 1
02 04 0.6 08 1

5 evacte approchée

FIGURE 3.3 — Solution approchée, solution exacte : méthode de Legendre collocation,N = 10

0.025

0.0204

0.0154

0.0104

0.005 4

Errewr

02 04 056 08 i
X

FIGURE 3.4 — Erreur absolue : méthode de Legendre collocation,N = 10

TABLE 3.1 — Méthode Legendre collocation. Erreur absolue .

Erreur absolue Abs (u)

N = Er(u)
5 |3.49 x1.0e —2
10 | 5.27 x 1.0e — 3
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CONCLUSION

Le présent travail a permis de traiter I’aspect numérique des équations intégrales de Fred-

holm de seconde espéce. Ainsi, nous avons donné les principaux types de méthodes d’approxi-

mation numérique que 'on peut partager en trois variantes :

— La méthode de Projection : leur stratégie est basé sur la projection de notre équation

dans un sous espace de dimension fini, dans lequel on cherche a approcher la solution

exacte par une combinaison linéaire des éléments de la base de cet sous espace.

— La méthode de Collocation : est une application de la méthode de projection, c’est

a dire de choisir des nceud de points distincts de sorte que le résidu soit nul dans ces

points.

— La méthode de Galerkin : application de la méthode de collocation dans le cas lorsque

le probléme posé est définie dans un espace de Hilbert, le produit scalaire des éléments

de la base par le résidu soient nuls.
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