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Résumé

L'objectif de ce mémoire, et de traiter une inégalité
intégrale de type Simpson pour une classe de fonctions non
classique a savoir les fonctions h-préinvexes et d'étendre
certains résultats qui ont été prouvés dans le cadre des
fonctions convexes et s convexes pour ces dernieres.

Ce mémoire est structuré comme suit:

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques types de
convexité classique et de convexité généralisée pour les
fonctions a variable réelle, également une identité intégrale
sera donnée.

Dans le deuxieme chapitre, nous citons quelques résultats
publiés concernant les inégalités intégrales de type Simpson
ou les fonctions objectives sont des fonctions a premieres
dérivées convexes et s-convexes.

Et enfin on cl6ture par le chapitre essentiel de ce mémoire
ou on donne de nouvelles généralisations de certains
résultats, on note que ces dernieres ont fait 'objet d’'une
publication.

Mots clés: Inégalité de Simpson, Inégalité de Holder,
fonctions s-convexes, fonctions préinvexes,fonctions h-
préinvexes, .



Introduction

La théorie des inégalités a connu un développement intense ces
dernieres années comme on le voit aujourd'hui, ceci est di a son role
important dans de divers branches de mathématiques telles que la
théorie des espaces de Hilbert, la théorie des probabilités et des
statistiques, I'analyse réelle, I'analyse complexe, I'analyse numérique,
la théorie qualitative des équations différentielles et des équations
aux différences, etc.

. En revanche |'apparition des équations différentielles
fractionnelles ainsi, les équations aux dérivées partielles de type
fractionnelles ont joué un réle tres important dans développement
des inégalités intégrales. Celles-ci constituent un important sujet de
recherche, par ailleurs beaucoup de chercheurs ont commencé a
explorer ce domaine de recherche ce qui a fait apparaitre de
nouvelles techniques, voire de nouvelles méthode, une chose qui a
contribué a la résolution de beaucoup de problemes mathématiques
en théorie de I'approximation, en analyse numérique, dans |I'étude
des équations intégro-différentielles non linéaires. Ainsi l'intérét
porté a I'étude des inégalités intégrales n'a cessé de croitre, et
comme abondante littérature dans ce domaine on cite les travaux de
S.Dragomir [2], [3].

Pour le fondement mathématique de cette théorie on note gqu'il est
d( aux éminents mathématiciens Gauss, Cauchy, Cebysev au cours du
18éme et 19éme siecle, dans les années qui suivirent le sujet attira
de nombreux mathématiciens: Poincaré, Lyapunov, Gronwall, Holder,
Hadamard, Pdélya, Bellman et Ostrowski. Pour plus d'informations on



cite les ouvrages de Mitrinovié, Pecari¢ et Fink [6] [7] et [8] |a ou on
peut trouver une bonne description de |'évolution historique des
inégalités.

On note que cette direction de recherche s'évolue d'une maniere
remarquable, ce qui a fait apparaitre de nouvelles inégalités, des
généralisations, des extensions aux dimensions supérieures, de
méme des variantes, fractionnaires et discretes.

L'objectif de ce mémoire est de faire une synthese concernant les
inégalités intégrales de type Simpson et d'établir de nouvelles
résultats pour une classe de fonctions plus large que celle des
fonctions convexes pour ce type d'inégalité intégrale.

Ce mémoire est structuré comme suit:

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques types de
convexité classique et de convexité généralisée pour les fonctions a
une variable.

Dans le second chapitre nous traiterons certains résultats concernant
les inégalités intégrales de type Simpson.

L'objet du dernier chapitre sera I'extension des résultats classiques
pour la classe des fonctions citée dessus .
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques types de convexité ainsi que quelques iden-

tités de fonctions, pour plus d’informations sur la convexité en peut consulter [3].

1.1 Convexité classique et convexité généralisée

1.1.1 Convexité classique

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.

Définition 1.1 Un ensemble I C R, est dit convexe si pour tout x,y € I et pour tout
t € [0,1], nous avons

tr+(1—t)y e 1.

Définition 1.2 Une fonction f: I — R est dite convere, si

flz+ 1=ty <tf(x)+(1—1)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et toutt € [0, 1].



Définition 1.3 f: [ = [a,b] C R — R est appelée fortement convexe avec module ¢ avec

c>0, st

flto+ (1 —=t)y) <tf (@) + (1 —0)f(y) = ct(l 1) (x —y)°

est satisfaite pour tout x,y € I ett € [0, 1].

Définition 1.4 Soit s € (0,1] et soit f: I C R — Ry = [0,00) une fonction positive, f

est dite s-convexe si

fltz+ (1 —t)y) <t°f(x)+ (1 —1)°f(y)
est satisfaite pour tout x,y € I ett € [0, 1].

Définition 1.5 Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite fortement s-conveze

au second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1] et ¢ > 0, si
fltx+ (1= tyy) < f(@)+ (1 — 1) fy) — ct(l — 1) (z — y)°
est satisfaite pour tout x,y € I ett € [0, 1].
Définition 1.6 Une fonction f :[0,b] — R est dite m-conveze oum € (0,1], si
fltx+m(l—t)y) <tf(z)+ml—1)[f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I ett € [0, 1].

Définition 1.7 Soit h : J C R — R une fonction non négative ou (0,1)C J .Une

fonction non négative f : I — R est dite h-convexe sur I, si

Stz + (1 =t)y) < h(t)f(x) +h(1 = 1)f(y).

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € (0,1).



Définition 1.8 Une fonction non négative f : I — R est dite s-Godunova-fonction

Levin, ou s € [0, 1],si
flx)  fy)

f(tx+(1_t)y)§ 15 +(1_t)s'

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € (0,1).

Définition 1.9 Une fonction non négative f : I — R est dit p-conveze, si

fltr+ (1 =t)y) < flx) + fy).

est satisfaite pour tout x,y € I est tout t € [0, 1].

1.1.2 Convexité généralisée

Les fonctions préinvexes est un concept qui a été introduit par [10] Hanson qui est

une extention naturelle de la notion de la convexité classique .

Définition 1.10 Un ensemble K C R est dit invexe au point x par rapport an: K x K
— R, si
r+tn(y,z) € K

est satisfaite pour tout x,y € K ett € [0,1].

Définition 1.11 Une fonction f : K C (0,400) — R est dite préinvexe par rapport a
n, St

fla+in(y,z) <@ —1t)f(z)+tf(y)
est satisfaite pour tout x,y € K ett € [0,1].

Définition 1.12 Soit s € (0,1],une fonction positive f : K C [0,00) — R est dite

s-préinveze par rapport a 1, si

fle+tn(y,z) <1 —1)°f(z)+t°f(y)

4



est satisfaite pour tout x,y € K et t € |0, 1].

Définition 1.13 Soit h: [0,1] — R une fonction non négative h # 0.la fonction non

négative f sur l’ensemble invere K est dite fonction h-pré-invexe avec par rapport an, si

flx+tn(y,x)) < h(1—=1t)f(z) + ht)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € K et tout t € (0,1).

Définition 1.14 Une fonction non négative f : K — R est dit s-Godunova-fonction

de pré-invexe de Levin par rapport a n ou s€ [0,1], si

flz+tnly,2)) < ==+

est satisfaite pour tout x,y € K et tout t € (0,1).

Définition 1.15  Une fonction non négative f : K — R est dit fonction P-preinvexe

par rapport a n si

flx+in(y,x) < f(z)+ fy).

est satisfaite pour tout x,y € K et tout t € [0, 1].

1.2 Quelques identités et inégalités intégrales

1.2.1 Inégalité de Holder

Théoréme 1.1 Soitp > 1 et % —I—% =1. 81 f et g sont des fonctions réelles définies sur

la,b], et si de plus |f|” et |g|* sont intégrables sur [a,b], alors

[ 1r@swia< (/ab|f<x>|pdx)’l’ (/jmun%)}’.



1.2.2 Inégalité des moyens d’ordre ¢

Théoréme 1.2 ([3]) Soient x = (zi);_,, _, et p = (pi)i_1,, ., deuz strictement posi-
tives n-uplet et soit ¢ € RU{—o0,+o0}, linégalité des moyens d’ordre q pondérés par p

est définie par

Q=

n

> i} pour q # —00,0, +00,

> pri=1
k=1
la) 0o\ P
min (1, g, ..., Ty) POUr ¢ = —00,

max (1, T2, ..., Tp) POUT ¢ = +00.
\

Pour —oo < g <r <400, on a

Ml < Ml

Remarque 1.1 La version intégrale du Théoréme 1.2 est : pour q > 1 et si |f| et |g|*

sont intégrables sur [a,b], alors

/ab|f(x)g(af>|dw < (/ab|f<:c>|das)l_é (/ab|f(w)| 9 o)

1
q



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type Simpson

2.0.3 Les inégalités de Simpson pour les fonctions assez régu-
liéres
2.0.4 Motivation

Dans beaucoup de problémes pratiques on on est affronté au calcul de la quantité
1 = f; f (z)dx, ce qui est possible que dans certains cas trés limités, la ou une telle
intégrale pourra étre évaluée analytiquement. Et le plus souvent le calcul analytique est
compliqué, voire impossible. D’otl I'idée de remplacer 'intégrale I par une formule assez

proche est dont pami elles la formule de Simpson qui est donnée par le théoréme suivant

Théoréme 2.1 ([3]) Soit f: [a,b] C R — R on suppose que f € L' ([a,b]).

Alors on a :

LI @+ () + 1 0] - % [ S @)

<

1
4 C)) —_ )



2.1 Inégalités intégrales de type Simpson pour les
fonctions convexes

Dans le travail [10 ],Sakarikaya et all, en utilisant une identité qui semble & celle
énoncée par
le Lemmel.l et par le billet de la convexité ils ont réussi & montrer les théorémes

suivants.

Théoréme 2.2 Soit f : [a,b] C R — R une fonction dérivable, telle que ' € Ly ([a,b]).
On suppose que |f'| est conveze sur [a,b].

Alors

b
LIf(a) +4F (%) + £ ()] —ﬁ/ f (z) du

[
< 5(b—a)
- 72

(I f'(a) [+ [ () ])-

Théoréme 2.3 Soit f : [a,b] C R — R une fonction dérivable, telle que f' € Ly ([a,b]).

On suppose que |f'|? est convexe sur [a,b].

Alors

HP@+af (45 + £ 0] - i [ @)
1

b—al 2 1,4 2 o
2 Lm@ 1) }p
) {(|f(a>| ESO: BT );}

Théoréme 2.4 Soit f : [a,b] C R — R une fonction dérivable, telle que ' € L ([a,b]).

On suppose que | f'|? est conveze sur [a,b].



Alors

20 | f/(a) |7 +61 | £/(b) |7\ | (61 f'(a) |7 429 | f(b) |7
e e B

2.1.1 Inégalités de Simpson pour les fonctions s-convexes

dans [11] Sakarikaya et all ont généralisé les résultats précédents pour les fonctions

s-convexes qui est un cadre plus général. Et ils ont établi les théorémes suivants.

Théoréme 2.5 Soit f : [a,b] C R — R une fonction dérivable, telle que f' € Ly ([a,b]).
On suppose que |f’'| est s-conveze sur [a,b], ou s € (0,1] est un paramétre.

Alors on a

%[f(a)+4f(a7+b)+f(b)}—ﬁ/ f(z)dx (2.1)

s — 4)g5+H! S+2 S+2
< (o) (BT TR I (@) |+ 0 )

1,1
ou =+ ==1.
P+q

Théoréme 2.6 Soit f : [a,b] C R — R une fonction dérivable, telle que f' € Ly ([a,b]).

On suppose que | f'|? est s-convexe sur [a,b], ou s € (0,1] est un paraméetre.

Alors on a l'estimation suivante

L1+ 47 (5 + 0] - 5 L @]

< b—a (1420t P

= 12\ 3(p+1)
| f'(a) |2+ = 1) | f/(b) |9 1 (2.2)
( (1+ )28 )
" =1 | f'(a) ["+ [ f'(b) |71
* 1+ 5)2° )°

9



1,1
ou -+ ==1.
p+q

Théoréme 2.7 Soit f : [a,b] C R — R une fonction dérivable, telle que f' € Ly ([a,b]).

On suppose que |f'|? est s-convexe sur [a,b], ot s € (0,1] est un parameétre.

Alors 'inégalité suivante est satisfaite :

é[f(a)+4f(“7“’)+f(b)}—ﬁ/ f (z) dz

<

2 x 52T — (7 + 25)31+s 4 (5 — 4)611*

[ fa) |+ 3 X (14 58)(2+s)6lts

b—a 5)1_1< 2+ (1 +2s5)34Fs

2 <36 3x (14 s)(2+s)6Mts RAU) |q)

Q=

2+ (14 2s)34Fs
3X (14 s)(2+s)6Mts

2 x 5%t — (7 +25)315 + (s — 4)61+*

L o)

1,1
ou -+ ==1.
p+q

10



Chapitre 3

Nouveaux résultats

Dans ce chapitre, nous allons établir une nouvelle identité, sur laquelle en s’appuyant
pour généraliser les théorémes cités dessus pour une classe de fonctions plus large & savoir

les fonctions h-preinvexe. Cette étude a fait I’'objet d’une publication.

Lemme 3.1 Soit f : [a,a +n(b,a)] — R une fonction telle que f' est absolument conti-
nue et f' est intégrable sur [a,a + 1 (b,a)], .n(b,a) >0

Alors ’égalité suivante est satisfaite :

1
6

[f (a) +4f <2“++(ba)> + f (a+n(b, a))] _ Ti(bl,a) /aa+77(b,af ()
b,a

_ ; )0/ (% - %)(f’(a + #n(b, a)) — f'(a+ %n(b, a)))dt. (3.1)

Preuve. Soit

ho= 200 - Hres S onar (32
o= M G- D S (33)

11



En intégrant par partie le coté droit de (3.1), on a

1.,2 1
o= (=) fa+ e - /f )t
1.2 1,2 1
~ [ flat ab.a) + 3 flat gn(b.) (b, )3 4)
2 1
= g aalb.a) + o fla+ b /f )i,
1 1 1 1 a+77(ba)
= §llasnba) + et gata) - o [ s 35
a+3n(b,a)
En utilisant le changement de variable
u = a—l—#n(b a)
2
dt = n(b,a)du’
D’ou
t 1.2 1+1¢ 1 / 1+1
+ +
ho= (5=l ) - s O/f(a+T77(b )t
a+n(b,a)




Alors pour 'intégrale I on a

1

t 1 2 11—
b= 1 mla+ b a)lf} + o [ s b o)
0
a+2(0:0) i(b a)
= (@) ~ 3+ gnlb,a) + / flat =5 tnba)dt (36)
En les regroupant les relations (3.2), (3.3) et en multipliant par le facteur n(b.a) on
a
a+n(ba
Hr@evar (2422) 4 flasaba)] — 5 [ S
n(b ! 1 1 1—
= 2 [ G- DU+ ) — flas S b ()
]

3.1 Inégalités intégrales de type Simpson pour les
fonctions h-préinvexes

Théoréme 3.1 Soit f : [a,a + n(b,a)] — R une application différentiable sur (a,a +
n(b,a)) ot n(b,a) = 0 et f" € L([a,a +n(b,a)]). On suppose que |f'| est h-préinvexe par
rapport a n(b, a),

Alors l'inégalité suivante est satisfaite.

2a + n(b a)

6
(b, )(If(a)|+|f(b)|)

x(/ (%—t)(h(l—t)+h(t))dt+£ (t—g)(h(l—t)Jrh(t))dt).

a+n(b,a)
i flat b)) - o [T s

1(ﬂ> 17

1
2

13



Preuve. Par le billet du lemme 3.1 et les propriétés de la valeur absolue on a

L (@) + 4720 4 fatn(b,0)) — i

S fu)d

3 |l f'(a+5tn(b,a)) |

+ [ 15 = 3170 + 3000t

0

En intégrant sur les intervalles [0, %] et [%, 1}

)| f'(a+ ——n(b,a)

Comme |f’| est h-préinvexe, alors

14

dt

dt

dt].

Pt )| < S Ir@l D )
Plat S5 taea)| < aESHIF@1 AT 0



D’ou

e |/——— A3t +1£10) |/——— M5t

) / (4~ DTt + 170 / (3 — (S Dy

Wl

En utilisant un changement de variable convenable on obtient

& (@) + 471y b fat n(b, ) = iy S0 Fluydu| <

1

(b, a)(f' (@) +[F BN (F = )(h(1 = 1) + h(t))dt + /(t = §)(A(1 = t) + h(t))dt.

[NIE
[=[<)]

([}

15



3.1.1 Corollaires

Corollaire 3.1 Supposons que toutes les hypothéses du théoréme 3.1 soient satisfaites

et |f’'| est une fonction h-convexe,alors pour n(b,a) = b — a alors on a

HF@+ar (5)+ 1 0] - % [ F @)
< G- s @I+ 11O

1

x(/(% — (A1 — 1) + h(8))dt + /(t _ g)(h(l —t) 4 h(t))db).

[[9

Corollaire 3.2 Supposons que toutes les hypothéses du théoréme 3.1 soient satisfaites

et |f'| est une fonction p-préinvexe,alors on a

a a a+n(b,a)
5 (7@ +ar I o) - s [T s
5

< 36 a)(f @)+ 17 @)).

De plus pour n(b,a) =b—a on a

a a a+n(b,a)
i (1@ + 70 o) - s [T s

5b—a),, ,
<~ (@110

16



Preuve. D’aprés la relation (3.6) on a

L(fla) + 4F =) & fla+ (b)) = i S Flw)du

< 1@ )[

521 (5= 5) | f/(a+ Fn(b,a)| dt

o
wl

+ [ (5= 3)|f'a+ (b, a)| dt

+ (% ) ‘f’(a—l—%n(b,a)‘dt

1
2
3

2
7
0

1

[ DI .0 di)

2
3
Comme |f’| est P- préinvexe, alors

1+¢

f'la+——n(b,a))

5 < @)+ 11 ®)

flat 5 tnba)| < 7@+ 10

17



Ce qui donne

: (f< )+ AL 1 fat o)) = sy L7 )

9 (|f(a I/%—édtﬂf’ |/§—g

alors

& (@) + 471 & fa (b)) = iy S0 Flu)du

< 2@ + FOD( (- Do)+

1

= AU @]+ £ O)) + 5517 (@) + [£()])
+a5(1F/ @]+ 1B + 5 (1 (@) + 1f ()]
= 28 (| f'(a)] + |/ (D)]).

18



De plus, si on choisit 7(b,a) = b — a on obtient

b
é[f(a)+4f(“7”))+f(b)}—ﬁ/ f (z) dz

< 5(b—a)
- 36

(1 (@) + 17 ®)])

Corollaire 3.3 Supposons que toutes les hypothéses du théoréme 3.1 soient satisfaites,

et |f'| est une fonction préinvexe, alors on a

(70 + 2D ) - s [ s

1
6
2

<

< m(0a) (] f(a) [+ ] F)]).

Preuve. De méme on sait que :

4 (F(@) + 4 (D) - fla+n(ba))) = iy [T flu)du

< n(b,a) [

321 (5= 5) | f/(a+ Fn(b,a)| dt

o
o

+ [ (5= ) |f'a+ (b, a)| dt

+[ (=5 [f'(a+ (b a)| dt

HO\ w\m\
wln —

[ DIFes 0.0 )

2
3

19



Comme |f’| est préinvexe, alors

L(fla) + (et >+fm+n@a»)—m@,ﬁ”“@ﬂwml

(ba
2
3

l
3

:\
\
mlw~
|
wl»—t
w|“
=
+
q\
\
l\3|u~

+wwM@—w%W+W@MG—m%W
vwnﬂ%%—iﬁﬂfrfé (5.

2 2

En intégrant sur les intervalles [0, ], [5, 1] on a

[+ 1O+ 5+ 75+ 75
(1 @]+ 17 ®)) (33)
= 5’”’“ (LF" (@) +1£(®)])

= (\(

Corollaire 3.4 Supposons que toutes les hypothéses du théoréme 3.1 soient satisfaites

et |f’'| est une fonction s-préinveze, alors

1 2a—|——77(ba) a a B 1 a+n(b,a) N
6 (f( ) +4f( )+ f(a+n(, ))) n(b,a)/a fu)d
= %” f'(a) |+ 1 f'(b) ‘)(2(%)5—1—2 + 2(g)s+2 _ <%>s+1 + %)

20



Preuve. Comme |f’| est S- préinvexe, alors on a

141 1-t¢ 1+t
(a+ =5 n(b,a)

< (I @+ (=) 11 ()]

2 1P @) + €2>ﬂf@«

a5 nb,0)

IN

En utilisant la relation (3.6) donc

Hﬂ>+4ﬂ%“”“%+ﬂa+ma®»— Lo [#4109) £ () du

n(b,a)

o) [ sty s 7o) [ (& - pegya
J /
|/%—§!7 ﬁ+ﬁ'|/é—% Ly

+u'|/§—é-% w+uwn/@—@@fww
U%N/@—%N%fﬁ+vwﬂ/@—%W%YM-

Soit

21



o= If@] [ - g5 e+ 1] [ G- 50 e

L= 1@ [G-pEatra+1re) [ G-y

o= If@] G- g e+ 1) [ (- 5 e

Wi
Wi

En intégrant par partie on obtient

_ fla)] 1 Ly O 5
L = 3X258—|—1(1_3s+1)+3><253—|—1((§) —1)
|f'(a)] 2 1 1
5 (s ooy Ee )
S0 (3G 1 B\ s+a
s+l ( s+ 1 - (S—l—l)(s—{—?)((g) * _1))
_ [fa)] 2 1
b= T (3s+2(s+1) " (s+1)(s+2)3s+2)
fOf (2t 36 1 a2 (Diera
e (s—i—l_ s+1 _(3+1)(s+2)[2 _(5) )
_1f(a)] ( L |f’(b)|[25+1 B (3)5“)
3x 28 \3H(s+1) 3x29's+1 s+1

De la méme fagon on a

o= LOL LSy LON L g L)

3x25's+13 3x 2554+ 1" 3t
1f'(a)] 53" 1 5.

sl [383+ 1 (s+1)(s+2) (<§) )

C1f0)] 2 1 1

—1)]

2s+1 - Fts+1) (s+1)(s+2) (3S+2

22



_ |f/(a)| 28+1 Z(§)8+1 1 s+1 5 s+2
e = 2s5+1 <s—|—1 a 383+1 B (3—1—1)(8+2)(2Jr _(§)+ ))

/' (b)] 2 1
T <3s+2(s+1) (s+1)(s+2)3s+2)
_|f'(a)] (28“ @S“) _1f'(®) 1

3x2\s+1 s+1 3 x 2535+ (s + 1)

D’ou
L+ L+ I+ o= (f'(a) + £ (D))
5512 1
(e T EEEe
+ 1 _ 2 _ 2 _ 2
G+ 36D GADGre) | G
512 1
tEmE e ee T ETE e ee)|
(@4 O)) o572 |
(s+1)(s+2) [2( (25+1)(3S+2)) + 2( (25+1)(3s+2))
H(s+2) -2 9 2

— (@I B g0 55F2 1 2 25—8
T (s+D)(s+2) [4< (63+2)) + 4((63+2)) - (25+1) + 6 ]

2(1f'(a (b s+2 s s s5—
_ (I{Siig(tliz())l)p(g) + 2(%) +2 (%) +1y T4]

En miltipliant par le facteur @ on obtient le résultat annoncé. m

Remarque 3.1 le corollaire 4 se réduit au théoréme 7 de [11] (qui correspond au théo-

réme 2.5 page 9), si on prenant n(b,a) = b — a.

Corollaire 3.5 Supposons que toutes les hypothéses du théoréme 3.1 soient satisfaites

et |f'| est une fonction s-Godunova-Levin préinvexe au second sens, alors on a

1 2a + (b, a) . win(ba)
é(f(a) + 4f(T) + fla+n(b,a))) — m/a F)du
= %Q f'(a) |+ f'(b) |)(2(%)2—s +2(%)2_s B (%)1—3 - 3—54)'

23



Preuve. On sait que

L(f(a) + 4f (2HD) 4 f(a+n(b,a)) — s [27 flu)du

2
3
2 [ / L) Fat )]
0

1+t 1 1
Plat =y nba)| < g 1P+ gy £ O)
< SO I @+ D)
1—t 1 ,
Flat T tnay)| < (¥)S|f(a)|+ﬁ|f()l.
< IR @I (D10

24



donc

< n(b, a)(|fl( )| /(1 — E)(l ; t>_sdt+ |1 ()] /(% - %)(%)_sdt

t 1+t . t l—t
e |/——— @t +17'0 |/———

+W@ﬂﬂ%—§@§5”ﬁ+vﬁﬂﬂg—§f25s#

Soit

L=/ |/——— e P o) [ - g
L=1fa |/——31+t5ﬁ 10 [ - g
u:umn/§—§@§5ﬂw+u%n/g—§025Sw
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En intégrant par partie on obtient

|f(a)] 1 1 O 15,
L= 3% plipn G- 3175)] HEr p1s 1 ;37— D]
|f'(a)| 2 1 1
IEP I e RS R G s i )
Lf'(b)] 3(3)"° 1 5. s
o 21-s [ 1—3 B (1 _ S)(2 — S) ((g) - 1)]’

_ [f(a)] 2 1
I = 91—s [3273(1 —5) + (1—5)(2— 3)32*5]
f0)] 20 33 1 2s Doy
Tl i (1—5)(2—3)[2 -G
_ |f'(a)] 1 ey 2 ()

[ ]

3% 2-5'31-5(1 — s) [

Ix25'1—s 1—s

]-

De la méme facon, on a

[f'@)l 1 5, fo), 1 1
I = 355G — U+ 3o (= 3=))
/()] 33" 1 5o
EEER (1—5)(2—3)((5) — 1l
/(b 2 1 1
T Cgeaos (-se-s 3
_ @2 33T 1 e B
Iy = 91—s [1—8_ 1—s _<1—S)(2—$)(2 _(g) )]
ol 2 1
MRS T s Sl g Gy Tl
_ el 2 (%)1”] el v
3x2'1—s 1—s° 3x2%3-35(1—s)
D’ou
Bttt oot 1= 2Ry g aye - e - 252




b,a

En miltipliant par le facteur l on obtient le résultat ci dessus. m

Corollaire 3.6 De plus,si on prend n(b,a) = b— a on obtient

2 b—a
b— 5

mﬂf/(a)] + |f/(b)|>(2<6)

SU@ 472+ 10 - 5= [

1 1 s+4
92(= 2—s _ (Z\l-s __
P2 - () -

).

3.2 Inégalités intégrales de type Simpson pour des
fonctions dont la dérivée est h-préinvexe

Théoréme 3.2 Soit f : [a,a + n(b,a)] — R une application différentiable sur (a,a +
n(b,a)) oun(b,a) =0 et f' € L([a,a+n(b,a)]). On suppose que |f'|* est h-préinvexe par

rapport a n(b,a), alors l'inégalité suivante est satisfaite

2D 4 fat v~

S(f(@) + 4f(

1

@ [nigde+ PO [

n(b,a) 1+ 2rtt ,

- 12(

B =

3(p + 1)> 1 1 3
+ (f’(a)lq [reghar 1w [ h(%dt)

0 0

oa})—i—%:l, et g1
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Preuve. En utilisant le lemmel, propriétés de la valeur absolue et 'inégalité de

Hoélder, on a

a+n(b,a)
L 2a + (b, a) .
g(f(a) + 4f(T) + f(a+)) — W / F(u)du
(b ) (/|__|pdt) (/‘f’(a—k%n(b’a))‘th)
no, a J
< 5 1 %
[ 1+ S5m0,

n(b,a), 2 1 2 1 1
= WD 2y 2 Gy
2 p+1°3 p+1°6

X ( "(a ~|—%77(b a)) dt)

comme | f’|? est une fonction h-préinvexe sur [a, a + n(b,a)] on a

Q=

+( '<a+%n<b,a»th> (3.9)

fla+ S 0| < il Shir@readEhirer 60
fla+ i) <o i@ i hirer e

En combinant (3.9), (3.10), et (3.11) on obtient le résultat annoncé. m
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3.2.1 Corollaires

Corollaire 3.7 Supposons que toutes les hypothéses du théoréme 3.2 soient satisfaites,

et | f'|?est une fonction h-convexe, alors pour n(b,a) =b—a on a

a+n(b,a)
fu)du

a

20y ottt a) — o

1

1

[f(@) [ R(Hdt+ £ )" [ h(5H)dt
g, | (0 oo foes
12 “3(p+1) 1 1

17 / B(LE)de + | /(D))" / Bt

t
2

1
q

Q=

0 0
Corollaire 3.8 Supposons que toutes les hypothéses du théoréme 3.2 soient satisfaites,et

|f'|? est une fonction P-préinvez, alors on a

a a a+n(b,a)
3@+ 4D ) - s [T faa

D=

< MO (3225) (rwr+iror)

De plus pour n(b,a) =b—a, on a

a a a+n(b,a)
5@+ 47D o) - s [T fad
b—a (1+2rt! ’ N N i
< 0 (5S) (r@r i)
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Preuve. En utilisant le théoréme 3.2 on a

a+n(b,a)
5@+ ) - s [ o
F@ (st + o) [nsar
< n(baa)(1+2p+1)% O/‘ 0/
- 12 3(p+1) 1 1 g
+1rr [acghe+ 1o [nesa

Comme |f'|? si est P- préinvexe, alors

q

flat2taba)| < @+ IO

q

Plat i ba)| < 7@+ 7o)

Ce qui est équivalent au fait que la fonction A est une fonction constante qui est

définie par h(t) = 1 sur [0,1], d’ou

a+n(b,a)
1 2a +n(b, a) 1
5@+ 4 () £ fla ) - s [
n(b,a) 14241 NT] 1ND)
< TG (F@r + 1o’

En remplagant 7(b, a) par la valeur b — a on obtient la dexiéme partie du corollaire

3.8 m

Corollaire 3.9 Supposons que toutes les hypothéses du théoréme 3.2 soient satisfaites,et

30



|f'|* une fonction préinvexe,alors on a

1 2a + (b, a) 1 a+n(b,a)
5@+ 4 ) ) - s [

<(rf'<a>\q ‘3 !f’(b)lq)é . (3 o+ f,(b”q);) |

Preuve. Comme |f'|? est préinvexe, alors

77([77 a) (1 + 2p+1
= 12 3(p+1)

S

)

1 1+t
)

< (O @F+ (2t

< (1—i—t>

(a2 n(b,a)

@)

(a1 (b, a)

/(@) + ( ; Hirme.

En utilisant la théoréme (3.2) on a

a a a+n(b,a)
5@+ 4D a0 - s [T s

Q=

1 1

/ cs sl [0 1o

< n(b,a) (14 2°t! v
- 12 \3(p+1)

Q=

1

| famir@ras [op e
0

0

par un calcul directe on trouve le résultat mentionné. m

Corollaire 3.10 Supposons que toutes les hypothéses du théoréme (3.2) soient satis-

faites,et | f'|" est une fonction s-préinvexe,alors on a

L(f(a) + AF(20D) 1 fa+ (b)) — sy o0 f(u)dul

1
< n(ba)(1+2p+1) lf ()" +(2' 1) £ (b)|* 5+ @ =D (@) +If (b)) a
— 12 \3(p+1) (1+s)2° (1+s)25 :
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Preuve. Comme |f'|? est s-préinvexe, alors

D < Ehrirar o

1 1+t 1

(P P @I+ G5 1),

a3 (b))

IN

a1 (b, )

IN

En utilisant le théoréme (3.2) on a

L(fa) + 4 (D) 1 fla+n(ba) — s 11 Fl)du

n(b,a )
1 1 q
ta) (14 (%ﬁLﬂ)Pﬁ+/G¥VW@Wﬁ
nio, a + P
<5 (o) " :
+ ¥ 1f(a wﬁ+/@;VW@Ww

0
)|’ (2 -1)|f'(0)|

1
~n(ba <1 + 2p+1) 25(s11) ))

12 \3(p+1) wﬂ—nf(w+www)3
25(s+1)

Remarque 3.2 Le corollaire 3.10 se réduit au théoréme 6 de [14] (qui correspond au

théoréme 2.5 page 9) si on prend n(b,a) = b — a.

Corollaire 3.11 On suppose que toutes les hypothéses du théoréme 3.2 soient satisfaites,

et |f'|* une fonction s-Godunova-Levin préinveze ,alors on a

%umw+4ﬂ@ﬂﬁﬂ>+fm+nwﬂ»w—m;,ﬁ“““fwwﬂ

< M) (raan s (s nror e (@@ rer) s
= 12 3(p+1) (1-s)279 (1-s)27° :

Si de plus on prend n(b,a) =b—a on a

a+n(b,a
L(F(a) + A=) 1 fa+ (b)) = s o f(u)dul
cbma s |uwmlsMqu5+ @SIW(WHﬂWQ%
= 192 3(p+1) (1—s)2—% (1—s5)2—5 )
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Preuve. Comme |f'|? est s-Godunova-Levin préinvexe, alors

141

fla+ o < L

< O I@ ) O
< CEHTIF@I + T PG

flat 5 (b))

En utilisant le théoréme (3.2) d’ou

L(f(a) + 4f (2HD) 4 f(a+n(b,a)) — s [T flu)du
1 1 q
[ i@ [as o +
< n(b,a)(1+2p“)% 0 0
= 12 \3(p+1) 1 1 %
Jesyir@ras [z irenra

_ n(b,a) ( 142r+1 )
— 12 \3+1)

S

0 0
1 1
((If’(a)‘“r(?l‘s1)|f’(b)|q)q n ((21‘571)|f’(a)\q+|f’(b)l") )
2-5(1—s) 275(1-s) '

Pour la deuxiéme partie du corollaire en question il suffit de remplacer n par sa valeur.

Théoréme 3.3 soit [ : [a,a + n(b,a)] — R une application différentiable sur (a,a +
n(b,a)) ot n(b,a) = 0 et f' € L([a,a + n(b,a)]).On suppose que |f'|* est h-preinvexe par

rapport a n(b,a) ot q > 1, alors l'inégalité suivante est satisfaite

a a a+n(b,a)
§0 @+ a1 o) - s [T fada
) 5y [ @@L+ v PO
-2 86 + (o(B) |£/(a)|* + 0y (h) | £ (B)]%)
Ou . X
wl(h):f(g—t)hu—t)dHS/ (t—g)h(l—t)dt (3.12)
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et

W, = /(2 _ k() + /gl(t - g)h(t)dt (3.13)

2

Preuve. En utilisant le lemme 1, les propriétés de la valeur absolue et la remarque

1.1 on a

L(f(a) + 4f (2HD) 4 f(a+n(b,a)) — s [ f(u)du

Q=

(3.14)

1
q

: (/ 5= 317G+ 500, a>>|"dt)

Comme |f’|? est h-préinvexe sur [a,a + n(b,a)], on a

1 1+t

F'a+ 3 u(b,a) -

<G @ + MO

et
flat =5 tn,a)| <o) F @+ O
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On obtient

L7(@) + 4F 2 - fla+ n(b,0))) — iy ST Fw)du
< M2y

(/tahﬂwf%quWHf@qﬁO

+(/h—%mwfmw+ha—wf@wﬁ)

0

[\

S

Q|-

(5 —t) h(L =) f (@) + h(t) | £/ (B)|" dt)+

S

(5§ —t) L =) [f (@] + h(t) | £/ (b)|" dt)

ol SIS
— oo

_77<b7a> b 1-1
- 21_% (%)

[NIES
oot

(2 —1) h(t) [/ (@) + h(L = 1) [ f/(b)]" db)+

/ (t=3) h(®) [f (@) + A1 = 1) [f(B)]" dt)

=S
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D’ou

Qi

Q=

(3.15)
En combinant les relations (3.13), (3.13) et (3.15) on obtient le résultat. m

Corollaire 3.12 Supposons que toutes les hypothéses du théoréme 3.3 soint satisfaites,

et |f'|"une fonction h-conveze,alors on a

a+b

S(7la) + 47

bff(%)l—éa (W) /(@) + s (h) |f( )

+(@a(h) | £ (@) + Gy (B) | £ (B)|) 7).

)+ - f )du

Ou v, et 1, sont respectivement données par (3.12) et (3.13)
Il suffit de remplacer (b, a) par la valeur b — a.

Corollaire 3.13 On suppose que toutes les hypothéses du théoréme 3.3 soient satisfaites
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et |f'|? est une fonction P-préinveze alors

a a a+n(b,a)
30 @+ 410D g - s [T fa

- 5n(a,b)
= 36

Q=

(1 @[+ ®))e .

De plus pour n(b,a) = b—a, on a

1 2a + (b, a) 1 a+n(b,a)
5@+ 4R s nba) - s [ plad

Q=

< (P @+ RO

Preuve. Comme |f’|? est P-préinvexe

Plat 2 ta.a)| < IF@F+FO)

1—t 1

fllat+—=nb,a)| <|f @+ O

En utilisant le théoréme 3.3 on a

1 2a + (b, a) 1 a+n(b,a)
5@+ 4 ) ) - s [
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Qi

(2 —1) (If"(@)|” + | £'(b)|) dt-+

N
(<]

1

[ =9 as@p+irmma

Q=

(2 =) (1) + | £'(b)|) dt+

ol ol
oot

1

[ =9 (r@p+ 15w

[1[3}

On trouve le résultat annoncé en achevant le calcul des intégrales.

Pour la euxiéme partie du corollaire il suffit de remplacer n par la valeur b —a. =

Corollaire 3.14 Supposons que toutes les hypothéses du théoréme 9 soient satisfaites et

|f'|* une fonction préinvexe, alors on a

D=

(f(a) +4f (D) 4 f(a+n(b,a))) — b .

a-+n(b,a) f(u)du‘

1 1
(ba) x1-1 [ (291 (a)|7461f'(B)|? | ¢ 61]f'(a)|74+29[f'(b)|? | ¢

S7]725 p(( 18 >+< 18 >)

a

Preuve. Comme |f'|? est préinvexe, en utilisant le théoréme 3.3 on a

2a +n(b, a)

a+n(b,a)
5@+ 4 () ) - s [
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Q=

[GE-na-nir@ra

1 1

/(t —2)t|f'(a)|" dt + /t |f/(b)]? dt

(1 —t) ()" di+

N
(<]

D=

oo

oot
Q=

t1f(0)]" di+

/(g—t)t|f’(a)\th+

[e-na-nis@ra+ [a-oiror

5
6

= (el
[[e}

+
=

ol

En effectuant le calcul des intégrales d’ou le résultat. m

Corollaire 3.15 Supposons que toutes les hypothéses du théoréme 3.3 soient satisfaites,

et |f'|? est une fonction s-préinveze,alors

L(f(@) + 4F 20D - (a4 (b, a))) = s [0 flu)dul

n(b,a)
b,a 1-1
< n(l,;) (%) a4

[\V)

1

HODK

1

ron)’

,( )|q 25215 —(7425)31 54 (s—4)61 s
(2+s)(1+s)62+s

24(1425)31+s
(2+s)(1+5)62+s

<2><52+S7(7+25)31+S+(574)61+g
(

s 1+s
2+5)(145)6%F* (a)] + e

(2+s)(1+s)62+s

Preuve. Comme |f'|? est s préinvexe on a

1+t

fla+ ey < =

< (5~ Dol @+ 2 o),

et

1—1

fla+ T intay| < (L 1

(2 @+ (o o

IN
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En utilisant le théoréme 3.3 d’ou

b)) — ey ST Flw)dul
)

(3= 3) ((F 1@ + () 1F () dt

[ D 1@+ G o) di

o
Wi

IN

+ [ (5= 3) () 1f @]+ CF) 1 (b)) dt

+[ (5= 3) () 1f @]+ F) 1 B)) dt

wlN o win
[l wiN

En effectuant le calcul des intégrales on trouve

L(f(a) + 4F(20D) 1 fa+ (b)) = sy o0 F(w)dul

( )1_; (2+(1+2s)31+s "(a)|" + 2% 5245 —(7425)31H5 4 (s—4)61+5 f'(b)] )é

< n(b,al) 5 (2+s)(1+s)62Ts (2+5)(1+5)62Fs )
— glvg 36 2x52+5 —(7425)31 54 (s—4)61 ¢ | ( >| + 2+(142s)31+s |f( )| q
(2+s)(1+s)62ts (24s)(1+s)62+s

Remarque 3.3 Le théoréme 7 de [13] correpond au corollaire 3.15 et le théoréme 9 de

[14] correspond au corollaire 3.16 lorsqu’on remplace n par (b — a).

Corollaire 3.16 On suppose que toutes les hypothéses du théoréme 3.3 soient satisfaites,
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et | f'|* une fonction s-Godunova-Levin préinveze au second sens,alors on a

L(/(@) + 4F 220+ (a4 n(b,a) = i o fw)dul

b, 1-1
< 22yt

2 q

/(&)|q 2x5275—(7+25)31 5+ (s—4)61 %
(2—s)(1—5)62—+

Q=

24+(1-25)31—°
(2—s)(1—s)62—s

Fo)
For)”.

Q=

24+(142s)313
(@)l + G e

2x52*5—(7+2s)31*5+(s—4)61*5
+ (2—s)(1—s)62—5

Preuve. comme |f’|? est s-Godunova-Levin préinvexe on a

a 1— 1+t

1 < CH @+

f(OH'T??(b a)) FEOIR

et
1 1+t 1

< ()@ + () O

O )

En utilisant le théoréme 3.3 on a

(@) + A7 D) 4 fla+ (b)) = ik ST F(w)du
[G= 0 1@+ () 1r o) d

(3 —3) ((F)1F @ + () f (D)) dt

(=) (B (@ + (5= [f®)) dt

/
F [ @+ G o) a
/
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En intégrant par partie on obtient

1 2a + (b, a) 1 a+n(b,a)
5@+ 4R s nba) - s [

2x5275—(7—25)31 5 —(s+4)61 ¢
"(a)]" + = (g_s)(i—s)ﬁﬂ(s :

24+(1-2s5)31
()H%

1

o)’
IHODE

24+(1—2s)31 ¢

77(b> Cl) (3)17% ((2—5)(1—5)62*3 f

36 2><52*5—(7—25)31*5—(5—5—4)61*5
+ (2—s)(1—s)62ts

De plus,si on choisit n(b,a) = b — a, on obtient

a a a+n(b,a)
£ @+ 4D o) - [T s

2 n(b, a)
1
2+(1-25)313 2x5275—(7—25)31 5 —(s+4)61 %
b— a( 5 )1,1 <(2—_Fi)(1# f/(a)|q + = (é_s)(i s)62+5+ f/( )’ )
— q
ol-7 36 2><52*5—(7—25)31*5—(5—‘,—4)61*5 24+(1-25)31=5 | 1 ¢
+ (2—s)(1—s)62+s ( )l_'_ (2—s)(1—s5)62—5 f< )‘
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Conclusion

Le travail effectué dans ce mémoire s’inscrit dans le champ de la convexité, il constitue
une introduction aux fonctions h-préinvexes, a travers 1’étude de I'inégalité de Simpson
dans un cadre non classique a savoir les fonctions h-préinvexes. Avant d’entamer 1’étude
dans le cadre cité dessus, on a établit une nouvelle identité intégrale qui était fondamen-

tale par la suite.

Dans la premiere partie, on a introduit les notions nécessaires pour la suite, & savoir

convexité classique et convexité généralisé ainsi, quelques théorémes de base

Pour la deuxiéme partie on a rappelé I'inégalité de Simpson, de méme on a cité quelques

résultats concernant cette derniére dans le cadre des fonctions convexes. Egalement

d’autres résultats dans le cadre des fonctions s-convexes.

En ce qui concerne la troixiéme partie, on a établi un résultat plus général 1a ot on

peut avoir comme cas particulier les résultats du deuxiéme chapitre.

43



Bibliographie

1]

W. W. Breckner, Stetigkeitsaussagen fiir eine Klasse verallgemeinerter konvexer
Funktionen in topologischen linearen Rédumen. (German) Publ. Inst. Math. (Beo-

grad) (N.S.) 23 (1978), no. 37, 13-20.

S. S. Dragomir and C. E. M. Pearce, Selected topics on Hermite-Hadamard inequa-

lities and applications, Victoria University, Australia, (2000).

S. S. Dragomir and Th. M. Rassias.Ostrowski type inequalities and applications in

numerical integration. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht,2002.

S. S. Dragomir, J. E. Pecari¢, and L. E. Persson, Some inequalities of Hadamard

type.Soochow J. Math. 21 (1995), no. 3,335-341.

S. S. Dragomir,nequalities of Hermite-Hadamard type for h-convex function on linear

spaces Proyecciones 34 (2015), no. 4, 323-341.

D.S.Mitrinovi “c,Analytic inequalities.In cooperation withP.M.Vasi’c.Die Grund-
lehrender mathematischen Wissenschaften,Band165 Springer-Verlag,New York-
Berlin1970.

D.S.Mitrinovi “c,J.E.Pecari ‘cand A.M.Fink,Classical and new inequalities in
analysis.Mathematics and its Applications,61.Kluwer Academic Publishers-

Group,Dordrecht,1993.

D.S.Mitrinovi “c,J.E.Pecari “c and A.M.Fink, Inequalities for functions and their in-

tegrals and derivatives, KluwerAcademic,Dordrecht,1994.

44



[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

J.-Y. Li, On Hadamard-type inequalities for s-preinvex functions. Journal of Chong-

qing Normal University (Natural Science) 27(2010), no. 4, p. 003.

O. L. Mangasarian, Nonlinear programming. McGraw-Hill Book Co., New York-
London-Sydney 1969.

M. A. Hanson, On sufficiency of the Kuhn-Tucker conditions. J. Math. Anal. Appl.
80 (1981), no. 2, 545-550.

M. Matloka, Inequalities for h-prienvex functions. Appl. Math. Comput. 234 (2014),
52-57.

M. A. Noor, K. I. Noor, M. U. Awan and J. Li, On Hermite-Hadamard inequalities
for h-preinvex functions, Filomat, 28 (2014), no. 7, 1463-1474.

M. A. Noor, K. I. Noor, M. U. Awan and S. Khan, Hermite-Hadamard inequalities
for s-Godunova-Levin preinvex functions, J. Adv. Math. Stud. 7 (2014), no. 2, 12-19.

J. E. Pecari¢, F. Proschan and Y. L. Tong, Convex functions, partial orderings, and
statistical applications. Mathematics in Science and Engineering, 187. Academic

Press, Inc., Boston, MA, 1992.

M. Z. Sarikaya, E. Set and M. E. (")zdemir, On new inequelities of Simpson’s type
for convex functions, RGMIA Res. Rep. Coll. 13 (2010), no. 2, Article2.

M. Z. Sarikaya, E. Set and M. E. (”)zdemir, On new inequelities of Simpson’s type
for s-convex functions. Comput. Math. Appl. 60 (2010), no. 8, 2191-2199.

S. Varosanec, On h-convexity. J. Math. Anal. Appl. 326 (2007), no. 1, 303-311.

T. Weir and B. Mond, Pre-invex functions in multiple objective optimization. J.

Math. Anal. Appl. 136 (1988), no. 1, 29-38.

45



