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 ملخص :

الهدف  من  هذه المدكرة هو دراسة متراجحة تكاملية من نوع سيمسون في حالة دوال غير اعتيادية 

تم اثباثها في سياق الدوال المحدبة والدوال وتوسيع بعض النتائج التي  ونعني بذلك دوال تقريبا محدبة ،

-S- . محدبة 

في الفص الأول نذكر ببعض التعريفات التي تخص التحدب الكلاسيكي ونطرح مفهوم التحدب المعمم 

 للدوال ذات المتغير الحقيقي .

أما بالنسبة للفصل الثاني نعطي بعض النتائج المنشورة والمتعلقة بالمتراجحة التكاملية من نوع 

 محدبة . -S- سيمسون ، حيث تكون الدوال محدبة و

الفصل الاساسي حيث نقدم تعميمات لبعض النتائج السابك ذكرها ونشير إلى أن هذه النتائج تم ونختم ب

 ".Bنشرها في مجلة دولية من نوع "

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



    Résumé 

    L'objectif de ce mémoire, et de traiter une inégalité 

intégrale de type Simpson pour une classe de fonctions non 

classique à savoir les fonctions h-préinvexes et d'étendre 

certains résultats qui ont été prouvés dans le cadre des 

fonctions convexes et s convexes pour ces dernières. 

    Ce mémoire est structuré comme suit: 

    Dans le premier chapitre nous rappelons quelques types de 

convexité classique et de convexité généralisée pour les 

fonctions à variable réelle, également une identité intégrale 

sera donnée. 

    Dans le deuxième chapitre, nous citons quelques résultats 

publiés concernant les inégalités intégrales de type Simpson 

où les fonctions objectives sont des fonctions à premières 

dérivées convexes et s-convexes. 

    Et enfin on clôture par le chapitre essentiel de ce mémoire 

où on donne de nouvelles généralisations de certains 

résultats, on note que ces dernières ont fait l’objet d’une 

publication. 

    Mots clés: Inégalité de Simpson, Inégalité de Hölder, 

fonctions s-convexes, fonctions préinvexes,fonctions h-

préinvexes, . 



     

 

     

Introduction  

    La théorie des inégalités a connu un développement intense ces 

dernières années comme on le voit aujourd'hui, ceci est dû à son rôle 

important dans de divers branches de mathématiques telles que la 

théorie des espaces de Hilbert, la théorie des probabilités et des 

statistiques, l'analyse réelle, l'analyse complexe, l'analyse numérique, 

la théorie qualitative des équations différentielles et des équations 

aux différences, etc. 

    . En revanche l'apparition des équations différentielles 

fractionnelles ainsi, les équations aux dérivées partielles de type 

fractionnelles ont joué un rôle très important dans développement 

des inégalités intégrales. Celles-ci constituent un important sujet de 

recherche, par ailleurs beaucoup de chercheurs ont commencé à 

explorer ce domaine de recherche ce qui a fait apparaitre de 

nouvelles techniques, voire de nouvelles méthode, une chose qui a 

contribué à la résolution de beaucoup de problèmes mathématiques 

en théorie de l'approximation, en analyse numérique, dans l'étude 

des équations intégro-différentielles non linéaires. Ainsi l'intérêt 

porté à l'étude des inégalités intégrales n'a cessé de croitre, et 

comme abondante littérature dans ce domaine on cite les travaux de 

S.Dragomir [2], [3]. 

    Pour le fondement mathématique de cette théorie on note qu'il est 

dû aux éminents mathématiciens Gauss, Cauchy, Čebyšev au cours du 

18éme et 19éme  siècle, dans les années qui suivirent le sujet attira 

de nombreux mathématiciens: Poincaré, Lyapunov, Gronwall, Hölder, 

Hadamard, Pólya, Bellman et Ostrowski. Pour plus d'informations on 



cite les ouvrages de Mitrinović, Pečarić et Fink [6] [7] et [8] là où on 

peut trouver une bonne description de l'évolution historique des 

inégalités.  

    On note que cette direction de recherche s'évolue d'une manière 

remarquable, ce qui a fait apparaitre de nouvelles inégalités, des 

généralisations, des extensions aux dimensions supérieures, de 

même des variantes, fractionnaires et discrètes. 

    L'objectif de ce mémoire est de faire une synthèse concernant les 

inégalités intégrales de type Simpson et d'établir de nouvelles  

résultats  pour une classe de fonctions plus large que celle des 

fonctions convexes pour ce type d'inégalité intégrale. 

    Ce mémoire est structuré comme suit: 

    Dans le premier chapitre nous rappelons quelques types de 

convexité classique et de convexité généralisée pour les fonctions à 

une variable.  

Dans le second chapitre nous traiterons certains résultats concernant 

les inégalités intégrales de type Simpson. 

    L'objet du dernier chapitre sera l'extension des résultats classiques 

pour la classe des fonctions citée dessus . 
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques types de convexité ainsi que quelques iden-

tités de fonctions, pour plus d�informations sur la convexité en peut consulter [3].

1.1 Convexité classique et convexité généralisée

1.1.1 Convexité classique

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a; b] � R.

Dé�nition 1.1 Un ensemble I � R, est dit convexe si pour tout x; y 2 I et pour tout

t 2 [0; 1], nous avons

tx+ (1� t) y 2 I:

Dé�nition 1.2 Une fonction f : I ! R est dite convexe, si

f (tx+ (1� t) y) � tf (x) + (1� t) f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].
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Dé�nition 1.3 f : I = [a; b] � R! R est appelée fortement convexe avec module c avec

c > 0, si

f (tx+ (1� t) y) � tf (x) + (1� t) f (y)� ct(1� t) (x� y)2

est satisfaite pour tout x; y 2 I et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.4 Soit s 2 (0; 1] et soit f : I � R! R0 = [0;1) une fonction positive, f

est dite s-convexe si

f(tx+ (1� t)y) � tsf(x) + (1� t)sf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.5 Une fonction positive f : I � [0;1) ! R est dite fortement s-convexe

au second sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1] et c > 0, si

f(tx+ (1� t)y) � tsf(x) + (1� t)sf(y)� ct(1� t) (x� y)2

est satisfaite pour tout x; y 2 I et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.6 Une fonction f : [0; b]! R est dite m-convexe où m 2 (0; 1], si

f(tx+m(1� t)y) � tf(x) +m(1� t)f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.7 Soit h : J � R �! R une fonction non négative où (0,1)� J .Une

fonction non négative f : I �! R est dite h-convexe sur I; si

f(tx+ (1� t)y) � h(t)f(x) + h(1� t)f(y):

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 (0; 1):
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Dé�nition 1.8 Une fonction non négative f : I �! R est dite s-Godunova-fonction

Levin, où s 2 [0; 1];si

f(tx+ (1� t)y) � f(x)

ts
+

f(y)

(1� t)s
:

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 (0; 1):

Dé�nition 1.9 Une fonction non négative f : I �! R est dit p-convexe, si

f(tx+ (1� t)y) � f(x) + f(y):

est satisfaite pour tout x; y 2 I est tout t 2 [0; 1]:

1.1.2 Convexité généralisée

Les fonctions préinvexes est un concept qui a été introduit par [10] Hanson qui est

une extention naturelle de la notion de la convexité classique .

Dé�nition 1.10 Un ensemble K � R est dit invexe au point x par rapport à � : K �K

! R, si

x+ t� (y; x) 2 K

est satisfaite pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.11 Une fonction f : K � (0;+1) ! R est dite préinvexe par rapport à

�, si

f (x+ t� (y; x)) � (1� t) f (x) + tf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.12 Soit s 2 (0; 1] ;une fonction positive f : K � [0;1) ! R est dite

s-préinvexe par rapport à �, si

f (x+ t� (y; x)) � (1� t)sf (x) + tsf(y)
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est satisfaite pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.13 Soit h : [0; 1] �! R une fonction non négative h 6= 0:la fonction non

négative f sur l�ensemble invexe K est dite fonction h-pré-invexe avec par rapport à �; si

f(x+ t�(y; x)) � h(1� t)f(x) + h(t)f(y):

est satisfaite pour tout x; y 2 K et tout t 2 (0; 1):

Dé�nition 1.14 Une fonction non négative f : K �! R est dit s-Godunova-fonction

de pré-invexe de Levin par rapport à � où s2 [0; 1]; si

f(x+ t�(y; x)) � f(x)

ts
+

f(y)

(1� t)s
:

est satisfaite pour tout x; y 2 K et tout t 2 (0; 1):

Dé�nition 1.15 Une fonction non négative f : K �! R est dit fonction P -preinvexe

par rapport à � si

f(x+ t�(y; x)) � f(x) + f(y):

est satisfaite pour tout x; y 2 K et tout t 2 [0; 1].

1.2 Quelques identités et inégalités intégrales

1.2.1 Inégalité de Hölder

Théorème 1.1 Soit p > 1 et 1
p
+ 1

q
= 1. Si f et g sont des fonctions réelles dé�nies sur

[a; b], et si de plus jf jp et jgjq sont intégrables sur [a; b], alors

Z b

a

jf (x) g (x)j dx �
�Z b

a

jf (x)jp dx
� 1

p
�Z b

a

jg (x)jq dx
� 1

q

:
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1.2.2 Inégalité des moyens d�ordre q

Théorème 1.2 ([3]) Soient x = (xi)i=1;2;:::;n et p = (pi)i=1;2;:::;n deux strictement posi-

tives n-uplet et soit q 2 R [ f�1;+1g, l�inégalité des moyens d�ordre q pondérés par p

est dé�nie par

M [q]
n =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

0@ 1
nP
k=1

pk

nP
i=1

pix
q
i

1A 1
q

pour q 6= �1; 0;+1;

�
n

�
i=1
xpii

� nP
k=1

pk

pour q = 0;

min (x1; x2; :::; xn) pour q = �1;

max (x1; x2; :::; xn) pour q = +1:

Pour �1 � q < r � +1, on a

M [q]
n �M [r]

n :

Remarque 1.1 La version intégrale du Théorème 1.2 est : pour q � 1 et si jf j et jgjq

sont intégrables sur [a; b], alors

Z b

a

jf (x) g (x)j dx �
�Z b

a

jf (x)j dx
�1� 1

q
�Z b

a

jf (x)j jg (x)jq dx
� 1

q

:
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Chapitre 2

Inégalités intégrales de type Simpson

2.0.3 Les inégalités de Simpson pour les fonctions assez régu-

lières

2.0.4 Motivation

Dans beaucoup de problèmes pratiques on on est a¤ronté au calcul de la quantité

I =
R b
a
f (x) dx; ce qui est possible que dans certains cas très limités, là où une telle

intègrale pourra être évaluée analytiquement. Et le plus souvent le calcul analytique est

compliqué, voire impossible. D�où l�idée de remplacer l�intégrale I par une formule assez

proche est dont pami elles la formule de Simpson qui est donnée par le théorème suivant

Théorème 2.1 ([3]) Soit f : [a; b] � R! R on suppose que f (4) 2 L1 ([a; b]).

Alors on a : ����16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)
�
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

����
� 1

2880
kf (4)k1(b� a)4
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2.1 Inégalités intégrales de type Simpson pour les

fonctions convexes

Dans le travail [10 ],Sakarikaya et all, en utilisant une identité qui semble à celle

énoncée par

le Lemme1.1 et par le billet de la convexité ils ont réussi à montrer les théorèmes

suivants.

Théorème 2.2 Soit f : [a; b] � R! R une fonction dérivable, telle que f 0 2 L1 ([a; b]).

On suppose que jf 0j est convexe sur [a; b] :

Alors ����16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)
�
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

����
� 5(b� a)

72
(j f 0(a) j + j f 0(b) j):

Théorème 2.3 Soit f : [a; b] � R! R une fonction dérivable, telle que f 0 2 L1 ([a; b]).

On suppose que jf 0jq est convexe sur [a; b] :

Alors ����16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)
�
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

����
� b� a

2

�
2

p+ 1
(
1

3
)p+1 +

2

p+ 1
(
1

6
)p+1

�1
p

�
�
(
jf 0(a)jq + 3 jf 0(b)jq

4
)
1
q + (

3 jf 0(a)jq + jf 0(b)jq

4
)
1
q

�
:

Théorème 2.4 Soit f : [a; b] � R! R une fonction dérivable, telle que f 0 2 L1 ([a; b]).

On suppose que jf 0jq est convexe sur [a; b] :

8



Alors ����16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)
�
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

����
� b� a

72
51�

1
q24�29 j f 0(a) jq +61 j f 0(b) jq

18

� 1
q

+

�
61 j f 0(a) jq +29 j f 0(b) jq

18

� 1
q

35 :
2.1.1 Inégalités de Simpson pour les fonctions s-convexes

dans [11] Sakarikaya et all ont généralisé les résultats précédents pour les fonctions

s-convexes qui est un cadre plus général. Et ils ont établi les théorèmes suivants.

Théorème 2.5 Soit f : [a; b] � R! R une fonction dérivable, telle que f 0 2 L1 ([a; b]).

On suppose que jf 0j est s-convexe sur [a; b], où s 2 (0; 1] est un paramètre.

Alors on a ����16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)
�
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

���� (2.1)

� (b� a)

�
(s� 4)6S+1 + 2� 5S+2 � 2� 3S+2 + 2

6S+2(s+ 1)(s+ 2)

�
(j f 0(a) j + j f 0(b) j):

où 1
p
+ 1

q
= 1.

Théorème 2.6 Soit f : [a; b] � R! R une fonction dérivable, telle que f 0 2 L1 ([a; b]).

On suppose que jf 0jq est s-convexe sur [a; b], où s 2 (0; 1] est un paramètre.

Alors on a l�estimation suivante���16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)
�
� 1

b�a
R b
a
f (x) dx

���
� b�a

12

�
1+2p+1

3(p+1)

� 1
p0BB@ (

j f 0(a) jq +(21+s � 1) j f 0(b) jq
(1 + s)2s

)
1
q

+(
(21+s � 1) j f 0(a) jq + j f 0(b) jq

(1 + s)2s
)
1
q

1CCA
(2.2)
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où 1
p
+ 1

q
= 1.

Théorème 2.7 Soit f : [a; b] � R! R une fonction dérivable, telle que f 0 2 L1 ([a; b]).

On suppose que jf 0jq est s-convexe sur [a; b], où s 2 (0; 1] est un paramètre.

Alors l�inégalité suivante est satisfaite :����16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)
�
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

���� �

b� a

2
(
5

36
)1�

1
q

�
2 + (1 + 2s)31+s

3� (1 + s)(2 + s)61+s
j f 0(a) jq +2� 5

2+s � (7 + 2s)31+s + (s� 4)61+s
3� (1 + s)(2 + s)61+s

j f 0(b) jq
� 1

q

+

�
2� 52+s � (7 + 2s)31+s + (s� 4)61+s

3� (1 + s)(2 + s)61+s
j f 0(a) jq + 2 + (1 + 2s)31+s

3� (1 + s)(2 + s)61+s
j f 0(b) jq

� 1
q

:

où 1
p
+ 1

q
= 1:
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Chapitre 3

Nouveaux résultats

Dans ce chapitre, nous allons établir une nouvelle identité, sur laquelle en s�appuyant

pour généraliser les théorèmes cités dessus pour une classe de fonctions plus large à savoir

les fonctions h-preinvexe. Cette étude a fait l�objet d�une publication.

Lemme 3.1 Soit f : [a; a+ � (b; a)]! R une fonction telle que f 0 est absolument conti-

nue et f 0 est intégrable sur [a; a+ � (b; a)] ; .� (b; a) > 0

Alors l�égalité suivante est satisfaite :�����16 hf (a) + 4f �2a+�(b;a)2

�
+ f (a+ �(b; a))

i
� 1

�(b;a)

Z a+�(b;a

a

f (u) du

�����
=

�(b; a)

2 0

Z 1

(
t

2
� 1
3
)(f 0(a+

1 + t

2
�(b; a))� f 0(a+

1� t

2
�(b; a)))dt: (3.1)

Preuve. Soit

I1 =
�(b; a)

2

1Z
0

(
t

2
� 1
3
)f 0(a+

1 + t

2
�(b; a))dt (3.2)

I2 =
�(b; a)

2

1Z
0

(
t

2
� 1
3
)f 0(a+

1� t

2
�(b; a))dt (3.3)

11



En intégrant par partie le côté droit de (3.1), on a

I1 = (
t

2
� 1
3
)(
2

�
f(a+

1 + t

2
�(b; a)))

��1
0 �

1

�(b; a)

1Z
0

f(a+
1 + t

2
�(b; a))dt

= [
1

6
(
2

�
f(a+ �(b; a)) +

1

3
(
2

�
f(a+

1

2
�(b; a))]� 1

�(b; a)

1Z
0

f(a+
1 + t

2
�(b; a))dt(3.4)

=
2

6�
f(a+ �(b; a)) +

2

3�
f(a+

1

2
�(b; a))� 1

�(b; a)

1Z
0

f(a+
1 + t

2
�(b; a))dt:

=
1

6
f(a+ �(b; a)) +

1

3
f(a+

1

2
�(b; a))� 1

�(b; a)

a+�(b;a)Z
a+ 1

2
�(b;a)

f(u)du: (3.5)

En utilisant le changement de variable

u = a+
1 + t

2
�(b; a)

dt =
2

�(b; a)
du;

D�où

I1 = (
t

2
� 1
3
)(
2

�
f(a+

1 + t

2
�(b; a)))10 �

1

�(b; a)

1Z
0

f(a+
1 + t

2
�(b; a))dt

=
1

6
f(a+ �(b; a)) +

1

3
f(a+

1

2
�(b; a))� 1

�(b; a)

a+�(b;a)Z
a+ �

2

f(u)du:

Soit le changement de variable

u = a+
1� t

2
�(b; a)

dt = � 2

�(b; a)
du:

12



Alors pour l�intégrale I2 on a

I2 = [(
t

2
� 1
3
)(� 2

�(b; a)
f(a+

1� t

2
�(b; a))]

��1
0 +

1

�(b; a)

1Z
0

f(a+
1� t

2
�(b; a))dt

= �1
6
(f(a))� 1

3
f(a+

1

2
�(b; a))) +

1

�(b; a)

a+
�(b;a)
2Z

a

f(a+
1� t

2
�(b; a))dt: (3.6)

En les regroupant les relations (3:2), (3:3) et en multipliant par le facteur
� (b; a)

2
on

a �����16 hf (a) + 4f �2a+�(b;a)2

�
+ f (a+ �(b; a))

i
� 1

�(b;a)

Z a+�(b;a

a

f (u) du

�����
=

�(b; a)

2 0

Z 1

(
t

2
� 1
3
)(f 0(a+

1 + t

2
�(b; a))� f 0(a+

1� t

2
�(b; a)))dt: (3.7)

3.1 Inégalités intégrales de type Simpson pour les

fonctions h-préinvexes

Théorème 3.1 Soit f : [a; a + �(b; a)] �! R une application di¤érentiable sur (a; a +

�(b; a)) où �(b; a) � 0 et f 0 2 L([a; a + �(b; a)]): On suppose que jf 0j est h-préinvexe par

rapport à �(b; a);

Alors l�inégalité suivante est satisfaite.�����16
�
f(a) + 4f(

2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a))

�
� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� �(b; a)(j f 0(a) j + j f 0(b) j)

�(
Z 5

6

1
2

(
5

6
� t)(h(1� t) + h(t))dt+

Z 1

5
6

(t� 5
6
)(h(1� t) + h(t))dt):

13



Preuve. Par le billet du lemme 3.1 et les propriétés de la valeur absolue on a

���16 �f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a))

�
� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)
2

1Z
0

��( t
2
� 1

3
)(f 0(a+ 1+t

2
�(b; a))� (f 0(a+ 1�t

2
�(b; a))dt

��

� �(b;a)
2

0BBBBBB@

1Z
0

j t
2
� 1

3
jj f 0(a+ 1+t

2
�(b; a)) j

+

1Z
0

�� t
2
� 1

3

�� ��(f 0(a+ 1�t
2
�(b; a))

�� dt:

1CCCCCCA
En intégrant sur les intervalles

�
0; 2

3

�
et
�
2
3
; 1
�

=
�(b; a)

2
[

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)

����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a)

���� dt (3.8)

+

1Z
2
3

(
t

2
� 1
3
)

����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a)

���� dt

+

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)

����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a)

���� dt
+

1Z
2
3

(
t

2
� 1
3
)

����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a)

���� dt]:
Comme jf 0j est h-préinvexe, alors����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a))

���� � h(
1� t

2
) jf 0(a)j+ h(

1 + t

2
) jf 0(b)j����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a))

���� � h(
1 + t

2
) jf 0(a)j+ h(

1� t

2
) jf 0(b)j :

14



D�où �����16
�
f(a) + 4f(

2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a))

�
� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� �(b; a)

2
(jf 0(a)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)h(
1� t

2
)dt+ jf 0(b)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)h(
1 + t

2
)dt

+ jf 0(a)j
1Z

2
3

(
t

2
� 1
3
)h(
1� t

2
)dt+ jf 0(b)j

1Z
2
3

(
t

2
� 1
3
)h(
1 + t

2
)dt

+ jf 0(a)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)h(
1 + t

2
)dt+ jf 0(b)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)h(
1� t

2
)dt

+ jf 0(a)j
1Z

2
3

(
t

2
� 1
3
)h(
1 + t

2
)dt+ jf 0(b)j

1Z
2
3

(
t

2
� 1
3
)h(
1� t

2
)dt:

En regroupant les termes on a

=
�(b; a)

2
(jf 0(a)j+ jf 0(b)j)(

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)h(
1� t

2
)dt+

1Z
2
3

(
t

2
� 1
3
)h(
1� t

2
)dt

+

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)h(
1 + t

2
)dt+

1Z
2
3

(
t

2
� 1
3
)h(
1 + t

2
)dt):

En utilisant un changement de variable convenable on obtient

���16 �f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a))

�
� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
��� �

�(b; a)(jf 0(a)j+ jf 0(b)j)(

5
6Z

1
2

(5
6
� t)(h(1� t) + h(t))dt+

1Z
5
6

(t� 5
6
)(h(1� t) + h(t))dt:

15



3.1.1 Corollaires

Corollaire 3.1 Supposons que toutes les hypothèses du théorème 3.1 soient satisfaites

et jf 0j est une fonction h-convexe,alors pour �(b; a) = b� a alors on a����16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)
�
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

����
� (b� a)(jf 0(a)j+ jf 0(b)j)

�(

5
6Z

1
2

(
5

6
� t)(h(1� t) + h(t))dt+

1Z
5
6

(t� 5
6
)(h(1� t) + h(t))dt):

Corollaire 3.2 Supposons que toutes les hypothèses du théorème 3.1 soient satisfaites

et jf 0j est une fonction p-préinvexe,alors on a�����16
�
f(a) + 4f(

2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a))

�
� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� 5

36
�(b; a)(jf 0(a)j+ jf 0(b)j):

De plus pour �(b; a) = b� a on a�����16
�
f(a) + 4f(

2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a))

�
� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� 5(b� a)

36
(jf 0(a)j+ jf 0(b)j)

16



Preuve. D�aprés la relation (3.6) on a

���16 �f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a))

�
� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)
2
[

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)
��f 0(a+ 1+t

2
�(b; a)

�� dt
+

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)
��f 0(a+ 1+t

2
�(b; a)

�� dt
+

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)
��f 0(a+ 1�t

2
�(b; a)

�� dt
+

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)
��f 0(a+ 1�t

2
�(b; a)

�� dt]:
Comme jf 0j est P- préinvexe, alors����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a))

���� � jf 0(a)j+ jf 0(b)j����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a))

���� � jf 0(a)j+ jf 0(b)j :

17



Ce qui donne

���16 �f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a))

�
� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)
2
(jf 0(a)j

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)dt+ jf 0(b)j

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)dt

+ jf 0(a)j
1Z

2
3

( t
2
� 1

3
)dt+ jf 0(b)j

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)dt

+ jf 0(a)j

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)dt+ jf 0(b)j

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)dt

jf 0(a)j
1Z

2
3

( t
2
� 1

3
)dt+ jf 0(b)j

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)dt:

alors ���16 �f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a))

�
� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)
2
(jf 0(a)j+ jf 0(b)j)(

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)dt)+

(jf 0(a)j+ jf 0(b)j) (
1Z

2
3

( t
2
� 1

3
)dt)+

(jf 0(a)j+ jf 0(b)j) (

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)dt)+

(jf 0(a)j+ jf 0(b)j) (
1Z

2
3

( t
2
� 1

3
)dt):

= �(b;a)
2
[ 4
36
(jf 0(a)j+ jf 0(b)j) + 1

36
(jf 0(a)j+ jf 0(b)j)

+ 4
36
(jf 0(a)j+ jf 0(b)j) + 1

36
(jf 0(a)j+ jf 0(b)j)]

= 5�(b;a)
36

(jf 0(a)j+ jf 0(b)j):

18



De plus, si on choisit �(b; a) = b� a on obtient����16 �f (a) + 4f �a+b2 �+ f (b)
�
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

����
� 5(b� a)

36
(jf 0(a)j+ jf 0(b)j)

Corollaire 3.3 Supposons que toutes les hypothèses du théorème 3.1 soient satisfaites,

et jf 0j est une fonction préinvexe, alors on a

������16
�
f(a) + 4f(

2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a))

�
� 1

�(b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(u)du

������
� 5

72
�(b; a)(j f 0(a) j + j f 0(b) j):

Preuve. De même on sait que :

���16 �f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a))

�
� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)
2
[

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)
��f 0(a+ 1+t

2
�(b; a)

�� dt
+

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)
��f 0(a+ 1+t

2
�(b; a)

�� dt
+

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)
��f 0(a+ 1�t

2
�(b; a)

�� dt
+

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)
��f 0(a+ 1�t

2
�(b; a)

�� dt:]
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Comme jf 0j est préinvexe, alors

���16 �f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a))

�
� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)
2
[jf 0(a)j

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)(1�t

2
)dt+ jf 0(b)j

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)(1+t

2
)dt+

jf 0(a)j
1Z

2
3

( t
2
� 1

3
)(1�t

2
)dt+ jf 0(b)j

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)(1+t

2
)dt

+ jf 0(a)j

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)(1+t

2
)dt+ jf 0(b)j

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)(1�t

2
)dt

jf 0(a)j
1Z

2
3

( t
2
� 1

3
)(1+t

2
)dt+ jf 0(b)j

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)(1�t

2
)dt]:

En intégrant sur les intervalles [0; 2
3
]; [2

3
; 1] on a

= �(b;a)
2
(jf 0(a)j+ jf 0(b)j)[ 1

72
+ 4

72
+ 1

72
+ 4

72
]

= �(b;a)
2
(jf 0(a)j+ jf 0(b)j)

�
10
72

�
= 5�(b;a)

72
(jf 0(a)j+ jf 0(b)j)

Corollaire 3.4 Supposons que toutes les hypothèses du théorème 3.1 soient satisfaites

et jf 0j est une fonction s-préinvexe, alors�����16
�
f(a) + 4f(

2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a))

�
� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� �(b; a)

(s+ 1)(s+ 2)
(j f 0(a) j + j f 0(b) j)(2(1

6
)s+2 + 2(

5

6
)s+2 � (1

2
)s+1 +

s� 4
6
):

20



Preuve. Comme jf 0j est S- préinvexe, alors on a����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a))

���� � (
1� t

2
)s jf 0(a)j+ (1 + t

2
)s jf 0(b)j����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a))

���� � (
1 + t

2
)s jf 0(a)j+ (1� t

2
)s jf 0(b)j :

En utilisant la relation (3.6) donc

���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)
2
[jf 0(a)j

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)(1�t

2
)sdt+ jf 0(b)j

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)(1+t

2
)sdt

jf 0(a)j
1Z

2
3

( t
2
� 1

3
)(1�t

2
)sdt+ jf 0(b)j

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)(1+t

2
)sdt

+ jf 0(a)j

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)(1+t

2
)sdt+ jf 0(b)j

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)(1�t

2
)sdt

jf 0(a)j
1Z

2
3

( t
2
� 1

3
)(1+t

2
)sdt+ jf 0(b)j

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)(1�t

2
)sdt]:

Soit

I1 = jf 0(a)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)(
1� t

2
)sdt+ jf 0(b)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)(
1 + t

2
)sdt;
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I2 = jf 0(a)j
1Z

2
3

(
t

2
� 1
3
)(
1� t

2
)sdt+ jf 0(b)j

1Z
2
3

(
t

2
� 1
3
)(
1 + t

2
)sdt;

I3 = jf 0(a)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)(
1 + t

2
)sdt+ jf 0(b)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)(
1� t

2
)sdt;

I4 = jf 0(a)j
1Z

2
3

(
t

2
� 1
3
)(
1 + t

2
)sdt+ jf 0(b)j

1Z
2
3

(
t

2
� 1
3
)(
1� t

2
)sdt:

En intégrant par partie on obtient

I1 =
jf 0(a)j
3� 2s

1

s+ 1
(1� 1

3s+1
) +

jf 0(b)j
3� 2s

1

s+ 1
((
5

3
)s+1 � 1)

�jf
0(a)j
2s+1

�
� 2

3s+2(s+ 1)
� 1

(s+ 1)(s+ 2)
(
1

3s+2
� 1)

�
�jf

0(b)j
2s+1

� 2
3
(5
3
)s+1

s+ 1
� 1

(s+ 1)(s+ 2)
((
5

3
)s+2 � 1)

�

I2 =
jf 0(a)j
2s+1

�
2

3s+2(s+ 1)
+

1

(s+ 1)(s+ 2)3s+2

�
+
jf 0(b)j
2s+1

�
2s+1

s+ 1
�

2
3
(5
3
)s+1

s+ 1
� 1

(s+ 1)(s+ 2)
[2s+2 � (5

3
)s+2

�
�jf

0(a)j
3� 2s

�
1

3s+1(s+ 1)
]� jf

0(b)j
3� 2s [

2s+1

s+ 1
�
(5
3
)s+1

s+ 1

�

De la même façon on a

I3 =
jf 0(a)j
3� 2s [

1

s+ 1
((
5

3
)s+1 � 1)] + jf

0(b)j
3� 2s [

1

s+ 1
(1� 1

3s+1
)]

�jf
0(a)j
2s+1

[
2
3
(5
3
)s+1

s+ 1
� 1

(s+ 1)(s+ 2)
((
5

3
)s+2 � 1)]

�jf
0(b)j
2s+1

[� 2

3s+2(s+ 1)
� 1

(s+ 1)(s+ 2)
(
1

3s+2
� 1)]
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I4 =
jf 0(a)j
2s+1

�
2s+1

s+ 1
�

2
3
(5
3
)s+1

s+ 1
� 1

(s+ 1)(s+ 2)
(2s+1 � (5

3
)s+2)

�
+
jf 0(b)j
2s+1

�
2

3s+2(s+ 1)
+

1

(s+ 1)(s+ 2)3s+2

�
�jf

0(a)j
3� 2s

�
2s+1

s+ 1
�
(5
3
)s+1

s+ 1

�
� jf

0(b)j
3� 2s

1

3s+1(s+ 1)

D�où
I1 + I2 + I3 + I4 = (jf 0(a)j+ jf 0(b)j)

[ 5s+2

(2s+1)(3s+2)(s+1)(s+2)
+ 1

(2s+1)(3s+2)(s+1)(s+2)

+ 1
(s+1)

� 2
3(s+1)

� 2
(s+1)(s+2)

� 2
(2s+1)(s+1)(s+2)

+ 5s+2

(2s+1)(3s+2)(s+1)(s+2)
+ 1

(2s+1)(3s+2)(s+1)(s+2)
]

= (jf 0(a)j+jf 0(b)j)
(s+1)(s+2)

[2( 5s+2

(2s+1)(3s+2)
) + 2( 1

(2s+1)(3s+2)
)

+(s+ 2)� 2(s+2)
3

� 2� 2
(2s+1)

]

= (jf 0(a)j+jf 0(b)j)
(s+1)(s+2)

[4( 5
s+2

(6s+2)
) + 4( 1

(6s+2)
)� 2

(2s+1)
+ 2s�8

6
]

= 2(jf 0(a)j+jf 0(b)j)
(s+1)(s+2)

[2(5
6
)
s+2
+ 2(1

6
)s+2 � (1

2
)s+1 + s�4

6
]

En miltipliant par le facteur �(b;a)
2

on obtient le résultat annoncé.

Remarque 3.1 le corollaire 4 se réduit au théorème 7 de [11] (qui correspond au théo-

rème 2.5 page 9), si on prenant �(b; a) = b� a:

Corollaire 3.5 Supposons que toutes les hypothèses du théorème 3.1 soient satisfaites

et jf 0j est une fonction s-Godunova-Levin préinvexe au second sens, alors on a�����16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� �(b; a)

(1� s)(2� s)
(j f 0(a) j + j f 0(b) j)(2(5

6
)2�s + 2(

1

6
)2�s � (1

2
)1�s � s+ 4

6
):
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Preuve. On sait que

���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)
2
(

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)
��f 0(a+ 1+t

2
�(b; a)

�� dt
+

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)
��f 0(a+ 1+t

2
�(b; a)

�� dt
+

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)
��f 0(a+ 1�t

2
�(b; a)

�� dt
+

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)
��f 0(a+ 1�t

2
�(b; a)

�� dt):
Comme jf 0j est s Godunova Levin préinvexe, alors����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a))

���� � 1

(1�t
2
)s
jf 0(a)j+ 1

(1+t
2
)s
jf 0(b)j

� (
1� t

2
)�s jf 0(a)j+ (1 + t

2
)�s jf 0(b)j����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a))

���� � 1

(1+t
2
)s
jf 0(a)j+ 1

(1�t
2
)s
jf 0(b)j :

� (
1 + t

2
)�s jf 0(a)j+ (1� t

2
)�s jf 0(b)j
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donc �����16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� �(b; a)

2
(jf 0(a)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)(
1� t

2
)�sdt+ jf 0(b)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)(
1 + t

2
)�sdt

+ jf 0(a)j
1Z

2
3

(
t

2
� 1
3
)(
1� t

2
)�sdt+ jf 0(b)j

1Z
2
3

(
t

2
� 1
3
)(
1 + t

2
)�sdt

+ jf 0(a)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)(
1 + t

2
)�sdt+ jf 0(b)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)(
1� t

2
)sdt

+ jf 0(a)j
1Z

2
3

(
t

2
� 1
3
)(
1 + t

2
)�sdt+ jf 0(b)j

1Z
2
3

(
t

2
� 1
3
)(
1� t

2
)�sdt:

Soit

I1 = (jf 0(a)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)(
1� t

2
)�sdt+ jf 0(b)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)(
1 + t

2
)�sdt

I2 = jf 0(a)j
1Z

2
3

(
t

2
� 1
3
)(
1� t

2
)�sdt+ jf 0(b)j

1Z
2
3

(
t

2
� 1
3
)(
1 + t

2
)�sdt

I3 = jf 0(a)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)(
1 + t

2
)�sdt+ jf 0(b)j

2
3Z
0

(
1

3
� t

2
)(
1� t

2
)�sdt

I4 = jf 0(a)j
1Z

2
3

(
t

2
� 1
3
)(
1 + t

2
)�sdt+ jf 0(b)j

1Z
2
3

(
t

2
� 1
3
)(
1� t

2
)�sdt
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En intégrant par partie on obtient

I1 =
jf 0(a)j
3� 2�s [

1

1� s
(1� 1

31�s
)] +

jf 0(b)j
3� 21�s [

1

1� s
((
5

3
)1�s � 1)]

�jf
0(a)j
21�s

[� 2

32�s(1� s)
� 1

(1� s)(2� s)
(
1

32�s
� 1)]

�jf
0(b)j
21�s

[
2
3
(5
3
)1�s

1� s
� 1

(1� s)(2� s)
((
5

3
)2�s � 1)];

I2 =
jf 0(a)j
21�s

[
2

32�s(1� s)
+

1

(1� s)(2� s)32�s
]

+
jf 0(b)j
21�s

[
21�s

1� s
�

2
3
(5
3
)1�s

1� s
� 1

(1� s)(2� s)
[22�s � (5

3
)2�s]

� jf
0(a)j

3� 2�s [
1

31�s(1� s)
]� jf 0(b)j

3� 2�s [
21�s

1� s
�
(5
3
)1�s

1� s
]:

De la même façon, on a

I3 =
jf 0(a)j
3� 2�s [

1

1� s
((
5

3
)1�s � 1)] + jf 0(b)j

3� 2�s [
1

1� s
(1� 1

31�s
)]

�jf
0(a)j
21�s

[
2
3
(5
3
)1�s

1� s
� 1

(1� s)(2� s)
((
5

3
)2�s � 1)]

�jf
0(b)j
21�s

[� 2

32�s(1� s)
� 1

(1� s)(2� s)
(
1

32�s
� 1)];

I4 =
jf 0(a)j
21�s

[
21�s

1� s
�

2
3
(5
3
)1�s

1� s
� 1

(1� s)(2� s)
(21�s � (5

3
)2�s)]

+
jf 0(b)j
21�s

[
2

32�s(1� s)
+

1

(1� s)(2� s)3s+2
]

� jf
0(a)j

3� 2�s [
21�s

1� s
�
(5
3
)1�s

1� s
]� jf 0(b)j

3� 2�s [
1

31�s(1� s)
]:

D�où

I1 + I2 + I3 + I4 =
2(jf 0(a)j+ jf 0(b)j)
(1� s)(2� s)

[2(
5

6
)
2�s
+ 2(

1

6
)2�s � (1

2
)1�s � s+ 4

6
]:
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En miltipliant par le facteur
�(b; a)

2
on obtient le résultat ci dessus.

Corollaire 3.6 De plus,si on prend �(b; a) = b� a on obtient����16(f(a) + 4f(a+ b

2
) + f(b)� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

����
� b� a

(1� s)(2� s)
(jf 0(a)j+ jf 0(b)j)(2(5

6
)2�s + 2(

1

6
)2�s � (1

2
)1�s � s+ 4

6
):

3.2 Inégalités intégrales de type Simpson pour des

fonctions dont la dérivée est h-préinvexe

Théorème 3.2 Soit f : [a; a + �(b; a)] �! R une application di¤érentiable sur (a; a +

�(b; a)) où �(b; a) � 0 et f 0 2 L([a; a+ �(b; a)]): On suppose que jf 0jq est h-préinvexe par

rapport à �(b; a); alors l�inégalité suivante est satisfaite

������16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(u)du

������

� �(b; a)

12
(
1 + 2p+1

3(p+ 1)
)
1
p

0BBBBBBB@

0@jf 0(a)jq 1Z
0

h(1�t
2
)dt+ jf 0(b)jq

1Z
0

h(1+t
2
)dt

1A
1
q

+

0@jf 0(a)jq 1Z
0

h(1+t
2
)dt+ jf 0(b)jq

1Z
0

h(1�t
2
)dt

1A
1
q

1CCCCCCCA
:

où 1
P
+ 1

q
= 1; et q � 1
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Preuve. En utilisant le lemme1, propriétés de la valeur absolue et l�inégalité de

H½older, on a

������16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+))� 1

�(b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(u)du

������

� �(b; a)

2

0BBBBBBB@

0@ 1Z
0

�� t
2
� 1

3

��p dt
1A

1
p
0@ 1Z
0

��f 0(a+ 1+t
2
�(b; a))

��q dt
1A

1
q

+

0@ 1Z
0

��f 0(a+ 1�t
2
�(b; a))

��q dt
1A

1
q

1CCCCCCCA
=

�(b; a)

2
(
2

p+ 1
(
1

3
)p+1 +

2

p+ 1
(
1

6
)p+1)

1
p

�

0B@
0@ 1Z
0

����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a))

����q dt
1A

1
q

+

0@ 1Z
0

����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a))

����q dt
1A

1
q

1CA(3.9)
comme jf 0jq est une fonction h-préinvexe sur [a; a+ �(b; a)] on a����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a))

����q � h(
1� t

2
) jf 0(a)jq + h(

1 + t

2
) jf 0(b)jq (3.10)

����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a))

����q � h(
1 + t

2
) jf 0(a)jq + h(

1� t

2
) jf 0(b)jq (3.11)

En combinant (3.9), (3.10), et (3.11) on obtient le résultat annoncé.
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3.2.1 Corollaires

Corollaire 3.7 Supposons que toutes les hypothèses du théorème 3.2 soient satisfaites,

et jf 0jqest une fonction h-convexe, alors pour �(b; a) = b� a on a

������16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(u)du

������

� b� a

12
(
1 + 2p+1

3(p+ 1)
)
1
p

0BBBBBBB@

0@jf 0(a)jq 1Z
0

h(1�t
2
)dt+ jf 0(b)jq

1Z
0

h(1+t
2
)dt

1A
1
q

+

0@jf 0(a)jq 1Z
0

h(1+t
2
)dt+ jf 0(b)jq

1Z
0

h(1�t
2
)dt

1A
1
q

1CCCCCCCA
:

Corollaire 3.8 Supposons que toutes les hypothèses du théorème 3.2 soient satisfaites,et

jf 0jq est une fonction P-préinvex, alors on a�����16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� �(b; a)

6

�
1 + 2p+1

3(p+ 1)

� 1
p �
jf 0(a)jq + jf 0(b)j

1
q

� 1
q

:

De plus pour �(b; a) = b� a; on a�����16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� b� a

6

�
1 + 2p+1

3(p+ 1)

� 1
p �
jf 0(a)jq + jf 0(b)j

1
q

� 1
q

:
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Preuve. En utilisant le théorème 3.2 on a������16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(u)du

������

� �(b; a)

12
(
1 + 2p+1

3(p+ 1)
)
1
p

0BBBBBBB@

0@jf 0(a)jq 1Z
0

h(1�t
2
)dt+ jf 0(b)jq

1Z
0

h(1+t
2
)dt

1A
1
q

+

0@jf 0(a)jq 1Z
0

h(1+t
2
)dt+ jf 0(b)jq

1Z
0

h(1�t
2
)dt

1A
1
q

1CCCCCCCA
:

Comme jf 0jq si est P- préinvexe, alors����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a))

����q � jf 0(a)jq + jf 0(b)jq����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a))

����q � jf 0(a)jq + jf 0(b)jq :

Ce qui est équivalent au fait que la fonction h est une fonction constante qui est

dé�nie par h(t) = 1 sur [0; 1]; d0où

������16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(u)du

������
� �(b; a)

6
(
1 + 2p+1

3(p+ 1)
)
1
p
�
jf 0(a)jq + jf 0(b)jq

� 1
q :

En remplaçant �(b; a) par la valeur b � a on obtient la dexième partie du corollaire

3.8

Corollaire 3.9 Supposons que toutes les hypothèses du théorème 3.2 soient satisfaites,et
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jf 0jq une fonction préinvexe,alors on a�����16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� �(b; a)

12
(
1 + 2p+1

3(p+ 1)
)
1
p

 �
jf 0(a)jq + 3 jf 0(b)jq

4

� 1
q

+

�
3 jf 0(a)jq + jf 0(b)jq

4

� 1
q

!
:

Preuve. Comme jf 0jq est préinvexe, alors����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a))

����q � (
1� t

2
) jf 0(a)jq + (1 + t

2
) jf 0(b)jq����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a))

����q � (
1 + t

2
) jf 0(a)jq + (1� t

2
) jf 0(b)jq :

En utilisant la théorème (3.2) on a�����16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����

� �(b; a)

12

�
1 + 2p+1

3(p+ 1)

� 1
p

0BBBBBBB@

1Z
0

(1�t
2
) jf 0(a)jq dt+

1Z
0

(1+t
2
) jf 0(b)jq dt

+

0@ 1Z
0

(1+t
2
) jf 0(a)jq dt+

1Z
0

(1�t
2
) jf 0(b)jq dt

1A
1
q

1CCCCCCCA

1
q

;

par un calcul directe on trouve le résultat mentionné.

Corollaire 3.10 Supposons que toutes les hypothèses du théorème (3.2) soient satis-

faites,et jf 0jq est une fonction s-préinvexe,alors on a

���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)
12
(1+2

p+1

3(p+1)
)
1
p

��
jf 0(a)jq+(21+s�1)jf 0(b)jq

(1+s)2S

� 1
q
+
�
(21+s�1)jf 0(a)jq+jf 0(b)jq

(1+s)2S

� 1
q

�
:

31



Preuve. Comme jf 0jq est s-préinvexe, alors����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a))

����q � (
1� t

2
)s jf 0(a)jq + (1 + t

2
)s jf 0(b)jq����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a))

����q � (
1 + t

2
)s jf 0(a)jq + (1� t

2
)s jf 0(b)jq :

En utilisant le théorème (3.2) on a

���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b; a)

12

�
1 + 2p+1

3(p+ 1)

� 1
p

0BBBBBBB@

0@ 1Z
0

(1�t
2
)s jf 0(a)jq dt+

1Z
0

(1+t
2
)s jf 0(b)jq dt

1A
1
q

+

0@ 1Z
0

(1+t
2
)s jf 0(a)jq dt+

1Z
0

(1�t
2
)s jf 0(b)jq dt

1A
1
q

1CCCCCCCA
=
�(b; a)

12

�
1 + 2p+1

3(p+ 1)

� 1
p

0B@
�
jf 0(a)jq+(2s+1�1)jf 0(b)jq

2s(s+1)
)
� 1
q

+
�
(2s+1�1)jf 0(a)jq+jf 0(b)jq

2s(s+1)

� 1
q

1CA :

Remarque 3.2 Le corollaire 3.10 se réduit au théorème 6 de [14] (qui correspond au

théorème 2.5 page 9) si on prend �(b; a) = b� a:

Corollaire 3.11 On suppose que toutes les hypothèses du théorème 3.2 soient satisfaites,

et jf 0jq une fonction s-Godunova-Levin préinvexe ,alors on a

���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b; a)

12

�
1+2p+1

3(p+1)

� 1
p

��
jf 0(a)jq+(21�s�1)jf 0(b)jq

(1�s)2�S

� 1
q
+
�
(21�s�1)jf 0(a)jq+jf 0(b)jq

(1�s)2�S

� 1
q

�
:

Si de plus on prend �(b; a) = b� a on a

���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� b� a

12

�
1+2p+1

3(p+1)

� 1
p

��
jf 0(a)jq+(21�s�1)jf 0(b)jq

(1�s)2�S

� 1
q
+
�
(21�s�1)jf 0(a)jq+jf 0(b)jq

(1�s)2�S

� 1
q

�
:
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Preuve. Comme jf 0jq est s-Godunova-Levin préinvexe, alors����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a))

����q � (
1� t

2
)�s jf 0(a)jq + (1 + t

2
)�s jf 0(b)jq����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a))

����q � (
1 + t

2
)�s jf 0(a)jq + (1� t

2
)�s jf 0(b)jq :

En utilisant le théorème (3.2) d�où

���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)
12
(1+2

p+1

3(p+1)
)
1
p

0BBBBBBB@

0@ 1Z
0

(1�t
2
)�s jf 0(a)jq dt+

1Z
0

(1+t
2
)�s jf 0(b)jq dt

1A
1
q

+

0@ 1Z
0

(1+t
2
)�s jf 0(a)jq dt+

1Z
0

(1�t
2
)�s jf 0(b)jq dt

1A
1
q

1CCCCCCCA
= �(b;a)

12
(1+2

p+1

3(p+1)
)
1
p

��
jf 0(a)jq+(21�s�1)jf 0(b)jq

2�s(1�s)

� 1
q
+
�
(21�s�1)jf 0(a)jq+jf 0(b)jq

2�s(1�s)

� 1
q

�
:

Pour la deuxième partie du corollaire en question il su¢ t de remplacer � par sa valeur.

Théorème 3.3 soit f : [a; a + �(b; a)] �! R une application di¤érentiable sur (a; a +

�(b; a)) où �(b; a) � 0 et f 0 2 L([a; a+ �(b; a)]):On suppose que jf 0jq est h-preinvexe par

rapport à �(b; a) où q � 1; alors l�inégalité suivante est satisfaite�����16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� �(b; a)

21�
1
q

(
5

36
)1�

1
q

0@ ( 1(h) jf 0(a)j
q +  2(h) jf 0(b)j

q)
1
q

+( 2(h) jf 0(a)j
q +  1(h) jf 0(b)j

q)
1
q

1A :

Où

 1(h) =

Z 5
6

1
2

(
5

6
� t)h(1� t)dt+ 5

6

Z 1

(t� 5
6
)h(1� t)dt (3.12)
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et

 2 =

Z 5
6

1
2

(
5

6
� t)h(t)dt+

Z 1

5
6

(t� 5
6
)h(t)dt (3.13)

Preuve. En utilisant le lemme 1, les propriétés de la valeur absolue et la remarque

1.1 on a ���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b; a)

2

0@ 1Z
0

�� t
2
� 1

3

�� dt
1A1� 1

q

�

0BBBBBBB@

0@ 1Z
0

�� t
2
� 1

3

�� ��f 0(a+ 1+t
2
�(b; a))

��q dt)
1A

1
q

+

0@ 1Z
0

�� t
2
� 1

3

�� ��f 0(a+ 1�t
2
�(b; a))

��q dt
1A

1
q

1CCCCCCCA

=
�(b; a)

2
(
5

36
)1�

1
q

0BBBBBBB@

0@ 1Z
0

�� t
2
� 1

3

�� ��f 0(a+ 1+t
2
�(b; a))

��q dt
1A

1
q

+

0@ 1Z
0

�� t
2
� 1

3

�� ��f 0(a+ 1�t
2
�(b; a))

��q dt
1A

1
q

1CCCCCCCA
: (3.14)

Comme jf 0jq est h-préinvexe sur [a; a+ �(b; a)]; on a����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a))

����q � h(
1� t

2
) jf 0(a)jq + h(

1 + t

2
) jf 0(b)jq

et ����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a))

����q � h(
1 + t

2
) jf 0(a)jq + h(

1� t

2
) jf 0(b)jq :
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On obtient ���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)

2
1� 1

q
( 5
36
)1�

1
q0BBBBBBB@

0@ 1Z
0

��t� 5
6

��h(1� t) jf 0(a)jq + h(t) jf 0(b)jq dt)

1A
1
q

+

0@ 1Z
0

��t� 5
6

��h(t) jf 0(a)jq + h(1� t) jf 0(b)jq dt

1A
1
q

1CCCCCCCA

=
�(b; a)

21�
1
q

(
5

36
)1�

1
q

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0BBBBBBBB@

5
6Z

1
2

�
5
6
� t
�
h(1� t) jf 0(a)jq + h(t) jf 0(b)jq dt)+

1Z
5
6

�
5
6
� t
�
h(1� t) jf 0(a)jq + h(t) jf 0(b)jq dt)

1
q

1CCCCCCCCA

1
q

+

0BBBBBBBB@

5
6Z

1
2

�
5
6
� t
�
h(t) jf 0(a)jq + h(1� t) jf 0(b)jq dt)+

1Z
5
6

�
t� 5

6

�
h(t) jf 0(a)jq + h(1� t) jf 0(b)jq dt)

1CCCCCCCCA

1
q

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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D�où

�(b; a)

21�
1
q

(
5

36
)1�

1
q

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0BBBBBBBBB@

jf 0(a)jq

0B@
5
6Z

1
2

�
5
6
� t
�
h(1� t)dt+

1Z
5
6

�
t� 5

6

�
h(1� t)dt

1CA
+ jf 0(b)jq

0B@
5
6Z

1
2

�
5
6
� t
�
h(t)dt+

1Z
5
6

�
t� 5

6

�
h(t)dt

1CA

1CCCCCCCCCA

1
q

0BBBBBBBBB@

jf 0(a)jq

0B@
5
6Z

1
2

�
5
6
� t
�
h(t)dt+

1Z
5
6

�
t� 5

6

�
h(t)dt

1CA
+ jf 0(b)jq

0B@
5
6Z

1
2

�
5
6
� t
�
h(1� t)dt+

1Z
5
6

�
t� 5

6

�
h(1� t)dt

1CA

1CCCCCCCCCA

1
q

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
(3.15)

En combinant les relations (3.13), (3.13) et (3.15) on obtient le résultat.

Corollaire 3.12 Supposons que toutes les hypothèses du théorème 3.3 soint satisfaites,

et jf 0jqune fonction h-convexe,alors on a����16(f(a) + 4f(a+ b

2
) + f(b)� 1

b� a

Z b

a

f(u)du

����
� b� a

21�
1
q

(
5

36
)1�

1
q (( 1(h) jf 0(a)j

q
+  2(h) jf 0(b)j

q
)
1
q

+( 2(h) jf 0(a)j
q
+  1(h) jf 0(b)j

q
)
1
q ):

Où  1 et  2 sont respectivement données par (3.12) et (3.13)

Il su¢ t de remplacer �(b; a) par la valeur b� a:

Corollaire 3.13 On suppose que toutes les hypothèses du théorème 3.3 soient satisfaites
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et jf 0jq est une fonction P-préinvexe alors�����16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� 5�(a; b)

36

�
jf 0(a)jq + jf 0(b)jq

� 1
q :

De plus pour �(b; a) = b� a; on a�����16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� b� a

36

�
jf 0(a)jq + jf 0(b)jq

� 1
q :

Preuve. Comme jf 0jq est P-préinvexe����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a))

����q � jf 0(a)jq + jf 0(b)jq
����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a))

����q � jf 0(a)jq + jf 0(b)jq
En utilisant le théorème 3.3 on a�����16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
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� �(b; a)

21�
1
q

(
5

36
)1�

1
q

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0BBBBBBBB@

5
6Z

1
2

�
5
6
� t
�
(jf 0(a)jq + jf 0(b)jq) dt+

1Z
5
6

�
t� 5

6

�
(jf 0(a)jq + jf 0(b)jq) dt

1CCCCCCCCA

1
q

+

0BBBBBBBB@

5
6Z

1
2

�
5
6
� t
�
(jf 0(a)jq + jf 0(b)jq) dt+

1Z
5
6

�
t� 5

6

�
(jf 0(a)jq + jf 0(b)jq) dt

1CCCCCCCCA

1
q

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
On trouve le résultat annoncé en achevant le calcul des intégrales.

Pour la euxième partie du corollaire il su¢ t de remplacer � par la valeur b� a:

Corollaire 3.14 Supposons que toutes les hypothèses du théorème 9 soient satisfaites et

jf 0jq une fonction préinvexe, alors on a

���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)
72
51�

1
p

��
29jf 0(a)jq+61jf 0(b)jq

18

� 1
q
+
�
61jf 0(a)jq+29jf 0(b)jq

18

� 1
q

�

Preuve. Comme jf 0jq est préinvexe, en utilisant le théorème 3.3 on a�����16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
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� �(b; a)

21�
1
q

(
5

36
)1�

1
q

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0BBBBBBBB@

5
6Z

1
2

�
5
6
� t
�
(1� t) jf 0(a)jq dt+

5
6Z

1
2

(1� t) jf 0(b)jq dt+

1Z
5
6

�
t� 5

6

�
t jf 0(a)jq dt+

1Z
5
6

t jf 0(b)jq dt

1CCCCCCCCA

1
q

+

0BBBBBBBB@

5
6Z

1
2

�
5
6
� t
�
t jf 0(a)jq dt+

5
6Z

1
2

t jf 0(b)jq dt+

1Z
5
6

�
t� 5

6

�
(1� t) jf 0(a)jq dt+

1Z
5
6

(1� t) jf 0(b)jq dt

1CCCCCCCCA

1
q

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
En e¤ectuant le calcul des intégrales d�où le résultat.

Corollaire 3.15 Supposons que toutes les hypothèses du théorème 3.3 soient satisfaites,

et jf 0jq est une fonction s-préinvexe,alors

���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)

2
1� 1

q
( 5
36
)1�

1
q0B@

�
2+(1+2s)31+s

(2+s)(1+s)62+s
jf 0(a)jq + 2�52+s�(7+2s)31+s+(s�4)61+s

(2+s)(1+s)62+s
jf 0(b)jq

� 1
q�

2�52+s�(7+2s)31+s+(s�4)61+s
(2+s)(1+s)62+s

jf 0(a)j+ 2+(1+2s)31+s

(2+s)(1+s)62+s
jf 0(b)jq

� 1
q

1CA :

Preuve. Comme jf 0jq est s préinvexe on a����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a))

����q � (1� t

2
)s jf 0(a)jq + (1 + t

2
)s jf 0(b)jq ;

et ����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a))

����q � (1 + t2 )s jf 0(a)jq + (1� t

2
)s jf 0(b)jq :
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En utilisant le théorème 3.3 d�où���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

�(b;a)
2
( 5
36
)1�

1
q

�

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)
�
(1�t
2
)s jf 0(a)jq + (1+t

2
)s jf 0(b)jq

�
dt

+

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)
�
(1�t
2
)s jf 0(a)jq + (1+t

2
)s jf 0(b)jq

�
dt

+

2
3Z
0

(1
3
� t

2
)
�
(1+t
2
)s jf 0(a)jq + (1�t

2
)s jf 0(b)jq

�
dt

+

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)
�
(1+t
2
)s jf 0(a)jq + (1�t

2
)s jf 0(b)jq

�
dt

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
En e¤ectuant le calcul des intégrales on trouve

���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)

2
1� 1

q
( 5
36
)1�

1
q

0B@
�
2+(1+2s)31+s

(2+s)(1+s)62+s
jf 0(a)jq + 2�52+s�(7+2s)31+s+(s�4)61+s

(2+s)(1+s)62+s
jf 0(b)jq

� 1
q�

2�52+s�(7+2s)31+s+(s�4)61+s
(2+s)(1+s)62+s

jf 0(a)j+ 2+(1+2s)31+s

(2+s)(1+s)62+s
jf 0(b)jq

� 1
q

1CA :

Remarque 3.3 Le théorème 7 de [13] correpond au corollaire 3.15 et le théorème 9 de

[14] correspond au corollaire 3.16 lorsqu�on remplace � par (b� a):

Corollaire 3.16 On suppose que toutes les hypothèses du théorème 3.3 soient satisfaites,
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et jf 0jq une fonction s-Godunova-Levin préinvexe au second sens,alors on a

���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
���

� �(b;a)

2
1� 1

q
( 5
36
)1�

1
q0B@

�
2+(1�2s)31�s
(2�s)(1�s)62�s jf

0(a)jq + 2�52�s�(7+2s)31�s+(s�4)61�s
(2�s)(1�s)62�s jf 0(b)jq

� 1
q

+
�
2�52�s�(7+2s)31�s+(s�4)61�s

(2�s)(1�s)62�s jf 0(a)j+ 2+(1+2s)31�s

(2�s)(1�s)62�s jf
0(b)jq

� 1
q
:

1CA
Preuve. comme jf 0jq est s-Godunova-Levin préinvexe on a����f 0(a+ 1 + t2 �(b; a))

����q � (1� t

2
)�s jf 0(a)jq + (1 + t

2
)�s jf 0(b)jq ;

et ����f 0(a+ 1� t

2
�(b; a))

����q � (1 + t2 )�s jf 0(a)jq + (1� t

2
)�s jf 0(b)jq :

En utilisant le théorème 3.3 on a���16(f(a) + 4f(2a+�(b;a)2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b;a)

R a+�(b;a)
a

f(u)du
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2
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1
q
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�
dt

+

1Z
2
3
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)�s jf 0(b)jq
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dt
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2
3Z
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�
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�
dt

+

1Z
2
3

( t
2
� 1

3
)
�
(1+t
2
)�s jf 0(a)jq + (1�t
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1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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En intégrant par partie on obtient�����16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� �(b; a)

21�
1
q
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36
)1�
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(2�s)(1�s)62�s jf
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2�52�s�(7�2s)31�s�(s+4)61�s

(2�s)(1�s)62+s jf 0(a)j+ 2+(1�2s)31�s
(2�s)(1�s)62�s jf

0(b)jq
� 1
q

1CA :

De plus,si on choisit �(b; a) = b� a; on obtient�����16(f(a) + 4f(2a+ �(b; a)

2
) + f(a+ �(b; a)))� 1

�(b; a)

Z a+�(b;a)

a

f(u)du

�����
� b� a
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36
)1�

1
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2+(1�2s)31�s
(2�s)(1�s)62�s jf

0(a)jq + 2�52�s�(7�2s)31�s�(s+4)61�s
(2�s)(1�s)62+s jf 0(b)jq

� 1
q

+
�
2�52�s�(7�2s)31�s�(s+4)61�s

(2�s)(1�s)62+s jf 0(a)j+ 2+(1�2s)31�s
(2�s)(1�s)62�s jf

0(b)jq
� 1
q

1CA :
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Conclusion

Le travail e¤ectué dans ce mémoire s�inscrit dans le champ de la convexité, il constitue

une introduction aux fonctions h-préinvexes, à travers l�étude de l�inégalité de Simpson

dans un cadre non classique à savoir les fonctions h-préinvexes. Avant d�entamer l�étude

dans le cadre cité dessus, on a établit une nouvelle identité intégrale qui était fondamen-

tale par la suite.

Dans la première partie, on a introduit les notions nécessaires pour la suite, à savoir

convexité classique et convexité généralisé ainsi, quelques théorèmes de base

Pour la deuxième partie on a rappelé l�inégalité de Simpson, de même on a cité quelques

résultats concernant cette dernière dans le cadre des fonctions convexes. Egalement

d�autres résultats dans le cadre des fonctions s-convexes.

En ce qui concerne la troixième partie, on a établi un résultat plus général là où on

peut avoir comme cas particulier les résultats du deuxiéme chapitre.
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