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Abstract:

In this thesis, we have extracted the universal morphisms in the
category of all fuzzy topological spaces from three different
definitions of the fuzzy topological space: Chang's definition (1968),
Lowen's definition (1976), and the definition from Shostak (1985).

This study has led us to touch the characteristics of each of these
categories and thus to find the relation between them and between
the category of topological spaces.

Finally, we linked to the work done by commenting on the effect of
each fuzziness in terms of strength and weakness and comparing
them.

keywords: Category, Fonctor , Topological space, Category of

all topological spaces, Fuzzy topological space,

Morphism universal.

(MSC2010): 03E72-18B30-18A30.



Résume :

Dans cette thése, nous avons extrait les morphismes universels dans
la catégorie de tous les espaces topologiques flous a partir de trois
définitions différentes de I'espace topologique flou : La définition de
Chang (1968), la définition de Lowen (1976) et celle de Shostak
(1985) .

Cette étude nous a conduits a toucher les caractéristiques de
chacune de ces catégories, et trouver notamment, les relient avec la
catégorie des espaces topologiques ordinaires .

Finalement, nous avons fait une récapitulation sur le travail effectué
en commentant |'effet de chaque brouillage en termes de force et de
faiblesse suivi d’'une comparaison entre eux.

Mots clés: Catégorie, Foncteur, Espace topologique, Catégorie

de tous les espaces topologiques, Espace topologique flou,

Morphisme universel.
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0.1 Introduction

La topologie est une théorie mathématique relativement jeune. Elle émerge au début du ving-
tiéme siecle dans les travaux de Hausdorff et de Tychonoff. Le besoin d"une telle théorie s’est déja
fait sentir a la fin du dix-neuvieme siecle dans les travaux de Riemann et de Hilbert. Dans la re-
cherche actuelle, la topologie joue un role fondamental aussi bien en Analyse Fonctionnelle qu’en
Géométrie Différentielle ou encore en Topologie Algébrique.

La théorie des catégories est une branche des mathématiques qui a été développée dans les an-
nées 1940 par les mathématiciens Samuel Eilenberg et Saunders Mac Lane [13], puis propagée
par Alexander Grothendieck durant les années 1960 [16]. Elle permet de généraliser le concept
de structures mathématiques et les applications conservant ces structures, qu’il s’agisse d’espaces
vectoriels et d’applications linéaires ou de groupes et de leurs homomorphismes. Cette théorie
abstraite est devenue un outil indispensable dans les mathématiques théoriques modernes, no-
tamment en algebre, en géométrie algébrique, en topologie algébrique ...etc. Comme la théorie
des ensembles, elle est considérée comme fondement des mathématiques.

Il est beaucoup plus facile de dire si une personne est un homme ou une femme, si une personne
est en classe terminale ou pas, mais il est difficile de dire si quelqu’'un est beau (la notion de beauté
est sujette a plusieurs discussions). C’est la ou intervient la théorie des ensembles flous. En effet,
la théorie des ensembles flous est une théorie mathématique du domaine de l'algebre abstraite
développée par Lotfi Zadeh! en 1965 afin de représenter mathématiquement I'imprécision rela-
tive a certaines classes d’objets.

Concernant I'importance d’applications floues et la théorie des catégories, il parait plus intéres-
sant de joindre les deux ensembles. Cela nous amene a parler des applications des morphismes
universels de la catégorie floue.

Cette these est composée de six chapitres. Le premier chapitre est consacré aux rappels sur la
topologie générale, la théorie des catégories et la théorie des ensembles flous. Dans le deuxieme
chapitre, nous allons collecter les morphismes universels principaux [Co-product, Co- equalizer,

Push-out, Product, Equalizer, Pull-back] de la catégorie TOP (la catégorie de tous les espaces to-

1. Né en Azerbaidjan en 4 février 1921 et mort le 6 septembre 2017, Lofti Zadeh a grandi en Iran. Il a étudié a l'université
de Téhéran avant de poursuivre ses études aux Etats-Unis, au MIT et a l'université de Columbia. Il est considéré comme 'un
des pionniers des mathématiques appliquées et de I'électrotechnique. En 1965, il a publié un article concernant la théorie des

ensembles flous, qui a participé au développement de l'intelligence artificielle.
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pologiques ordinaire) avec les démonstrations.

Les résultats de nos travaux se trouvent dans les chapitres [3,4,5], dans les quels nous trouvons
les morphismes universels de la catégorie F-TOP la catégorie de tous les espaces topologiques
flous d’apres trois définitions différentes de 1’espace topologique flou (Chang- Lowen- Shostak ).
Nous terminons ce travail par une conclusion générale qui contient une comparaison entre les

trois cas de brouillage.



Chapitre 1

Rappels et notations générales

Ce chapitre est constitué d"un rappel de quelques notions et compléments mathématiques en
relation avec notre travail. Il est divisé en trois parties. La premiére partie est consacrée a quelques
rappels sur la topologie générale : La Topologie, Topologie induite, Topologie produit...ect.

La deuxiéme partie, quant a elle, est consacrée a quelques rappels sur la théorie des catégorie.
Enfin, dans la troisieme partie nous regroupons quelques définitions et des opérations sur la théo-

rie des ensembles flous.

1.1 Rappels sur la topologie générale

1.1.1 La topologie

Définition 1.1 [25]
Soit X un ensemble non vide et désignons par P(X) I'ensemble de ses parties. Une topologie sur X est

un sous-ensemble de P(X) noté T, qui vérifie :
1. o, XeT.
2. Si Ay, Ay eT,alors Ayn Ay eT.
3. Si Aj e T pour tout i € I, alors Ut A; € T, I est un ensemble d'indices quelconque.

Les éléments de T sont appelés les ouverts de la topologie. On notera parfois (X, T) pour préciser que I'on
considere I'ensemble X muni de la topologie T.

Le couple (X, T) dit espace topologique.
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Exemples :

1. X un ensemble quelconque, T = {&, X}. On l'appelle topologie grossiere; elle contient le

minimum possible d’ouverts. Les axiomes de topologie sont trivialement satisfaits.

2. X un ensemble quelconque, T = P(X). On 'appelle topologie discrete ; elle contient le maxi-

mum possible d’ouverts. Les axiomes de topologie sont évidemment satisfaits.

3. X={0,1}, T = {&,{0,1},{0}}. Ce nest ni la topologie discrete, ni la topologie grossiere. On

véritie facilement que les axiomes de topologie sont satisfaits.

Définition 1.2 [5]
Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application. On dit que f est continue sur X

si et seulement si I'image réciproque de tout ouvert de 'Y est un ouvert de X.

Exemples :
1. L’application identique d'un espace topologique X sur lui-méme est continue.

2. Toute application constante d'un espace topologique dans un espace topologique est conti-

nue.

3. Toute application d’un espace discret dans un espace topologique est continue.

1.1.2 Topologie induite

Définition 1.3 [11][25]
Si (X, tx) est un espace topologique, et si Y c X, alors ty = {UnY, U € tx} est une topologie sur Y est
appelée la topologie induite. Autrement dit, tout sous-ensemble d’un espace topologique est naturellement

un espace topologique.

1.1.3 Topologie quotient

Définition 1.4  [11][25]
Soit (X, Tx) un espace topologique, ~ une relation d’équivalence sur X et P : X — X/ ~ la projection
associée, on pose :

Uc X/~ estouvert < P~1(U) € 1x.
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Définition 1.5 [25]
Soient f : X — Y une application et ~ une relation d’équivalence sur X. On dit que f est compatible avec
la relation ~ si :

x~x'= f(x)=f(x"), Vx,x'eX

Théoréme 1.1  [11][25]
Soient (X, tx) et (Y, Ty) deux espaces topologiques, ~ une relation d’équivalence sur X et P: X — X/ ~

la projection associée, si h: (X, tx) —> (Y, Ty) est une application continue compatible avec ~ , on pose :

W (X[~ x) — (Y1) (1.1)
X — K(%) =hx)

donc :

h =h' o P est continue <= h’ est continue.

1.14 Topologie somme disjointe

Définition 1.6  [25]
La topologie somme disjointe sur X wY = {X x {1} } u{Y x {2}} est définie par :

Txoy = {U € XuY; 7 H(U) e tx et ;1 (U) € Ty}

avec :
1 (X, Tx) — (XUY, Txuy)
x— ¢1(x) = (x,1)

et
¢2: (Y, v) — (XUY, Txuy)

X 902(3() = (X,Z)

Théoréme 1.2 [25]

Soient Z un espace topologique et f: (XY, Tx,y) — (Z,Tz) une application, alors :

f est continue <= (f o @1) et (f o @p) sont continues.
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1.1.5 Topologie produit

Définition 1.7 [24]
Soient (X, Tx) un espace topologique et B une famille des ouverts de X. On dit que B est une base de Tx
si:

VO € Tx, 3By € B; 0 = UpeBa, I un ensemble d’indices quelconque.

Proposition 1.1 [24]

Soient (X, tx) et (Y, Ty) deux espaces topologiques, la famille :
B={X;xY;; Xjetx, Yiety, icl}
est une base de X x Y. Alors :
Txxy ={0 S (X xY); 0=U;c(X;xY;), Xjetxet Yiety, Viel}
est une topologie sur X x Y.

Théoreme 1.3  [24][25]

Soient (Z,tz) un espace topologique et f : (Z,7t7) — (X x Y, Txxy) une application, alors :
f est continue <= Pj o f et P, o fsont continues.

Avec Py et P, sont les projections canoniques.

1.2 Rappels sur la théorie des catégories

Ce paragraphe est une breve introduction au langage des catégories utile dans toutes les

branches des mathématiques. On introduit seulement les notions minimales pour nos besoins.

1.2.1 Catégorie : Définitions et exemples

Définition 1.8  [23][30]

Une catégorie C se compose de deux ensembles : un ensemble d’objets noté par "ob(C)” et un ensemble de
fleches (dit aussi I'ensemble des morphismes) noté par “mor(C)”. Avec deux fonctions :

® Domaine : noté par (dom) qui associe a chaque f € mor(C) un objet X € ob(C) tel que : X = domf.

* Codomaine : noté par (cod) qui associe a chaque f € mor(C) un objet Y € ob(C) tel que : Y = cod f.
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XL~y
A

Muni des opérations suivantes :
* A tout objet X on lui associé une fleche (notée 1 ou 1x ) ayant cet objet comme source et cible en méme

temps et appelée la fleche identité de X.

X iy
“__),l X

* Si la cible d’une fleche f est la source d’une fleche g, on dit que f et g sont «composables », et on peut

« composer » ces deux fleches, ce qui donne une fleche notée g o f ayant méme source que f et méme cible

que g.

Enfin, ces opérations vérifient les axiomes suivants :

® Les fleches identités sont neutres pour la composition : pour toute fleche f : X — Y, ona:

Lyof=f=felx

X
‘ f
1
x 1

— =Y

1
PN

Y

* La composition des fleches est associative : pour toutes fleches f : X — Y, g:Y — Zeth:Z — T,



1. Rappels et notations générales 11

ona:

ho(gof)=(hog)of

ho(ge f)=(hog)of

Exemples des catégories finis

1. La catégorie vide (sans objets , sans morphismes).

2. la catégorie 1 : qui posséde un objet unique a et un morphisme unique 1,.

C.

3. La catégorie 2 : qui possede deux objets avec un morphisme unique sans compter les mor-

phismes d’identités (1,,1;).
C e — 0 :)

4. La catégorie 3 : qui possede trois objets avec deux morphismes f, g et leurs composés, sauf

les morphismes d’identités et un autre morphisme go f.

()

Et ainsi du suite....
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5.

La catégorie = o : qui possede deux objets avec deux morphismes f et g paralléles sauf les

morphismes d’identités.

Exemples des catégories infinis

1.

La catégorie Set dont les objets sont les ensembles, et dont les morphismes sont les applica-

tions d’ensembles.

. La catégorie TOP dont les objets sont les espaces topologiques, et dont les morphismes sont

les applications continues.

. La catégorie Grp dont les objets sont les groupes, et dont les morphismes sont les mor-

phismes de groupes.

. La catégorie Ab dont les objets sont les groupes abéliens, et dont les morphismes sont les

morphismes de groupes.

. La catégorie Rng dont les objets sont les anneaux, et dont les morphismes sont les mor-

phismes d’anneaux.

. La catégorie CRng dont les objets sont les anneaux abéliens, et dont les morphismes sont les

morphismes de ces anneaux.

La catégorie Vectx dont les objets sont les espaces vectoriels sur le corps K, et dont les mor-

phismes sont les applications linéaires.

Remarque 1.1 On désigne souvent une catégorie par le nom de ses objets. En fait I'essentiel de I'informa-

tion est contenue dans les morphismes.

Définition 1.9 [23]

On appelle petite catégorie la catégorie dont les objets forment un petit ensemble, et pour tous objets A et B

les fleches de A — B forment un petit ensemble.
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1.2.2 Les foncteurs

La notion de catégorie est elle-méme une structure ! et ses morphismes (aussi appelés « fonc-

teurs ») sont définis comme suit :

Définition 1.10  [23][30]

Soient C et D deux catégories. Un foncteur F de C vers D est donné comme suit :

® Pour tout X € C, on l'associé un objet F(X) € D.

® Pour tout morphisme f : X — Y de C, on l'associé un morphisme F(f) : F(X) — F(Y) de D.

On impose de plus les propriétés suivantes :
1. F(1x) = 1p(x), pour tout X € C.
2. F(fog)=F(f)oF(g), pour tout couple (f,g) des fleches composables de C.

Exemple 1.1 Sur toute catégorie C on dispose d’un foncteur identité 1c : C — C défini par les égalités

1c(X) = Xet 1c (f) = f, pour tout objet X et toute fleche f de C.

Exemple 1.2 Le foncteur P : Set — Set associe a un ensemble A, I'ensemble P(A) de ses parties, et a

une fonction f : A — B la fonction qui fait correspondre a une partie X de A la partie f(X) de B.

Définition 1.11  [6]
Deux catégories C et C' sont dites isomorphes s'il existe des foncteurs F : C — C' et G : C' — C tels
que :

FoG=1ciet GoF=1¢

On dit alors que F et G sont des isomorphismes et on note C = C'.

1.2.3 Transformations naturelles

Les catégories et les foncteurs ne sont pas en réalité les concepts les plus importants de la

théorie des catégories. Il y a un troisieme concept, qui est d’ailleurs la notion pour la formalisation

1. En mathématique, une structure désigne toute théorie " plus forte" que la théorie des ensembles, c’est-a-dire une théorie
qui contient tous les axiomes, signes et regles. C’est donc une théorie « fondée » sur la théorie des ensembles, mais contenant
également des contraintes supplémentaires, qui lui sont propres, et qui permettent également de définir de nouvelles structures

qu’elle inclut.
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de laquelle Eilenberg et Mac Lane [13] ont introduit les deux précédentes. Il s’agit de la notion de

« transformation naturelle ». Elle joue un role tres important en topologie algébrique.

Définition 1.12  [2][23]
Soient C et D des catégories, et soient F,G : C — D deux foncteurs. Une transformation naturelle T
entre F et G ( dit aussi morphisme de foncteurs de F vers G ) est la donnée d'un morphisme

Ta:F(A) — G(A) pour chaque objet A de C, on a pour tout f: A — B :

G(f)oTa=TpoF(f)

c’est-a-dire le diagramme 2 suivant commute :

F(A) — . qa)

Fif)l JGUJ

F(B) -2 q(B)

Exemple 1.3 Soit *x : Vecty — Vecty un foncteur qui envoie tout espace vectoriel E sur son bidual E**

(c’est-a-dire le dual du dual de E) et toute application linéaire f sur sa double transposée f** (rappelons
que f* est définie par f*(I) = 1o f). Il y a une transformation naturelle (notée i ci-dessous) bien connue du
foncteur identité 1 : Vect —> Vecty vers le foncteur x. C’est celle qui est définie par la formule :

ig
E E*™

x| (1—=1(x))

En effet, pour toute application linéaire f : E — F le carré suivant est commutatif :

2. En mathématiques, et plus spécialement dans les applications de la théorie des catégories, un diagramme commutatif est
un diagramme d’objets et de morphismes tels que, si l’on suit a travers le diagramme un chemin d’un objet & un autre, le résultat

par composition des morphismes ne dépend que de 1'objet de départ et de I’objet d’arrivée.



1. Rappels et notations générales 15

iz
E E*™ x | (I = 1(x))
F %“i F FO0) | (1 - 1(F())
F

1.2.4 La catégorie des foncteurs

Soient C et D deux catégories. On définit la catégorie de foncteurs de C dans D, notée
DC = funct(C,D) comme suit :
* Les objets de D€ sont les foncteurs de C dans D.

* Les morphismes sont les transformations naturelles.

Foncteur diagonal

Définition 1.13 [23] Soit C une catégorie quelconque et | une petite catégorie (La plupart finie ), on définit

le foncteur diagonal A par :

A: C — cl

c —> _.d(c)

fl lﬂ(f)
¢ —> A(c")

Avec A(c) : | — Cest le foncteur constant (A(c)(i) =c, Vie J et A(c)(I) =1, Vlde ]) et
A(f): A(c) — A(c') la transformation naturelle définie par f, pour tout i € J.
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AHD=f
i A =c > A=<
[ A)(D =1, AHD =1,
Vv v
j Ae)() =c > AP =c
APG=F

1.2.5 Les morphismes universels

Définition 1.14  [23]
Soient S : D — C un foncteur et ¢ € C. On définie le morphisme universel de c vers S par (r,u) tel
ques :

reD, u:c— SrdeC

Qui vérifie, pour tout : (d, f) (de D, f:c—> Sdde C), il existe un morphisme unique f':r — d tel

que :

Sflou=f.

3. On dit que r est 1’élément de morphisme universel.
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C
[
A . f
Sf
S Sr > Sd
D r ) d
317
f=Sfou

FIGURE 1.1 - Le morphisme universel.

Exemples :

1. Le Co-product de deux objets A et B d"une catégorie C est un morphisme universel de 1’objet

< A,B > dans C x C vers le foncteur diagonal A, avec :

4:C —> CXC

c > (c,c)
fl Jﬂ(f)=(f,f)
¢ —> (c',c")

2. Le Co-equalizer de la paire < f,¢ >, avec f et ¢ deux morphismes dans C*=* est le morphisme

universel de l'objet < f, ¢ > vers le foncteur diagonal A : C — C*=*

3. Le Push-out de la paire < f,g >, avec f et ¢ deux morphismes dans C** ** est le mor-

phisme universel de 1'objet < f, g > vers le foncteur diagonal A: C — C* *~°.

Définition 1.15 [23] (le morphisme universel dual)

Soient S : D — C un foncteur et ¢ € C. On définie le morphisme universel de S vers c ( le morphisme
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universel dual) par le couple (r,v) tel que* :
reD, v:Sr—cdeC

Vérifiant, pour tout : (d, f) (d e D, f:S5d — c de C ) il existe un morphisme unique f' : d — r tel

que :

voSf'=f.

Sf'
C ST‘ € Sd
A

v f
S

c
D r <& d
B = i

f=vosf

FIGURE 1.2 — Le morphisme universel dual.

Exemple : Le Product de deux objets A et B d’une catégorie C est le dual de Co-product?.

Remarque 1.2 Remarquons bien que la définition de morphisme universel (morphisme universel
dual) dans les exemples précédents sont compliqués et dans le chapitre qui suit on va décortiquer
ces définitions, lorsque nous étudierons les morphismes universels de la catégorie de tous les espaces

topologiques ordinaires (TOP).

4. On dit que r est I’élément de morphisme universel dual.
5. Le Equalizer et Pull-back sont le dual de Co-equalizer et Push-out respectivement.



1. Rappels et notations générales 19

1.3 Rappels sur la théorie des ensembles flous

Dans la théorie des ensembles, un élément appartient ou n’appartient pas a un ensemble. La
notion d’ensemble est a I'origine de nombreuses théories mathématiques. Cette notion essentielle
ne permet cependant pas de rendre compte de situations pourtant simples et rencontrées fré-
quemment. Parmi les fruits, il est facile de définir I’ensemble des pommes. Par contre, il sera plus
difficile de définir I’ensemble des pommes mires. On congoit bien que la pomme mrit progres-
sivement... la notion de pomme mfire est donc graduelle.

C’est pour prendre en compte de telles situations qu’a été crée la notion d’ensemble flou. La théo-
rie des ensembles flous repose sur la notion d’appartenance partielle : chaque élément appartient

partiellement ou graduellement aux ensembles flous qui ont été définis.

1.3.1 Les ensembles flous

Définition 1.16  [1][10][29][37]

Soit X un ensemble non vide. Un ensemble flou A de X est défini comme I'ensemble des couples :

A={(x,pa(x)), xX)

avec
pa: X — [0,1]
X — pa(x)
Ainsi, un ensemble flou A de X est caractérisé par une fonction d’appartenance u 4, qui associe a chaque

point x de X un réel dans l'intervalle I = [0,1]. u(x) représente le degré d’appartenance de x a A. On

observe les trois cas possibles suivants :
1. pa(x) =0 six n’appartient pas A.
2. 0<pa(x) <1 sixappartient partiellement A.
3. ua(x) =1 sixappartient entiérement a A.

On peut faire remarquer que si A est un sous-ensemble classique, la fonction d’appartenance qui lui est
associée ne peut prendre que les valeurs extrémes 0 et 1.

On a dans ce cas :

1 si: xeA.

x) =
a(x) 0 si: x¢A.
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Remarque 1.3 1. Un ensemble flou est défini par sa « fonction d’appartenance », qui correspond a la

notion de « fonction caractéristique » en logique classique.

2. Une catégorie de chercheurs (voir [14][22][30]) définissaient I'ensemble flou de X comme l'ensemble

des couples :

A={(x,A(x)), xe X}

tel que A(x) représente le degré d’appartenance de x a A.

Exemple 1.4 Soit y 4 : R — [0,1] une fonction, avec p4(x) = |sinx|, Vx € R. Alors A est un ensemble
flou de R.

Exemple 1.5 Soit pg : N — [0,1] une fonction, avec yug(n) = 1=, Vn € N. Alors B est un ensemble
flou de IN.

Exemple 1.6 “L’ensemble flou des nombres réels beaucoup plus grand que 10" est un ensemble flou de R

défini par la fonction continue suivante :

0 six<10.
up(x) =1 *53% si 10 < x < 100.
1 x>100.

On peut représenter D par le graphe suivant :
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04-

024

FIGURE 1.3 — L'ensemble flou des nombres réels beaucoup plus grand que 10.

Exemple 1.7 Considérons I'expression "jeune”. Dans le contexte "une personne jeune " peut étre modéli-

sée en utilisant les ensembles flous, cet ensemble flou est défini par :

1 si0<x<20.
pe(x) = ‘Lg—ﬁx si 20 < x < 40.

0 ailleurs.

L’dge 1 est certainement jeune et 100 non jeune.

Exemple 1.8 La figure suivante montre graphiquement la différence entre un ensemble classique et un

FIGURE 1.4 — La déférence entre I’ensemble classique (gauche) et I'ensemble flou (droite).

ensemble flou :
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Exemple 1.9 Considérons les expressions (Petit, Moyen, Grand). Dans les contextes "une personne petite

”on )

une personne moyenne ” et "une personne grande

flous :

’

/\
\/1I\/

A A

[\ [\

i V Taille(m)

1.5 1.55 1.6 1.65 1.7 1.75

18

1

.85

FIGURE 1.5 — Les ensembles flous (Petit, Moyen, Grand).

Mohamed mesure 1 m 625 se traduit en logique floue par :
* « Mohamed est petit » a un degré de 75%.
* « Mohamed est moyen » a 25%.

* « Mohamed est grand » a 0%.

1.3.2 Opérations sur les ensembles flous

" peut étre modélisées en utilisons les ensembles

Ftant donné que le concept de ensemble flou peut étre vu comme une généralisation du

concept d’ensemble classique, on est conduit a introduire des opérations sur les ensembles flous

qui sont équivalentes aux opérations classiques de la théorie des ensembles® lorsque on est a

faire a des fonctions d’appartenance a valeur 0 ou 1. On présente ici les opérations couramment

utilisées.

6. Cecin’est pas totalement toujours vrai pouvons voir ¢a ultérieurement.
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Inclusion :

Soient A et B deux ensembles flous de X, A est inclus dans B noté A ¢ B si et seulement si :

pa(x) < pp(x) pour tout x € X.

Egalité :
Deux ensembles flous A et B de X sont égaux si :
na(x)=pp(x) pour tout x € X.

Remarque : Si p4(x) = up(x) n’est pas satisfaite pour un élément x € X alors on dit que A n’est
pas égal B.
Union :

L'union de deux ensembles flous A et B noté A\ B est défini par :

uayp(x)=max{pa(x), pp(x)} pour tout x € X.

Exemples :

1. L'union de A et B, avec :
A={(1,1),(2,0),(3,09),(4,0.1),(5,0.7),(6,0.5)}
B={(1,0.2),(2,1),(3,0.4),(4,0),(5,0.8),(6,0.2)}
est:

A\/B={(1,1),(2,1),(3,09),(4,0,1),(5,0.8),(6,0.5) }
2. L'unionde A et B, avec: ua(x)=0,6 et up(x)=0,4, Vx e X.
est:
payp(x) =max{0.6,04} =0.6
L'intersection :

L’intersection de deux ensembles flous A et B noté A A B est défini par :

uapnp(x) =min{pa(x), pp(x)} pour tout x € X.
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Exemples :

1. L'intersection de A et B, avec:
A={(1,1),(2,0),(3,09),(4,0.1),(5,0.7),(6,0.5) }
B={(1,0.2),(2,1),(3,0.4),(4,0),(5,0.8),(6,0.2)}
est:

ANAB={(1,02),(2,0),(3,0.4),(4,0),(50.7),(6,02)}
2. L'intersection de A et B, avec: pa(x) =0,6 et up(x) =0,4, Vx e X est:

14 pnp(x) = min{0.6,0.4} = 0.4

Complément :

Le complémentaire d"un ensemble flou A de X noté A€ est défini par :
pac(x)=1-pa(x) pour tout x € X.

Exemple:

Soit A un ensemble flou de X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, avec :
A={(1,1),(2,1),(3,09),(4,0.6),(5,04),(6,0.3),(7,0.2),(8,0.1),(9,0), (10,0) }.
L’ensemble flou A¢ défini par :
Ac={(1,0),(2,0),(3,0.1),(4,0.4),(5,0.6),(6,0.7),(7,0.8),(8,0.9),(9,1),(10,1) }.

Avec les définitions usuelles des opérateurs flous, nous trouvons toujours la propriété de com-
mutativité, distributivité et associativité des opérateurs classiques...

Cependant, relevons deux exceptions notables :
1. Enlogique flou, le principe du tiers exclu est contredit: AV A¢ # X, autrement dit 4\, 4c # 1.

2. En logique flou, un élément peut appartenir a A et non A en méme temps : (AN AC # @),

autrement dit pig o ac # 0.
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Exemple générale :

Nous concéderons les ensembles flous A7, Ay. Avec :
0 s1 40 < x < 50.

x30 5i 50 < x < 60.
1—"{80 si 60 < x < 70.

0 si 70 < x < 100.

1 si 40 < x < 50.
pa (x) =1 1-53% si50<x<60. etpq,(x)=
0 si 60 < x < 100.

Alors :

1 si 40 < x < 50.
1-%30 i 50 < x < 55.
pava,(x) =1 30 5055 <x <60.
1-480 5i60 < x <70.

0 si 70 < x <100.

A1V Aj est représenté graphiquement par :

0.4

0.2

FIGURE 1.6 — Union de A; et A».

Et I'intersection de A et A est:
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s1 40 < x < 50.
150 5i50 < x < 55.
1-%2Y% 5i55<x<60.

0 si 60 < x <100.

Ha, /\Az(x) =

La représentation graphique de A; A A est:

0.5

04

0.3

02

0.1

FIGURE 1.7 — Intersection de Aj et As.

Et le complémentaire de A; est donné par :

0 s140<x<50.
pac(x) =1 230 i 50 < x < 60.
1 si60<x<100.

Le graphe de A{ est:
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0.4

0.2

FIGURE 1.8 — Complémentaire de A;.

Plus généralement, pour une famille d’ensembles flous, A = {A;, i € I} 'union C = V[ A; , et

lI'intersection D = A A; sont définies par :
pc(x) =supr{pa(x)} pour tout x € X.

up(x) =infr{pa(x)} pour tout x € X.

Définition 1.17 [10][37]
Le symbole ¢ sera utilisé pour noter I'ensemble flou vide défini par py(x) = 0, pour tout x € X.

Pour X, nous avons par définition pux(x) =1, pour tout x € X.

Définition 1.18 [31]
Soient A et B deux ensembles flous de X et Y respectivement. Le produit cartésien de A et B (A x B) est un

ensemble flou de X x Y défini par :

taxp(x,y) =min{ua(x), up(y)}, pourtout (x,y)e XxY.

Définition 1.19  [36]
Soit f : X — Y une fonction. La fonction floue f : [0, 1]X — [0, 1]Y est définie par :
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Pour un ensemble flou A de X, f(A) est un ensemble flou de Y défini par :

Supzef‘l(y){ﬂA(z)} s1 f_l(y) * J.

0 si non.

Hray(y) ={

YyeY.

Définition 1.20 [10][15][29]
Soient X et Y deux ensembles et f : X — Y une application. B un ensemble flou de Y. Alors 'inverse de

B par f est un ensemble flou de X tel que :

e1gy(x) = pp(f(x)), pourtout x € X.

Exemple :

Soient X = {a,b,c} et Y = {d,e,g} deux ensembles. A et B deux ensembles flous de X et Y respec-
tivement, avec A = {(a,0.5),(b,0.3),(c,0.9)} et B={(d,0.2),(e,0.7),(g,0.11)}.

Soit f : X — Y une fonction définie par f(a) =d, f(b) =d, f(c) =e, alors:

1. Comme f~1(d) = {a,b} + @, nous avons :

uray(d) =sup{pa(x):x e f1(d)} = sup{pa(a), ua(b)} = sup{0.5,03} = 0.5.
Et f~1(e) = {c} #+ @, nous avons :

Hpcay(e) =sup{pa(x) :x e f(e)} = sup{pa(c)} = 0.9.
Comme f~1(g) = @, alors pif(4y(g) = 0. Don, f(A) = {(d,0.5),(¢,0.9),(g,0)}.

2. Comme pigapy(a) = up(f(a)) = up(d) =0.2, ppa(p)(b) =pup(f(b)) =pup(d) =02,
1105y (©) = up(f(c)) = pup(e) = 0.7. Alors, f1(B) = {(1,0.2),(b,0.2), (c,0.7)}.

Théoreme 1.4 [10]
Soient X,Y, Z des ensembles, et f : X — Y, ¢:Y — Z deux applications, alors :

(8o ) (O =f(g7H(O))
Pour tout ensemble flou C de Z.
Preuve : Il suffit de montrer que :
VX € X, Bigon 1) (%) = Hpgiep (%)-

Soit x € X :
Higopy1(c)(X) = pc((go f)(x)) = pc(8(f (%)) = g1y (f (X)) = pp1(g-1(c)) (%)
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Théoréme 1.5 [10]

Soit f une fonction de X a'Y, alors :

1. f~1(Y\B) = X\f~1(B), pour tout ensemble flou B de Y.

2. Si By € By, alors f~1(By) ¢ f~1(B,), oit By, By sont des ensembles flous de Y.

3. Si Ay € Ay, alors f(A1) € f(Az), ot Ay, Ay sont des ensembles flous de X.
4. f(f~1(B)) < B, pour tout ensemble flou B de Y.
5. Ac f1(f(A)), pour tout ensemble flou A de X.



Chapitre 2

Les morphismes universels de TOP ( La catégorie de

tous les espaces topologiques )

Dans ce chapitre, nous étudions les morphismes universels de la catégorie des espaces topolo-
giques ordinaires [TOP]. Cette étude de ces morphismes nous permettra de les comparer avec les
morphismes universels des catégories des espaces topologiques flous [ a savoir CE-TOP- LE-TOP

— SF-TOP1].

2.1 Co-product

Théoreme 2.1 [23]
Soient (X1,11) et (X, 72) deux espaces topologiques. L'élément de Co-product de (X1, 1) et (Xo, 7o) est
I'espace topologique (X1, 1) W (X2, T2) (Défini dans la définition (1.6)).

Preuve : Soient f : (X1, 71) — (C,1¢c) et g: (X2, 12) — (C, 1¢) deux applications continues, alors

il existe une application continue unique / définie par :

h:(XjuXy, txux,) — (C,1¢)
'k =1.
(k) o hky =l [
g(x) sik=2.
* [l est clair que: f =ho@ietg=hog,.

* Suite au théoreme (1.2), i est continue.

1. le travail en cours de finalisation.

30



2. Les morphismes universels de TOP ( La catégorie de tous les espaces topologiques ) 31

Preuve d’unicité de & :
Soit h' : (X1 u Xy, Tx,ux,) — (C,7c) une autre application continue, avec f = h’ o ¢ et

g =h"o¢y. Nous avons :

(W op1)(x)=h'(p1(x)) =h'(x,1) = f(x), Vx e X;.
et
(0 92)(x) = W (92(x)) = I (x,2) = g(x), Vx € Xa.

Par conséquent / est unique.

Cela est illustré par le diagramme commutative suivant :

Xy X,
L2 g
(2P) f
® ).
X,uX, A'h I
f=hog,
g=hoy,

FIGURE 2.1 — Co-product.

2.2 Co-equalizer

Théoreme 2.2 [23]
Soient f,g: (B,18) — (A, Ta) de TOP. L'élément de Co-equalizer de < f,g > est I'espace topologique
(A] ~,Ta.) (Définition (1.4)), avec ~ est la plus petite relation d’équivalence qui contient toutes les paires

< f(x),g(x) >, tel que x € B.
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Preuve : Soit i : (A, 74) — (C, 1¢) une application continue, avec ho f =hog.

Suite au théoreme (1.1), il suffit de prouver que  est compatible avec ~ pour prouver l'existence
d’une application i’ définie par la formule (1.1) qui vérifie h = h' o P.

Soient x1,xp € A, x1 ~xp <= 3beB, x1 = f(b) et x; =g(b).

Et h(xq) =h(f(b)) =(ho f)(b) = (hog)(b) =h(g(b)) = h(xy), alors h est compatible avec ~.

Cela est illustré par le diagramme commutative suivant :

Af~ arn’ I

h=h'oP

FIGURE 2.2 — Co-equalizer.

2.3 Push-out

Définition 2.1 Soient (A, 7a) et (B, 1p) deux espaces topologiques, ~ une relation d’équivalence sur

A u B, soit également Xy = (A wB)/ ~, nous définissons Tx, par :

Tx, = {0, 0 € Xo, go;l(P‘l(G)) €Tyet gogl(P‘l(O)) €Tp}

avec :
P:AuB— X,

(x,k) — P(x,k) = (x,k)
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P (AITA) I (AU B/TAUB)

x— ¢1(x) = (x,1)
et
(P2 : (B/TB) - (A UB/TAUB)

X §02(x) = (X,Z)

Proposition 2.1 (X, Tx,) est un espace topologique.

Proposition 2.2 Les applications N et M sont continues, avec :
N : (A,TA) —> (Xo,TXO)
x— N(x)=(x,1)

M: (B/TB) - (XO,TXO)
x — M(x) = (x,2)

Preuve : Nous prouvons que N est continue :
Soit 0 € Tx,, alors ¢} (P~1(0)) € T4, ainsi, (Po ¢1)71() € T4. Mais :
(Pog1)(x) = P(¢1(x)) = P((x,1)) = (x,1) = N(x), Vx e A.Par conséquent N-1(6) € 7,.
Ce qui prouve que N est continue.

De méme pour M.

Théoreme 2.3 Soient f : (C,7c) — (A, ta) et §: (C,17c) — (B, 1) deux applications continues.
L’élément de Push-out de < f,g > est (Xo, Tx,), avec Xo = (AwB)/ ~, et ~ est la plus petite relation

d’équivalence qui contient les paires < (¢1 0 f)(c), (¢20g)(c) >, pour tout c € C.

Preuve : Soient U : (A,74) — (D,tp) et V : (B,13) — (D, 1Tp) deux applications continues,
avec Vog=Uo f. La preuve d’existence d"une application continue unique
h:(Xo,tx,) — (D, Tp) qui vérifie U =ho N, V = ho M, exige d’abord les étapes suivantes :
Etape 1: Nous savons que I'élément de Co-product de (A, T4) et (B, tg) est I'union disjoint
(AuB,Taup), alors pour {N, M} il existe une application continue
m:(AuB,Taup) — (Xo,Tx,), avecN = to @i et M = 1o ¢o.
Etape 2 : Nous définissons la nouvelle application U v V par :
UuV:(AuB,taug) — (D, D)
U(x) si k=1.

(x,k) — (UuV)(x,k) { V() si k=2,
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Si U vV est compatible avec ~, alors il existe une application continue unique
h:(Xo,7x,) — (D, ™), avec UuV = hom (Théoreme (1.1)).
Soient (x,k), (x',k') € AuB, alors:
(x,K) ~ (', k) = 3 € C, (1,k) = (p108)(c) et (x',K) = (920 f)(c).
(UuV)(x,k) = (UuV)(prof)(a) = (UuV)(f(c),1) = U(f(c)) = (Ue f)(c).
(UuV)(x' k) = (UuV)(p208)(c) = (UuV)(8(c),2) = V(g(c)) = (V og)(c).
Comme Vog=Uo f,alors UuV est compatible avec ~.

Etape 3 : Nous allons prouver que U =hoN,V =ho M.
(o N)(x) = (o (o 91))(x) = (ho )(x,1) = (UB V) (x,1) = U(x), Ve A.
(o M)(x) = (o (7T 92)) (x) = (o 7)(x,2) = (U B V) (x,2) = V(x), V¥  B.

Cela est illustré par le diagramme commutative suivant :

X, Alh D
U=hoON
V=hoM

FIGURE 2.3 — Push-out.

2.4 Product

Théoréeme 2.4 [23]
Soient (A, ta),(B,1p) € TOP. L'élément de Product de (A, ta) et (B, 1) est I'espace topologique
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(AxB,Taxp). ((AxB,Taxp) est défini dans la proposition (1.1)).

Preuve:Si f1 : (C,17c) — (A, ta) et fo: (C, 1) — (B, 1) deux applications continues. On

définit ’application f par:

f:(C,1c) — (AxB,Taxp)
X —> h(x) = (fl(X)/fZ(x))

* [l est clair que f1 =Pjofet fo=Pyof.
» Suite au théoreme (1.3), f est continue.
Preuve d’unicité de f :
Soit f": (C,0) — (A x B, Taxp) une autre application continue, avec f; = Pyo f/, fo = Pyo f'.
Supposons que : f'(x) = (a,b).
a=Py(a,b) = (Pro f)(x) = fi(x), b= Pa(a,b) = (Pyo f')(x) = folx).
Alors f'(x) = (f1(x), f2(x)) = h(x), donc f est unique.

Cela est illustré par le diagramme commutative suivant :

fi=Pof
L=Pof
C 31 f AXB

FIGURE 2.4 — Product.
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2.5 Equalizer

Théoreme 2.5 [23]
Soient f et g : (B, 1) — (A, Ta) deux applications continues. L'élément de Equalizer de < f,g > est

I'espace topologique (D, tp), avec D = {x € B, f(x) =g(x)} € B et 1p est la topologie induite.

Preuve : Premierement, il est claire que I'application d’identité e : (D, Tp) — (B, Tp) est continue.
Deuxiemement, soit i1 : (C,7c) — (B, 1) une application continue, avec f oh = g o h, alors il existe

une application continue h’ définie par :

h': (C,Tc) — (D,TD)
x — h'(x) = h(x)
= h' est continue de fait, 1 est continue.
*»SoitxeC: (eoh’)(x)=e(h'(x)) =e(h(x)) =h(x), alorseoh’ = h.
Preuve d’unicité de h' :

Soit h"" : (C,tc) — (D, 1p) une autre application continue, avec e o h” = h, alors

(eoh")(x)=(eoh')(x) =e(h"(x)) =e(h'(x)) = h"(x) =h'(x), Yx € C, donc I’ est unique.

Cela est illustré par le diagramme commutative suivant :

h=eoh

3R

FIGURE 2.5 — Equalizer.



2. Les morphismes universels de TOP ( La catégorie de tous les espaces topologiques ) 37

2.6 Pull-back

Définition 2.2 Soient f : (B, t3) — (A, ta) et §: (D, Tp) — (A, T4) deux applications continues.
C est un ensemble défini par :

C={(x,y)eBxD, f(x)=g(y)} < BxD. Ondéfinit tc par : 1c ={0<C,0=Cné¢', 0’ € gxp}.
Proposition 2.3 Les projections p et q sont continues, avec :

p: (C/TC) - (B/TB)
(x,y) — p(x,y)=x

q:(C,¢) — (D, )
(x,y) —q(xy) =y

Preuve : On montre que p est continue :
Soit B; € T3 et comme p~1(B;) = B; x D.
Nous prenons p~1(B;) = (B; x D) nC, alors p est continue.
Par la méme méthode, nous prouvons que g est continue.
Théoreme 2.6 Soient f: (B,13) — (A,7a) et §: (D,t™p) — (A, Ta) deux applications continues. Si
h:(E,tc) — (B,tg) etk: (E,tr) — (D, Tp) deux applications continues, avec f o h = g ok. On définit
I'application r par :

r:(E,t7e) — (C, 1) (2.1)

x — r(x) = (h(x),k(x))

Alors :

h, ksont continues — rest continues

Preuve : Soit 0 € 7, nous avons :

r1(0) =r1((C)n (vierBi x D;))
=r71(C) nr1(VserBi x D;)
=r71(C) n (Uierr ™ (W71 (B;) nk™1(Dy))) € .
Comme h, k sont continues et ¥ 1(C) = E.
Théoreme 2.7 Soient f : (B,13) — (A,7t4),8: (D,t™) — (A, Ta) de TOP. L'élément de Pull-back
de (f,g) est un espace topologique (C,tc) ( Définition (2.2) ).
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Preuve : Premieérement, par la définition de C, il est clair que fop = gog.

Deuxiemement, sih: (E, t7g) — (B, 1) etk : (E, 7r) — (D, 7p) deux applications continues avec
foh =gok, alors il existe une application continue r définie par la formule (2.1).

* [l est clair que k =goreth=por.

Preuve d"unicité de r :

Soit r’ : (E, tg) — (C, T¢) une autre application continue, aveck =got’ et h=por’.

Supposons que #'(x) = (a,b), nous avons :

a=p(a,b) = (por')(x) = h(x) et b=q(a,b) = (gor')(x) = k(x).

Alors r = 1’ et r est unique.

Cela est illustré par le diagramme commutative suivant :

k=qor

h=por

FIGURE 2.6 — Pull-back.



Chapitre 3

Les morphismes universels de CE-TOP

Chang [10] a été le premier a introduire la notion de topologie floue en tant qu’application
d’ensembles flous. Il a utilisé la méme définition de la topologie ordinaire pour définir la topologie

floue, mais en utilisant des ensembles flous et non des ensembles ordinaires.

3.1 Définitions et notations

Définition 3.1 [10]

Soit X un ensemble non vide. Une topologie floue T sur X est une famille des ensembles flous de X avec :
1. g, XeT.
2. Si Ay, Ay €T, alors Ay NAr e T.
3. Si Aj e T pour toutiecl, alors \/; A;j € T, I est un ensemble d’indices quelconque.

La structure (X, T) est dite espace topologique flou et on la note ( CF-TOP).
+ Chaque élément de T est un ensemble flou ouvert.

+ Un ensemble flou est fermé si son complémentaire est un ensemble flou ouvert.

Exemple 3.1 Comme la topologie ordinaire, la topologie floue grossiere contient seulement &, X, cepen-

dant la topologie floue discréte contient tous les ensembles flous de X.

Exemple 3.2 Soient X = {x,y}, A ={(x,0.6),(y,03)},B={(x,02),(y,0.7)}, AANB = {(x,0.2),(y,0.3) }
et AV B ={(x,0.6),(y,0.7)}, la collection :

T={2,X,A B,A/\B,A\/B)}

39
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est une topologie floue sur X.

Définition 3.2 [10][15]
Soient X un ensemble non vide et Ty et T, deux topologies floues sur X. La topologie Ty est dite plus fine

que Ty lorsque Ty C Ty et moins fine que T, lorsque Ty C Tp.

Définition 3.3 [10][12][19]

Soient (X, T) et (Y,U) deux CF-TOPet f : (X, T) — (Y, U) une application. On dit que f est continue
floue (CF-continuous) si l'inverse par f de chaque ensemble flou ouvert de Y est un ensemble flou ouvert
de X.

Exemple 3.3 Pour (X, IX) I'espace topologique flou discret et (Y, ty) un CF-TOP quelconque, soit
f (X, IX) — (Y, 1y), alors f est CF-continuous.

Exemple 3.4 Soient (X, 1) et (X, ) deux CF-TOP, u et u’ sont les fonctions d’appartenance de T et T’
respectivement. Soit idy : (X, T) — (X, ) avec idx est la fonction d’identité idx(x) = x, alors T est plus
fine que <y si est seulement si idx est CF-continuous.

En effet, supposons T est plus fine que <y, soit B un ensemble flou ouvert dans «y. Alors

yid;(l(B)(x) = uhidx(x) = p4(x). Donc, idy}(B) = B. Comme <y ¢ T, idy}(B) = B € T et donc idx est
CF-continuous.

Inversement, si idy est CF-continuous, et B € <y, alors B = id;}(B) € T. Donc y € 7, et T est plus fine que
7.

Notation : Les espaces topologiques flous CF-TOP et les applications continues flous forment

une catégorie qui nous notons par CE-TOP.

Définition 3.4 [8][35]
(a) Soit T une topologie floue au sens de Chang. Une sous-famille T de T est une base pour T si et

seulement si chaque élément de T peut s'écrire comme I'union de quelques éléments de T.

(b) Soit S une sous-famille de T. S est une sous-base pour T si et seulement si la famille d’intersections

finies des éléments de S forme une base pour T.

(c) La sous-base de produit topologique flou sur (X, T) = (Ije; Xi, [1ie; T;) est donné par
S= {Pz.‘l(Qi),' 0; € 7, i € I} ( P;la projection de X sur X; ) alors la base de T est donnée par
B={N, Pl.;l(e,-].); 0 €T, ijel, j=1.n,neN}
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3.2 Les morphismes universels

3.21 Co-product

Définition 3.5 Soient (X1, 11) et (X2, 12) deux CF-TOP, notons par y et y' les fonctions d’appartenances

des éléments de Ty et Ty respectivement. L'union disjoint de (X1, 1) et (Xa, T2) est défini comme suit :

(X1, 1)V (X2, 12) = (X1 V X2, Tx, v x5 )-
aoec
X1V Xp = {Xy x {1} u{Xo x {2}}.
et

Tx, v X, = {0, Oest un ensemble flou de X1 \/ Xo}.

La fonction d'appartenance des éléments de Tx, v x, est définie par :

(uVu'e: X1V X2 —[0,1]

(k) = (1 V 1")o(x, k) —{ (x) sik=2.

Hoz1(0)
avec
¢1:(X1,m1) — (X1 VX2, Tx, v x,)
x— @1(x) = (x,1)
et
P2 (X2, 1) — (X1 \'/Xz,TX1VX2)
X — @a(x) = (x,2)

Proposition 3.1 L'union disjoint (X1 V X2, Tx, v x, ) est un CF-TOP.

Preuve:

(1) Nous avons :

V@Il(g)(x) sik=1 {y@(x) sik=1 o

(uVu)z(x,k) = . =
o™ k-2 " (160 sik2

‘u(Pfl(Xl\'/XZ)(x) Sik:1

'u;’il()ﬁ \'/Xz)(x) sik=2

] pxy(x) sik=1

P‘lxz(x) sik=2
Donc @, X1V X5 € X,V X+

(V V V’)Xl sz(xr k) = {

=1.
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(2) Soient 61, 0, € Tx,y x,, alors 01 A6, est un ensemble flou de XV X’, la fonction d’apparte-
nance de 61 A 0, notée par Ag, 5p,. Par définition de I'intersection de deux ensembles flous,

nous avons :

/\91/\92 : X\/X’ — [0,1]
(X, K) — Ag, po, (3, k) = min{Ag, (x,k), Ag, (x,5)}

Nous aurons aussi deux cas :

Cas(1): Sik=1,alors:
Ao, no, (x,1)  =min{Ag (x,1),Ag,(x,1)} = min{(uV u')e,(x,1), (1 V 1')e,(x,1)}
= min{p 1) (%), oot (a,) (%)} = Bt () p gr1(6,) (%) = Hpt 0, p ) (X)-

Cas (2) : Par la méme méthode nous prouvons que :

/\91 /\Gz(xl 2) = y;;l(gl/\92)(x)'

Hoiio noy(¥) stk=1
!

alors Ag, g, (x, k) = { ko2

Hozt oy nony )
donc 61 A 92 € TX, V Xp-

(3) Soient 0, € Tx,yx,, Vh € A, alors Vpea 0), est un ensemble flou de XV X', la fonction d’ap-
partenance de V., 0 estnotée par Ay, _, g, . Par définition d"union des ensembles flous nous

avons :
Mjen 8 XV X' —[0,1]

(x/ k) — )\VheA Gh(x/ k) = SupheA{/\Qh(xl k)}
nous avons deux cas :
Cas(1): Sik=1,alors:
A\/heA 0y, (x/ 1) = SupheA{AGh (xr 1)} = SUPphen {(‘M \Y V/)Gh(x/ 1)}

= Hien g7 (@) () = Hop vy ) (5)-
Cas (2) : Par la méme méthode nous prouvons que :

o
)LVheA 911(x’2) h ‘u(Pil(\/heA 9}1)(X)

'ugoil(vheA 9h)(x) sik=1.

alors )\vheA Gh(x/k) - { (x) sik=2

/
y?’il(vheA 6n)
donc Vpea 0 € Tx, v X,-
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Proposition 3.2 Les applications ¢y et @y sont CF-continuous.

Preuve : Montrons que ¢; est CF-continuous.
Soit 8 € T, y x,, d’apreés la définition (1.20), I'inverse de 0 par ¢, est un ensemble flou de X;, telle

que A 97(0) représente la fonction d’appartenance de ¢;!(6), alors :

Agri(oy() = Ag 91(x) = (N 1)e(x,1) = py1 (g ().

Donc ¢71(6) € 7y. Par conséquent ¢; est CF-continuous.

Par la méme méthode nous démontrons que ¢; est CF-continuous.

Théoreme 3.1 Soient f: (X1, 71) — (C,1¢) et g : (Xp, ) — (C, ¢ ) deux applications CF-continuous
(4" est la fonction d’appartenance des éléments de tc), alors il existe une application CF-continuous

h:(X1V Xp,tx,vx,) — (C,1c), tel que f =ho @y et g=ho .
Preuve : h est défini par :
h: (X1 X2, tx,vx,) — (C,1c) (3.1)

f(x) sik=1.

k) — h(x, k)=
(5:5) (%.5) {g(x) sik=2.

x Il est clair que: f =ho @y etg=hog,.

Soit 6y € 7¢, par la définition (1.20), nous avons :

e f(x) sik=1.

Ap-1(gp) (%, k) = Ag i (x, k) = pg h(x, k) = { ! g(x) sik=2
Ok -

Comme f et g sont CF-continuous, alors :

A1) (X, k)

]/lf—l(ek)(X) sik=1
l’l(,g—l(ek)(x) sik=2

| Fog e (x) sik=1
sik=2

!/
Hltoga) 10 (%)

{ Hortni(e)(¥) sik=1

Fogt o (¥) Sk =2

donc h=1(6y) € Tx, v x,, d’ot1 h est CF-continuous.
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Corollaire 3.1 Soient (X1, 711) et (Xo, T2) deux objets de CE-TOP. L'élément de Co-product de (X1, 11) et
(X2, T2) est I'espace topologique flou (X1, 1) V (X2, 12) (Définition (3.5)).

Preuve : D’aprés la proposition (3.1), (X1 V X2, Tx, v x,) € CE-TOP. Aussi par la proposition (3.2)
@1, @2 sont CF- continuous.
* Soient f: (X1,71) — (C,1¢) et §: (X2, 12) — (C, 1¢) deux applications CF-continuous, alors il
existe une application CF-continuous  définie par la formule (3.1), vérifiant f =ho ¢, g =ho ¢,
(Théoreme (3.1)).
Preuve d"unicité de h :
Soit h': (X1 V X2, Tx, v x,) — (C, Tc) une autre application CF-continuous, avec f = h' o ¢; et
g =h"o¢,. Nous avons :

(0 pr)(x) = W (g1 (x)) = W'(x,1) = £(x).
et

(h" o @2)(x) = I (¢2(x)) = 1 (x,2) = g(x).

Par conséquent h est unique.

3.2.2 Co-equalizer

Définition 3.6 Soit (X, tx) un CF-TOP, notons par u la fonction d’appartenance des éléments de Tx,

~ est une relation d’équivalence sur X. P : X — X/ ~ est l'application de projection naturelle, on définit

Tx/. par:

Tx/. = 10, 0 est un ensemble flou de X[ ~}.

La fonction d’appartenance des éléments de Tx.. est définie par :
o X/ ~— [0,1]
¥ T (E) = fipap) (%)
Proposition 3.3 L'espace (X/ ~,Tx,.) est un CF-TOP.
Preuve:
(1) Nous avons :
Ha(X) = fp1(g) (¥) = po(x) = 0.
Px)=(X) = ppi(x/my (%) = px (%) = 1.

Alors @, X/ ~ € Tx/...
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(2) Soient 6y, 0 € 1x/.., alors:
Agyne6,(X) = min{Ag (X), Ag,(X} = min{jig (X), fig,(X)}
= min{pp-1(9,)(x), Up-1(9,)(X)} = Hp-13,) A P-1(8y) (X)

= Plpfl(el/\ez)(x)-
Donc 6; A 65 € TX /-

(3) Soient 6y € 1x/., Vke A, alors:
Aien 0(X) = supgea{Ae, (X)} = supkea{pip-10, (%) }
= HVkea P1(60) (x) = HP1(Vken 0) (x).
Done Viep b € Tx; ...
Proposition 3.4 L'application P est un CF-continuous.

Preuve : Evident (par la définition de Ty /o)

Théoreme 3.2 Soient (A, t4),(B,15) € CE-TOP, notons par u et y' les fonctions d’appartenances d’élé-
ments de Ty et Tp respectivement, ~ est la relation d’équivalence sur A et P: A — A/ ~ est la projection
associée. Sih : (A, t4) — (B, ) est une application CF-continuous compatible avec ~, alors il existe une

application CF-continuous unique h’, avec h = h’ o P. De plus :

h est CF-continuous = h' est CF-continuous.

Preuve : Nous définissons i’ par :

W'+ (Af ~a).) — (B, )

X +— h'(x) = h(x)
» Il est claire que h' est unique et h = h’ o P.
Soit B; € g, alors :

Ap=1(gy (X) = Ag ' (X) = pip h(x) = 1,y (X) = Hgropy-1(8) (X) = Hp-1(-18,) (X)-
Alors h' est CF-continuous.

Corollaire 3.2 Soient f et g : (X,T) — (X', 7’) deux morphismes dans CE-TOP. L'élément de Co-
equalizer de < f,g > est I'espace topologique flou (X'/ ~,t"") (Définition 3.6), avec ~ est la plus petite

relation d’'équivalence qui contient toutes les paires < f(x),g(x) >, tel que x € X.

Preuve : Soit i : (X, ") — (C, 1¢) une application CF-continuous, avec ho f =hog.

Pour I'existence d'une application /' unique qui vérifie h = h’ o P, il suffit de prouver que h est
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compatible avec ~ [Théoreme (3.2)] :
Soient x1,xp € X/, x1 ~xp = 3Jae X, x1=f(a) A xp=g(a).
eth(x1) =h(f(a))=(hof)(a)=(hog)(a)=h(g(a)) =h(xy), alors h est compatible avec ~.

3.2.3 Push-out

Définition 3.7 Soient (A, ) et (B, tg) deux CF-TOP, u et y' dénote la fonction d’appartenance des
éléments de T, et Tp respectivement, ~ est une relation d’équivalence sur AN/ B, soit également

Xo = (AV B)/ ~, on définit Tx, par :
Tx, = {0, 0 est un ensemble flou de X} .

La fonction d’appartenance des éléments de Tx, est définie par :

(mV 1)+ Xo — [0,1]

‘u;);l(Pfl(e))(x) sik=2.

(x,k) — (0 ) (x, k) = {

aoec
P:AVB— X,
(x,k) — P(x,k) = (x,k)
¢1: (A, Ta) — (AV B, Tayp)
x— ¢1(x) = (x,1)
et

¢2: (B, t8) — (AV B, TayB)
X — @2(x) = (x,2)
Proposition 3.5 L’espace (X, Tx,) est CF-TOP.

Preuve:

(1) @, Xg € TX, :

WV (k) = {“7’11@1(@))(’() sz:k=1
P‘(,,;(pfl(@))(x) sik=2
{P‘@(x) sik=1

phi(x) sik=2
= 0.
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(N 1) x, (5 F)

Il
—_—
=
ay
C)
< <
S}
~
=
N’
&
RA
|
—_

(2) Soient 61, 0, € Tx,, alors:
Aoy no, (X, k) = min{Ag, (x,k), Ag,(x, k) } = min{(u\/ u")g, (x, k), (4 ')g, (x,k)}

Nous avons deux cas :

Cas(1): Sik=1:

Aoy noy (0, 1) =min{Ag, (x,1), A6, (x, 1)}
= min{(pV p')g, (6, 1), (1 V 1), (x, 1)}
=i o1 (p-10,)) (X)r Pt (p10y)) (¥)}
= Hor (P-1(61)) A gy (P1(62)) (X)

= o (p-1(6 A 02)) (-
Cas (2) : Par la méme méthode, nous aurons :

Aoy 762 (%:2) = 1ot p-1 o, o)) (F)

Fort(p1(6; /\62))(35) sik=1

Donc /\glAez(xrk) ‘{ sik=2

!/
gt (-1 (6 na) )
Alors 01 A6 € Tx,.

(3) Soient 8; € Tx,, Viel, alors:
Ay, 6, la fonction d’appartenance de V1 6;, nous avons :
A6, k) = supier{Ae,(x,5)} = supic {(pV 1')g, (x,k)}

Nous aurons aussi deux cas :

Cas(1): Sik=1,alors:
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Aviy0,(x, 1) =supie{Ag(x,1)} = supie {(uV 1), (x,1)}
= Supiel{ﬂgpil(P*l(Bi))(x)} - ‘u\/ielqpfl(Pil(ei))(x)

= Hort (P1(vie 07)) (X)-

Cas (2): Si k=1, de méme nous aurons :
~ D) _ !
/\\/ielgi(x’z) B ]/lsvil(P‘l(\/iez 91‘))(x)

Port (p1(vi 0)) (%) sik=1
!

Alors: Ay, gi(ﬂ) = { koo

‘uqoil(P_l(\/ieI 9i))(x)
Donc : Viel 91' € TX,-

Proposition 3.6 Les applications suivantes :

o (A,TA) — (Xo,TXO)

x— a(x) = (x,1)

B: (B, 1) — (Xo, Tx,)
x— B(x) = (x,2)

sont CF-continuous.

Preuve : Prouvons que a est CF-continuous.

Pour 6 € Tx,, nous avons :

A1) (%) = Agac(x) = Ag(x,1) = (1 1) (x,1) = p o1 (p1 gy) (%)
et comme « = P o @, alors :
Aa1(0)(X) = H(pogy)-1(6)(X) = Ha1¢9) (%)

Donc « est CF-continuous.

Par la méme méthode nous prouvons que 8 est CF-continuous.

Corollaire 3.3 L'élément de Push-out de < f,g >, avec f : (A,ta) — (C,1¢),§: (A, ta) — (B, 1) de
CE-TOP est I'espace topologique flou (Xo, Tx, ), avec ~ est la plus petite relation d’équivalence qui contient

toutes les paires < (10 g)(a), (g20 f)(a) >, tel que a € A.
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Preuve : Suite a la proposition (3.5), (Xo, Tx,) € CE-TOP. Aussi, a partir de la proposition (3.6)
«, B sont CF-continuous.
Soient U : (B,13) — (Y,1y), V : (C,t7c) — (Y, 1y) deux applications CF-continuous, avec
Vof=Uog.
* Pour démontrer I’existence d"une application CF-continuous unique & : (Xo, Tx,) — (Y, 7y) qui
vérifie U =howa, V = ho B, exige d’abord les étapes suivantes :
Etape 1: L'élément de Co-product de (B, 1) et (C,t¢) est I'union disjoint (BV C, 7y c), alors pour
{a, B} il existe une application CF-continuous 77 : (BV C, tgy c) — (Xo, Tx,) avec
X =T7T0 @, =710

Ftape 2 : Nous définissons la nouvelle application U/ V par :

Uuvv:(BVCtyc) — (Y, 1v)
{ U(x) sik=1.
(x,k)|—>(U\/V)(x,k): '
V(x) sik=2.

Si UV V est compatible avec ~, alors il existe une application unique CF-continuous

h:(Xo,7x,) — (Y, 7y) avec: UV V = hom (Théoréme (3.2).

Soient (x,k), (x’,k") € BV C alors :

(x,k) ~ (¥, k') = Fac A, (x,k) = (p108)(a) et (¥, k) = (p20 f)(a).
(UN/V)(x, k) = (UN/ V)(g10g)(a) = (U V)(g(a),1) = U(g(a)) = (Uog)(a).
(UN/ V)L E) = (UN/ V(@20 f)(a) = (UN/V)(f(a),2) = V(f(a)) = (Vo f)(a).

Comme Vo f =Uo g, alors UV V est compatible avec ~.

Etape 3: Montrons que : U =hoa,V =ho§B.
(hea)(x) = (o (o g1))(x) = (hom)(x,1) = (UVV)(x,1) = U(x), Vx € B.
(hep)(x) = (ho (e p2))(x) = (hom)(x,2) = (UVV)(x,2) = V(x), Vx e C.

d’ot1 le résultat.

3.2.4 Product

Définition 3.8 Soient (X1,61) et (Xp,62) deux CF-TOP, notons p et y' les fonctions d’appartenance des

éléments de 1 et 6, respectivement, on définit Tx, «x, par :

Tx,xx, =10, 0 = \/((61)i x (62);) est un ensemble flou de X1 x Xp, (01); € 01, (62); € 0y, VieI}.

iel
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La fonction d’appartenance des éléments de Tx, «x, est définie par :

(5 1o (%) = supier {mindjucayy, (x), g,y (1))}, pour tout (x,) € X x Xo.
Proposition 3.7 [9] L’espace (X1 x X3, Tx,xX,) est un CF-TOP.

Proposition 3.8 [9] Les applications Py et P, sont CF-continuous, avec :

Py (X x X2, Tx,xx,) — (X1,61)
(x,y) — Pi(x,y) =x

Py (X1 x X2, Tx,xx,) — (X2,62)
(x,y) — Pa(x,y) =y
Théoreme 3.3 [9] Soit (Y, Ty) un CF-TOP et soit f une fonction de Y vers X; x Xp. Alors f est CF-

continuous si est seulement si Py o f et P o f sont CF-continuous.

Corollaire 3.4 Soient (X1, 01),(Xp,8,) € CE-TOP. L'élément de Product de (X1, d1) et (Xp, ) est 'es-
pace topologique flou (X1 x X3, Tx,xx,) (Définition (3.8)).

Preuve :Soient f : (C,d3) — (X3,61) etg: (C,d3) — (Xp, d2) deux applications CF-continuous,

alors il existe une application CF-continuous unique définie par :

h:(C,63) — (X1 x X2, Tx,xX,)
x— h(x) = (f(x),8(x))

avec f=Pjohetg=Pyoh.

x Il est clair que: f =Pyoh et g=Poh.

* Suite au théoreme (3.3), h est CF-continuous.
Preuve d’unicité de h :
Soit h': (C,d) — (X1 x X3, Tx,xx,) une autre application CF-continuous, avec: f = Py o I/,
g=Doh.
Supposons que : h'(x) = (a,b), alors :
a=Py(a,b)=(Poh’)(x)=f(x), b=Py(a,b)=(Proh’)(x) = g(x).
Donc h'(x) = (f(x),g(x)) = h(x). Par conséquent h est unique.
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3.2.5 Equalizer

Définition 3.9 Soient (A, t4) et (B, tg) deux CF-TOP, notons y' la fonction d’appartenance des éléments
de tp, et soient f,g: (B, 1) — (A, Ta) deux applications CF-continuous. D est un sous-ensemble de B
défini par : D = {x € B, f(x) =g(x)}, on définit Tp par :

™ ={60, 0 = F(D) A B; est un ensemble flou de D, B; € 1 et F(D) est un ensemble flou de B

v iy ) () = X0 (%))

La fonction d’appartenance des éléments de Tp est définie par :
Hg D —1[0,1]
X g (x) = min{pt ) (x), g, (6))

Proposition 3.9 L’espace (D, tp) est un CF-TOP.

Preuve:
(1) Nous prenons : (g = F(D) A@) et (D = F(D) A B), alors :
iy (x) = min{pp ) (x) , pl(x))) = min{1, 0} =0.

yg(x) = min{y’F(D)(x) , y%(x)} =min{l, 1} = 1.
Donc @, D € 1p.

(2) Soient 0, 6, € Tp, avec 01 =F(D)A By, Bietgetfr=F(D)AB,, Byetg ona:
NN ACIE /\P(D)/\Bl/\P(D)/\Bz(x) = AF(D)/\(Bl /\Bz)(x) = mi”{ﬂ}(p)(x)r ﬂzgl/\Bz)(x)}-
Alors 01 A\ 65 € Tp (de fait By A By € 13p).
(3) Soient 0; €1p, Viel,avec: 0;=F(D)AB;, Bje€1p,alors:
/\VieI(F(D)/\Bi)(x) = AB(D) A(Vier Bi)(x) = min{pp(x), ‘u/(\/iel Bi)(x)}'
Donc Ve 0; € Tp (de fait V¢ B; € ).
Proposition 3.10 L'application e est CF-continuous, telle que :

e:(D,tp) — (B, 13)

x—e(x)=x

Preuve : Evident
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Corollaire 3.5 Soient f,g : (B,t78) — (A, Ta) de CE-TOP. L'élément de Equalizer de < f,g > est
I"espace topologique flou (D, tp) (Définition (3.9)).

Preuve: Soit i : (C,7¢) — (B, 1) une application CF-continuous, avec : foh = goh, alors il

existe une application CF-continuous i’ définie par :

h':(C,7c) — (D, 1)
x— h'(x) = h(x)
x I’ est CE-continuous de fait, & est CF-continuous.
xSoitxeC,ona: (eoh')(x)=e(h(x))=e(h(x))=h(x),alorseoh’ =h.
Montrons que /' est unique :
Soit h" : (C,tc) — (D, 1p) une autre application CF-continuous, aveceoh’” =h,on a:
(eoh)(x)=(eoh)(x) = e(h"(x)) =e(h'(x)) = h"(x) =h'(x), VxeC.

d’ot1 le résultat.

3.2.6 Pull-back

Définition 3.10 Soient (A, t4) et (B, tg) deux CF-TOP, u et u’ dénote la fonction d’appartenance d’élé-
ments de T4 et Tp respectivement, et f : (B, 1g) — (A,7a), §: (D,70) — (A, Ta) deux applications
CF-continuous. C est un sous-ensemble de B x D définipar : C = {(x,y) € BxD, f(x)=g(y)}. On définit
Tc par:

Tc =160, 0 = F(C) \0' est un ensemble flou de C, 0" € 1p«p et F(C) est un ensemble flou de Bx D,
avec: (px p)pc) (%) = xc(x, )}

La fonction d’appartenance des éléments de T est définie par :

Lo (x,y) = min{(p < p")p(cy(x,y), supier{min{pp,(x), up,(y)}}, 6=\ (BixD;), ¥(x,y) € C.

iel

Proposition 3.11 L’espace (C,1¢) est un CF-TOP.

Preuve:
(1) Nous prenons : (& = F(C) A(@x @) et (C=F(C) A(Bx D)), ce qui donne :
T (x,y) = min{(p x ') p(c)(x,y), min{pg(x), ug(y)} = min{l, 0} = 0.

I'e(x,y) = min{(p x u")pcy(x,y), min{up(x), pp(y)} =min{l, 1} = 1.
Donc @, C € 1¢.
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(2) Soient 61, 05 € ¢, avec 01 = F(C) A(Vier(Bi x D;)) et 62 = F(C) A(Vj¢j(B;j x Dj)), nous avons :
Aoy n 6> (X, Y) = AE(C) AVier (BixD:)) ACF(C) A(Vjer (BixD)))) (XY )
= AB(C) AVier(BixD)) A(Vjes (BxD))) (¥, Y)
= AP(C) A(Viers) (B: A B (D; ADy)) (X Y)

= min{ (< W) p(cyr SUP (G jyer<py {min{ s, ngy (4 Y), Wip, o py (XY}
Alors 01 A\ 6 € Tp (de fait By A By € T3p).

(3) Soient0; €1p, Viel,avec: 0; = F(D)AB;, Bje€tp,alors:
AVt (FD) A B) (X) = (D) Aoy B (%) = min{pp (x), 1y 5oy (%)
Alors V¢ 0; € Tp (de fait ;1 B; € ).
Proposition 3.12 Les applications p et q sont CF-continuous, avec :

p:(C,tc) — (B,73)
(x,y) —p(x,y)=x

q: (C/TC) - (D/TD)
(v, y) —a(x,y) =y
Preuve : Nous montrons que p est CF-continuous :

Soit Bi € 1 : Ay (%,y) = up p(x,y) = pp (x) = min{(px p')pcy(x,y), min{pp (x), pp(y) 1}
Alors p~1(B;) € 1¢, donc p est CF-continuous.

Par la méme méthode nous montrons que g est CF-continuous.
Théoreme 3.4 Soient f: (B,13) — (A, ta)etg: (D, mp) — (A, T4) deux applications CF-continuous

et (E, ) un CF-TOP, notons p' la fonction d’appartenance des éléments de tg, et h: (E, tg) — (B, 1),

k:(E,tc) — (D, tp) deux applications CF-continuous, avec f oh = g ok. r une application définie par :
r:(E,7e) — (C,1c) (3.2)
x o r(x) = (h(x), k(x))

Alors :

h, k sont CF-continuous == r est CF-continuous.

Preuve : Soit 0 € 1, alors 0 = F(C) A6 et 0’ = V,c;(B; x D;) € Tgxp, nous avons :
A1(B () AV (BixD:)) (X) = TR(C) A(Vier (BixDy)) (1(X), k(X))
= min{ (% ') oy (h(x), k(x)), supi{min{pugh(x), up k(x)}}}
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Comme (p x ') p(cy(h(x),k(x)) =1, alors :
A1) AVt (BixD)) (X)) = TR(C) AVier(BixD;)) (B(x), k(X))
= supier{min{pph(x), pp k(x)}}
= supier{min{p) (), Bl ) ()}

I/
) - ‘uViez{k‘l(Dz‘)/\h‘l(Bz‘)}(x)'
D’ou r est CF-continuous.
Corollaire 3.6 Soient f: (B,13) — (A,7a),8: (D, 7p) — (A, T4) de CE-TOP.
L’élément de Pull-back de (f, g) est 'espace topologique flou (C, tc) ( Définition (3.10)).

Preuve : Premieérement, il est clair que fop =goq.

Deuxiemement, pour h : (E, tg) — (B, t3) etk: (E, 1) — (D, Tp) deux applications
CF-continuous, avec f oh = g ok, alors il existe une application CF-continuous unique r définie
par la formule (3.2).

* [l est clair que k=goreth=por.

Preuve d"unicité de r :

Soit " : (E, ) — (C, ¢ ) une autre application CF-continuous, aveck =gor’, h=por’.
Supposons que 1’'(x) = (a,b).

Nous avons :

a=pla,b) = (por)(x) =h(x) et b=q(a,b)=(qor)(x)=k(x).

Donc r = 1" d’ot1 r est unique.

3.3 Les relations entre TOP et CF-TOP

Théoréme 3.5 [15]
Soit (X, Tx) un espace topologique, alors 'espace (X, F(tx)), avec :
F(tx) = {F(0), F(0) est un ensemble flou de X, 0 € tx}, et la fonction d’appartenance de F(0) est défi-
nie par :
Hrg) : X — [0,1]
x — ppeg)(x) = xo(x)

est un espace topologique flou.
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Preuve:
1. Soit x € X :
M) (X) = xo(x) =0, et ppx)(x) = xx(x)=1.
Donc @, X € F(tx).
2. Soient F(0), F(61) € F(tx), avec B, 6y € Tx, pour x € X, ona:
Areoy) AE(8y) (X) = min{ppg,)(xX), Hrce,) (%)} = min{xe (x), Xo,(X)} = Hr(o, poy) (X)
3. Soient F(0;) € F(tx), Viel avec ;e tx, Vie [.Soitx e X, ona:

M Fo) (X) = sup{ppe,)(x), i € I} = sup{xe,(x), i €I} =ppny,0,(x).

Théoreme 3.6 [4]
Soit (X, T) un CF-TOP, pour « € [0, 1], la famille 1, :

1y ={a(0), O et}

avec :
a(f) ={xeX, up(x)>ua}

est une topologie sur X.

Preuve:

1. Comme X ¢ 7, alors a(X) € 1, Comme a(X) = {x € X : X(x) >a} = X donc X ¢ 4,. De plus,

@ et ,alors a(@) € ipet comme a () = @. Alors, @ € 1.

2. Supposons que a(A),a(B) € 1. Alors A,B € T. Donc, AAB € T ce qui donne, a(A A B) € 1.
a(AAB) ={x, (AAB)(x)>a}={x, min{A(x), B(x)} >a}
={x, A(x)>a, B(x)>a} ={x, A(x) >a} n{x, B(x) > a}
=a(A)na(B).
Par conséquent a(A) na(B) € 1.
3. Soient a(Ag) € Ly, pour € A. Alors Age T, VB e Aetd'ou Vpep Ap € T ceci implique que :
a(Vpea Ap) ={x, (Vpea Ap)(x) >}
={x, sup{Ag(x), Be A} >a}
={x, Aﬁ(x) >, pour quelques BeA} = uﬁeA{x, A[;(x) >a}

= UIBEA(X(A‘B)-
Alors Ugaa(Ap) € Ly

Par conséquent ¢, est une topologie sur X.
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Proposition 3.13  [32]
Soit (X, T) un CF-TOP. L'espace (X, (7)) tel que : pour A e T, 1(A) ={a(A): ae[0,1[}
et 1(t) = {1(A); A et} estun espace topologique sur X.

3.4 Les relations entre TOP et CF-TOP

On peut construire plusieurs foncteurs entre TOP et CE-TOP [voir [3][7] [28]], nous choisirons

deux foncteurs le premier est compatible avec notre travail.

Définition 3.11 [30]
Soit e un foncteur définie comme suit :

Pour chaque f : (A, ta) — (B, Tg) une application continue, on a :

e: TOP —>» CF-—-TOP
(A4,14) —— (A, F(14))

fl JE(f) S

(B,15) —> (B,F(13))

Proposition 3.14 Si f : (A, 14) — (B, tg) une application continue, alors f : (A, F(t4)) — (B, F(tB))

est CF-continuous.

Preuve:

Supposons que :

F(ta) = {F(A;), F(A;) estunensemble floude A, A; € T4}, et la fonction d’appartenance de
F(A;) est définie par :

Hreay : A —[0,1]
X — ppa) (%) = xa,(x)
F(tg) ={F(B;), F(B;) estun ensemble flou deB, B; € 13}, et la fonction d’appartenance de F(B;)
est définie par :
My, B— [0,1]
Y=ty (W) = x8,(Y)
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* Soit F(B;) € F(tp),on a:
M ey @) = gy (F) = X8 (F(2)) = {

|1 sizxefY(B))
0 si:x¢f‘1(Bi)
= X108 (X) = pp(p1(8,) (%)-

1 si:f(x)eB;
0 si:f(x)¢B;

donc:

f1(B;) € F(Ta).

Proposition 3.15 e est un foncteur.
Proposition 3.16 Le foncteur e n'est pas isomorphisme.

Preuve:
Supposons que e est surjective sur les objets, soit (X, ) € CE-TOP, avec X = {a,b} et T = {X, 2,0}

avec :

ux(@)=1 | pg(a)=0 o 1g(a) = 0.8.
ux(b)=1" | pp(b) =0 1o(b) = 0.7,

Prenons la topologie T = { X, @, B} (B est un sous-ensemble de X non vide ), avec
e(X,T) = (X,F(T)), mais F(T) # T (Comme gy = xp # }g). Alors e n’est pas surjective sur les

objets. Par conséquent e n’est pas isomorphisme.

Définition 3.12 On définit le foncteur 1, entre CE-TOP et TOP par :

Pour a € [0,1] et f: (A, Ta) — (B, t) une application CF-continuous, on a :

ly: CF—TOP — > TOP
(A4,75) —> (A12(T4))

fl lla(f) -

(B,15) —> (B, 1.(15))
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Proposition 3.17 Si f : (A, t4) — (B, t) une application CF-continuous, alors :

f (A, 1(ta)) — (B,1(TB)) est continue.

Preuve:

Avant de commencer la démonstration, nous montrons que pour tout 6 € g, f~1(x(6)) = a(f~1(0)),
Ya e [0,1].

En effet :

x e fH(a(8)) = f(x) ea(d) = 0(f(x)) >a = f1(0(x)) >a = xea(f1(9))
Donc f~H(a(6)) = a(f(6)).

Soit 1,(0) € 14 (tg) alors f~1(14(0)) = a(f~1(0)) et comme f~1(0) € T4, alors a(f~1(0)) € 14 (T4a)
et f1(1a(0)) € ta(TA).

Proposition 3.18 1, est un foncteur, pour tout a € [0, 1].
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3.5 Conclusion

Au cours de notre recherche sur les morphismes universels de la catégorie CE-TOP, nous avons
pu constater le brouillage au sens de Chang sur l'espace topologique ordinaire. Il s’avére que ce

brouillage est faible pour plusieurs raisons :

1. La définition de Chang de 1’espace topologique flou n’est pas trés éloignée de I'espace topo-
logique ordinaire sauf le changement des sous-ensembles de X par des ensembles flous de

X.

2. Le brouillage de Chang sur 'espace topologique ordinaire n’est pas complet, I'ensemble X a

gardé son état d’origine : il n’a pas été brouillé.

3. La définition de Chang sur la continuité floue est restée comme dans le cas ordinaire. Il a

seulement changé I'ensemble ouvert par 'ensemble flou ouvert.

4. L'existence d"une inclusion naturelle (le foncteur ¢) entre les deux catégories TOP et CE-TOP

indique la faiblesse du brouillage.



Chapitre I

Les morphismes universels de LE-TOP

Question : Pourquoi Lowen a changé la définition de Chang? [15] Cela parce que certains
résultats intuitifs bien connus dans la topologie ordinaire ne sont pas satisfait au sens de Chang.

Par exemples :
1. Certaines fonctions constantes de CE-TOP dans CF-TOP ne sont pas continues.

2. Certains produits de nombre de CF-TOP compacts ne sont pas compacts; ce qui est consi-

déré une contradiction dans la topologie ordinaire.

La définition de Lowen ajoute a celle de Chang une condition. En posant tous les ensembles flous

constants comme des ouverts.

4,1 Définitions et notations

Définition 4.1 [22]
Une topologie floue de Lowen, ou simplement (LF-TOP) est une famille T d’ensembles flous de X vérifiant

les conditions suivantes :
1. T contient tous les ensembles flous constants de X.
2. SiA,Bet,alors ANBerT.

3. Si Aj e T pour tout i € I, alors \/1 A; € T, I est un ensemble d’indices quelconque.

Exemple 4.1 Dans 'exemple (3.2), T est une topologie floue au sens de Chang mais pas de Lowen. Ainsi,
nous pouvons ajouter a T tous les ensembles flous constants et ses intersections et unions avec les ensembles

flous dans T est une topologie flou au sens de Lowen.

60
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Exemple 4.2 Considérons I'exemple suivant proposé par Lowen. Soit X un ensemble non vide et les en-

sembles flous ouverts de X sont donnés par :
1. .x _ 1
[5' 1]1% u{a, aest une fonction constante avec valeur a < 5}

En effet :
1. Par définition, il est clair que tout constant flou de X est dans T.

2. Soient A,BeT:
Si A,Be[},1]1X, alors ANBe[3,1]X.
Si A, B sont constants, alors A\ B =min{A,B} = Aoit BeT.
EtsiA=a< %, Be [%,1]X,alor5 B(x) > % ,Donc ANB=Acert.

3. SiViel, Aj et SiVi, Ajest un ensemble constant flou inférieur au égal a % , alors \/ A; est un
constant € T.

SidAj,Aje[3,1]%, alors \V A; = sup{A;:ie Ay =sup{A;j: A; e [3,1]X} e [3,1]X.
Alors T est une topologie floue au sens de Lowen.
Définition 4.2 [10][30] (La définition de la continuité flou )
Soient (X, T) et (Y,U) deux espaces topologiques flous (LF-TOP) et soit f : (X,T) — (Y,U) une

fonction. f est continue flou (F-continuous) si l'inverse par f de chaque ensemble flou ouvert de Y est un

ensemble flou ouvert de X.
Définition 4.3 [25] Soit (X, T) un LF-TOP. On définit 'espace topologique (X, 1(T)) par :
(1) ={(A), Aet}

Avec :
1(A)={a(A), «€[0,1)}, a(A)={xe X: A(x) > a}

Définition 4.4 [22] ( La continuité flou au sens de Lowen )
Soit f une fonction d'un espace LF-TOP (X, T) vers un autre espace LF-TOP (Y, S). Alors f est continue
flou ( LF-continuous) si et seulement si f : (X,1(T)) — (Y, 1(S)) est continue.

Proposition 4.1 [8]Si f: (X, T1) — (Y, 2) est une application F-continuous sur deux espaces topolo-

giques flous (LF-TOP), alors f : (X, (1)) — (Y, 1(12)) est continue.
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Preuve : Soit a(B) € (1), avec a € [0,1] et B € T,. Comme f est F-continuous, alors f~1(B) € 1,

donc a(f1(B)) € 1(ry), de plus £-1(&(B)) = a(f1(B)).
Par conséquent f~1(a(B)) € 1(11).

Remarque 4.1 Dans la suite de ce chapitre nous utilisons la définition (4.2) au lieu la définition (4.4),
pour plusieurs raisons :
1. Si une fonction est continue au sens de Chang, elle est continue au sens de Lowen.

2. La rareté de I'utilisation de la continuité flou au sens de Lowen, et méme la recherche qui dépendent

de la topologie floue on utilise la continuité au sens de Chang comme Shostak [30].

3. La définition de la continuité au sens de Chang est une extension naturelle de la continuité au sens

topologique ordinaire.

Définition 4.5 [8][35]

(a) Soit T une topologie floue au sens de Lowen. Une sous-famille T de T est une base pour T si et

seulement si chaque élément de T peut s’écrire comme I'union de quelques éléments de T.

(b) Soit S une sous-famille de T, elle définie une sous-base pour T si et seulement si la famille d’intersec-

tions finies des éléments de S forme une base pour T.

(c) La sous-base de produit topologique flou sur (X, T) = (ITje; Xi, [1ie; T;) est donné par
S = {Pz.‘l(Qi); 0; € T, i € I} ( P;la projection de X sur X; ) alors la base de T est donnée par
B={A, Pi]fl(f),-].); 0; €T, ijel, j=1.n,neN}

4.2 Les morphismes universels

421 Co-product

Définition 4.6 Soient (X1, 1) et (Xp, 7o) deux LE-TOP. L'union disjoint de (X1, 11) et (X3, 12) est défini
par :
(X1, 1)V (X2, @) = (X1 V X2, Tx, v x5)
avec
X1V X2 = {Xq x{1}} u{Xo x {2}}

T, v X, = {0, 0 est un ensemble flou de X1\/ Xa, 97 (0) €11 et ¢, (0) € 1o}
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¢1: (X1, 1) — (X1 VX2, T, v Xx,)
x— @1(x) = (x,1)
et
@2 (X2, 1) — (X1 V X2, T, v X, )
x— ¢a(x) = (x,2)

Proposition 4.2 L'union disjoint (X1 V X2, Tx, v x,) est LF-TOP.

Preuve:

1. Soit C € [0,1]%1 VX2 un ensemble flou constant, d’apres la définition (1.20),
¢11(C) est un ensemble flou de Xj et ¢71(C)(x) = C(¢1(x)) = C((x,1)) = C, comme (X1, 1)
est un espace topologique flou, donc ¢7(C) € 1.

Par la méme méthode nous montrons que ¢,'(C) € 1. Par conséquent C € Tx, y x,-

2. Soient 01, 02 € Tx, v x,, alors 61 A 6, est un ensemble flou de X;V X; et

@71 (01 AN62) = 971 (61) A 97 (62) € Ty (de méme @51 (61 A62) = 951 (61) A 97t (62) € ).
D’ou 91 A 92 € TX, V Xp-

3. Soient 0; € Tx, y x,, Vi € I, alors Ve 6; est un ensemble flou de X;V Xj, et
@1 (Vier07) = Vier 97 (6;) € 71 (de méme @5 (Vier 0;) = Vier 95 (6;) € T2).
Alors Viel 91' €TX, v Xp-

Donc Ty, vy x, est un LF-TOP.
Proposition 4.3 Les applications @1 et ¢y sont F-continuous.
Preuve : Evident (par définition de T, y x,)-

Théoréme 4.1 Soit h une fonction d'un espace topologique flou (X1 V X3, Tx, y x,) dans (C, 7c),

si(ho@1) et (ho@y) sont F-continuous alors h est F-continuous

Preuve : Soit 6 € 7c. Comme h o @1 et h o ¢, sont F-continuous, alors (ho ¢1)71(0) € 7y et
(ho@2)71() € T, donc 71 (h71(6)) € Ty et ;1 (h71(0)) € .

Alors h=1(0) € Tx, y x,. D’ott I est F-continuous.

Corollaire 4.1 Soient (X1,71),(X2,72) € LE-TOP. L'élément de Co-product de (X1, 1) et (Xp, 1) est
I'espace topologique flou (X1, 11) V(Xp, ©2) (Définition (4.6)).
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Preuve : D’apres la proposition (4.2), (X1 V X2, Tx, vy x,) € LE-TOP et d’apres la proposition (4.3)
@1, @2 sont F-continuous.
+ Soient f : (X1, 71) — (C,1c) et §: (X2, T2) — (C, 1) deux applications F-continuous, alors il

existe une application F-continuous unique  définie par :

h: (XN X2, T, vx,) — (C1c)
ik =1.
(k) — k-] T

g(x) sik=2.
* [l estclairque: f =ho@ietg=ho ;.
* h est F-continuous (Par le théoreme (4.1)).
Preuve d’unicité de h :
Soit ' : (X1 V Xa, Tx, v x,) — (C, Tc) une autre application F-continuous, avec f = h’ o ¢ et

g =N o@y. Nous avons :

(h o @1)(x) =h'(p1(x)) =h'(x,1) = f(x), VxeX;.
et
(W o @2)(x) = h'(p2(x)) = h'(x,2) = g(x), VxeX,.

Par conséquent / est unique.

4.2.2 Co-equalizer

Définition 4.7 Soit (A, T4) un espace topologique flou, ~ est la relation d’équivalence sur A et

P: A — A/ ~ est l'application de la projection associée, on définit T4,. par :
Ta/. =10, 0 est un ensemble flou de A/ ~, avec P1(0) e 4}
Proposition 4.4 (A/~,7y,.) est un LF-TOP.

Preuve:

1. Soit C € [0,1]4/~ un ensemble flou constant, de la définition (1.20), P-1(C) est un ensemble
flou de A et P~1(C)(x) = C(P(x)) = C(X) = C, comme T4 est une topologie floue, donc
P71(C) e T4, alors C € Ty...

2. Soient 01, 0 € T4 Jr alors 61 A 6, est un ensemble flou de A/ ~, et
P~1(01 A62) = P1(61) AP71(62) € Ta. Donc 01 A6 € Ty,...
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3. Soient 6; € Ta)r Vie I, alors Ve 0; est un esemble flou de A/ ~, et
P (Vier 0;) = Vier P71(6;) € T4, donc Ve 0; € Ty .

Par conséquent 74, est une topologie sur A/ ~.
Proposition 4.5 P est F-continuous.

Preuve : Evident (par définition de T4,.).

Théoreme 4.2 Soient (A, t4),(B, 1) € LE-TOP, ~ est la relation d’équivalence de Aet P: A — A/ ~
est la projection associée. Si h : (A, T4) — (B, 1) est une application F-continuous compatible avec ~,
alors il existe une application unique h', avec h = h' o P. De plus :

Si h est F-continuous alors h' est F-continuous.

Preuve : Nous définissons I’ par :

h': (A/ ~r TA/~) - (B/ TB)
X — N'(X) = h(x)
Il est clair que 1’ est unique et h = h’ o P.
= Soit 6 € T, comme (I’ o P) est F-continuous, alors (h'o P)71(0) € T4, donc P~1(h'-1(0)) € 4.

Par conséquent h'~1(0) € T4 /~ et " est F-continuous.

Corollaire 4.2 Soient f,g : (B,t3) — (A, 71a) de LE-TOP. L'élément de Co-equalizer de < f,g > est
I"espace topologique flou (A[ ~,Ta,..), avec ~ est la plus petite relation d’équivalence qui contient toutes

les paires < f(x),g(x) >, tel que x € B.

Preuve : Soit I : (A,74) — (C, 1¢) une application F-continuous, avec ho f = ho g. Pour l'exis-
tence d'une application unique /', d’apres le théoreme (4.2) il suffit de prouver que h est compa-
tible avec ~ :

Soient x1,xp € A, x1 ~xp <= 3beB, x1 = f(b) A xp=g(b).

Et h(xq) =h(f(b)) =(ho f)(b) = (hog)(b) =h(g(b)) = h(xy), alors h est compatible avec ~.

4.2.3 Push-out

Définition 4.8 Soient (A,7a), (B, 18) € LE-TOP, ~ une relation d’équivalence sur A/ B, soit également
Xo = (AV B)/ ~, on définit Tx, par :

Tx, = {0, 0 est un ensemble flou de Xo, ¢7'(P71(0)) € Taet ;' (P71(0)) € 15}
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avec
P:AVB — X,
(x,k) — P(x,k) = (x,k)
¢1: (A, Ta) — (AV B, TayB)
x— @1(x) = (x,1)
et

¢2:(B,78) — (AV B, TayB)
x — @o(x) = (x,2)

Proposition 4.6 L’espace (X, Tx,) est un LF-TOP.
Proposition 4.7 Les deux applications suivantes :

N: (A, ta) — (Xo,Tx,)
x+— N(x) = (x,1)

M: (B, 15) — (Xo, Tx,)
x — M(x) = (x,2)

sont F-continuous.

Preuve : Montrons que N est F-continuous.

Soit 0 € Tx,, alors ¢} (P~1(6)) € T4. Dong, (Po ¢1)71(0) € T4. Pour x ¢ A, ona:
(Po@q)(x) =P(¢p1(x)) =P((x,1)) = (x,1) = N(x). Par conséquent N~1(0) € t4.

Par la méme méthode, nous prouvons que M est F-continuous.

Corollaire 4.3 Soient f: (C,tc) — (A, ta), §: (C,17c) — (B, t8) de LE-TOP. L'élément de Push-out

de < f,g > est (Xo,Tx,), avec Xo = (AN B)/ ~. ~ est la plus petite relation d’équivalence qui contient

toutes les paires < (¢10 f)(c), (¢208)(c) >, tel que c € C.

Preuve : Suite a la proposition (4.6), (Xo, Tx,) € LE-TOP, notamment d’apres la proposition

(4.7), {N, M} sont F-continuous.

* Soient U : (A,t4) — (D,tp) et V : (B,13) — (D, 7p) deux applications F-continuous, avec

Vog=Uof.

Pour I’existence d"une application F-continuous unique % : (Xo, 7x,) — (D, Tp) qui vérifie

U=hoN,V =hoM,exige d’abord les étapes suivantes :
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Ftape 1: On sait que 1’élément de Co-product de (A, T4) et (B, 1) est I'union disjoint (AV B, TayB),
alors pour {N, M} il existe une application F-continuous 77 : (AV B,Tayg) — (Xo, Tx,),

avec N = mo@ret M =710 ¢s.

Etape 2 : On définit la nouvelle application U V/ V par :

UvV:(AVB,tays) — (D, 1)
U(x) sik=1.

(k) = (UV V) (k) = { V(x) sik=2.

Si UV V est compatible avec ~, alors il existe une application unique F-continuous

h:(Xo,7x,) — (D, ™), avec UV V = hom (Théoreme (4.2)).

Soient (x,k), (x',k") € A/ B, alors :

(2, k) ~ (¥, k) == Fc e C, (x,k) = (@108)(c) et (x', k) = (20 f)(c).

(UVV)(x,k) = (UVV)(pr0f)(a) = (UVV)(f(c),1) = U(f(c)) = (Ue f)(c).

(UV V) (k) = (UV V) (g208)(c) = (UVV)(g(c),2) = V(g(c)) = (Vog)(c).

etcomme Vog=Uof,alors (UVV)(x,k)=(UVV)(x', k') et UV V compatible avec ~.
Ftape 3 : Montrons que U =hoN,V =ho M.

(hoN)(x)=(ho(mo@1))(x)=(hom)(x,1)=(UVV)(x,1)=U(x),Vx € A.

(hoM)(x) = (o (o @2))(x) = (hem)(x,2) = (UVV)(x,2) = V(x),Vx € B.

4.2.4 Product

Définition 4.9 Soient (A, 74) et (B, 1p) deux LF-TOP. On définit T4.p par :

Taxp = {0, 0 est un ensemble flou de A x B avec 0 =\ AjxB;, AjeTa, Bijetp, Viel}
Proposition 4.8 (A x B, Ta.p) est LF-TOP.

Proposition 4.9 Les projections Py, P, sont F-continuous, avec :

Pl : (A X B/TAXB) — (A/TA)
(x,y) — Pi(x,y) =x

pZ : (A x B/TAXB) - (B/TB)
(x,y) — Pa(x,y) =y
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Preuve : Montrons que P; est F-continuous :

Soit 6 € 41, pour (x,y) € A x B, alors

Pr(0)(x,y) =0(Pi(x,y)) =0(x)
=min{f(x), 1(y)}
=(0x1)(¥)-
Cela implique que P;1(6) € T4«p, d’ou P; est F-continuous.

Par la méme méthode, nous prouvons que P, est F-continuous.

Théoreme 4.3 Soient f1: (C,tc) — (A, Ta) et fo: (B, 18) — (C, 1) deux applications F-continuous.
Si f une application de C dans A x B définie par f(x) = (f1(x), f2(x)), alors :

f1, f2 sont F-continuous = f est F-continuous

Preuve : Soit 0 € To.p, donc 0 = \/jc; A; x Bj, avec Aj € T4 et Bj € 1, et
F1(0) = fF1(Vier Ai x B;) = Vil f1(A; x B;), et comme f~1(A; x B;) est un ensemble floude C,ona:

fH(AixBi)(x) = (A;xB)(f(x))
= (Ai x B;)(f1(x), f2(x))
= min{A;(f1(x)), Bi(f2(x))}
= (fi" (A) A f1(B))(x), ¥x e C.

Alors f~1(A; x B;) € tc et f~1(0) € 1. Par conséquent f est F-continuous.

Corollaire 4.4 Soient (A,74), (B, tg) € LE-TOP. L’élément de Product de (A, t4) et (B, t) est 'espace
topologique flou (A x B, Tao«p) (Définition (4.9)).

Preuve :Soient f1 : (C,17c) — (A, ta) et fo: (C, 1) — (B, t3) deux applications F-continuous,

alors il existe une application F-continuous unique définie par :

f:(C,t¢) — (AxB,Taxp)
X — h(x) = (f1(x), fa(x))
* [l est clair que f1 =Pjofet fo=Pyof.
* Suite au théoreme (4.3), f est F-continuous.
Preuve d’unicité de f :

Soit f": (C,0) — (A x B, Taxp) une autre application F-continuous, avec f; = Py o f/, fo = Py o f'.
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Supposons que : f'(x) =(a,b),ona:
a=Pi(a,b)=(Prof')(x) = f1(x), b= Pa(a,b) = (P20 f')(x) = fa().
Alors f'(x) = (f1(x), fa(x)) = h(x), donc f est unique.

4.2.5 Equalizer

Définition 4.10 Soient f et g: (B, 1) — (A, Ta) deux applications F-continuous. D un sous-ensemble
de B défini par D = {x € B, f(x) = g(x)}, on définit Tp par :

™ ={60, 0 = F(D) A\ Bjest un ensemble flou de D, B; € tg et F(D)est un ensemble flou de B, avec
F(D)(x) = xp(x)}

Proposition 4.10 (D, 1p) est un LF-TOP.

Proposition 4.11 L’application e est F-continuous, avec :

€: (D/TD) - (B/TB)

x—e(x)=x

Preuve : Soient 0 € g et x € D, nous avons :

e~ 1(0)(x) = 0(e(x)) = 0(x), posons 6 =0 A F(D). Donc e"1(0) € 1p, d’ot e est F-continuous.

Corollaire 4.5 Soient f,g : (B,t8) — (A, ta) de LE-TOP. L’élément de Equalizer de < f,g > est
I'espace topologique flou (D, tp) (Définition (4.10)).

Preuve:
Pour h : (C,7c) — (B, 15) une application F-continuous, avec :

foh=goh,alors il existe une application F-continuous unique /' définie par :

h': (C,Tc) - (D/TD)
x — h'(x) = h(x)

= h’ est F-continuous de fait, I est F-continuous.

*»SoitxeC: (eoh’)(x)=e(h'(x))=e(h(x)) =h(x)alorseoh’ =h.

Preuve d’unicité de h’ :

Soit h"" : (C,tc) — (D, 1p) une autre application F-continuous, avec e o b’ = h, donc

(eoh”)(x) = (eoh’)(x) = e(h"(x)) =e(h'(x)) = h"(x) =H(x), Vx € C. Ce qui donne i’ = h"" .

D’ot1 i’ est unique.
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4.2.6 Pull-back

Définition 4.11 Soient f : (B,15) — (A, ta)etg: (D, 1p) — (A, T4) deux applications F-continuous.
C un sous-ensemble de B x D défini par : C = {(x,y) e Bx D, f(x)=g(y)} € B x D. On définit tc par :
Tc =160, 0 = F(C) A\ 0" est un ensemble flou de C, 8 € tgxp et F(C)est un ensemble flou de B x D, avec

F(C)(x,y) = xc(x,y)}-
Proposition 4.12 (C, 1) est LF-TOP.
Proposition 4.13 Les projections p, q sont F-continuous, avec :

p:(C,tc) — (B,73)
(x,y) —p(x,y) =x

q:(C,7c) — (D, o)
(xy) —q(xy) =y
Preuve : Nous montrons que p est F-continuous :
Soit B; € T3, et comme p~1(B;) = B;. Nous prenons p~1(B;) = (B; x D) AF(C), alors p~1(B;) € 1c
et p est F-continuous.

Par la méme méthode nous prouvons que g est F-continuous.
Théoreme 4.4 Soient f: (B,13) — (A, ta) et g: (D,tp) — (A, Ta) deux applications F-continuous
et (E, tg) un espace topologique flou.
Sih:(E,te) — (B,tg) et k: (E,te) — (D, tp) deux applications F-continuous avec foh = gok et r
une application définie par :

r: (E,TE) — (C,Tc) (41)

x = r(x) = (h(x), k(x)).

Alors :

h, k sont F-continuous == rest F-continuous.

Preuve : Soit 6 € Tz, ona:
r=1(0) =r"1(F(C) A(Vier Bi x Dy)
=11 (F(C)) Ar1(Vier Bi x D;)
=1 1(F(C)) AVier(hH(Bi) ANk"1(Dy)) € T

Comme (h, k sont F-continuous et r~1(F(C)) = E) . Par conséquent r est F-continuous.
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Corollaire 4.6 Soient f: (B, 13) — (A,Ta), §: (D, tp) — (A, Ta) de LE-TOP.
L’élément de Pull-back de (f, g) est I'espace topologique flou (C, tc) (Définition (4.11)).

Preuve : Premiérement, il est clair que fop =gog.

Deuxiémement, si h : (E,t7g) — (B, 1) et k : (E,t7g) — (D, 1p) sont deux applications F-
continuous avec f oh = g ok, alors il existe une application F-continuous r défini par la formule
(4.1).

* Il est clair que k =goreth=por.

Preuve d"unicité de r :

Soit v’ : (E, tg) — (C, T¢) une autre application F-continuous, aveck =qgor’, h=por’.
Supposons que r’(x) = (a,b), nous avons :
a=p(ab)=(por)(x)=h(x)etb=q(ab)=(qg0r")(x)=k(x).

Alors r = r'. Donc r est unique.

4.3 Les relations entre TOP et LF-TOP

Proposition 4.14 [32]
Soit (X, T) un LF-TOP, I'espace (X, 1(7)) tel que : pour A e T, 1(A) = {a(A): a€[0,1[}
et 1(t) = {1(A); A et} estun espace topologique sur X.

Théoreme 4.5 [22]
Soit (X, &) un espace topologique ordinaire. L'espace (X, w(6) est un LF-TOP, avec :

w(d)={AeIX: a(A)ed, Yae[0,1[}

Preuve:

1. Soit C € [0,1]X un ensemble flou constant avec dégrée ¢ € [0,1]. Alors pour tout a € [0, 1],
a(C)=X,sit>aneta(C)=g,sit<a.
Dans les deux cas, a(t) € 6 et donc C € w(6). Ce qui vent dire que w(J) contient tout ensemble

flou constant.

2. Soient A,B € w(9), alors a(A), a(B) € 6, Va € [0,1[. Comme a(AAB) = a(A)na(B) €4,
AANBew(6)),Yae[0,1].
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3. Soient Ag € w(Jd), Be A, alors Vae[0,1], et BeA, a(Ap) € 5. Comme
a(Vpea Ap) = Upeatt(Ag) € 6. Cela implique que Vgep Ag € w(d) et donc (X, w(d)) est un
LF-TOP.

Proposition 4.15 [§]

Le lien entre 1, w : pour une topologie & sur X est :
w(d)) =0.

Preuve : Nous avons : w(A) = {AeIX: a(A)ed, Vae[0,1[} et (1) = {t(A); Aet,ac[0,1[}.
Dong, i((w(d)) ={a(A): Aew(d), € [0,1[} ={a(A):a(A) €, ac[0,1][} .

Inversement, soit A € J la fonction caractéristique de A est donnée par :

1 si: xeA.
xa(x) = )
0 si: x¢A.

et Va e [0,1[,a(xa) = {x: xa(x) >a} = A.
Maintenant, Va € [0,1[,a(x4) = A €6, alors x4 € w(J), mais par la définition de ()
a(x) € (w(d)), donc A € i(w(d)). Alors ((w(0)) = 9.

Proposition 4.16 [8]
Pour toute topologie floue T sur X, w(i(T)) # T. En effet :
Soit X ={a,b} et t={w,X,{(a,13),(b,12)}}, nous avons : 1(t) = {@, X,{b}} et donc

w(i(T)) ={2,X,{(a,r),(b,s):r,5€[0,1],7 <s}} lequel contient T mais ne sont pas égale .

4.4 Larelation entre TOP et LF-TOP

Proposition 4.17  [30]
Soit w un foncteur entre TOP et LE-TOP défini par :

Pour f: (A, ta) — (B, tp) est une application continue, on a :
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w: TOP ——> LF-TOP
(4,74) —> (Ao(ta))

| s

(B,13) —> (B,w(13))

Proposition 4.18 Si f : (A, t4) — (B, tp) est une application continue, alors :

f: (A w(ta)) — (B,w(tp)) est F-continuous.

Preuve : posons :

w(tp) = {A; eI, a(A;) eTa, Yae[0,1[}

et

w(tg) = {Bi € I, a(B;) e 1, Va € [0,1[}

Soit B; € w(tp), alors a(B;) € T, et comme f est continue alors f~!(a(B;)) € T4, donc

a(f~1(B;)) € Ta, et f71(B;) € w(ty4). Par conséquent f est F-continuous.

Proposition 4.19 w est un foncteur.
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4.5 Conclusion

1. D’apres la définition de Lowen, tout LE-TOP est CF-TOP et l'inverse n’est pas forcément
vrai car le CF-TOP ne contient pas nécessairement les ensembles flous constants. En général,
nous pouvons convertir tout CF-TOP en LF-TOP en ajoutant au CF-TOP tous les ensembles
flous constants et les intersections et unions avec les ensembles flous ouverts pour en faire

une topologie floue au sens de Lowen.

2. Au cours de notre recherche sur les morphismes universels de la catégorie LE-TOP, nous
avons pu constater l'effet du brouillage au sens de Lowen sur I'espace topologique ordinaire.

Il s’avére que ce brouillage est fort pour plusieurs raisons :

(a) La définition de I'espace topologique flou au sens de Lowen s’est changé de 1’état ordi-

naire.

(b) Toutes les propositions et les théorémes utilisées pour prouver les morphismes uni-
versels de la catégorie LE-TOP est une généralisation de celles dans la catégorie TOP,

comme le théoreme fondamental du produit et le théoréme fondamental du quotient.

(c) Les morphismes universels de TOP sont des projections de ceux de LE-TOP.

3. Si nous considérons la définition de continuité au sens de Lowen (Définition (4.4)), les théo-
rémes les plus fondamentaux deviennent faux (ex : Théoréme (4.2)), car chaque fonction f
d’un LE-TOP (X, T) a un LF-TOP (Y, U) est F-continuous implique f est LF-continuous et

I'inverse est faux.



Chapitre 5

Les morphismes universels de SE-TOP

Le concept de la topologie floue a été défini pour la premiere fois en 1968 par Chang. La topo-
logie floue au sens de Chang est une famille d’ensembles flous vérifiant les trois axiomes donnés
dans le chapitre [3]. En 1976, Lowen a pris l'initiative de changer la premiére condition de Chang
en posant les ensembles flou constants comme des ensembles flous ouverts.

Mais ces deux derniers concepts de topologie floue n’ont pas pris en considération le degré de
I'ouverture des ensembles flous, ceci, est considéré par Shostak [29] le point faible des deux
brouillages.

A partir de 13, que Shostak a définit en 1985 un autre espace topologique flou en prolongeant les
deux notions précédent (Chang et Lowen).

En supposons la topologie floue au sens de Chang comme application 7 : [X — {0, 1}, vérifiant :
1. 7(0) =7(1) =1.
2. Sit(A)=1(B)=1,alors T(AAB) =1.
3. Si t(Ay) =1, pour tout « € A, alors T(V Ay) = 1.

et en supposons la topologie floue au sens de Lowen comme application 7 : [X — [0, 1], vérifiant :
1. t(c) = 1, pour tout ensemble flou constant.
2. Sit(A)=1(B)=1,alors T(AAB) =1.

3. Si T(Agx) =1, pour tout & € A, alors T(V Ay) = 1.

75
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5.1 Définitions et notations

Définition 5.1 [29]
On appelle topologie floue sur X toute application T définie de [0,1]X dans [0,1], vérifiant les trois

conditions suivantes :
1. 7(0)=7(1) = 1.
2. Siu, ¥ €[0,1]%, alors T(u A 9) > T(p) AT(9).
3. Sip; €[0,1]%, pour tout i € I, alors T(V1 A;) > A\; T(A;), I est un ensemble d'indices quelconque.

* Le nombre réel T(u) sera appelé le degré d’ouverture de I’ensemble flou .
* Un espace topologique flou (SE-TOP) est une paire (X, T), avec X est un ensemble et T est une topologie
flou sur X.

Exemple 5.1 Soit X un ensemble non vide. Lapplication T : X — [0, 1] définie par :

1 sif=Xoub=g.
7(0) =
0 sif¢{X, o}

est une topologie floue sur X.

Exemple 5.2 Soit X = {a,b}. On définit les ensembles flous A, B de X par :

1 six=a. 0 six=a.
A(x) = , B(x)-=
0 six=b0. 1 six=>0.

L'application T : IX — [0,1] par :

1 sif=Xoub=ga.
0.15 sif=A.
0.80 sif=B.
0.1 sif¢{X, @, A, B}

est une topologie floue sur X.

Définition 5.2 [29]
Soient Ty et Ty deux topologies flous sur X. La topologie T est dite plus fine que T, lorsque 1 (1) > T2 (1),

pour tout u € IX,
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Définition 5.3 [29]
Soient (X, T) et (Y,6) deux SE-TOP et f : X — Y une application. Cette application est appelée continue
floue (SF-continuous) si T(f~1(9)) > 6(8) pour tout ¢ € [0,1]Y.

Exemple 5.3 Soit X ={a,b,c,d}. On définit les ensembles flous A, B de X par :

Ax) 1 six="0,d. B(x) 1 six=a,c.
X) = , X) =
0 six=a,c. 0 six=b,d.

Pour tout i = 1,2, on définit les applications T; : IX — [0,1] par :

(X)=7(2)=1, i€{1,2}
T(A) =1 (B) =3
T(A)=n(B) =1

7(C)=0,VCe {2, X, A,B}, ic{l,2}

L’application d’identité id : (X, 1) — (X, 1) est SF-continuous.

Proposition 5.1 [23]
Les espaces topologiques flous (SF-TOP) et les applications continues floues (SF-continuous) forment une

catégorie qu’on note par SE-TOP.

5.2 Les morphismes universels

5.2.1 Co-product

Théoreme 5.1 [29]
Soient (X1,71), (X2, 12) € SE-TOP. L'élément de Co-product de (X1, 1) et (X2, T2) est I'espace topologique
flou (X1, 1) V(X2, 12) = (X1 V X2, Tx; v X, ), avec X1V Xp = {Xqy x {1} }u{Xp x {2} } et :

XV Xy avx —

i Tx, v x, (1) = min{t (7 (1)), T2 (93 (1))}
aovec
¢1: (X1, 1) — (X1 V X2, Tx, v X,)
x— ¢1(x) = (x,1)
et
@2 (X2, 1) — (X1 V X2, T, v X, )
X — @a(x) = (x,2)
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reuve : Avant de commencer la démonstration nous devons d’abord voir une proposition ainsi
P Avant d lad trat d d’abord t

qu'un théoreme.
Proposition 5.2 Les applications ¢y et @, sont SF-continuous.

Preuve:
Soit p € [0,1]%1V %2, et comme Tx, v x, (1) = min{rl((pil(y)), Tz((pil(‘u))} donc
T (@7 (1)) > Tx, v x, (). Par conséquent ¢, est SF-continuous.

De méme pour ¢,.

Théoréme 5.2 Soit h une fonction d'un espace topologique flou (X1 V Xp, Tx, y x,) dans (C, tc),

si (ho@q)et (ho@y)sont SF-continuous alors h est SF-continuous.

Preuve:
Soit p3 € I€, T(h™(p3)) = min{T(@y" (W71 (43))), T2 (3" (' (13)))}-
Comme h o ¢ et h o ¢ sont SF-continuous, alors
T (97 (1 (13))) 2 13 (p3) et (95" (B (p3))) 2 T3(p3), donc
min{T (g7 (h(13))), 22(@3" (W1 (13)))} = T3(p3). Dot T(h~1(p3) > T5(i3)-

Par conséquent & est SF-continuous.
o

x Soient f: (X1, 1) — (C,1¢c) et g: (Xp, ) — (C, 1¢) deux applications SF-continuous, alors

il existe une application SF-continuous unique h définie par :

h:(X1V X2, % vx,) — (C10)
R e Bk - { F(x) sik=1.
g(x) sik=2.
x Il est clair que: f =ho@ietg=hog,.
* Suite au théoreme (5.2), h est SF-continuous.
Preuve d’unicité de h :
Soit h': (X1 V X2, Tx, v x,) — (C, Tc) une autre application SF-continuous, avec f = h’ o ¢y et

g =h"o@y. Nous avons :

(W0 @1)(x) =1 (@1(x)) = (x,1) = f(x), VxeXi.
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et
(W' o @2)(x) = ' (@2(x)) = 1'(x,2) = g(x), Vx € X5.

et par conséquent h est unique.

5.2.2 Co-equalizer

Définition 5.4 Soit (A, t4) un SF-TOP, ~ est une relation d’équivalence de A et P : A — A/ ~ est
'application de projection associée, on définit une topologie sur A/ ~ par :
Ty 1A — 1
H— Ta () = Ta(P~1 (1))
Proposition 5.3 (A/ ~,Ta,.) est un SF-TOP.

Preuve:
Cr. Tap-(0) = Ta(P(0)) = Ta(0) = L et Tay-(1) = Ta(P1(1)) = Ta(1) = 1.

Cy. Pour chaque iy, 1i; € I4/~, alors T4,.(7i1 ATiz) = TA(P~Y (I AT2)) = Ta(P71 (7)) AP71(112)),

comme T4 est une topologie floue alors :

TA(P7H () AP (32)) 2 Ta (P~ (1)) ATa (P (112)) = Tay. (1) ATap (12)-

Donc :
Tas (11 N #2) 2 Tap(#1) N\ Tay (12)-
C3. Pour chaque 7; € IAl~,ie A, nous avons :
Tas-(Va i) = Ta(PH(Va i) = Ta(Va P71(71;)), comme 74 est une topologie floue, alors :
TA(VaPE(3)) 2 Aa TaA(P71(7:)) = Aa Tay-(#:)- Donc

Tas (VD) 2 N\ Tay- ()
A A
Par conséquent (A/ ~,74,.) est SE-TOP.
Proposition 5.4 P est SF-continuous.
Preuve : Evident par la définition de T, Jr

Théoreme 5.3 Soient (A,t4), (B, 1) € SE-TOP, ~ est une relation d’équivalence sur Aet P: A — A/ ~
est la projection associée. Si h : (A, T4) — (B, ) est une application SF-continuous compatible avec ~,

alors il existe une application SF-continuous unique h', avec h = h' o P. De plus :

h est SF-continuous == h' est SF-continuous.
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Preuve : Nous définissons I’ par :
h': (A/ ~r TA/~) - (B/ TB)
X +— h'(x) = h(x)
* Il est claire que h' est unique et h = h’ o P.
* Soit u € IB, comme h' o P est SF-continuous, alors T4 ((h' o P)~1(u)) > t(p). Donc :

TA(P~Y (W1 (1)) 2 t3(p). Cela implique que T, (h'~1 (1)) > t8(1).

Par voix de conséquence /' est SF-continuous.

Corollaire 5.1 Soient f,g : (B,t3) — (A, 71a) de SE-TOP. L'élément de Co-equalizer de < f,g > est
I"espace topologique flou (A ~,Ta.), avec ~ est la plus petite relation d’équivalence qui contient toutes les

paires < f(x),g(x) >, tel que x € B.

Preuve:

Soit h: (A, t4) — (C, T¢) une application SF-continuous avec ho f =hog.

Pour l'existence d"une application unique #’, il suffit de prouver que h est compatible avec ~
[Théoreme (5.3)].

Soient x1,xp € A, x1 ~xp <= 3beB, x1 = f(b) A xp=g(b).

eth(x1) =h(f(b))=(hof)(b)=(hog)(b)="h(g(b))=h(x2), alors h est compatible avec ~.

5.2.3 Puch-out

Définition 5.5 Soient (A,74), (B, ) € SE-TOP et ~ relation d’équivalence sur AN/ B, soit également
Xo = (AV B)/ ~, on définit la topologie flou Tx, par :

TX, * Al — T

p— X, () = min{Ta (@ (P1(1))), (93" (P~1(1)))}
avec
P:AVB— X,

(x,k) — P(x,k) = (x,k)

¢1:(A,ta) — (AVB,TayB)
x— ¢1(x) = (x,1)
et
¢2: (B, 13) — (AV B, TayB)

X — ¢a(x) = (x,2)
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Proposition 5.5 L'espace (Xo, Tx,) est SF-TOP.

Proposition 5.6 Les applications suivantes :

N: (A, ta) — (Xo, Tx,)
x— N(x) = (x,1)

M: (B/TB) - (XOITXO)
x — M(x) = (x,2)

sont SF-continuous.

Preuve:
Soit pe I*, ona: TA(N"' (1)) = Ta((Po 1) (1)) = Taley (P71 (1)) 2 Tx (1)-
Par conséquent N est SF-continuous.

Par la méme méthode, nous prouvons que M est SF-continuous.

Corollaire 5.2 Soient f: (C,1c) — (A,74), §: (C,7c) — (B, ) de SE-TOP. L'élément de
Push-out de < f,g > est (Xo, Tx,), avec Xo = (AN B)/ ~, ~ est la plus petite relation d’équivalence qui
contient toutes les paires < (¢10 f)(c), (p20g)(c) >, pour tout c € C.

Preuve : Par la proposition (5.5), (Xo, Tx,) € SE-TOP. Aussi, a partir de la proposition (5.6),
{N, M} sont SF-continuous.
Soient U : (A,t4) — (D,tp) et V : (B,13) — (D, tp) deux applications SF-continuous, avec
Vog=Uof.
La preuve d’existence d"une application SF-continuous unique & : (Xo, Tx,) — (D, Tp), qui véri-

fiéeU=hoN,V =hoM, exige d’abord les étapes suivantes :

Etape 1: Nous savons que le Co-product de (A, T4) et (B, 1) est I'union disjoint (A V B, T4y ), alors
pour {N, M} il existe une application SF-continuous

7T - (A\'/B,TA\-/B) — (Xo,TXO) avec N = 7T0q01,M= TTOo @>.

Etape 2 : Nous définissons la nouvelle application U \/ V par :

Uvv:(AVB,tayg) — (D,Tp)
U(x) sik=1.

k) — y k) =
(x,k) — (U V)(x,K) {VQj S
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Si UV V est compatible avec ~, alors il existe une application SF-continuous unique
h:(Xo,tx,) — (D, ™), avec UV V = ho 7 (Théoréme (5.3)).
Soient (x,k), (x',k") € AV B, alors :

(x, k) ~ (x", k') = 3c e C, (x,k) = (p108)(c) and (x',K') = (g2 f)(c)-
(UN/ V)(x, k) = (UN/ V) (e f)(a) = U/ V)(f(c), 1) =U(f(c) = (Ue f)(c)-
(UN/ V) K) = (UN/ V) (9208)(c) = (U V)(g(e),2) = V(g(c)) = (Ve g)(c).
Mais Vog=Uo f,alors UV V est compatible avec ~.
Etape 3: Preuve que U=hoN,V =ho M.
(1o N)(x) = (o (10 1)) (x) = (o m)(x,1) = (U V)(x,1) = U(x), Vx € A,

(e M)(x) = (ho (7o @2))(x) = (hom)(x,2) = (UV/V)(x,2) = V(x),Vx € B.

5.24 Equalizer

Définition 5.6 Soient f et g : (B, 1) — (A, Ta) deux applications SF-continuous. D est un sous-

ensemble de B défini par D = {x € B, f(x) = g(x)}, on définit tp par :
p IP—1
ur— tp(p) =sup{tp(v)), velB, u=vAF(D)}, avec F(D) = xp.

Proposition 5.7 Il est clair que (D, tp) est un SF-TOP.

Proposition 5.8 L’application e est SF-continuous, avec :
e: (D, ) — (B, 1)
x—e(x)=x

Preuve:
Soit v € IB, et comme tp(e~1(v)) = sup{tg(u), ueIB, e71(v) =unF(D)}. On pose que u = v alors,

(e 1(v)) > 13(v), et e est SF-continuous [ car e"1(v) = v].

Corollaire 5.3 Soient f,g : (B,13) — (A, Ta) de SE-TOP. L'élément de Equalizer de < f,g > est
I'espace topologique flou (D, tp) (Définition (5.6)).
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Preuve:
Soit h : (C,7c) — (B, 18) une application SF-continuous, avec f oh = goh, alors il existe une
application SF-continuous unique h’ définie par :

h':(C, ) — (D, )

x — h'(x) = h(x)

= h’ est SF-continuous de fait, i est SF-continuous.
*»SoitxeC: (eoh’)(x)=e(h'(x)) =e(h(x)) =h(x) alorseoh’ = h.
Nous allons prouver que I’ est unique :
Soit h" : (C,tc) — (D, Tp) une autre application SF-continuous, avec eo h'”” = h, alors :
(eoh)(x)=(eoh’)(x) = e(h"(x)) =e(h(x)) = h"(x) =h'(x), VxeC.

Par conséquent /i’ est unique.

5.2.5 Product

Dans [29]. Shostak définissait le produit de deux espaces topologiques flous (SF-TOP) comme

suit :

Définition 5.7 [29]
Soient (A, ta) et (B, Tp) deux espaces topologiques flous (SF-TOP). Le produit de (A, Ta) et (B, 1p) est
I'espace topologique flou (A x B, Taxp), avec :

Taxp IV — 1

n— Taxp(p) = min{t(u), (p)}

et
7 - IAXB — 1
sup{ta(p1), p1 € Py} sipeM;.
pr—1p)= .
0 sty ¢ M.
My = {p =P (1), pre I} et Py = {py e I*, =P (1)}
et

TZIIAXB — ]

sup{tp(p2), pa € Py}  sipeM,.

—> T =
H 2() { 0 i1 ¢ My,

My = {p =Py (2), po e IPyet P, = {pp e I”, = Py (1)}
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Py et P, sont les projections canoniques.

D’apres Shostak la topologie flou T est la plus fine topologie sur A x B qui puissent rendre les
applications P; et P, SF-continuous. En réalité, ces applications ne sont pas SF-continuous par
rapport a cette topologie floue. En effet :

Py : (AxB,Taxg) — (A, Ta) est SF-continuous <= Vyy € I4, 7o, (P (1)) > 11 (pi1)

Soit uy € I4, ona:

Taxg(Py (1)) = min{t (P (1)), w(Py (1))}

On remarque que le résultat n’est pas forcement 73 (P;1(111)), et dans ce cas :
TAXB(Pl_l(‘Ml)) =0,et0>1(p1) =0 = 11 = 0. Ce qui contredit la définition de 74.

Maintenant nous montrons que M; # My, illustrons ceci par un exemple :

. : . Iosix=1
Soient A = {1,2} et B = {a} et si on prend pj € {12} définie par : yj(x) =
0 six=2.
On pose : y' = P{1(p}) € My, alors :
w:AxB—[0,1]
, 1/ . % six=1
(x/]/)'_’.u(xr]/):P1 (.”1)(xry)=.u1(x)= 0 siye?

et comme pour toute i € I1%}, on a:

P; () : Ax B —[0,1]
(x,y) — Pyl (u2)(x,y) = pa(y) = a.

par conséquent ' ¢ My.

5.3 Larelation entre TOP et SF-TOP

Théoreme 5.4 [34]
Soit (X, &) un espace topologique. Alors I'application ws : IX — I, définie par :

ws(A) =sup{ael: At(Ja,1]) €6}

est une topologie floue sur X au sens de Shostak.
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5.4 Les relations entre CF-TOP et SF-TOP

Théoreme 5.5 [26]
Soit (X, T) un CF-TOP. Pour tout 8 €]0,1], l'application TP : IX —s I définie par :

1 siAe{z X}
TF(A)={ B siAecT-{g X}
0 sinon.

est une topologie floue au sens de Shostak.

Preuve:
1. TB(X)=Th(z) =1
2. Soient A, B € IX, alors si TP(A) = 0 ou TA(B) = 0, nous avons TF(A) ATB(B) =0 < TF(AAB).
Mais, si TF(A) #0et TB(B) #0 (i.e A,B € T, AAB ¢ T), nous aurons deux cas :
(@) SiAANB=@ouAAB-=X,alors TF(AAB) =1donc TE(A)ATP(B) <1=TE(AAB).
(b) Si AouBeT-{@, X},alors TE(A) ATP(B) = B< TE(AAB).
3. Maintenant, soient A; € IX, il y aura trois cas :
(@) ATB(A;) =0<VTP(A)).
(b) ATB(A;)=1,donc Vi, A; € {5, X}, alors \V A; € {@, X}, TB(V A;) =1 = ATP(A)).
(c) AT(A;) = B,donc Vi, TB(A;) > Bie. Vi, TF(A;) € {1,B} c'est Vi, (A;) € T, etcomme T est
une topologie floue au sens de Chang, nous avons \/ A; € T, et comme TF(\/ A;) € {1, B},

alors nous aurons TP(\ A;) > B = ATP(A;).
Par conséquent (X, TP) est SF-TOP.

Théoreme 5.6 [26]
Soit (X, T) un SF-TOP, et pour tout a €]0,1], soit 7, = {A: A e IX,T(A) > a}. Alors (X, T,) est CF-TOP.

Preuve:

Soit T, = {A: AeIX,T(A) >a}, a €]0,1], nous avons :

(@) = 1(X) =1 > a, donc @, X € 1,. Pour chaque A,B € [X, et A,B € T, , nous avons T(A) > a et
T(B) >, alors T(AAB) > T(A) AT(B) > a. Pour i € A, si chaque A; € 7,, alors T(A;) >, Vi.

Alors, T(V; A;) > NiT(A;) > Aja =a. Donc V A; € 1, et (X, 7,) est un CF-TOP.



Chapitre

Conclusion générale et perspectives

Passer de 'ensemble {0,1} a l'intervalle [0, 1] nous conduit a généraliser des concepts qui ont
été classiquement étudiés et qui sont fondés sur 'affirmation de la justesse ou de l’erreur. Plus
I’étude est générale et globale, plus son importance et sa force deviennent plus grandes et c’est
sur cela que se base 1'idée de « brouillage ».

Le désaccord entre scientifiques et chercheurs dans le développement d’un concept unique pour
définir le brouillage d’un objet mathématique prouve la multitude des méthodes suivies dans
I’'étude du brouillage ! et juger de la puissance et de la faiblesse du brouillage est du a donner une
nouvelle formule pour cet objet et aussi a s’éloigner, autant que possible, de sa situation classique.
Plus nous créons un nouvel espace pour extraire et prouver les concepts mathématiques, plus le
brouillage est meilleur.

Au cours de notre recherche sur les morphismes universels des espaces topologiques flous a par-
tir de trois espaces topologiques flous, nous avons pu constater ces nouveaux espaces et percu les
propriétés réalisées. Mais le jugement de la force et de la faiblesse de chaque brouillage reste en
soi relatif ; peut-étre, les deux brouillages sont forts mais 1'un est plus fort que l'autre et il en est
de méme pour la faiblesse. Et le brouillage est fondé sur cette idée.

Afin de juger les trois états que nous avons pris en termes de force et de faiblesse, on définit un
ensemble flou F de I'ensemble T = {CF-TOP, LE-TOP, SE-TOP} et nous mettons ces restrictions :

1. Par exemple, F-SET la catégorie de tous les ensembles flous admet plusieurs définitions (Voir [14] [19] [33]).

86



6. Conclusion générale et perspectives

Le brouillage
de

(X,7)

¥

Le brouillage
dela
continuité

¥

a) Lebrouillagede X: 0.1

b} Le brouillagedet:0.2

Le brouillage
des
morphismes
universels

h 4

0.3

¥

¥

h 4

a) La forme générale : 0.15
b) Les propositions et les théorémes: 0.15

c) La démonstration: 0.1

Et d’apreés ces restrictions nous construisons ce tableau :
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Sur Le

brouillage

F-TOP 1) CF-TOP 2)LF-TOP 3) SF-TOP
Restriction| a 0 0 0
1 b 0.1 0.15 0.2
Restriction
2 0.1 0.15 0.3
Restriction| a 0.05 0.05 0.05
3 b 0.1 0.1 0.15
C 0.05 0.1 01
Total 0.4 0.55 0.8
La remargue Faible Fort Trés fort
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Le résultat est donné aussi par ce graphe :

fuzziness

09

0,8

0,7

0,6

0,5

04

0,3

0,2

0,1

&

&»

1: CF—TOP 2: LF—TOP 3:5F—TOP

The category of fuzzy topolgical spaces

FIGURE 6.1 — Représentation de I’ensemble flou F.
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Problémes ouverts :

1. Le brouillage au sens de Shostak de 'espace topologique ordinaire est plus fort. Mais peut-

étre plus amélioré. Par exemple, Shostak n’a pas brouillé 1’ensemble total X.

2. On peut chercher ces morphismes universels dans la catégorie de tous les espaces métriques
flous (bien str apres avoir trouver le brouillage des espaces métriques et la continuité entre

eux )
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