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Résumé

Ce travail de mémoire est consacré à l’étude du nombre maximal de cycles limites des systèmes
différentiels ordinaires dépendant d’un petit paramètre. Plus particulièrment, on étudie deux classes
de systèmes différentiels, en utilisant la théorie de moyennisation.

La première classe concerne l’étude des systèmes différentiels polynomiaux généralisés de Kukles de
la forme

{
ẋ = −y + k(x)y,

ẏ = x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

où les polynômes k(x) = εk1(x) + ε2k2(x), f(x) = εf1(x) + ε2f2(x) ,g(x) = εg1(x) + ε2g2(x),
h(x) = εh1(x) + ε2h2(x) et d0 = εd10 + ε2d20 où fi(x), gi(x) et hi(x) sont des polynômes de degrés
données, di0 6= 0 est un nombre réel pour tout i = 1, 2 et ε est un petit paramètre.

La deuxième classe concerne l’étude des systèmes différentiels de Liénard de la forme

{
ẋ = y − g1(x, y)− f1(x, y)y,

ẏ = −x− g2(x, y)− f2(x, y)y,

où f1(x, y), g1(x, y), f2(x, y) et g2(x, y) sont des polynômes de degrés donnés.

L’étude des deux classes est illustrée par des exemples.

Mots clés :
Système dynamique - cycle limite - théorie de la moyennisation - système polynômial - Système de
Liénard - Système de Kukles.
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abstract

This work is devoted to study the maximum number of limit cycles of ordinary differential systems
depending of small parameter. Using the averaging theory of first and second order, we study two
classes of generalized differential systems.

The first class deals with the generalized polynomial Kukles differential system of the form

{
ẋ = −y + k(x)y,

ẏ = x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

where k(x) = εk1(x) + ε2k2(x), f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x), h(x) = εh1(x) +
ε2h2(x) and d0 = d10 + ε2d20 where fi(x), gi(x) et hi(x) are polynomials of given degree, di0 6= 0 a reel
number for all i = 1, 2 and ε is a small parametre.

The second class is studied the generalized polynomial Lienard differential system of the form

{
ẋ = y − g1(x, y)− f1(x, y)y,

ẏ = −x− g2(x, y)− f2(x, y)y,

where f1(x, y), g1(x, y), f2(x, y) and g2(x, y) are polynomials of given degree.

This study is illustred by examples.

Keywords :
Dynamical system - Limit cycle - Polynomial differential system - Averaging theory - Lienard system
- Kukles system.
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linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4.4 Classification et nature des points d’equilibre : Cas des systèmes
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Introduction

Au cours du 17ème siècle, Leibnitz et Newton ont initié l’étude des équations différentielles,

initialement lieés a la résolutions de problèmes géométrique de la physique newtonienne et a

la formalisation du calcul différentiel et intégral. Ces équations sont rapidement devenues un

outil essentiel pour analyser les phénomènes naturels et pour approfondir la compréhension des

concepts mathématiques tels que les fonctions.

L’importance des équations différentiels a inspiré des générations des mathématiciens et

d’autre scientifiques à developper des méthodes pour étudier les propriétés de leurs solutions.

Au tournant du 19ème siècle Henri poincaré (1845 − 1912) a révolutionné l’approche des

équations différentiels en méttant l’accent non pas sur la résolutions directes des équatio-

ns, mais sur une analyse géométrique approfondie des solutions, en partuculier de leur pro-

prietés. Cette approche qualitative visait à déterminer les carectéristiques des solutions sans

nécéssairement les obtenir de manière explicite, Poincaré [10] a notament introduit la ”Théorie

de cycles limites” en utilisant la notion novatrice de ”Section de Poincaré” pour déterminer

l’existance de courbes fermeés partuculières appeleés ”Cycles limites”.

En 1900, David Hilbert [6] à formulé ses célèbres vinght-trois problèmes mathématiques,

dans son sexième problème il aborde la question du nombre et de la disposition des trajectoires

périodiques isolées, connues sous le nom de cycles limites dans des systèmes différentiels po-

lynomiaux. Cette question à marqué un jalon important dans la recherche mathématique et a

suscité de nombreuse reflexion sur les systèmes dynamiques et les équations diférentielles.

ce mémoire a pour objet l ’étude qualitative des systèmes différentiels planaire de la forme





dx

dt
= P (x(t), y(t)),

dy

dt
= Q(x(t), y(t)),

où P et Q sont des polynômes de variables réelles x et y.
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4

La structure de notre travail est la suivante

• Le premier chapitre introduit les bases essentiels des systèmes différentiels planaires, ne-

cessaires à la compréhension ultérieure.

• Dans le deuxième chapitre, nous exposant la théorie de la moyennisation du premier et

second ordre.

• Dans le troisième chapitre, nous analysons les cycles limites d’une catégorie plus élaborée

de systèmes différentiels de Kukles, représentés par




ẋ = −y + k(x)y,

ẏ = x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

où les k(x) = εk1(x) + ε2k2(x),f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x), h(x) =

εh1(x) + ε2h2(x) et d0 = εd1
0 + ε2d2

0 où ki(x),fi(x), gi(x) et hi(x) sont de degrés ` , n1 , n2 et n3

respectivement, di0 6= 0 est un nombre réel pour tout i = 1, 2 et ε est un petit paramètre.

• Dans le quatrième chapitre, nous avons étudié les cycles limites de systèmes différentiels

de Liénard généralisé, de la forme




ẋ = y − g1(x, y)− f1(x, y)y,

ẏ = −x− g2(x, y)− f2(x, y)y,

où g1(x, y) = εg11(x, y), f1(x, y) = εf11(x, y), g2(x, y) = εg21(x, y), f2(x, y) = εf21(x, y) sont

des polynômes de degré k, `,m et n respectivement, et ε est un petit paramètre. Pour chaque

approche, nous illustrons nos analyses par des exemples.

Pour mener à bien nos calculs nous utilisons le logiciel Maple 13.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base sur les systèmes dynamiques et les

systèmes différentiels qui seront utile pour la suite .

5



notions préliminaires chapitre 01

1.1 Systèmes différentiels polynomiaux

Définition 1.1 On appelle système différentiel autonome du plan un système de la forme




ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y).

(1.1)

• Si P et Q sont des polynômes à coefficients rélles, on dit que (1.1) est un système différentiel

polynômial .

• Si les fonctions P et Q sont des polynômes, on apelle alors le degré du système (1.1) le nombre

n = max (deg(P ), deg(Q)).

• Si les polynômes P et Q s’écrivent sous la forme





P (x, y) =

i+j=n∑

i+j=0

aijx
iyn−j,

Q(x, y) =

i+j=n∑

i+j=0

bijx
iyn−j,

on dit que P et Q sont homogènes, dans ce cas le système (1.1) s ’appelle système différentiel

polynômiales homogène .

Nous supposons que les fonctions P et Q de classe C1 (donc les conditions de Cauchy-Lipchitz

sont satisfaites en tout point ordinaire du système (1.1).

1.2 Systèmes dynamiques

Définition 1.2 Un système dynamique sur Rn est une application U : R+ × Rn → Rn définie

sur tout R+ × Rn, telle que

1. U(., x) : R+ → Rn est continue.

2. U(t, .) : Rn → Rn est continue.

3. U(0, x) = x.

4. U(t+ s, x) = U(t, U(s, x)) pour t, s ∈ R+, x ∈ Rn.

Université-Skikda
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notions préliminaires chapitre 01

Définition 1.3 Un système dynamique sur Rn est linéaire si

ϕ(t, αx+ βy) = αϕ(t, x) + βϕ(t, y),∀α, β ∈ R, t ∈ R+et x, y ∈ Rn.

Exemple 1.1 Soit le système

ẋ = Ax, x(0) = x0, (1.2)

où A est une matrice constante, t ∈ R+ et x ∈ Rn. La solution de (1.2) est donnée par

x(t) = etAx0,

le système (1.2) engendre un système dynamique

U : R+ × Rn −→ Rn,

U(t, x) = etAx.

1.3 Flot d’une équation différentielle

Définition 1.4 Soit le système non linéaire

ẋ =F (x), (1.3)

où x ∈ Rn et F (x) ∈ Rn. On appelle flot du système différentiel (1.3), l’ensemble des applica-

tions φt : Rn −→ Rn définies par

φt(x0) = φ(t, x0),

où φ(t, x0)est la solution de (1.3) telle que φ(0, x0) = x0

Remarque 1.1 Le flot est dit autonome si F ne dépend pas explicitement du temps t, sinon

il est dit non autonome.

Université-Skikda
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notions préliminaires chapitre 01

1.4 Théorie des systèmes différentiels linéaires autonomes

1.4.1 Points d’équilibre

Définition 1.5 On appelle point d’équilibre ou point critique du système (1.3) tout point x0 ∈
Rn telle que

F (x0) = 0.

Remarque 1.2 Un point qui n’est pas critique est dit régulier.

1.4.2 Linéarisation des systèmes

Les systèmes qui modélisent des phénoménes naturelles sont non linéaires. Afin d’étudier le

comportement des trajectoires de ces systèmes, on se ramène à l’étude de ses systèmes linéarisé

associés.

Définition 1.6 Considérons le système différentiel non linéaire du système (1.3), le système

ẋ = Ax, (1.4)

où A = DF (x0) =

(
∂Fi
∂xj

(x0)

)

1≤i,j≤n
, est appelé système linéarisé associé au système (1.3) en

x0.

Remarque 1.3 La matrice A est dite matrice jacobienne associée au système (1.3).

Exemple 1.2 Soit le système non linéaire suivant





ẋ = x(2− x− y),

ẏ = x− y.
(1.5)

Les points d’équilibre de ce système sont : (0, 0) et (1, 1).

Le système linéarisé est 
2− 2x− 2y −x

1 −1


 .

Université-Skikda
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notions préliminaires chapitre 01

La matrice jacobienne associée à (1.5) calculée en (0, 0) est

DF (0, 0) =


2 0

1 −1


 ,

et la matrice jacobienne associée à (1.5) calculée en (1, 1) est

DF (0, 0) =


−1 −1

1 −1


 .

Les systèmes linéairisés du système (1.5) sont :

• au point (0, 0) 



ẋ = 2x,

ẏ = x− y,

• au point (1, 1) 



ẋ = −x− y,
ẏ = x− y.

Définition 1.7 Le point critique x0 est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres de la

matrice jacobienne Df (x0) n’a de partie réelle nulle.

Remarque 1.4 La linéarisation d’un système différentiel nous amène à l’étude de la nature

des points critiques.

1.4.3 Classification et nature des points d’equilibre : Cas des systèmes

linéaires

On utilise la linéarisation pour l’étude de la nature des points d’équilibre.

Définition 1.8 Soit le système différentiel linéaire (1.4), où A est une matrice constante in-

versible, et λ1,...... , λn sont les valeurs propres de la matrice A.

• Si les valeurs propres λ1,...., λn sont réelles non nulles et de signe différent, le point critique

x = x0 est un point selle, il est toujours instable.

• Si les valeurs propres λ1,...., λn sont réelles non nulles et de même signe on a trois cas :

Université-Skikda
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notions préliminaires chapitre 01

1. Si λi < 0 pour tout i = 1, ..., n, le point critique x = x0 est un noeud stable.

2. Si 0 < λi pour tout i = 1, ..., n, le point critique x = x0 est un nœnd instable

3. Si λ1 = λ2 = λn = λ, le point critique x = x0 est un nœnd propre, il est stable si λ < 0

et instable si λ > 0.

• Si les valeurs propres λ1,...., λn sont complexes conjuguées avec Im(λi) 6= 0 et i = 1, ...., n

alors le point critique x = x0 est un foyer. Il est stable si Re(λi) < 0 et instable si Re(λi) > 0

pour tout i = 1, ..., n.

• Si les valeurs propres λ1,...., λn sont imaginaires pures avec Im(λi) 6= 0 et Re(λi) = 0 pour

tout i = 1, ..., n, alors le point critique x = x0 est un centre et il est stable mais pas asymtoti-

quement stable.

1.4.4 Classification et nature des points d’equilibre : Cas des systèmes

non linéaires

On Considére le système non linéaire autonome (1.3) et son système linéarisé associé (1.4), le

point x0 est appelé :

• Puits si toutes les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles négatives.

• Source si touest les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles positives.

• Selle s’il est hyperbolique et si la matrice A a au moins une valeur propre a partie réelle

négative et au moins une valeur propre avec la partie réelle positives.

1.5 Portrait de phase

Soit le système différentiel de la forme





ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y),
(1.6)

où P et Q sont des polynômes en x et y à coefficients réels de degré d. Les solutions (x(t), y(t))

du système ci dessus représentent dans le plan (x, y) des courbes appelées orbites.

Université-Skikda
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notions préliminaires chapitre 01

Définition 1.9 Les points critiques du système (1.6) sont des solutions constantes et la figure

complète des orbites du système, ainsi que ces points critiques représentés dans le plan (x, y)

s’appelle portrait de phase. Le plan (x,y) est appelé plan de phase.

1.6 Orbites périodiques et cycles limites

1.6.1 Orbites périodiques

Définition 1.10 On appelle solution périodique toute solution x = φ(t) du système (1.3) telle

qu’il existe un nombre T > 0 vérifiant :

φ(t+ T ) = φ(t). (1.7)

• Le plus petit réel T > 0 qui vérifie (1.7) est appelé période.

• A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans l’espace des phase.

Exemple 1.3 L’oscillateur harmonique est régi par l’équation différentielle

ẍ+ ω2x = 0 qui équivaut au système




ẋ = y,

ẏ = −ω2x.

Ce système s’intègre facilement puisque
dy

dx
= −ω2x

y
ce qui donne pour ensemble de solutions

y2 + ω2x2 = C.

Autrement dit, ce système possède une famille continue à un paramètre de solutions périodiques

représentées dans le plan de phase par des ellipses.

1.6.2 cycles limites

Université-Skikda
11

2024



notions préliminaires chapitre 01

Définition 1.11 Un cycle limite C du système (1.3) est une trajectoire fermée isolée dans

l’espace des phases. Ceci signifie qu’il existe un voisinage de C dans lequel il n’ya pas d’autre

courbes fermées.

Remarque 1.5 Si toutes les trajectoires voisines s’ approchent du cycle limite C lorsque t→
+∞, il est dit stable ou attractif. Si en revanche toutes les trajectoires voisines s’éloignent du

cycle limite C lorsque t→ +∞, il est dit instable ou non attractif.

Définition 1.12 L’amplitude d’un cycle limite C est la valeur maximale de la variable x de ce

cycle limite

Remarque 1.6 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systèmes différentiels non

linéaires.

Exemple 1.4 Soit le système





ẋ = αx− y − αx(x2 + y2),

ẏ = x+ αy − αy(x2 + y2),

telle que α ∈ R est un paramètre.

En coordonnées polaires x = r cos θ et y = r sin θ, le système précédent devient





ṙ = αr(1− r2),

θ̇ = 1,

r = 1 correspond à l’orbite périodique est un cycle limite stable pour α > 0, et instable pour

α < 0. Si α = 0 le système a une infinité de nombre des orbites périodiques et il n’ya pas des

cycles limites.

(Voir figures (1.1), (1.2) et (1.3)).
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figure(1.1)

Cycle limite stable pour α = 1.

figure(1.2)

Cycle limite instable pour α = −1.

figure(1.3)

Centre pour α = 0.
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1.7 Quelques formules mathématiques

Dans notre étude, nous allons utiliser les formules suivantes et pour plus de details voir [1].

•
ˆ 2π

0

cosiθsinjθdθ





6= 0, si i et j pair,

= 0, si i ou j impair ,

=
παk

2k−1k!
, si i=2k et j=0,

=
παk

2k(k + 1)!
, si i=2k et j=2,

=
3παk

2k+1(k + 2)!
, si i=2k et j=4,

=
15παk

2k+2(k + 3)!
, si i=2k et j=6,

(1.8)

où αk = 1 · 3 · 5 · · · (2k − 1), αk+1 = (2k + 1)αk.

•
ˆ 2π

0

cosi θ sinj θ sin(2l + 1)θdθ





6= 0, si i pair et j impair,

= 0, si i impair ou j pair,

= πCi,l, i pair, j=1 et l ≥ 0,

= πC̃i,l, i pair, j=3 et l ≥ 0,

(1.9)

•
ˆ 2π

0

cosi θ sinj θ sin(2lθ)dθ





6= 0, si i impair et j pair,

= 0, si i pair ou j impair,

= πKi,l, i impair, j=1 et l ≥ 0,

= πK̃i,l, i impair, j=3 et l ≥ 0,

(1.10)

où Ci,l, C̃i,l Ki,l, K̃i,l sont des constantes non nulles .

•
ˆ θ

0

cosi t sin tdt =
1

i+ 1
(1− cosi+1 θ). (1.11)

•
ˆ θ

0

cosi t sin3 tdt =
2

(i+ 1)(i+ 3)
− 1

i+ 1
cosi+1 θ +

1

i+ 3
cosi+3 θ. (1.12)
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•
ˆ θ

0

cos2i+1 t sin2 tdt =
i+1∑

l=0

γ̃i,l sin(2l + 1)θ, (1.13)

où

γ̃i,l =




γi,l − γi+1,l 0 ≤ l ≤ i,

−γi+1,l l = i+ 1.

•
ˆ θ

0

cos2 t sin2 tdt =
1

8
θ − 1

32
sin(4θ). (1.14)

•
ˆ θ

0

sin4 tdt =
3

8
θ − 1

4
sin(2θ) +

1

32
sin(4θ). (1.15)

•
ˆ 2π

0

sin4 tdt =
3π

4
. (1.16)
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15

2024



Chapitre 2
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Théorème de moyennisation du premier et deuxième ordre chapitre 02

2.1 Introduction

La théorie de la moyennisation est un outil classique pour étudier le comportement des

systèmes dynamiques non linéaire et en particulier, de leurs orbites périodiques.

En général, obtenir des solutions périodiques est un problème difficile et souvent impossible.

La méthode de la moyennisation réduit ce probléme difficile des systèmes différentiels à la

rechérche des racines positives d’un système algébrique non linéaire.Cette méthode est l’une des

plus importantes méthodes de perturbations utilisées actuellement dans l’étude des solutions

périodiques des systèmes dynamiques. Elle a étè introduite par Krylov et Bogoliubov en

(1937) [3] et Bogoliubov et Mitropolskii (1961) [2]. Elle a étè développée par Verhulst [13],

Sanders et Verhulst[12], Malkin (1956)[9], Roseau (1966) [11], Llibre et Buica (2004) [4].

L’idée de base est de considérer une équation différentielle perturbée mise sous la forme

standard suivante
dx

dt
= εf(t, x, ε), (2.1)

où t ∈ I ⊂ R, x ∈ Rn, ε < 1 et f est T-périodique en t, et de déterminer l’équation moyennée

associée à cette équation
dx

dt
= εF (x), (2.2)

où

F (x) =
1

T

ˆ T

0

f(t, x, 0)dt,

et chercher les solutions périodiques de l’équation (2.1).

Dans ce chapitre nous allons introduire les rèsultats principaux sur la théorie de la moyen-

nisation utilisés pour accomplir les travaux de ce mémoire.

2.2 Méthode de moyennisation du premier ordre

Ce théorème donne une approximation du premier ordre pour les solutions périodiques

des systèmes différentiels périodiques.
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Téorème 2.1

Soit le système différentiel suivant

ẋ(t) =
dx

dt
= εF1(t, x) + ε2R(t, x, ε), (2.3)

où F1 : R × D −→ Rn, R : R × D×] − εf , εf [−→ Rn, sont des fonctions continues, T-

périodiques en la première variable et D un sous ensemble ouvert de Rn. Nous définissons

F10 : D −→ Rn comme suit

F10(z) =
1

T

ˆ T

0

F1(s, z)ds (2.4)

Supposons que

(i) F1 et R sont localement lipschitziennes par rapport à x.

(ii) Pour a ∈ D avec F10(a) = 0, il existe un voisinage V de a tel queF10(z) 6= 0,pour

tout z ∈ V̄ a et det(DzF10(a)) 6= 0 .

Alors, pour |ε|>0 suffisamment petit, il existe une solution ϕ(t, ε) du système (2.3)

T-périodique isolée telle que ϕ(0, ε) −→ a quand ε −→ 0.

Preuve du Théorème 2.1 Voir ([12], [13]) .

Exemple 2.1 Soit l’équation de Van Der Pol :

ẍ+ x = ε(1− x2)ẋ, (2.5)

l’équation peut s’écrire sous la forme du système différentiel suivant





ẋ = y,

ẏ = −x+ ε(1− x2)y.
(2.6)
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En coordonnées polaires x = rcosθ, y = rsinθ, le système perturbé (2.6) s’écrit sous la forme





ṙ = εrθ(1− r2 cos2 θ) sin2,

θ̇ = −1 + ε(1− r2 cos2 θ) sin θ cos θ.
(2.7)

On a
1

1− x = 1 + x+ +O(x2) , |x|<1.

On pose

x = ε(1− r2 cos2 θ) sin θ cos θ,

donc

dr

dθ
=εr sin2 θ(1− r2cos2θ) +O(ε2)

=εF1(θ, r) +O(ε2). (2.8)

De (2.4) on obtient

F10(r) =
1

T

ˆ 2π

0

F1(θ, r)dθ

=
1

2π

ˆ 2π

0

r sin2 θ(1− r2cos2θ)dθ

=
1

8
r(r2 − 4).

Les cycles limites possibles pour l’équation (2.6) sont donnés par les racines positives de l’équation

F10(r) =
1

8
r(r2 − 4) = 0. (2.9)

Alors F10(r) = 0 ⇒ r = 2>0,

et F ′10(r) =
3

8
r2 − 1

2
⇒ F ′10(2) = 1 6= 0.

D’après le Théorème 2.1 le système (2.6) possède un seul cycle limite, pour, |ε| > 0 suffisam-

ment petit.
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2.3 Méthode de moyennisation du deuxième ordre

Le théorème suivant prouve une approximation du second ordre pour les solutions des certains

systèmes différentiels périodiques.

Théorème 2.2

Soit le système différentiel suivant

ẋ(t) =
dx

dt
= εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3R(t, x, ε), (2.10)

où F1, F2 : R×D −→ Rn, R : R×D×]− εf , εf [−→ Rn, sont des fonctions continues, T -

périodiques par rapport à t. D est un sous ensemble ouvert de Rn.

On définit F10, F20 : D −→ Rn telle que

F10(z) =
1

T

ˆ T

0

F1(s, z)ds, (2.11)

et

F20(z) =
1

T

ˆ T

0

[DzF1(s, z)

ˆ s

0

F1(t, s)dt+ F2(s, z)]dz. (2.12)

Supposons que :

(i) Pour tout ∀t ∈ R, F1 ∈ C1, F1, F2, R et DxF1 sont localement lipschitziennes

par rapport à x. R est différentiable par rapport à ε.

(ii) Pour V ⊂ D, un sous ensemble ouvert borné de Rn, et ∀ε ∈] − εf , εf [\0, il existe

aε ∈ V tel que : F10(aε) + εF20(aε) = 0, et det(F ′10 + εF ′20)(a) 6= 0 .

Alors, pour |ε| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique isolée

ϕ(0, ε) de l’équation (2.10) telle que ϕ(0, ε) = aε.

Preuve du Théorème 2.2 Voir([12], [13]) .
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Remarques 2.1

• Si F10 n’est pas identiquement nulle, alors les racines simples positives de F10 + εF20

sont principalement les racines simples positives de F10 pour ε sufffisamment petit. Dans

ce cas, le résultat précédent fournit la théorie de la moyennée du premier ordre.

• Si F10 est identiquement nulle et F20 n’est pas identiquement nulle, alors les ra-

cines simples positives de F10 + εF20 sont principalement les racines simples positives de

F20 pour ε sufffisamment petit. Dans ce cas, le résultat précédent fournit la théorie de la

moyennée du second ordre.

Exemple 2.2 Soit le système différentiel





x = −y + ε (y2 + 8xy − 2x2) + ε2ax,

y = x+ 4εxy + ε2ay.
(2.13)

En coordonnées polaires, le système (2.13) peut s’écrire





ṙ = εr (8r cos2 θ sin θ − 7r cos3 θ + 5r cos θ + εa) ,

θ̇ = 1− εr sin θ + 7εr cos2 θ sin θ + 8εr cos θ − 8εr cos θ,

d’où
dr

dθ
=

εr (8r cos2 θ sin θ − 7r cos3 θ + 5r cos θ + εa)

1− εr sin θ + 7εr cos2 θ sin θ + 8εr cos θ − 8εr cos θ
,

ou bien
dr

dθ
=− r2 cos θ

(
−8 cos θ sin θ + 7 cos2 θ − 5

)
ε+ r

(
−15r2 cos5 θ sin θ

+ 5 cos θ sin θ + 22r2 cos3 θ sin θ + 112r2 cos6 θ − 160r2 cos4 θ

+48r2 cos2 θ + a
)
ε2 +O

(
ε3
)
.

Cette équation est de la forme (2.10) avec

F1(θ, r) =− r2 cos θ
(
−8 cos θ sin θ + 7 cos2 θ − 5

)
,

F2(θ, r) =r
(
−15r2 cos5 θ sin θ + 5 cos θ sin θ + 22r2 cos3 θ sin θ

+112r2 cos6 θ − 160r2 cos4 θ + 48r2 cos2 θ + a
)
.
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Donc nous allons appliquer le théorème précédent

F10(r) =
−r2

2π

ˆ 2π

0

cos θ
(
−8 cos θ sin θ + 7 cos2 θ − 5

)
dθ

= 0,

alors
∂F1

∂r
(θ, r) = −2r cos θ

(
−8 cos θ sin θ + 7 cos2 θ − 5

)
,

ˆ θ

0

F1(s, r)ds =
r2

3

(
8− 8 cos3 θ − 7 sin θ cos2 θ + sin θ

)
.

On trouve

F20(r) =
1

2π

ˆ 2π

0

[
∂F1

∂r
(θ, r)

ˆ θ

0

F1(s, r)ds+ F2(θ, r)

]
dθ.

= r
(
a− r2

)
.

L ’équation F20(r) = 0 a une seule racine positive r = +
√
a et on a

d

dr
F20(r) = a− 3r2.

1. Si a > 0, alors le système différentiel (2.13) a un cycle limite stable d’amplitude r =
√
a car

d

dr
F20(
√
a) = −2a < 0.

2. Si a ≤ 0, alors l’équation r (a− r2) n’a pas de racine positive, donc le système différentiel

(2.13)n’a pas de cycle limite.
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Le nombre maximum de cycles limites pour une classe des systèmes
de Kukles généralisés chapitre 03

3.1 Introduction et résultats principaux

Dans l’artcle [7], les auteurs ont étudié par la méthode de la moyennisation le nombre des

cycles limites qui bifurquent des orbites périodique d’un centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x du

système différentiel polynômial de Kukles de la forme




ẋ = y,

ẏ = −x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

(3.1)

où les polynômes f(x), g(x) et h(x) sont de degrés n1 ,n2 et n3 respectivement, d0 6= 0 est un

nombre réel. Ils ont prouvé que ce système peut avoir λ∗1 = max
{[n2

2

]
, 1
}

cycles limites en

utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre et

λ∗2 = max

{[n1

2

]
+

[
n2 − 1

2

]
,

[
n1 + 1

2

]
,

[
n3 + 3

2

]
,

[
n2 + 1

2

]
+
[n3

2

]
,
[n2

2

]
,

[
n1 − 1

2

]
+
[n2

2

]
,

[
n3 + 1

2

]
+
[n2

2

]
, 1

}
cycles li-

mites en utilisant la théorie de moyennisation du deuxième ordre.

Dans ce chapitre, nous nous interèssons au nombre maximum des cycles limites d’une classe

des systèmes différentiels de Kukles plus généralisé que (3.1) de la forme




ẋ = −y + k(x)y,

ẏ = x− f(x)− g(x)y − h(x)y2 − d0y
3,

(3.2)

où les k(x) = εk1(x) + ε2k2(x), f(x) = εf1(x) + ε2f2(x), g(x) = εg1(x) + ε2g2(x), h(x) =

εh1(x) + ε2h2(x) et d0 = εd1
0 + ε2d2

0 où ki(x), fi(x), gi(x) et hi(x) sont de degrés `, n1, n2 et n3

respectivement, di0 6= 0 est un nombre réel pour tout i = 1, 2 et ε est un petit paramètre.

Nos principaux resultas sont les deux Théorèmes 3.1 et 3.2 .

3.2 Application de la méthode de moyennisation du pre-

mier ordre

Dans cette section, en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre, nous étudions

le nombre maximale de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire
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ẋ = −y, ẏ = x d’une classe de systèmes différentiels de la forme




ẋ = −y + εk1(x)y,

ẏ = x− ε
(
f1(x) + g1(x)y + h1(x)y2 + d1

0y
3
)
,

(3.3)

où k1(x), f1(x), g1(x) et h1(x) sont de degré `, n1, n2 et n3 respectivement, d1
0 6= 0 et ε est un

petit paramètre.

Théorème 3.1

Pour |ε| > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent du

centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre

est

λ1 = max
{[n2

2

]
, 1
}
.

Preuve du Théorème 3.1

Pour appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre, on écrit le système (3.3) en

coordonnées polaires(r, θ) où x = r cos(θ), y = r sin(θ) et r > 0.

Nous prenons

k1(x) =
∑̀

i=0

eix
i, f1(x) =

n1∑

i=0

aix
i, g1(x) =

n2∑

i=0

bix
i, h1(x) =

n3∑

i=0

cix
i.

Le système (3.3) devient





ṙ =ε

(∑̀

i=0

eir
i+1 cosi+1 θ sin θ −

n1∑

i=0

air
i cosi θ sin θ −

n2∑

i=0

bir
i+1 cosi θ sin2 θ

−
n3∑

i=0

cir
i+2 cosi θ sin3 θ − d1

0r
3 sin4 θ

)
,

θ̇ =1− ε

r

(∑̀

i=0

ri+1ei cosi θ sin2 θ +

n1∑

i=0

air
i cosi+1 θ +

n2∑

i=0

ri+1bi cosi+1 θ sin θ

+

n3∑

i=0

cir
i+2 cosi+1 θ sin2 θ + d1

0r
3 cos θ sin3 θ

)
.

(3.4)
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de Kukles généralisés chapitre 03

Considérons maintenant θ comme nouvelle variable indépendante, le système (3.4) s’écrit sous

la forme suivante
dr

dθ
= εF1(r, θ) + o(ε2),

où

F1(r, θ) =
∑̀

i=0

eir
i+1 cosi+1 θ sin θ −

n1∑

i=0

air
i cosi θ sin θ −

n2∑

i=0

bir
i+1 cosi θ sin2 θ

−
n3∑

i=0

cir
i+2 cosi θ sin3 θ − d1

0r
3 sin4 θ.

(3.5)

Alors

F10(r) =
1

2π

ˆ 2π

0

F1(r, θ)dθ

=
1

2π

ˆ 2π

0

(∑̀

i=0

eir
i+1 cosi+1 θ sin θ −

n1∑

i=0

air
i cosi θ sin θ −

n2∑

i=0

bir
i+1 cosi θ sin2 θ

−
n3∑

i=0

cir
i+2 cosi θ sin3 θ − d1

0r
3 sin4 θ

)
dθ,

pour calculer l’expression exacte de F10(r) nous utilisons les deux expressions (1.8) et (1.16).Nous

obtenons

F10(r) =
−1

2π

ˆ 2π

0




[
n2
2

]∑

i=0

b2ir
2i cos2i θ sin2 θ + d1

0r
3 sin4 θ


 dθ

=− r




[
n2
2

]∑

i=0

b2ir
2i αi

2i+1(i+ 1)!
+

3

8
d1

0r
2


 ,

où αi = 3.5...(2i− 1).

Donc le polynôme F10(r) possède au plus λ1 = max
{[n2

2

]
, 1
}

racines réelles positives, alors le

système (3.3) a λ1 cycles limites .Par consequent, le Théorème 3.1 est démontré.
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Exemple 3.1

Soit le système :




ẋ = −y + ε(y + xy + x2y),

ẏ = x− ε(x− 12y + 10x2y − 16x4y + xy2 + 10y3).

(3.6)

En coordonnées polaires (r,θ) où x = r cos θ, y = r sin θ et r > 0.

Le système (3.6) devient :





ṙ =ε(r2 cos2 θ sin θ + 12r sin2 θ − 10r3 cos2 θ sin2 θ

+ 16r5 cos4 θ sin2 θ − 10r3 sin4 θ),

θ̇ =1− ε

r
(r + 2r3 cos2 θ sin2 θ + r2 cos θ sin2 θ − 12r cos θ sin θ

+ 10r3 cos3 θ sin θ − 16r5 cos5 θ sin θ + 10r3 cos θ sin3 θ).

Pour déterminer les cycles limites, on resout l’équation

F10(r) = r(−5r2 + 6 + r4). (3.7)

L’équation (3.7) posséde deux racines positives r1 =
√

2 et r2 =
√

3.

D’apres le Théorème 2.1 le système (3.6) a exactement deux cycles limites qui bifurques

des orbites périodique du centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x.
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3.3 Application de la méthode de moyennisation du deuxi-

ème ordre

Dans cette section, en utilisant la théorie de moyennisation du deuxième ordre, nous étudions

le nombre maximale de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire

ẋ = −y, ẏ = x d’une classe des systèmes différentiels de la forme





ẋ =− y + εk1(x)y + ε2k2(x)y,

ẏ =x− ε
(
f1(x) + g1(x)y + h1(x)y2 + d1

0y
3
)

− ε2
(
f2(x) + g2(x)y + h2(x)y2 + d2

0y
3
)
,

(3.8)

où ki(x), fi(x), gi(x) et hi(x) sont des polynômes de degré `, n1, n2 et n3 respectivement, di0 6= 0

telle que 1 ≤ i ≤ 2 et ε est un petit paramètre.

Théorème 3.2

Pour |ε| > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent du

centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x, en utilisant la méthode de moyennisation du second ordre

est

λ2 = max

{
1,
[n2

2

]
,

[
`− 1

2

]
+

[
n2 + 1

2

]
,
[n1

2

]
+

[
n2 − 1

2

]
,

[
n2 + 1

2

]
+
[n3

2

]
,

[
`+ 2

2

]
,

[
n1 + 1

2

]
,

[
n3 + 3

2

]}
.

Preuve du Théorème 3.2

Pour appliquer la méthode de moyennisation du second ordre, on écrit le système (3.8) en

coordonnées polaires(r, θ) où x = r cos(θ), y = r sin(θ) et r > 0.

Nous prenons

k2(x) =
∑̀

i=0

vix
i, f2(x) =

n1∑

i=0

pix
i, g2(x) =

n2∑

i=0

qix
i, h2(x) =

n3∑

i=0

six
i.
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Le système (3.8) devient :





ṙ =ε

(∑̀

i=0

eir
i+1 cosi+1 θ sin θ −

n1∑

i=0

air
i cosi θ sin θ −

n2∑

i=0

bir
i+1 cosi θ sin2 θ −

n3∑

i=0

cir
i+2 cosi θ sin2 θ

−d1
0r

3 sin4 θ
)

+ ε2

(∑̀

i=0

vir
i+1 cosi+1 θ sin θ −

n1∑

i=0

pir
i cosi θ sin θ −

n2∑

i=0

qir
i+1 cosi θ sin2 θ

−
n3∑

i=0

sir
i+2 cosi θ sin3 θ − d2

0r
3 sin4 θ

)
,

θ̇ =1− ε

r

(∑̀

i=0

eir
i+1 cosi θ sin2 θ +

n1∑

i=0

air
i cosi+1 θ +

n2∑

i=0

bir
i+1 cosi+1 θ sin θ +

n3∑

i=0

cir
i+2 cosi+1 θ sin2 θ

+ d1
0r

3 sin3 θ cos θ
)
− ε2

r

(∑̀

i=0

vir
i+1 cosi θ sin2 θ +

n1∑

i=0

pir
i cosi+1 θ +

n2∑

i=0

qir
i+1 cosi+1 θ sin θ

+

n3∑

i=0

sir
i+2 cosi+1 θ sin2 θ + d2

0r
3 sin3 θ cos θ

)
.

(3.9)

Considérons maintenant θ comme nouvelle variable indépendante, le système (3.9) s’écrit sous

la forme

dr

dθ
= εF1(θ, r) + ε2F2(θ, r) +O(ε3),

où :

F1(r, θ) =
∑̀

i=0

eir
i+1 cosi+1 θ sin θ −

n1∑

i=0

air
i cosi θ sin θ −

n2∑

i=0

bir
i+1 cosi θ sin2 θ

−
n3∑

i=0

cir
i+2 cosi θ sin3 θ − d1

0r
3 sin4 θ,

(3.10)

Université-Skikda
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et

F2(r, θ) =
∑̀

i=0

vir
i+1 cosi+1 θ sin θ −

n1∑

i=0

pir
i cosi θ sin θ −

n2∑

i=0

qir
i+1 cosi θ sin2 θ −

n3∑

i=0

sir
i+2 cosi θ

× sin3 θ − d2
0r

3 sin4 θ +

(∑̀

i=0

eir
i cosi+1 θ sin θ −

n1∑

i=0

air
i−1 cosi θ sin θ −

n2∑

i=0

bir
i cosi θ

× sin2 θ −
n3∑

i=0

cir
i+1 cosi θ sin3 θ − d1

0r
2 sin4 θ

)
×
(∑̀

i=0

eir
i+1 cosi θ sin2 θ +

n1∑

i=0

air
i

× cosi+1 θ +
n2∑

i=0

bir
i+1 cosi+1 θ sin θ +

n3∑

i=0

cir
i+2 cosi+1 θ sin2 θ + d1

0r
3 sin3 θ cos θ

)
.

(3.11)

Pour calculer F20(r), prenant F10(r) identiquement nulle ce qui equivalent à





b2 = −3d1
0, si i = 1,

b2i = 0, si 0 ≤ i ≤,
[n2

2

]
et i 6= 1.

(3.12)

En remplacant les expressions (3.12) dans (3.10) et (3.11) on obtient

F1(r, θ) =
∑̀

i=0

eir
i+1 cosi+1 θ sin θ −

n1∑

i=0

air
i cosi θ sin θ −

[
n2−1

2
]∑

i=0

b2i+1r
2i+2 cos2i+1 θ sin2 θ

−
n3∑

i=0

cir
i+2 cosi θ sin3 θ − d1

0r
3
(
−3 cos2 θ sin2 θ + sin4 θ

)
.

(3.13)

Université-Skikda
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F2(r, θ) =
∑̀

i=0

vir
i+1 cosi+1 θ sin θ −

n1∑

i=0

pir
i cosi θ sin θ −

n2∑

i=0

qir
i+1 cosi θ sin2 θ −

n3∑

i=0

sir
i+2

× cosi θ sin3 θ − d2
0r

3 sin4 θ +

(∑̀

i=0

eir
i cosi+1 θ sin θ −

n1∑

i=0

air
i−1 cosi θ sin θ

−
[n2−1

2 ]∑

i=0

b2i+1r
2i+1 cos2i+1 θ sin2 θ −

n3∑

i=0

cir
i+1 cosi θ sin3 θ − d1

0r
2
(
sin4 θ − 3 cos2 θ sin2 θ

)



×



∑̀

i=0

eir
i+1 cosi θ sin2 θ +

n1∑

i=0

air
i cosi+1 θ +

[n2−1
2 ]∑

i=0

b2i+1r
2i+2 cos2i+2 θ sin θ

+
n3∑

i=0

cir
i+2 cosi+1 θ sin2 θ + d1

0r
3
(
sin3 θ cos θ − 3 cos3 θ sin θ

)
)
.

(3.14)

Alors

d

dr
F1(r, θ) =

∑̀

i=0

ei(i+ 1)ri cosi+1 θ sin θ −
n1∑

i=0

aiir
i−1 cosi θ sin θ −

[
n2−1

2
]∑

i=0

b2i+1(2i+ 2)r2i+1

× cos2i+1 θ sin2 θ −
n3∑

i=0

ci(i+ 2)ri+1 cosi θ sin3 θ − 3r2d1
0(−3 cos2 θ sin2 θ + sin4 θ).

(3.15)

Et

y1(θ, r) =

ˆ θ

0

F1(s, r)ds,

pour calculer l’expression exacte de y1(θ, r) nous utilisons les expressions (1.11), (1.12),

(1.13), (1.14) et (1.15). Nous obtenons

y1(θ, r) =
∑̀

i=0

eir
i+1

(
1

i+ 2

(
1− cosi+2

))
+

n1∑

i=0

air
i

(
1

i+ 1

(
1− cosi+1 θ

))

−

[
n2−1

2

]

∑

i=0

b2i+1r
2i+2γ̃i,l sin(2l + 1)θ −

n3∑

i=0

cir
i+2

(
2

(i+ 1)(i+ 3)
− 1

i+ 1
cosi+1 θ

+
1

i+ 3
cosi+3 θ

)
− r3d1

0

(
sin(4θ)

8
− sin(2θ)

4

)
,

(3.16)
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où

γ̃i,l =




γi,l − γi+1,l 0 ≤ l ≤ i,

−γi+1,l l = i+ 1.

Maintenant, nous déterminons la fonction correspondante

F20(r) = F 1
20(r) + F 2

20(r),

telle que

F 1
20(r) =

1

2π

ˆ 2π

0

d

dr
F1(r, θ)y1(θ, r)dθ,

F 2
20(r) =

1

2π

ˆ 2π

0

F2(θ, r)dθ.

Dans les Lemmes qui suivent, nous calculons les intégrales F 1
20(r) et F 2

20(r).

Lemme 3.1

L’intégrale F 1
20(r) est un polynôme de la variable r donnée par

F 1
20(r) =

[ `−1
2

]∑

i=0

[
n2−1

2
]∑

j=0

r2i+2j+3M1 +

[
n1
2

]∑

i=0

[
n2−1

2
]∑

j=0

r2i+2j+1M2 +

[
n3
2

]∑

i=0

[
n2−1

2
]∑

j=0

r2i+2j+3M3

+

[ `
2

]∑

i=0

r2i+3M4 +

[
n1−1

2
]∑

i=0

r2i+3M5 +

[
n3−1

2
]∑

i=0

r2i+5M6,

(3.17)

où

M1 =e2i+1b2j+1

(
(j + 1)αi+j+2

(2i+ 3)2i+j+2(i+ j + 3)!
− (i+ 1)

i+1∑

l=0

γ̃i,lCi,l

)
,

M2 =a2ib2j+1

(
−(j + 1)αi+j+1

(2i+ 1)2i+j+1(i+ j + 2)!
+ i

i+1∑

l=0

γ̃i,lCi,l

)
,

M3 =c2ib2j+1

(
−(j + 1)(10i+ 4j + 15)αi+j+1

(2i+ 1)(2i+ 3)2i+j+2(i+ j + 3)!
+ (i+ 1)

i+1∑

l=0

γ̃i,lC̃i,l

)
,

M4 =e2i(2i+ 1)d1
0

(
9αi

2i+3(i+ 3)!
+

2K2i+1,1 −K2i+1,2

16

)
,

M5 =a2i+1(2i+ 1)d1
0

(
9αi

2i+3(i+ 3)!
+
K2i+1,2 − 2K2i+1,2

16

)
,

M6 =c2i+1d
1
0

(
(90i+ 45)αi
2i+4(i+ 4)!

+ (2i+ 3)

(
K̃2i+1,2 − 2K̃2i+1,1

16

))
.
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Preuve 1 Des expressions (3.15) et (3.16) nous avons

F 1
20(r) =

1

2π

ˆ 2π

0

d

dr
F1(θ, r)y1(θ, r)dθ

=
1

2π

(∑̀

i=0

∑̀

j=0

eiej
ri+1(j + 1)

(i+ 2)

ˆ 2π

0

cosj+1 θ sin θdθ −
∑̀

i=0

n1∑

j=0

eiaj
ri+jj

(i+ 2)

ˆ 2π

0

cosj θ sin θdθ

−
∑̀

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

eib2j+1
ri+2j+2(2j + 2)

(i+ 2)

ˆ 2π

0

cos2j+1 θ sin2 θdθ −
∑̀

i=0

n3∑

j=0

eicj
ri+j+2(j + 2)

(i+ 2)

×
ˆ 2π

0

cosj θ sin3 θdθ −
∑̀

i=0

ei
3ri+3

(i+ 2)
d1

0

ˆ 2π

0

(
−3 cos2 θ sin2 θ + sin4 θ

)
dθ −

∑̀

i=0

∑̀

j=0

eiej

× ri+j+1(j + 1)

(i+ 2)

ˆ 2π

0

cosi+j+3 θ sin θdθ −
∑̀

i=0

n1∑

j=0

eiaj
ri+1j

(i+ 2)

ˆ 2π

0

cosi+j+2 θ sin θdθ

+
∑̀

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

eib2j+1
ri+2j+2(2j + 2)

(i+ 2)

ˆ 2π

0

cosi+2j+3 θ sin2 θdθ +
∑̀

i=0

n3∑

j=0

eicj
ri+j+2(j + 2)

(i+ 2)

×
ˆ 2π

0

cosi+j+2 θ sin3 θdθ +
∑̀

i=0

ei
3ri+3

(i+ 2)
d1

0

ˆ 2π

0

(
−3 cosi+4 θ sin2 θ + cosi+2 θ sin4 θ

)
dθ

−
n1∑

i=0

∑̀

j=0

aiej
ri+j

(i+ 1)

ˆ 2π

0

cosj+1 θ sin θdθ +

n1∑

i=0

n1∑

j=0

aiaj
ri+j−1j

(i+ 1)

ˆ 2π

0

cosj θ sin θdθ

+

n1∑

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

aib2j+1
ri+2j+1(2j + 1)

(i+ 1)

ˆ 2π

0

cos2j+1 θ sin2 θdθ +

n1∑

i=0

n3∑

j=0

aicj
ri+j+1(j + 2)

(i+ 1)

×
ˆ 2π

0

cosj θ sin3 θdθ +

ˆ 2π

0

cosj θ sin3 θdθ −
n1∑

i=0

ai
3ri+2

(i+ 1)
d1

0

ˆ 2π

0

(
−3 cos2 θ sin2 θ + sin4 θ

)
dθ

+

n1∑

i=0

∑̀

j=0

aiej
ri+j(j + 1)

(i+ 1)

ˆ 2π

0

cosi+j+2 θ sin θdθ −
n1∑

i=0

n1∑

j=0

aiaj
ri+j−1j

(i+ 1)

ˆ 2π

0

cosi+j+1 θ sin θdθ

−
n1∑

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

aib2j+1
ri+2j+1(2j + 2)

(i+ 1)

ˆ 2π

0

cosi+2j+2 θ sin2 θdθ −
n1∑

i=0

n3∑

j=0

aicj
ri+j+1(j + 2)

(i+ 1)

×
ˆ 2π

0

cosi+j+1 θ sin3 θdθ −
n1∑

i=0

ai
3ri+2

(i+ 1)
d1

0

ˆ 2π

0

(
−3 cosi+3 θ sin2 θ + cosi+1 θ sin4 θ

)
dθ

−
[n2−1

2 ]∑

i=0

∑̀

j=0

b2i+1ej

i+1∑

l=0

γ̃i,lr
2i+j+2(j + 1)

ˆ 2π

0

sin(2l + 1)θ sin θ cosj+1 θdθ +

[n2−1
2 ]∑

i=0

n1∑

j=0

b2i+1aj

×
i+1∑

l=0

γ̃i,lr
2i+j+1j

ˆ 2π

0

sin(2l + 1)θ sin θ cosj θdθ +

[n2−1
2 ]∑

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

b2i+1b2j+1

i+1∑

l=0

γ̃i,lr
2i+2j+2
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×(j + 2)

ˆ 2π

0

sin(2l + 1)θ sin2 θ cos2j+1 θdθ +

[n2−1
2 ]∑

i=0

n3∑

j=0

b2i+1cj

i+1∑

l=0

γ̃i,lr
2i+j+3(j + 2)

ˆ 2π

0

sin(2l + 1)

×θ sin3 θ cosj θdθ +

[n2−1
2 ]∑

i=0

b2i+1

i+1∑

l=0

γ̃i,l3r
2i+4d1

0

ˆ 2π

0

sin(2l + 1)θ
(
−3 cos2 θ sin2 θ + sin4 θ

)
dθ

−2

n3∑

i=0

∑̀

j=0

ci4ej
ri+j+2(j + 1)

(i+ 1)(i+ 3)

ˆ 2π

0

cosj+1 θ sin θdθ + 2

n3∑

i=0

n1∑

j=0

ciaj
ri+j+1j

(i+ 1)(i+ 3)

ˆ 2π

0

cosj θ sin θdθ

+2

n3∑

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

cib2j+1
ri+2j+2(2j + 2)

(i+ 1)(i+ 3)

ˆ 2π

0

cos2j+1 θ sin3 θdθ + 2

n3∑

i=0

n3∑

j=0

cicj
ri+j+1(j + 2)

(i+ 1)(i+ 3)

ˆ 2π

0

cosj θ

× sin3 θdθ + 6

n3∑

i=0

ci
ri+4

(i+ 1)(i+ 3)
d1

0

ˆ 2π

0

(
−3 cos2 θ sin2 θ + sin4 θ

)
dθ +

n3∑

i=0

∑̀

j=0

ciej
ri+j+2(j + 1)

(i+ 1)

×
ˆ 2π

0

cos2i+2j+2 θ sin θdθ −
n3∑

i=0

n1∑

j=0

ciaj
ri+j+1j

(i+ 1)

ˆ 2π

0

cosi+j+1 θ sin θdθ −
n3∑

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

cib2j+1

×r
i+2j+3(2j + 2)

(i+ 1)

ˆ 2π

0

cosi+2j+2 θ sin2 θdθ −
n3∑

i=0

n3∑

j=0

cicj
ri+j+3(j + 2)

(i+ 1)

ˆ 2π

0

cosi+j+1 θ sin3 θdθ

−
n3∑

i=0

ci
3ri+4

(i+ 1)
d0

0

ˆ 2π

0

(
−3 cosi+3 θ sin2 θ + cosi+1 θ sin4 θ

)
dθ −

n3∑

i=0

∑̀

j=0

ciej
ri+j+3(j + 1)

(i+ 3)

×
ˆ 2π

0

cosi+j+4 θ sin θdθ +

n3∑

i=0

n1∑

j=0

ciaj
ri+j+1j

(i+ 3)

ˆ 2π

0

cosi+j+3 θ sin θdθ +

n3∑

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

cib2j+1

×r
i+2j+3(2j + 2)

(i+ 3)

ˆ 2π

0

cosi+2j+4 θ sin2 θdθ +

n3∑

i=0

n3∑

j=0

cicj
ri+j+3(j + 2)

(i+ 3)

ˆ 2π

0

cosi+j+3 θ sin3 θdθ

+

n3∑

i=0

ci
ri+4

(i+ 3)
3d1

0

ˆ 2π

0

(
−3 cosi+5 θ sin2 θ + cosi+3 θ sin4 θdθ

)
− 1

8
d1

0

∑̀

j=0

ej(j + 1)rj+3

ˆ 2π

0

cosj+1 θ

× sin(4θ) sin θdθ +
1

8
d1

0

n1∑

j=0

ajjr
j+2

ˆ 2π

0

cosj θ sin(4θ) sin θdθ +
1

8
d1

0

[n2−1
2 ]∑

j=0

b2j+1(2j + 2)r2j+4

×
ˆ 2π

0

cos2j+1 θ sin(4θ) sin2 θdθ +
1

8
d1

0

n3∑

j=0

cj(j + 2)rj+4

ˆ 2π

0

cosj θ sin(4θ) sin3 θdθ +
3

8
d1

0r
5

ˆ 2π

0

×
(
−3 cos2 θ sin(4θ) sin2 θ + sin(4θ) sin4 θ

)
dθ +

1

4
d1

0

∑̀

i=0

ej(j + 1)rj+3

ˆ 2π

0

cosj+1 θ sin θ sin(2θ)dθ
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− 1

4
d1

0

n1∑

i=0

ajjr
j+2

ˆ 2π

0

cosj θ sin θ sin(2θ)dθ − 1

4
d1

0

[n2−1
2 ]∑

i=0

b2j+1(2j + 2)r2j+4

ˆ 2π

0

cos2j+1 θ sin2 θ

× sin(2θ)dθ − 3

4
d1

0

n3∑

i=0

cj(j + 2)rj+4

ˆ 2π

0

cosj θ sin3 θ sin(2θ)dθ − 3

4
d1

0r
5

ˆ 2π

0

(
−3 cos2 θ sin2 θ sin(2θ)

+ sin4 θ sin(2θ)
)
dθ.

Pour simplifier l’expression de F 1
20(r), nous utilisons les expressions (1.8), (1.9) et (1.10)

on obtient

F 1
20(r) =

[ `−1
2 ]∑

i=0

[
n2−1

2

]
∑

j=0

e2i+1b2j+1r
2i+2j+3 (2j + 2)

(2i+ 3)

αi+j+2

2i+j+3(i+ j + 3)!
− d1

0

[ `2 ]∑

i=0

e2ir
2i+3 9(2i+ 1)αi

2i+3(i+ 3)!

−
[n1

2 ]∑

i=0

[
n2−1

2

]
∑

j=0

a2ib2j+1r
2i+2j+1 (2j + 2)

(2i+ 1)

αi+j+1

2i+j+2(i+ j + 2)!
+ d1

0

[
n1−1

2

]
∑

i=0

a2i+1r
2i+3 9(2i+ 1)αi

2i+3(i+ 3)!

−

[
n2−1

2

]
∑

i=0

[ `−1
2 ]∑

i=0

b2i+1e2j+1
(2j + 2)

2
r2i+2j+3

i+1∑

l=0

γ̃i,lCi,l +

[
n2−1

2

]
∑

i=0

[n1
2 ]∑

i=0

b2i+1a2jjr
2i+2j+1

i+1∑

l=0

γ̃i,lCi,l

+

[
n2−1

2

]
∑

i=0

[n3
2 ]∑

i=0

b2i+1c2j
(2j + 2)

2
r2i+2j+3

i+1∑

l=0

γ̃i,lC̃i,l −
[n3

2 ]∑

i=0

[
n2−1

2

]
∑

j=0

c2ib2j+1r
2i+2j+3 (2j + 2)

2i+j+2(2i+ 1)

× αi+j+1

(i+ j + 2)!
+ d1

0

[
n3−1

2

]
∑

i=0

c2i+1r
2i+5 9(2i+ 1)αi

2i+3(i+ 3)!
+

[n3
2 ]∑

i=0

[
n2−1

2

]
∑

j=0

c2ib2j+1r
2i+2j+3 (2j + 2)

2i+j+3(2i+ 3)

× αi+j+2

(i+ j + 3)!
− d1

0

[
n3−1

2

]
∑

i=0

c2i+1r
2i+5 9(2i+ 3)(2i+ 1)αi

2i+4(i+ 3)!
− 1

16
d1

0

[ `2 ]∑

j=0

e2j(2j + 1)r2j+3K2j+1,2

+
1

16
d1

0

[
n1−1

2

]
∑

j=0

a2j+1(2j + 1)r2j+3K2j+1,2 +
1

16
d1

0

[
n3−1

2

]
∑

j=0

c2j+1(2j + 3)r2j+5K̃2j+1,2 +
1

8
d1

0

×
[ `2 ]∑

j=0

e2j(2j + 1)r2j+3K2j+1,1 −
1

8
d1

0

[
n1−1

2

]
∑

j=0

a2j+1(2j + 1)r2j+3K2j+1,1 −
1

8
d1

0

[
n3−1

2

]
∑

j=0

c2j+1

× (2j + 3)r2j+5K̃2j+1,1,

(3.18)
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où Ci,l, C̃i,l Ki,l, K̃i,l sont des constantes non nulles .

Pour une expression plus simplifiée de (3.18), on obtient le polynôme (3.17)

Lemme 3.2

L’intégrale F 2
20(r) est un polynôme de la variable r donnée par

F 2
20(r) =− r




[
n2
2

]∑

i=0

q2ir
2i αi

2i+1(i+ 1)!
+

3

8
d2

0r
2


+

[ `−1
2

]∑

i=0

[
n2−1

2
]∑

j=0

r2i+2j+3N1

+

[
n1
2

]∑

i=0

[
n2−1

2
]∑

j=0

r2i+2j+1N2 +

[
n2−1

2
]∑

i=0

[
n3
2

]∑

j=0

r2i+2j+3N3 +

[ `
2

]∑

i=0

r2i+3N4

+

[
n1−1

2
]∑

i=0

r2i+3N5 +

[
n3−1

2
]∑

i=0

r2i+5N6,

(3.19)

où

N1 = e2i+1b2j+1

(
(i+ j)αi+j+1

2i+j+2(i+ j + 3)!

)
,

N2 = a2ib2j+1

( −αi+j+1

2i+j+1(i+ j + 2)!

)
,

N3 = b2i+1c2j

( −3αi+j+1

2i+j+2(i+ j + 3)!

)
,

N4 = e2i

(−6d1
0(i2 + 1)αi

2i+2(i+ 3)!

)
,

N5 = a2i+1

(
d1

0(6i+ 6)αi+1

2i+2(i+ 3)!

)
,

N6 = c2i+1

(
6d1

0(18i+ 12)αi+1

2i+3(i+ 4)!

)
.

Preuve 2 De l’expression (3.14) on a

F 2
20(r) =

1

2π

ˆ 2π

0

F2(θ, r)dθ

=
1

2π

(∑̀

i=0

vir
i+1

ˆ 2π

0

cosi+1 θ sin θdθ −
n1∑

i=0

pir
i

ˆ 2π

0

cosi θ sin θdθ −
n3∑

i=0

qir
i+1

ˆ 2π

0

cosi θ sin2 θdθ

−
n3∑

i=0

sir
i+2

ˆ 2π

0

cosi θ sin3 θdθ − d2
0r

3

ˆ 2π

0

sin4 θdθ +
∑̀

i=0

∑̀

j=0

eiejr
i+j+1

ˆ 2π

0

cosi+j+1 θ sin3 θdθ
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+
∑̀

i=0

n1∑

j=0

eiajr
i+j

ˆ 2π

0

cosi+j+2 θ sin θdθ +
∑̀

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

eib2j+1r
i+2j+2

ˆ 2π

0

cosi+2j+3 θ sin2 θdθ

+
∑̀

i=0

n3∑

j=0

eicjr
i+j+2

ˆ 2π

0

cosi+j+3 θ sin3 θdθ + d1
0

∑̀

i=0

eir
i+3

ˆ 2π

0

cosi+2 θ sin4 θdθ − 3d1
0

∑̀

i=0

eir
i+3

×
ˆ 2π

0

cosi+4 θ sin2 θdθ −
n1∑

i=0

∑̀

j=0

aiejr
i+j

ˆ 2π

0

cosi+j+1 θ sin3 θdθ −
n1∑

i=0

n1∑

j=0

aiajr
i+j−1

ˆ 2π

0

sin θ

× cosi+j+1 dθθ −
n1∑

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

eib2j+1r
i+2j+1

ˆ 2π

0

cosi+2j+2 θ sin2 θdθ −
n1∑

i=0

n3∑

j=0

aicjr
i+j+1

ˆ 2π

0

cosi+j+2 θ

× sin3 θdθ − d1
0

n1∑

i=0

air
i+2

ˆ 2π

0

cosi+1 θ sin4 θdθ + 3d1
0

n1∑

i=0

air
i+2

ˆ 2π

0

cosi+3 θ sin2 θdθ −
[n2−1

2 ]∑

i=0

∑̀

j=0

×b2i+1ejr
2i+j+2

ˆ 2π

0

cos2i+j+1 θ sin4 θdθ −
[n2−1

2 ]∑

i=0

n1∑

j=0

b2i+1ajr
2i+j+1

ˆ 2π

0

cos2i+j+2 θ sin2 θdθ

−
[n2−1

2 ]∑

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

b2i+1b2j+1r
2i+2j+3

ˆ 2π

0

cos2i+j+3 θ sin3 θdθ −
[n2−1

2 ]∑

i=0

n3∑

j=0

b2i+1cjr
2i+2j+3

ˆ 2π

0

cos2i+j+2 θ

× sin4 θdθ − d1
0

[n2−1
2 ]∑

i=0

b2i+1r
2i+4

ˆ 2π

0

cos2i+2 θ sin5 θdθ −
n3∑

i=0

∑̀

j=0

ciejr
i+j+2

ˆ 2π

0

cosi+j θ sin5 θdθ

−
n3∑

i=0

n1∑

j=0

ciajr
i+j+1

ˆ 2π

0

cosi+j+1 θ sin3 θdθ −
n3∑

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

cib2j+1r
i+2j+3

ˆ 2π

0

cosi+2j+2 θ sin4 θdθ

−
n3∑

i=0

n3∑

j=0

cicjr
i+j+3

ˆ 2π

0

cosi+j+2 θ sin5 θdθ + 3d1
0

n3∑

i=0

cir
i+4

ˆ 2π

0

cosi+3 θ sin4 θdθ − d1
0

n3∑

i=0

cir
i+4

×
ˆ 2π

0

cosi+1 θ sin6 θdθ − d1
0

∑̀

j=0

ejr
j+3

ˆ 2π

0

cosj θ sin6 θdθ − d1
0

n1∑

j=0

ajr
j+2

ˆ 2π

0

cosj+1 θ sin4 θdθ

− d1
0

[n2−1
2 ]∑

j=0

b2j+1r
2j+4

ˆ 2π

0

cos2j+2 θ sin5 θdθ − d1
0

n3∑

j=0

cjr
j+4

ˆ 2π

0

cosj+1 θ sin6 θdθ − d1
0r

5

ˆ 2π

0

× cos θ sin7 θdθ + 3d1
0r

5

ˆ 2π

0

cos3 θ sin5 θdθ + 3d1
0

∑̀

j=0

ejr
j+3

ˆ 2π

0

cosj+2 θ sin4 θdθ + 3d1
0

n1∑

j=0

ajr
j+2

×
ˆ 2π

0

cosj+3 θ sin2 θdθ + 3d1
0

[n2−1
2 ]∑

j=0

b2j+1r
2j+4

ˆ 2π

0

cos2j+4 θ sin3 θdθ + 3d1
0

n3∑

j=0

cjr
j+4

ˆ 2π

0

cosj+3 θ

× sin4 θdθd1
0r

5

ˆ 2π

0

cos2 θ sin5 θdθ − 3d1
0r

5

ˆ 2π

0

cos5 θ sin3 θdθ
)
,
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nous utilisons les deux expressions (1.8) et (1.16) nous trouvons

F 2
20(r) =− r




[
n2
2

]∑

i=0

q2ir
2i αi

2i+1(i+ 1)!
+

3

8
d2

0r
2


+

[ `−1
2 ]∑

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

e2i+1b2j+1r
2i+2j+3

(
αi+j+2

2i+j+3(i+ j + 3)!

)

+

[ `
2 ]∑

i=0

e2ir
2i+3

(
3d1

0αi+1

2i+3(i+ 3)!

)
−

[ `
2 ]∑

i=0

e2ir
2i+3

(
3d1

0αi+2

2i+3(i+ 3)!

)
−

[n1
2 ]∑

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

e2ib2j+1r
2i+2j+1

×
(

αi+j+1

2i+j+2(i+ j + 2)!

)
−

[n1−1
2 ]∑

i=0

a2i+1r
2i+3

(
3d1

0αi+1

2i+3(i+ 3)!

)
+

[n1−1
2 ]∑

i=0

a2i+1r
2i+3

(
3d1

0αi+2

2i+3(i+ 3)!

)

−
[n2−1

2 ]∑

i=0

[ `−1
2 ]∑

j=0

b2i+1e2j+1r
2i+2j+3

(
3αi+j+1

2i+j+3(i+ j + 3)!

)
−

[n2−1
2 ]∑

i=0

[n1
2 ]∑

j=0

b2i+1a2jr
2i+2j+1

×
(

αi+j+1

2i+j+2(i+ j + 2)!

)
−

[n2−1
2 ]∑

i=0

[n3
2 ]∑

j=0

b2i+1c2jr
2i+2j+3

(
3αi+j+1

2i+j+3(i+ j + 3)!

)
−

[n3
2 ]∑

i=0

[n2−1
2 ]∑

j=0

× c2ib2j+1r
2i+2j+3

(
3αi+j+1

2i+j+3(i+ j + 3)!

)
+

[n3−1
2 ]∑

i=0

c2i+1r
2i+5

(
9d1

0αi+2

2i+4(i+ 5)!

)
−

[n3−1
2 ]∑

i=0

c2i+1

× r2i+5

(
15d1

0αi+1

2i+4(i+ 4)!

)
−

[ `
2 ]∑

j=0

e2jr
2j+3

(
15d1

0αj
2j+3(j + 3)!

)
−

[n1−1
2 ]∑

j=0

a2j+1r
2j+3

(
3d1

0αj+1

2j+3(j + 3)!

)

−
[n3−1

2 ]∑

j=0

c2jr
2j+5

(
15d1

0αj+1

2j+4(j + 4)!

)
+

[ `
2 ]∑

j=0

e2jr
2j+3

(
9d1

0αj+1

2j+3(j + 3)!

) [n1−1
2 ]∑

j=0

a2j+1r
2j+3

×
(

3d1
0αj+2

2j+3(j + 3)!

)
+

[n3−1
2 ]∑

j=0

c2j+1r
2j+5

(
9d1

0αj+2

2j+4(j + 4)!

)
.

(3.20)

Pour une expression simplifiée de (3.20), on obtient le polynôme (3.19).

D’après le Lemme 3.1 et le Lemme 3.2 nous avons

F20(r) =F 1
20(r) + F 2

20(r),

=− r




[
n2
2

]∑

i=0

q2ir
2i αi

2i+1(i+ 1)!
+

3

8
d2

0r
2


+

[ `−1
2

]∑

i=0

[
n2−1

2
]∑

j=0

r2i+2j+3T1 +

[
n1
2

]∑

i=0

[
n2−1

2
]∑

j=0

r2i+2j+1T2

+

[
n2−1

2
]∑

i=0

[
n3
2

]∑

j=0

r2i+2j+3T3 +

[ `
2

]∑

i=0

r2i+3T4 +

[
n1−1

2
]∑

i=0

r2i+3T5 +

[
n3−1

2
]∑

i=0

r2i+5T6,

(3.21)
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où

T1 = e2i+1b2j+1

(
(j + 1)αi+j+2

(2i+ 3)2i+j+2(i+ j + 3)!
− (i+ 1)

i+1∑

l=0

γ̃i,lCi,l +
(i+ j)αi+j+1

2i+j+2(i+ j + 3)!

)
,

T2 = a2ib2j+1

(
−(j + 1)αi+j+1

(2i+ 1)2i+j+1(i+ j + 2)!
+ i

i+1∑

l=0

γ̃i,lCi,l −
αi+j+1

2i+j+1(i+ j + 2)!

)
,

T3 = c2ib2j+1

(
−(j + 1)(10i+ 4j + 15)αi+j+1

(2i+ 1)(2i+ 3)2i+j+2(i+ j + 3)!
+ (i+ 1)

i+1∑

l=0

γ̃i,lC̃i,l −
3αi+j+1

2i+j+2(i+ j + 3)!

)
,

T4 = e2id
1
0

(
(2i+ 1)

(
9αi

2i+3(i+ 3)!
+

2K2i+1,1 −K2i+1,2

16

)
− 6(i2 + 1)αi

2i+2(i+ 3)!

)
,

T5 = a2i+1d
1
0

(
(2i+ 1)

(
9αi

2i+3(i+ 3)!
+
K2i+1,2 − 2K2i+1,2

16

)
+

(
(6i+ 6)αi+1

2i+2(i+ 3)!

))
,

T6 = c2i+1d
1
0

(
(90i+ 45)αi
2i+4(i+ 4)!

+ (2i+ 3)

(
K̃2i+1,2 − 2K̃2i+1,1

16

)
+

6(18i+ 12)αi+1

2i+3(i+ 4)!

)
.

Donc le polynôme F20(r) possède au plus

λ2 = max

{
1,
[n2

2

]
,

[
`− 1

2

]
+

[
n2 + 1

2

]
,
[n1

2

]
+

[
n2 − 1

2

]
,

[
n2 + 1

2

]
+
[n3

2

]
,

[
`+ 2

2

]
,

[
n1 + 1

2

]
,

[
n3 + 3

2

]}
.

racines réelles positives, alors le système (3.8) a λ2 cycles limites .

Par consequent, le Théorème 3.2 est démontré.
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39

2024



Le nombre maximum de cycles limites pour une classe des systèmes
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Exemple 3.2

Soit le système :





ẋ =− y + ε

(
y +

1

8
xy +

27

32
x2y

)
+ ε2 (xy) ,

ẏ =x− ε
(

1

32
+

32

27
x− 32xy − 3x2y − x3y + y2 + xy2 +

32

27
x2y2 + y3

)

− ε2

(
y − 4343

96
x2y − 10403

2592
x4y + x2y2 + y3

)
.

(3.22)

En coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos θ , y = r sin θ et r > 0. Pour déterminer les

cycles limites, on resout l’équation

F20(r) = r

(
1

36
r6 − 7

18
r4 +

49

36
r2 − 1

)
. (3.23)

L’équation (3.23) posséde troix racines positives r1 = 1,r2 = 2 et r3 = 3.

D’apres le Théorème 2.2 le système (3.22) a exactement troix cycles limites qui bi-

furquent des orbites périodique du centre linéaire ẋ = −y, ẏ = x.
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4.1 Présentation du problème et résultats principaux

Dans l’article [8], les auteurs ont étudié le système suivant




ẋ = y − g1(x)− f1(x)y,

ẏ = −x− g2(x)− f2(x)y,

(4.1)

où g1(x) = εg11(x), f1(x) = εf11(x), g2(x) = εg21(x) et f2(x) = εg21(x) sont des polynômes de

degrés k, `, m et n respectivement, et ε est un petit paramètre. Ils ont prouvé que le système

(4.1) peut avoir max

{[
k − 1

2

]
,
[n

2

]}
cycles limites en utilisant la théorie de moyennisation

du premier ordre.

Dans ce chapitre, on va utiliser le Théorème 2.1 du chapitre 2 afin d’étudier le nombre

maximal de cycles limites pour une classe de systèmes différentiels de la forme




ẋ = y − g1(x, y)− f1(x, y)y,

ẏ = −x− g2(x, y)− f2(x, y)y,

(4.2)

où g1(x, y) = εg11(x, y), f1(x, y) = εf11(x, y), g2(x, y) = εg21(x, y), f2(x, y) = εf21(x, y) sont des

polynômes de degré k, `,m et n respectivement de variable x et y, et ε est un petit paramètre.

Notre resultat est le suivant

Théorème 4.1

Pour |ε| > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites du système

différentiel (4.2) qui bifurquent un centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x en utilisant la méthode

de la moyennisation du premier ordre est

λ3 = max

{[
k − 1

2

]
,

[
`

2

]
,

[
m− 1

2

]
,
[n

2

]}
.

4.2 Preuve du Théorème 4.1

Pour démontrer le Théorème 4.1, on utilise la méthode de moyennisation du premier ordre.
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Nous écrivons le système (4.2) en coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos(θ), y = r sin(θ) et

r > 0. On écrit les polynômes g11(x, y), g21(x, y), f11(x, y), f21(x, y) apparaissant dans (4.2)

comme

g11(x, y) =
k∑

i+j=0

aijx
iyj, g21(x, y) =

m∑

i+j=0

cijx
iyj

f11(x, y) =
∑̀

i+j=0

bijx
iyj, f21(x, y) =

n∑

i+j=0

dijx
iyj.

Telle que

ṙ =
x
(
y − εg11(x, y)− εf11(x, y)y

)
+ y
(
− x− εg21(x, y)− εf21(x, y)y

)

r

=
−ε
(
xg11(x, y) + xyf11(x, y) + yg21(x, y) + y2g11(x, y)

)

r

=− ε
(

cos θg11(x, y) + r cos θ sin θf11(x, y) + sin θg21(x, y) + r sin2 θg11(x, y)
)

=− ε
( k∑

i+j=0

aijr
i+j cosi+1 θ sinj θ +

∑̀

i+j=0

bijr
i+j+1 cosi+1 θ sinj+1 θ

+
m∑

i+j=0

cijr
i+j cosi θ sinj+1 θ +

n∑

i+j=0

dijr
i+j+1 cosi θ sinj+2 θ

)
,

et

θ̇ =
x
(
− x− εg21(x, y)− εf21(x, y)y

)
− y
(
y − εg11(x, y)− εf11(x, y)y

)

r2

=
−x2 − y2 − ε

(
xg21(x, y) + xyf21(x, y)− yg11(x, y)− y2f11(x, y)

)

r2

=− 1− ε

r2

(
xg21(x, y) + xyf21(x, y)− yg11(x, y)− y2f11(x, y)

)

=− 1− ε

r

(
−

k∑

i+j=0

aijr
i+j cosi θ sinj+1 θ −

∑̀

i+j=0

bijr
i+j+1 cosi θ sinj+2 θ

+
m∑

i+j=0

cijr
i+j cosi+1 θ sinj θ +

n∑

i+j=0

dijr
i+j+1 cosi+1 θ sinj+1 θ

)
.
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Par conséquent, le système (4.2) devient





ṙ =− ε
(

k∑

i+j=0

aijr
i+j cosi+1 θ sinj θ +

∑̀

i+j=0

bijr
i+j+1 cosi+1 θ sinj+1 θ

+
m∑

i+j=0

cijr
i+j cosi θ sinj+1 θ +

n∑

i+j=0

dijr
i+j+1 cosi θ sinj+2 θ

)
,

θ̇ =− 1− ε

r

(
−

k∑

i+j=0

aijr
i+j cosi θ sinj+1 θ −

∑̀

i+j=0

bijr
i+j+1 cosi θ sinj+2 θ

+
m∑

i+j=0

cijr
i+j cosi+1 θ sinj θ +

n∑

i+j=0

dijr
i+j+1 cosi+1 θ sinj+1 θ

)
.

D’après le dévelopement de taylor on a

1

1 + x
= 1− x+ o(x2) , |x| < 1,

où

x =
ε

r

(
−

k∑

i+j=0

aijr
i+j cosi θ sinj+1 θ −

∑̀

i+j=0

bijr
i+j+1 cosi θ sinj+2 θ

+
m∑

i+j=0

cijr
i+j cosi+1 θ sinj θ +

n∑

i+j=0

dijr
i+j+1 cosi+1 θ sinj+1 θ

)
,

donc

dr

dθ
=εF1(r, θ) +O

(
ε2
)
,

où

F1(r, θ) =ε

(
k∑

i+j=0

aijr
i+j cosi+1 θ sinj θ +

∑̀

i+j=0

bijr
i+j+1 cosi+1 θ sinj+1 θ

+
m∑

i+j=0

cijr
i+j cosi θ sinj+1 θ +

n∑

i+j=0

dijr
i+j+1 cosi θ sinj+2 θ

)
.

Université-Skikda
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Soit F10(r) l’équation moyennée du premier ordre associée au système (4.2).

En utilisant la notation introduite dans le chapitre 2, on calcule

F10(r) =
1

2π

ˆ 2π

0

F1(r, θ)dθ,

alors

F10(r) =
1

2π

ˆ 2π

0

(
k∑

i+j=0

aijr
i+j cosi+1 θ sinj θ +

∑̀

i+j=0

bijr
i+j+1 cosi+1 θ sinj+1 θ

+
m∑

i+j=0

cijr
i+j cosi θ sinj+1 θ +

n∑

i+j=0

dijr
i+j+1 cosi θ sinj+2 θ

)
dθ.

Avec ˆ 2π

0

cosi+1 θ sinj θdθ =





παij si i impair et j pair

0 sinon,

ˆ 2π

0

cosi+1 θ sinj+1 θdθ =





πβij si i impair et j impair

0 sinon,

ˆ 2π

0

cosi θ sinj+1 θdθ =





πδij si i pair et j impair

0 sinon,

ˆ 2π

0

cosi θ sinj+2 θdθ =





πγij si i pair et j pair

0 sinon,

on obtient

F10(r) =
1

2




k∑

i+j=0
i impair, j pair

aijαijr
i+j +

∑̀

i+j=0
i impair,j impair

bijβijr
i+j+1

+
m∑

i+j=0
i pair, j impair

cijδijr
i+j +

n∑

i+j=0
ipair,jpair

dijγijr
i+j+1


 .

Donc le polynôme F10(r) possède au plus

λ3 = max

{[
k − 1

2

]
,

[
`

2

]
,

[
m− 1

2

]
,
[n

2

]}

racines réelles positives.

Alors le système (4.2) a λ3 cycles limites. Ceci complète la preuve du Théorème 4.1.
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Exemple 4.1

Soit le système 



ẋ = y − ε (−2x+ 10xy2 − 5x3y2 + xy4) ,

ẏ = −x− εxy,
(4.3)

L’équation moyennée du premier ordre est

F10(r) =
1

4
r
(
r4 − 5r2 + 4

)
,

qui a exactement deux racines positives r1 = 1 et r2 = 2. Nons concluons donc que le

système (4.3) a deux cycles limites.

Université-Skikda
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, la méthode de moyennisation d’ordre 1 et 2 a étè utilisé pour analyser le

nombre maximum de cycles limites dans certains systèmes différentiels polynomiaux en deux

dimension .

Cet effort s’inscrit dans la résolution du 16ème problème de Hilbert qui porte sur la

détermination de ce nombre de cycles limites .

A l ’avenir, la méthode de moyennisation d ’ordre 2 sera appliqueé à un système différentiel

pérturbé, formulé par l’ensemble d’équations




ẋ = y − g1(x, y)− f1(x, y)y,

ẏ = −x− g2(x, y)− f2(x, y)y,

où g1(x, y) = εg11(x, y) + ε2g12(x, y), f1(x, y) = εf11(x, y) + ε2f12(x, y), g2(x, y) = εg21(x, y) +

ε2g22(x, y), f2(x, y) = εf21(x, y) + ε2g22(x, y) sont des polynômes de degré k, `,m et n respecti-

vement de variable x et y, et ε est un petit paramètre.



Références

[1] Abramowitz. M, Stegun. I. Handbook of mathematical function with formulas, graphs, and

mathematical tables. National Bureau of Standards Applied Mathematics Series, no. 55.

Washington, DC :US Government, Printing Office ; 1964.

[2] Bogoliubov. N-N, Mitropolskii YU,A. Asymtotic methods in the theory of non linear oscil-

lations. Gordon and Breach, New York,1961.

[3] Bogoliubov. N and Krylov N.M. Introduction à la mécanique non linéaire, les métodes ap-
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