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Résumé

Ce travail de mémoire est consacré a 1’étude du nombre maximal de cycles limites des systémes
différentiels ordinaires dépendant d’un petit parametre. Plus particulierment, on étudie deux classes
de systemes différentiels, en utilisant la théorie de moyennisation.

La premiére classe concerne I'étude des systemes différentiels polynomiaux généralisés de Kukles de
la forme

= —y+k(x)y,
y=x— f(x) - g(z)y — h(z)y® — doy?®,

olt les polynémes k(x) = cki(z) + e%ka(x), f(z) = efi(x) + e2fa(x) 9(x) = egi(z) + 2g2(),
h(z) = ehi(x) + e%ha(z) et dy = edf + €2d% ou fi(x), gi(x) et h;i(x) sont des polyndomes de degrés
données, djj # 0 est un nombre réel pour tout i = 1,2 et ¢ est un petit parametre.

La deuxiéme classe concerne I’étude des systemes différentiels de Liénard de la forme
=y —gi(z,y) = fr(z,y)y,
¥ =—z—g2x,y) — fa2z, )y,

ou f1(z,y),g1(x,y), f2(x,y) et ga(x,y) sont des polynomes de degrés donnés.

L’étude des deux classes est illustrée par des exemples.

Mots clés :

Systeme dynamique - cycle limite - théorie de la moyennisation - systeme polynomial - Systeme de
Liénard - Systeme de Kukles.



abstract

This work is devoted to study the maximum number of limit cycles of ordinary differential systems
depending of small parameter. Using the averaging theory of first and second order, we study two
classes of generalized differential systems.

The first class deals with the generalized polynomial Kukles differential system of the form

&= —y+k(z)y,

y=1z— f(z) - g(x)y — h(z)y® — doy®,
where k(z) = eki(z) + e*ka(2), f(2) = efi(z) + €2 fa(2), g(z) = egi(z) + £%92(), h(z) = ehi(z) +
e2ha(z) and dy = d} + 2d3 where f;(z), g;(z) et h;(x) are polynomials of given degree, djj # 0 a reel

number for all # = 1,2 and ¢ is a small parametre.

The second class is studied the generalized polynomial Lienard differential system of the form

=y —aq(xy) — filz,y)y,
¥ =—x—g2(z,y) — falz,9)y,

where f1(z,y), g1(2,y), f2(x,y) and go(z,y) are polynomials of given degree.
This study is illustred by examples.
Keywords :

Dynamical system - Limit cycle - Polynomial differential system - Averaging theory - Lienard system
- Kukles system.
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Introduction

Au cours du 17 siecle, Leibnitz et Newton ont initié I’étude des équations différentielles,
initialement lieés a la résolutions de problemes géométrique de la physique newtonienne et a
la formalisation du calcul différentiel et intégral. Ces équations sont rapidement devenues un
outil essentiel pour analyser les phénomenes naturels et pour approfondir la compréhension des
concepts mathématiques tels que les fonctions.

L’importance des équations différentiels a inspiré des générations des mathématiciens et
d’autre scientifiques a developper des méthodes pour étudier les propriétés de leurs solutions.

Au tournant du 19™¢ siecle Henri poincaré (1845 — 1912) a révolutionné I’approche des
équations différentiels en méttant 'accent non pas sur la résolutions directes des équatio-
ns, mais sur une analyse géométrique approfondie des solutions, en partuculier de leur pro-
prietés. Cette approche qualitative visait a déterminer les carectéristiques des solutions sans
nécéssairement les obtenir de maniere explicite, Poincaré [10] a notament introduit la ” Théorie
de cycles limites” en utilisant la notion novatrice de ”Section de Poincaré” pour déterminer
Iexistance de courbes fermeés partuculieres appeleés ” Cycles limites”.

En 1900, David Hilbert [6] & formulé ses célebres vinght-trois problemes mathématiques,
dans son sexieme probleme il aborde la question du nombre et de la disposition des trajectoires
périodiques isolées, connues sous le nom de cycles limites dans des systemes différentiels po-
lynomiaux. Cette question a marqué un jalon important dans la recherche mathématique et a
suscité de nombreuse reflexion sur les systemes dynamiques et les équations diférentielles.

ce mémoire a pour objet 1 ’étude qualitative des systemes différentiels planaire de la forme

X~ Plalt), u(1),

Y — Q). ),

ou P et () sont des polynomes de variables réelles x et y.



La structure de notre travail est la suivante
e Le premier chapitre introduit les bases essentiels des systemes différentiels planaires, ne-
cessaires a la compréhension ultérieure.
e Dans le deuxieme chapitre, nous exposant la théorie de la moyennisation du premier et
second ordre.
e Dans le troisieme chapitre, nous analysons les cycles limites d’une catégorie plus élaborée

de systemes différentiels de Kukles, représentés par

j=x—f(x)—gl@)y - hz)y* — doy®,
ott les k(z) = ehi(z) + e*ha(2),f(z) = efi(z) + 2 fa(2), 9(x) = eg1(x) + ega(2), h(z) =
ehy(z) + &2ho(x) et dy = ed} + e2d3 ou ki(x),fi(x), g;(x) et hi(x) sont de degrés £ , ny , ny et ng
respectivement, dj # 0 est un nombre réel pour tout i = 1,2 et ¢ est un petit parametre.

e Dans le quatrieme chapitre, nous avons étudié les cycles limites de systemes différentiels

de Liénard généralisé, de la forme

t=y—gi(x,y) — fi(z,y)y,

y=—x—g(z,y) — foz,9)y,

ou gi(z,y) = egu(r,y), filr,y) = efii(r,y), g2(2,y) = egoi(x,y), fo(x,y) = efu(z,y) sont

des polynomes de degré k, ¢, m et n respectivement, et € est un petit parametre. Pour chaque
approche, nous illustrons nos analyses par des exemples.

Pour mener a bien nos calculs nous utilisons le logiciel Maple 13.



Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base sur les systemes dynamiques et les

systemes différentiels qui seront utile pour la suite .



notions préliminaires chapitre 01

1.1 Systemes différentiels polynomiaux

Définition 1.1 On appelle systeme différentiel autonome du plan un systeme de la forme

= P(z,y),

¥ =Q(z,y).

(1.1)

e Si P et () sont des polynomes a coefficients rélles, on dit que est un systeme différentiel
polynomial .

e Si les fonctions P et () sont des polynomes, on apelle alors le degré du systeme le nombre
n = max (deg(P), deg(Q)).

e Si les polynomes P et () s’écrivent sous la forme

( i+j=n
_ i, n—j
T y) = § a;;xy - 7,
i+7=0
i+j=n
_ i, =]
T y) = E bz‘jx vy,

L i+5=0

on dit que P et ) sont homogenes, dans ce cas le systeme (|1.1)) s ’appelle systeme différentiel
polynomiales homogene .
Nous supposons que les fonctions P et @ de classe C' (donc les conditions de Cauchy-Lipchitz

sont satisfaites en tout point ordinaire du systeme ([1.1]).

1.2 Systemes dynamiques

Définition 1.2 Un systéme dynamique sur R™ est une application U : Rt x R™ — R"™ définie

sur tout Rt x R", telle que
1. U(,,z) : RT — R™ est continue.

2.

Qﬁ

o
=

(.
(t,.) : R™ — R"™ est continue.
(0,2) =

(

4. Ut+s,2) =U(t,U(s,z)) pourt,s € R" x € R".

;
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Définition 1.3 Un systeme dynamique sur R™ est linéaire si
o(t,ax + By) = ap(t,z) + Bo(t,y),Va, B € R,t € R et 2,y € R™.

Exemple 1.1 Soit le systeme
&= Ax,z(0) = z, (1.2)

ot A est une matrice constante, t € RT et x € R™. La solution de (1.2)) est donnée par
z(t) = e,

le systéme (1.2)) engendre un systéme dynamique

U:R" xR — R”,
Ut,r) = e
1.3 Flot d’une équation différentielle

Définition 1.4 Soit le systéme non linéaire
T =F(x), (1.3)

oux € R" et F(x) € R". On appelle flot du systeme différentiel (1.3)), ’ensemble des applica-
tions ¢, : R" — R" définies par

¢e(0) = o(t, 7o),

ot ¢(t,x0)est la solution de (1.3)) telle que ¢(0,zq) = o

Remarque 1.1 Le flot est dit autonome si F' ne dépend pas explicitement du temps t, sinon

il est dit non autonome.
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1.4 Théorie des systemes différentiels linéaires autonomes

1.4.1 Points d’équilibre

Définition 1.5 On appelle point d’équilibre ou point critique du systéme (1.3)) tout point xo €
R™ telle que

Remarque 1.2 Un point qui n’est pas critique est dit réqulier.

1.4.2 Linéarisation des systemes

Les systémes qui modélisent des phénoménes naturelles sont non linéaires. Afin d’étudier le
comportement des trajectoires de ces systeémes, on se ramene a ’étude de ses systemes linéarisé

associés.

Définition 1.6 Considérons le systéme différentiel non linéaire du systéeme ((1.3)), le systeme

T = Az, (1.4)
ou A= DF(zg) = 8x»<x0) , est appelé systeme linéarisé associé au systéeme (1.3) en
j 1<i,j<n

Zo-
Remarque 1.3 La matrice A est dite matrice jacobienne associée au systéme (|1.3]).

Exemple 1.2 Soit le systéme non linéaire suivant

(1.5)

Les points d’équilibre de ce systeme sont : (0,0) et (1,1).
Le systeme linéarisé est
2—-2x—-2y —x
1 -1
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La matrice jacobienne associée a (|1.5)) calculée en (0,0) est

2 0

et la matrice jacobienne associée a ([1.5)) calculée en (1,1) est

-1 -1
DF(0,0) =
1 -1
Les systemes linéairisés du systeme (|1.5)) sont :
e au point (0,0)
T =2z,
y =T —Y,
e au point (1,1)
&= —x—y,
j=x—y

Définition 1.7 Le point critique xqy est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres de la

matrice jacobienne D f (x¢) n'a de partie réelle nulle.

Remarque 1.4 La linéarisation d’un systéme différentiel nous ameéne a [’étude de la nature

des points critiques.

1.4.3 Classification et nature des points d’equilibre : Cas des systemes
linéaires
On utilise la linéarisation pour 1’étude de la nature des points d’équilibre.

Définition 1.8 Soit le systeme différentiel linéaire , ou A est une matrice constante in-
versible, et A\q,...... , A, sont les valeurs propres de la matrice A.

e Si les valeurs propres Ai,...., A, sont réelles non nulles et de signe différent, le point critique
x = xg est un point selle, il est toujours instable.

e 51 les valeurs propres Ai,...., A, sont réelles non nulles et de méme signe on a trois cas :

:
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1. Si \; <0 pour tout 1 =1, ...,n, le point critique x = ¢ est un noeud stable.
2. 510 < \; pour tout i = 1,....n, le point critique x = xy est un nend instable

3. 5t A = Ao = N\, = A, le point critique x = ¢ est un nend propre, il est stable si A < 0

et instable st A > 0.

e Si les valeurs propres Ai,...., A, sont complexes conjuguées avec Im(\;) #0 et i =1,...,n
alors le point critique © = xy est un foyer. Il est stable si Re(\;) < 0 et instable si Re(\;) > 0
pour tout 1 =1,....n.

e Si les valeurs propres Ai,...., A, sont imaginaires pures avec Im(\;) # 0 et Re(\;) = 0 pour
tout i = 1,...,n, alors le point critique x = xqy est un centre et il est stable mais pas asymtoti-

quement stable.

1.4.4 Classification et nature des points d’equilibre : Cas des systemes

non linéaires
On Considére le systéme non linéaire autonome ([1.3)) et son systéme linéarisé associé ((1.4), le
point zq est appelé :
e Puits si toutes les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles négatives.
e Source si touest les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles positives.

e Selle s’il est hyperbolique et si la matrice A a au moins une valeur propre a partie réelle

négative et au moins une valeur propre avec la partie réelle positives.

1.5 Portrait de phase

Soit le systeme différentiel de la forme
(1.6)

ou P et Q sont des polynomes en x et y a coefficients réels de degré d. Les solutions (z(t), y(t))

du systeme ci dessus représentent dans le plan (z,y) des courbes appelées orbites.

0
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Définition 1.9 Les points critiques du systéme (1.6)) sont des solutions constantes et la figure
compléte des orbites du systéme, ainsi que ces points critiques représentés dans le plan (z,y)

s’appelle portrait de phase. Le plan (x,y) est appelé plan de phase.

1.6 Orbites périodiques et cycles limites

1.6.1 Orbites périodiques

Définition 1.10 On appelle solution périodique toute solution x = ¢(t) du systéme (|1.3)) telle

qu’il existe un nombre T > 0 vérifiant :

ot +1T) = o(0). (L.7)

o Le plus petit réel T > 0 qui vérifie (L.7)) est appelé période.

e A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans l’espace des phase.

Exemple 1.3 L’oscillateur harmonique est régi par l'équation différentielle

i+ w?x = 0 qui équivaut au systéme

r=1Y,
y = —w?x
. s : : dy T : :
Ce systeme s’integre facilement puisque P —w?”— ce qui donne pour ensemble de solutions
T Yy
y? +w’r? = C.

Autrement dit, ce systeme possede une famille continue a un parametre de solutions périodiques

représentées dans le plan de phase par des ellipses.

1.6.2 cycles limites
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Définition 1.11 Un cycle limite C du systéme (1.3)) est une trajectoire fermée isolée dans
I’espace des phases. Ceci signifie qu’il existe un voisinage de C dans lequel il n’ya pas d’autre

courbes fermées.

Remarque 1.5 i toutes les trajectoires voisines s’ approchent du cycle limite C lorsque t —
+00, il est dit stable ou attractif. Si en revanche toutes les trajectoires voisines s’éloignent du

cycle limite C' lorsque t — 400, il est dit instable ou non attractif.

Définition 1.12 L’amplitude d’un cycle limite C est la valeur mazimale de la variable x de ce

cycle limite

Remarque 1.6 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systemes différentiels non

linéaires.
Exemple 1.4 Soit le systeme

i =azr —y— ar(x® +y?),

y=1x+ay—ay(z®+y?),

telle que a € R est un parametre.

En coordonnées polaires x = rcosf et y = rsinf, le systeme précédent devient

7 =ar(l—1r?),

6=1,

r = 1 correspond a l’orbite périodique est un cycle limite stable pour a > 0, et instable pour
a < 0. Si a =0 le systeme a une infinité de nombre des orbites périodiques et il n’ya pas des

cycles limites.

(Voir figures (1.1),(1.2) et (1.3)).
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1.7 Quelques formules mathématiques

Dans notre étude, nous allons utiliser les formules suivantes et pour plus de details voir [1].

.

#0, si1et ] pailr,
=0, siiou jimpair ,
. = S si i=2k et j=0,
° / cos'0sin’ 0do o, . . (1.8)
0 = —Zk(k; T si i=2k et j=2,
37TOék .. .
15may, .. .
\: m, S1 l:2k et J:67

otar=1-3-5---(2k—1),ap1 = 2k + 1)a.

#0, si i pair et j impair,
o =0, si i impair ou j pair,
. / cos' fsin’? sin(2] 4 1)0d6 (1.9)
0 =7C,;, 1pair, j=let]l>0,
| = 7TC~'i7l, i pair, jJ=3 et 1 > 0,

#0, si i impair et j pair,
m =0, si i pair ou j impair,
. / cos' 0 sin’ 0 sin(210)d0 (1.10)
0 =7k, 1impair, j=1et]l> 0,
= 7Tf{i7l, i impair, j=3 et 1 > 0,

\

ou Cyy, Ci; Ky, K;; sont des constantes non nulles .

0
o/ cos' tsintdt = ——(1 — cos"™ §). (1.11)
0 141
o 2 1 - 1 .
o/ cos' tsin® tdt = — , — ——cos"™ f 4+ ——cos"? 0. (1.12)
0 (i+1)(+3) i+1 i+3

— Leedl
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9 i+1
° / cos? T tsin? tdt = Z Fiasin(2] 4 1)6,
0 1=0
ou
. Vig — Vit1,1 0<1<i,
Yil =
—Yi+1, =1+ 1.

T 1, 1
e | cos“tsin“tdt = -0 — — sin(46).
. 8 32

o /0 sin* tdt = §0 - 1sin(20) + 1 sin(40)
; 8 14 32 '

27
./ sin* tdt = 3—7T.
0 4

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

5
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Théoreme de moyennisation du premier et deuxieme ordre chapitre 02

2.1 Introduction

La théorie de la moyennisation est un outil classique pour étudier le comportement des
systemes dynamiques non linéaire et en particulier, de leurs orbites périodiques.

En général, obtenir des solutions périodiques est un probleme difficile et souvent impossible.
La méthode de la moyennisation réduit ce probléme difficile des systemes différentiels a la
rechérche des racines positives d'un systeme algébrique non linéaire.Cette méthode est I'une des
plus importantes méthodes de perturbations utilisées actuellement dans 1’étude des solutions
périodiques des systemes dynamiques. Elle a éte introduite par Krylov et Bogoliubov en
(1937) [3] et Bogoliubov et Mitropolskii (1961) [2]. Elle a éte développée par Verhulst [13],
Sanders et Verhulst[12], Malkin (1956)[9], Roseau (1966) [11], Llibre et Buica (2004) [4].

L’idée de base est de considérer une équation différentielle perturbée mise sous la forme

standard suivante

dx

e =cf(t,z,e), (2.1)

outel CR,zeR" e <1et fest T-périodique en t, et de déterminer I’équation moyennée

associée a cette équation

dx

pri eF(x), (2.2)

ou

T
Fa) =7 / F(t, 2, 0)dt,

et chercher les solutions périodiques de 1'équation (2.1).
Dans ce chapitre nous allons introduire les resultats principaux sur la théorie de la moyen-

nisation utilisés pour accomplir les travaux de ce mémoire.

2.2 Meéthode de moyennisation du premier ordre

Ce théoreme donne une approximation du premier ordre pour les solutions périodiques

des systemes différentiels périodiques.
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Téoreme 2.1

Soit le systeme différentiel suivant

d
#(t) = d—f = eFy(t,z) + 2R(t, 1, ), (2.3)

ot F1:RxD —R" R:RxDx]|—e¢fer[—> R", sont des fonctions continues, T-
périodiques en la premiere variable et D un sous ensemble ouvert de R™. Nous définissons

Fio: D — R"™ comme suit

Fio(z) = %/0 Fi(s,z)ds (2.4)

Supposons que

(i) Fy et R sont localement lipschitziennes par rapport a z.

(ii) Pour a € D avec Fip(a) = 0, il existe un voisinage V' de a tel queFio(z) # 0,pour
tout z € Va et det(D,Fio(a)) #0 .

Alors, pour |e|>0 suffisamment petit, il existe une solution ¢(t,e) du systeme

T-périodique isolée telle que ¢(0,e) — a quand ¢ — 0.

Preuve du Théoréme 2.1 Voir ([12],[13]).
Exemple 2.1 Soit [’équation de Van Der Pol :

i+x=e(l—2%)i, (2.5)
I’équation peut s’écrire sous la forme du systéme différentiel suivant

r=v (2.6)

y=—x+¢e(l—z%y.

—
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En coordonnées polaires x = rcosf, y = rsind, le systeme perturbé (2.6)) s’écrit sous la forme

7 =erf(1 —r? cos? ) sin?,

: (2.7)
6 =—1+e(1—r?cos®0)sinf cosé.
On a
=1 2 1.
T2 +r++0(x%) | |z|<
On pose
r=¢(1—1*cos*#)sinfcos,
donc
dr o op o o 2
g —crsin 0(1 — recos“0) + O(e?)
=cF1(0,7) 4+ O(£?). (2.8)
De ([2.4) on obtient
1 27
Fl()(’f‘) :—/ F1<l9,’l“)d9
T Jo
| 2.2
=— rsin® 6(1 — r°cos“0)do
2m J,
1
:§r(7"2 —4).

Les cycles limites possibles pour l’équation (2.6)) sont donnés par les racines positives de l’équation

1
Fio(r) = gT(T’Q —4)=0. (2.9)
Alors Fio(r)=0 = r=2>0,
3 1
et Fio(r) = ng -5 = Fi(2) =1#0.

D’apres le Théoréme 2.1 le systéme (2.6)) posséde un seul cycle limite, pour, |g| > 0 suffisam-

ment petit.

— — Leedl
Laicrsit Sk ; o
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2.3 Méthode de moyennisation du deuxieme ordre

Le théoreme suivant prouve une approximation du second ordre pour les solutions des certains

systemes différentiels périodiques.
Théoréme 2.2

Soit le systeme différentiel suivant

d
i(t) = d—f = eF)(t,x) + 2Fy(t,x) + 2 R(t, 1, €), (2.10)

ou F1,F5 :RxD — R" R:RxDx]—¢ey,e[— R", sont des fonctions continues, T-
périodiques par rapport a t. D est un sous ensemble ouvert de R".

On définit Fig, Foo : D — R” telle que

Fio(2) = %/o Fi(s, z)ds, (2.11)

et
Fin(z) = 7 /0 (D.Fy(s, 2) /0 Fi(t, s)dt + Fy(s, 2)]dz. (2.12)

Supposons que :

(i) Pour tout Vt € R, F; € C' F,F,,R et D,F, sont localement lipschitziennes
par rapport a x. R est différentiable par rapport a €.

(ii) Pour V' C D, un sous ensemble ouvert borné de R", et Ve €] — ey, e4[\0, il existe

a. € V tel que : Fig(a:) + eFy(a.) = 0, et det(F], + eF5y)(a) #0 .

Alors, pour |¢] > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique isolée

©(0,¢) de I'équation (2.10)) telle que (0, ) = ae.

Preuve du Théoreme 2.2 Voir([12],[13]).

.



Théoreme de moyennisation du premier et deuxieme ordre chapitre 02

Remarques 2.1

e Si Fg n’est pas identiquement nulle, alors les racines simples positives de Fig + £F5
sont principalement les racines simples positives de Fjy pour ¢ sufffisamment petit. Dans

ce cas, le résultat précédent fournit la théorie de la moyennée du premier ordre.

e Si Fip est identiquement nulle et F5g n’est pas identiquement nulle, alors les ra-
cines simples positives de Fyo + €Fyy sont principalement les racines simples positives de
F5g pour e sufffisamment petit. Dans ce cas, le résultat précédent fournit la théorie de la

moyennée du second ordre.

Exemple 2.2 Soit le systeme différentiel

x = —y+e(y?+ 8xy — 222) + 2ax,
y+ely y ) (2.13)

=z + dexy + 2ay.
En coordonnées polaires, le systéme (2.13) peut s’écrire

7 = er (8rcos®Osinf — Trcos® 6 + 5rcos b + ea) ,

6 =1—crsing + Ter cos? 0sin @ + 8=r cos § — 8er cos b,

d’ot
dr er(8rcos®fsing — 7rcos® 0 4 5rcos + ca)
dd 1 —ersind + 7ercos20sin + 8=rcosf — 81 cosh’
ou bien p
d_g =—7r2cosf (—8C0$9$in9 + 7cos? 6 — 5) e+r (—157“2 cos’ fsin 0

+ 5cos 0sin @ + 22r% cos® Osin O + 112r% cos® § — 16012 cos* 0
+487r? cos® 0 + a) 240 (83) :
Cette équation est de la forme (2.10) avec
Fi(0,7) = —r?cosf (—8cosfsinf + 7cos”§ — 5)

F5(0,7) =r (—15r* cos” #sin 6 + 5 cos 0 sin 6 + 221% cos® 0 sin 6

+1127% cos® 6 — 16072 cos* @ + 48r2 cos® 0 + a) )

1
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Donc nous allons appliquer le théoreme précédent

2 2w
F1o(7“):2—r/ cos@(—8005«98in9+7cos29—5) do
T Jo
=0,
alors
6F1 . 2
o —(0,r) = —2rcosf (—8cosfsinf + 7cos® 6 — 5),
0 2
/Fl(S,T)dS:g(8—8C0839—7Sin(9(30829+SiI19).
0
On trouve
F()—l Fe)/ap( \ds + Fy(6,7)| do.
20(T) = 27T B r . (s, r)as 2 r

d
L “équation Fyy(r) = 0 a une seule racine positive r = ++/a et on a — Fy(r) = a — 3r?.

dr

1. Sia >0, alors le systéme différentiel (2.13) a un cycle limite stable d’amplitude r = \/a car

d

%FQO(\/@ = —2a < 0.

2. 81 a <0, alors l'équation v (a — r*) n’a pas de racine positive, donc le systéeme différentiel

(2.13)n’a pas de cycle limite.
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Le nombre maximum de cycles limites pour une classe des systemes
de Kukles généralisés chapitre 03

3.1 Introduction et résultats principaux

Dans l'artcle [7], les auteurs ont étudié par la méthode de la moyennisation le nombre des
cycles limites qui bifurquent des orbites périodique d'un centre linéaire z = y, y = —x du

systeme différentiel polynomial de Kukles de la forme

T =y,

y=—x— f(x) = g(x)y — h(z)y* — doy?,

(3.1)

ou les polynomes f(x), g(x) et h(x) sont de degrés n, ,ny et ng respectivement, dy # 0 est un
nombre réel. Ils ont prouvé que ce systeme peut avoir A} = max { [%] ,1} cycles limites en
utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre et

. n ng —1 n1+1 n3 +3 ng +1 n: n ny —1 n ng +1 n ;-
)\2—max{[71]+{ 22 }{ 12 }[ “2 }[ 22 ]+[§][§][ 12 ]+[?2]{ 32 j|+[72],l}CYC].GSh

mites en utilisant la théorie de moyennisation du deuxieme ordre.

Dans ce chapitre, nous nous interessons au nombre maximum des cycles limites d’une classe

des systemes différentiels de Kukles plus généralisé que (3.1) de la forme

T =—y+ k(x)y, (32)

g =x— f(z) — g(x)y — h(z)y® — doy?,

oit les k() = eky(x) + ha(a), f(z) = cfile) + 2fa(a), 9(x) = cq1(@) + g2(a), hlx) =
ehi(z) + e2hy(z) et dy = ed} + e*d2 on ki(x), fi(x), gi(x) et h;(x) sont de degrés ¢, ny, ny et ns
respectivement, d # 0 est un nombre réel pour tout i = 1,2 et ¢ est un petit parametre.

Nos principaux resultas sont les deux Théoremes 3.1 et 3.2 .

3.2 Application de la méthode de moyennisation du pre-
mier ordre

Dans cette section, en utilisant la théorie de moyennisation du premier ordre, nous étudions

le nombre maximale de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire

g
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T = —y,y = x d’une classe de systemes différentiels de la forme

&= —y+eki(x)y, (33)

y=x— fs(fl(x) + g1(x)y + ha(z)y® + déy?’),

ol k1(z), fi(x), gi(z) et hi(z) sont de degré ¢, ny, ny et n3 respectivement, dj # 0 et € est un

petit parametre.

Théoréme 3.1

Pour |¢] > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent du

centre linéaire £ = —y,y = x en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre

= e {[22]1)

est

Preuve du Théoréeme 3.1

Pour appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre, on écrit le systeme (3.3) en
coordonnées polaires(r, ) ot x = rcos(), y = rsin(d) et r > 0.

Nous prenons

¢ ni n9 n3
ki(z) = Z e’ filx) = Zaixi, g1(x) = szﬁvi, hi(z) = ZC,:BZ
i=0 i=0 i=0 i=0

Le systeme (3.3) devient

( Y4 ni n2
7= E e;r ™t cos™™ Osin g — E a;r' cos' Osin @ — E bt cos® O sin? 0
=0 =0 i—0
n3
- g cir cos' sin® 0 — dir®sin* 6 |
=0
14 ni na (34)
) € i+1 W i il i+1 i1 [ o
0=1—— E r'Te; cos' Osin” 6 + E a;r*cos'™ 6 + E "7 b; cos'™ @sind

r
i=0 =0 i=0

= E cir'™? cos™ Osin? O + dir® cos 0 sin® 9) :

.
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Considérons maintenant # comme nouvelle variable indépendante, le systeme (3.4) s’écrit sous

la forme suivante

d
d—g = eFy(r,0) + 0(?),
ou
l ny n2
Fi(r,0) = Z e;rt cos™t Osin 6 — Z a;r’ cos' Osin @ — Z b;r' Tt cos® O sin? 0
i=0 . i=0 =0 (3.5)
— Z cir't? cos' O sin® 0 — djr® sin 6.
i—0
Alors

1 21t J4 n1 n2
=— E e;r 1 cos™ @sinh — E a;r' cos' fsin @ — E britt cos' Hsin? 6
i—0

21
0 i=0 i=0

n3
— g cir't? cos’ @ sin® 0 — dgr® sin? 0) db,
i=0

pour calculer I'expression exacte de Fo(r) nous utilisons les deux expressions (1.8) et (1.16).Nous

obtenons

) . ;
_ _ 21 i 91,2
R P2 Ty

ou a; = 3.5...(2i — 1).

Donc le polynoéme Fio(r) possede au plus \; = max { [%] , 1} racines réelles positives, alors le

systeme (3.3) a A; cycles limites .Par consequent, le Théoréme 3.1 est démontré.
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Exemple 3.1

Soit le systeme :

i =—y+e(y+ay+ 2%y),

= —¢e(z — 12y + 1022y — 162ty + 2y + 109°).

En coordonnées polaires (r,0) ou x =1 cosf, y =rsinfd et r > 0.

Le systeme (3.6) devient :

(F =¢(r? cos® @sin 0 + 12r sin® § — 107° cos® § sin® 0

+ 167 cos* fsin? @ — 10r° sin* 9),
0=1— E(7“ + 213 cos? fsin® 6 + r? cos O sin? § — 127 cos O sin §
r
+ 1073 cos® O sin § — 167° cos® fsin § + 107* cos O sin® 0).

\

Pour déterminer les cycles limites, on resout 1’équation
Fio(r) = r(=5r +6 +r).

L’équation (3.7) posséde deux racines positives r; = v/2 et 75 = /3.

D’apres le Théoréme 2.1 le systéme (3.6) a exactement deux cycles limites qui bifurques

des orbites périodique du centre linéaire x = —y,y = .
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3.3 Application de la méthode de moyennisation du deuxi-
eme ordre

Dans cette section, en utilisant la théorie de moyennisation du deuxieme ordre, nous étudions
le nombre maximale de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire

T = —y,y = x d’une classe des systemes différentiels de la forme

i =—y+eki(x)y + 2ky(a)y,
J =2 — 2 (file) + gu(@)y + ha(@)y? + dby?) (38)
=& (fol@) + ga(@)y + ha(2)y” + diy®) |

ot k;(x), fi(z), gi(x) et hi(z) sont des polynomes de degré ¢, ny, ny et ng respectivement, di # 0

telle que 1 <7 < 2 et € est un petit parametre.

Théoreme 3.2
Pour |e] > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent du
centre linéaire © = —y, ¥y = z, en utilisant la méthode de moyennisation du second ordre

e [ 7 ) ) 5 ) 5
it

Preuve du Théoréme 3.2

Pour appliquer la méthode de moyennisation du second ordre, on écrit le systeme (3.8) en
coordonnées polaires(r, §) ou x = rcos(f), y = rsin(f) et r > 0.

Nous prenons

V4 ni no n3
ka(r) = via',  folz) = piat,  galr) =) gat,  ho(x) =) sl
=0 =0 i=0 =0

2
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Le systeme (3.8) devient :

( l nl n2 n3
7 =€ Z e;r" ™ cos™ fsinf — Z a;r cos' fsinf — Z b cos' @ sin? O — Z c;r 2 cost O sin? 6
i=0 i=0 i=0 i=0
4 nl n2
—d(l)r3 sin? 0) + &2 Z v;r T cost™ O sin O — Zpiri cos' fsin 6 — Z gt cos® 0 sin? 6
i=0 i=0 i=0

n3
— g 57" cos' fsin® @ — d2risin® 6 |
1=0

l ni ng n3
6=1-° Z e;r 1 cost O sin? 0 + Z a;r’ cost O + Z br T costt O sin 6 + Z c;r 2 cos' ™ sin? 0
" \'=0 i—0 i—0 i—0
2 ) ) s ) . 12 . )
+ dyr® sin® 6 cos ) — - Z v cos® Osin? 0 + Z p;ir cost O + Z g cost™ B sin 6
i—0 i—0 =0

n3
+ E 57" 2 cos'™ fsin? O + dar® sin® 0 cos 0
=0

(3.9)
Considérons maintenant § comme nouvelle variable indépendante, le systeme (3.9) s’écrit sous
la forme
dr 9 3
Fri eFi(0,r) +e*Fy(0,7) + O(e?),
ou :

l nl n2
Fi(r,0) = E e;rt cos™t Osin g — E a;r’ cos' fsin @ — E bt cos® Osin? 0
i—0 =0 —0

(3.10)

n3
— E cir'? cos’ O sin® 0 — djr® sin 0,
i=0
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4 nl n2 n3
Fy(r,0) = E v cost™ O sin 6 — E pir cos' Osin ) — E qr" cos’ Osin? 6 — E s;r 2 cos 0
l nl n2
x sin® 0 — d?)r?) sin 0 + E e;rtcos’™ @ sin ) — E a;r" L cos'fsinf — E b;r* cos' 0
i—0 i=0

=0

n3 l nl
X sin? @ — E cir'™™ cos' @ sin® 0 — dir?sin? 0 | x E e;r 1 cost @ sin® 0 + E a;r'
i—0 i—0

i=0
n2 n3
x cos' T h 4+ Z bt cost O sin O + Z cir'™? cos™ fsin® § + dyr® sin® 6 cos 9) .
i=0 i=0
(3.11)
Pour calculer Fyy(r), prenant Fio(r) identiquement nulle ce qui equivalent a
(
b2 = —3(1(1), si 1= 1,
(3.12)
byi = 0, siogig[%} ot i 41,
\
En remplacant les expressions (3.12) dans (3.10) et (3.11) on obtient
¢ nl (%)
Fi(r,0) = Z e;r' 1 cos™ Gsinf — Z a;r" cos' Osin @ — Z baip 122 cos® T @ sin? 6
i=0 i=0 i=0 (3.13)
n3
— Z c;r' % cos’ Osin® 0 — dyr® (—3 cos® f'sin® § + sin* 6) .
i=0

30
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l nl n2 n3
Fy(r,0) = 5 v;r T costt O sin O — E pir cos' Osin § — E g cos' Osin? 6 — E s;rit?

¢ nl
x cos' @sin® 0 — dZr®sin* 0 + ( E e’ cos'™ O sin ) — E a;r""" cos’ fsin 0

=0 =0

n3
— E boi 17 cos® O sin? 0 — g cir' ' cos' @sin® § — dgr® (sin® 0 — 3 cos® fsin* 6)

¢ ("]

X E e;r'" ™ cos' @ sin® 0 + E a;rt cos™ O + E boi 172 cos® 2 O sin @

=0 =0 =0
n3
+ Z ¢ cos™™ Osin® 0 + dyr® (sin® 6 cos @ — 3 cos® §sin 9)) :
i=0
(3.14)
Alors
¢ [n2271
—F1 (r,0) :Zez (i + 1)r' cos™™ @ sinf — Za ir' ! cos' @sinh — Z boir1(2i + 2)r*H!
=0 =0 =0
n3
x cos® ™ §sin O — Z ci(i + 2)r"t cos’ @ sin® @ — 3r°dy(—3 cos® O sin® 0 + sin* 6).
i=0
(3.15)
Et

0
y1(0,7) :/ Fi(s,r)ds,
0

pour calculer I'expression exacte de y;(f,7) nous utilisons les expressions (1.11), (1.12),

(1.13), (1.14) et (1.15). Nous obtenons

14

: 1 : (1 .
91(9,7“) :;eﬂ“l-ﬁ-l (Z ) (1 — COSH—Z)) + ;airl (Z = (1 o COSH—I 0))

]

2 1 A
ba; 20 +1)6 — _ i+ g
T2 e et Z (e me
i sin(40) sin(20)
+i+3005+39>—r3dé< s :

(3.16)

.
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ou
N Vil — Vi1, 0<1<0,
Vil =
—Yi+1,0 l=1+1.

Maintenant, nous déterminons la fonction correspondante

Fy(r) = leo(r) + F220(7")a

telle que
. 1 2w d
Fy(r) = Py i JFl(r, 0)y1(6,r)do,
) 1 27
F(r) = 5~ /O Fy(0, r)do.

Dans les Lemmes qui suivent, nous calculons les intégrales Fy,(r) et Fi(r).

Lemme 3.1

L’intégrale Fi,(r) est un polynome de la variable r donnée par

£—17ng2—1 nyqyng—1 ngqng—1
(51 5] 5] [=5—] 5] [=5—]
F210 (T) _ T2z+2j+3M + r2i+2j+1M + 7,22+2]+3M
=0 7=0 =0 45=0 =0 j5=0
[5) (%5 (%3]
+ TQH_SM + Z T2i+3M + Z r2z+5M ’
=0 1=0 =0
ot i+1
(J + Daigjio . — .
1 =€24102;541 ((22’—1—3)2”1+2(i+]’+3)! (Z—i— );7,1 1
. i+1
—(J + Daiyjn N -
2T <(22 T2+ 12 Z;W 4

—(5 4+ 1)(10i + 45 + 15) v 11 AR

M; :CZiijJrl (

=0

Yo 2K, — Ky
M4 :egi(Q’i + ]_)d(l) ( Q + 2i+1,1 2 +172) ’

2i13(j + 3)] 16
. 9a; Kait12 — 2Ksi110
M5 =a9;41(2i + 1)d} | — ’ =,
s =120 +1) °<2z+3(z'+3)!+ 16
B L[ (907 + 45) oy : Kaiv12 — 2Kai111
M6 —CZH-ld() (m + (22 + 3) 16 .

& 1Y 50
G D@ i+ Ot ) > AuCi

(3.17)

N .
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Preuve 1 Des expressions (3.15) et (3.16) nous avons

. 1 2 d
For) =5 [ SR (0.5)a8

_ ZZ:ZZ: . .Ti+1(j+1)/ I 0 sin OdH — ZZ Hjj /Qﬂcosjﬁsiné’dﬁ
“or gy fy 0 i)

=0 7=0

¢ i+2j+2(945 1 9 n3 z+j+2 92
S DI i C >/ s sin? 08— 33 ey U )

i=0 =0 <Z+2) 0 =0 j=0 Z+2)

2w i+3 2r £ L
X /0 cos’ fsin® 0df) — Z e 3: %) d(l)/O (—3cos®fsin® 6 + sin* 0) df — Z Z eie;

i=0 j=0

i+ 1 pitly 2w o
o ' (J+1 / cos" 7+ 0 sin 0df — E E eza] J / cos' T2 9 sin Od6
(l + 2) 0 + 2)

=0 7=0

+Z

Pit2i+2(95 4 9 n3 z+]+2 9
62b23+1 ( J+ ) / H—2J+3981n 0do + Zzez ¢ ] + )
0

i—0 = (1 +2) == (i +2)
! 37“““3 2 , ,
/ cos'12 9 sin® 0dO + Z / (—3 cost* @ sin? 0 + cos™? Hsin? 0) df
= 0
ny

‘ piti 2 AN} piticlyorEmo
Zaze] )/o cos”l@smﬁdﬁ—l—zz:ala] ) / cos’ 0 sin 6d6

=0 7=0 1=0 7=0

Ti+2j+1(2j + 1) n3 z+]+1 ] + 2)
+ a;bo; , / cos?t1 0 sin? 0dH + a;c
i=0 j=0 v (i+1) 0 ; ]ZO !

2 21 ni i+2 2T
X / cos’ O sin® Hdfh + / cos’ O sin® dbh — Z al 31" )dl / (—3 cos? 0sin? O + sin* 9) do
0 0

ni 4 z+_7 ] + 1) o ny ni z+] 1] 2 i .
+ 2 JZ aej————— D) /0 cos' 74 0 sin Adl — ; Z a;a j it 1) / cos'I T 9 sin Odl
ni [n 2 ] i+25+1 n1 N3 H— +1
r (2J+2)/ i+2542 J ]+2)
— a;baj 1 : S22 0g6in? 0dh — Z Z a;c;
i=0 =0 (Z + 1) 0 =0 =0 Z + 1
27 n1 37,1-',-2 27 ' '
X / cos" ™t 9 sin® 0df — Z al | )alO / (=3 cos™™ @sin” 6 + cos! sin* 0) df
0 0
[n227l L i+1 o2 [n2271] n1
Z boit1€; Z Fpar T2 (5 4 1) / sin(20 4 1)6 sin 0 cos’ ™ 0d6 + Z Z boit10;
=0 j=0 1=0 0 i=0  j=0
i+1 [*%=] [*%] i+1
X Z ittty / sin(20 + 1)@ sin 6 cos’ 6d6 + Z Z bait1baj11 Z it
=0 7=0 =0

s
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[n2_1] i+1

2m 2m
X(7 + 2)/ sin(20 + 1)6 sin” § cos™ ™ 0df + Z Z boit1€; Z%ﬂ‘mﬂ”’(j +2) / sin(2] + 1)
0 0

=0 j=0 =0

[n2_1] i+1 o
x 0 sin® 0 cos’ 0dO + Z boi i1 Z Y, 132y / sin(2] + 1)0 (—3 cos? sin? 6 + sin* 0) do
0

=0 =0

P 4 1) " R A B
—2220146] @—1—3)/ cos’ 9s1n9d9+22202a]m/0 cos’ 6 sin 6dO

=0 5=0 =0 5=0
s 125 242 ns ns 1 2

Z Z rT(2) 4 2) 2j+1 3 Z G E2) [T
+2 Czb2]+1 Z )(Z T 3) . cos¥T 0 Sln 0do + 2 Czcjm ; cos’ 0

=0 5=0 =0 j
pitd L[ Y » ¢ pitit2(5 4 1)
X sin 9d0+6zqmdo/o (—3cos? Osin 0 + sin ) d9+;;ciejw
27 n3g ni z+]+1] 27 o n3 [n22_1]
" / os? 242 gsingd — > e D) / cos™ I sin 0d0 — Y~ > eibajen
0 i=0 j=0 ¢ i=0 j=0

i+2j+3(95 1 9 ns "3 z+]+3 2 L
(2 1) / os 2 gsin? g — 303 ey I+ 2) / cosi i1 fsin® 0df
(i+1) 0 = (i+1) 0

n3 3pita 2 ' ' ng £ Ti+j+3( j+1)
— ) ¢— d° / —3cos™t30sin? 0 + cos Osin* 0) do — cie;———2
(1) 0y ( ) ;);0 i+ 3)
(%]
27 n3 ni 2+]+1] 2 o ns 2
X / cos™ 4 9 sin 0dh + Z Z cla] 3 / cos 3 O sin OdO + Z Z Cibaji1
0 i=0 j=0 (i +3) i=0 j=0
i+2j+3(95 19 ns "3 z+J+3 2 L
N (25 + )/ 05t +2i+4 g gin? 9d9+zzcm (+ )/ cosi T3 0 sin 0do
(Z + 3) 0 i—0 j—0 Z ‘l’ 3 0
e 2 ‘ . 1, < Y
+> ¢ ) 3d; / (—3cos' @sin® 6 + cos™ O sin* 6d6) — gd(l) Z e;(j+ 1)rits / cos’ 10
- 2 0 . 0
=0 7=0

n [*2%]
1 1 ] 27 ) 1 ]
x sin(46) sin 0d0 + —d; E a;jrit? / cos’ 0sin(46) sin OdO + —d, E baji1(27 + 2)r2H
8= 0 5=

27 ] 1 n3 ] 27 ) 27
X / cos™ ™ 0 sin(46) sin® 0df + gdé Z ¢;(j +2)r / cos’ 0sin(46) sin® 6d6 + gdéﬁ /
0 = 0 0
29 .2 - -4 L . : i [ e g
x (—3cos® @ sin(46) sin® 0 + sin(49) sin 0) df + Zdo Z e;(j+ 1)r i cos’ ™ fsin 0 sin(26)d

=0

!
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ng—1
1 ny . or . 1 [ 2 ] . 2m .
— —dg > ayjrit? / cosJHSinQSin(%’)dQ—Zdé > by (25 + 2)r¥ / cos¥*1 P sin® 6

470
=0
3 n3 ) 2T ) 3 2
x sin(20)d6 — > oG+ 2t / cos’ §'sin’® 0sin(20)d6 — ~dgr® / (—3 cos? @ sin”  sin(26)
=0 0 0

+ sin® 0sin(26)) d6.

Pour simplifier expression de Fy,(r), nous utilisons les expressions (1.8), (1.9) et (1.10)

on obtient
=] ["2 1] (27 +2) Qg jg2 ] 9(2¢ + 1)y
F ; b 2142543 _ 1) —d 2i+3 1
20(r Z; ]z% CoH1D2 T (20 +3) 277 ¥3(i + j + 3)! 0; 2098 (i + 3)

5] [*%] , (5]

Y 274+ 2 leY 9(2i 4+ 1
B 3 a%ijHTzwsz( j+2) i+j+1 - dh Z a9 23 A2 Dai )

: 204 1) 2H3+2(3 + 5 + 2)! 2Z+31+3
=0 j5=0
NS 0512 4 i ] 1] o
= > ) baiviegin 5 PPN YC+ Y boi1azijr* TN "0
=0 =0 1=0 i=0 =0 1=0
(2] [3] 012 ., B o e
+ b2i+102j 5 r21+2]+3 Z ;?Z',lci,l o Z Z c2ib2j+1r2l+2j+3m
=0 =0 1=0 =0 j=0

=]

L 29(2i 4+ 1Day o 2742
w il Z 62i+1r27’+57( i+ Do + Z Coibajypr? AT (2j +2)

. 1 0 13/, | 2i+5+3(9; 1 3)
(i+j+2) pare 243(i +3)! - — = 2047+3(2i + 3)
it ig2 [”3*1] 921 +3)(2i+ 1)y 1 ]
i+j+ ; j
X m Z 622+ 21+5 2Z+4<Z + 3)| ! - Edé Z 62](2] + 1)7”2]+3K2j+1,2
! =
np—1 n3—1
11[2] , 2j+3 1 = ' 2j+5 72 L
+ Edo Z a2j+1(25 + 1)r > Koj 12 + 16d c2j41(27 + 3)r Koji12 + gdo
j=0 J=0
4] ] [5]

. ; 1 . ; 1
X Y e(25 + )r¥ TRy 1y — 35 D aza(2i + Dr P K - 5 > @
=0 =0 j=0
X (2j 4 3)r¥ T Koji1 1,
(3.18)

ST N
N . 2224
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ou Ciy, Ciy Ky, K sont des constantes non nulles .

Pour une expression plus simplifiée de (8.18), on obtient le polynome (3.17)

Lemme 3.2

L’intégrale Fi (r) est un polynome de la variable 7 donnée par

[%2] N 5 (52 [22]
2 _ .20 i 9 52 2 2i+25+3
Fy(r)y=—r qur —2i+1(i+1)! + 8d0'r + ‘ . r Ny
=0 =0 j=0
(5] (22 [2270] 58 (5]
4 P22 P22 +ZT22+3N (3.19)
i=0 ;=0 i=0 ;=0 i=0
[n1271] [n3271}
+ Z r21+3N5—|— Z r21+5N’
i=0 i=0

ou

_ (i +J)igjs
N1 = e2i41b2j 1 (2i+j+2(i+j 3 )

o — it j+1
N2 = tzibojs (2i+j+1(z‘ +j+ 2)!) ’

=311
Ns = baivacy <2i+J’+2(i +j+ 3)!) ’
—6d} (7% + 1)ay
N4:€2i( 40<Z,+)a),

2z+2(Z + 3)[
dy(6i + 6)a; 1y
N - 7 —0. .
Ng = i1 ( 2”3(2' +4)! .
Preuve 2 De l’expression (3.14) on a
1
Fy(r) = —
20l 27T
1 o i+l g S N S i+1 a2
=5 cos'™ O sin 6df — Zpﬂ“ cos’ 0 sin 6df — Zqﬂ‘ cos’ 0 sin” 0do
- 0 < 0

2
e / cos' 0sin® 0df — dr® / sin? 0df + Z Z eje r T / cos T sin® Hdl
0 0

i=0 i=0 j=0

—
Lo SHR . 2
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o V4 [n22—1] 27
+ Z Z €; aj / cost 2 9 sin HdO + Z Z eib2j+1ri+2j+2 / cos' 2713 9 gin? 0dp
i=0 j=0 i=0 =0 0
l ot 4
+ Z Z eicyr Tt / cos' ™3 O sin® 0dO + d} Z er' ™S / cos't? @ sin* 0dO — 3d; Z eir't?
i=0 j=0 i=0 0 i=0
o o ni o
X / s 0 sin® 0dH — Z Z a; e] / cos"™ T @ sin® Hdh — Z Z a;a; piti—l / sin 0
0 =0 7=0 =0 7=0 0
ng—1
m "] o i o
x cost It dph — Z Z eibyjpr T / os T2 0gin? 0dh — Z Z a;cjrtitt / costit2g
i=0 =0 0 i=0 j=0 0

[n271
2

ni 2 ni 27 ] 4
x sin® 0df — d Z a;r't? / cos'™ @ sin® 0dO + 3d} Z a;rt? / cos' ™ O sin? 0df — Z
i=0 0 i=0 0 i=0  j=0
(%]

27 ni 27
X b qe;r2iIT2 cos? It g gint 0dh — by qarHtIiTt cos? 12 9 sin? 0db
+1%g +1%y
0 0

i=0 j=0
ng—1 ng—1 ng—1
[ 2 ] [ 2 ] 2 [ 2 ] ns3 2T
o b2i+1b2j+1r2z+2]+3 / COS21+]+3 Ja Sin3 0do — E E :b2i+lcj,r2@+2]+3 / COSQz+]+2 4
i=0  j=0 0 i=0 =0 0
[*%]
o
x sin® 0dO — d E b2i+1r2”+4/ s% 72 9 gin® 6do — E E cie;r T2 / cos™™ 6 sin® 0do
i=0 0 i=0 j=0

(%]

n3 ni n3 2 21

- E E ca rlﬂ“/ cos™ Mt g sin® 9do — E E cib2j+1r’+2j+3/ cos' 2112 g gin? 0dp
0

=0 j=0 =0 j=0
n3 n3 n3 21 n3
— Z Z cicjrttITe / cos' ™12 §sin® 0d0 + 3d;, Z cirttt / cos't3 0 sin* 0dO — dj Z cirttt
i=0 j=0 0 i=0 0 i=0
2T ¢ 2T n1 27
X / cos"™! 0sin® OdO — dj Z e;jr s / cos’ 0sin® OdO — dj Z a;rit? / cos’t* 0 sin §df
0 o 0 s 0
[”22—1] 2T n3 2T 27
—d; Z b2j+1r2j+4/ cos™ 2§ sin® 0dO — d Z erj+4/ cos’t 0sin® 0d6 — dyr® /
s 0 s 0 0
2m ni
x cos 0 sin” 0df + 3dyr® / cos® 0 sin® 0d6 + 3d, Z e;rits / cos’? @ sin® 0d6 + 3d; Z it
0 pare

27 [”22_1] 27
X / cos’ 3 Osin® 0df + 3dy Y bojear™ / cos¥** @ sin® 9d0—|—3d120]rj+4 / cos’3 0
0 0

J=0

2 2
x sin* 0dOdsr? / cos® §sin® 0d6 — 3dyr® / cos’ f sin® 9d9> ,
0 0

— Leedl
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nous utilisons les deux expressions (1.8) et (1.16) nous trouvons

[22] (2]
F2(r) = —r . Sdir? Z
=0

w3

(4]

2t ) ) 2i+25+3 i+j+2
427 2+1(i 1 1) €zz+1523+17“ ( o
i=0

22+J+3(Z‘ +] + 3)]

n

3d10él i 3d 0% 7
+zew2@+3(%;;) zew(wgg) 5 S byt

=0 j=0
Ll
Oéi+j+1 2i+3 3d Oéz_A'_l 243 3d az+2
X (2i+j+2<l +] + 2 > Z Q24417 (21_‘_3 7, I 3 ZZ: a2;4+17 21—&-3(2 n 3)
[n2271] [%] s X [”2 1] [7%1]
_ b2i+162j+lr2i+2j+3 ( — i+j+ ) Z baii1as;T p2it25+1
i=0  j=0 2HIH3(4 + 5 + 3)! = =
N N . Sy
— i+j+ b2i+162jr2z+23+3 - 'H-J—i-. B
2H+2(4 + 5 4 2)! ~ = 9 H+3(1 + 5 + 3)!

”3

1
. 3 iy 9dbai s 2
X Coibos 7,21+2]+3 i+ Co; T22+5 _ J%o%i+2 Co;
2i02j+1 2Z+J+3(Z—|—j+3 E 2i+1 21+4 i+ 5)! ,Eo 2i+1

- 15dya 15d;a 3da
2i+5 i+1 25+3 J 2543 Jj+1
s (o) zew (WM) z (o)

2735 + 3)!

Ll Ll
15dya 9dcx
i 2045 Jj+1 25+3 Jj+1 2j+3
z ™ (Gt ) + zew (WM) z
[5~]

Bdporjio 2j+5 9Idgorjvo

7=0
(3.20)
Pour une expression simplifiée de (3.20), on obtient le polynome (3.19).
D’apres le Lemme 3.1 et le Lemme 3.2 nous avons
Fao(r) =Fy(r) + Fyo(r),
() N (554175 [551) [73]
_ .21 i 2142543 2i+2j5+1
=—r ' qoiT —2”1(@'4—1) + r Tl—i—' ' r T,
=0 =0 7=0 =0 j5=0
(%2 (5] (5] (M= (4=
+ ZTQH—Q]-H’)T + Z 21+3T + Z 21—|—3T + Z 2’L+5T
=0 j=0 =0 =0
(3.21)

— Leedl
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ou
. i+1 o
(J + Davigjro , =y (i + J)iyjs
1= €2i+1 2j+1<(2i+3)21+]+2(i+]’+3)! (i + );7,1 ,l+2l+]+2(z+j+3>!
. i+1
_(.] + 1)ai+j+1 . - ~ Ay jt1

Ty = asg;bs; : I T — i1Cil — s ;

2 = Q20241 ((22—1—1)2”3“(@—%]—#2)! —l—z;'yJ ! 2+ (§ + 5+ 2)!

. . . i+1
—(] -+ 1)(1OZ + 4] + 15)067;4_]'_;,_1 . i . = 3ai+j+1

T3 = co;ba; — 1 i1Cil — =— ; - )

37 2l <(22’—|—1)(2i+3)22+ﬂ+2(z’—|—j+3)! i+ )g'y” LT 92 4 j 1 3)!

. 9a; 2Koi1,1 — K12 6(i* + 1)ay

Ty = exdy | (20 +1) | = ’ =) - =

4= c2b (( i+1) (2”3(2' 3t 16 2+2(; 1 3)! )’

) 9o Koiv10 — 2K9i412 (67 + 6) iy

Ty = ag;qdd (20 +1) [ — : : A A AR

5 = G2i+1f (( v )(2”3(@‘—1—3)! * 16 212(i + 3)! ) )

904 + 45)c; , Koiv1a — 2Koi111 6(18i + 12) a4

Ts = Coipr1dy (— 20+ 3 : : : .

6 = 2it1% ( Gy AT < 16 2743 (; + 4)!

Donc le polynéme Fyy(r) possede au plus
. N9 {—1 n2—|—1 s TL2—1 n2—|—1 ng £+2
AQ_maX{l’[T]’{ 2 }+[ 2 }[ﬂj{ 2 }{ 2 }Jr[?]{ 2 }
n1—|—1 n3+3
2 ’ 2 ’

racines réelles positives, alors le systeme (3.8) a Ay cycles limites .

Par consequent, le Théoreme 3.2 est démontré.
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Exemple 3.2

Soit le systeme :

/

' e (y+ sy + oty + e (zy)
r = — =T xr X
Y v+t Y Y)
. 1 32 32
§=x—¢ <—32 + 5o — 32wy — 377y — 2’y +y* +ayt + —27x2y2 + y3> (3.22)
4343 10403
_ 2 _ 2, 4 2.2 3
\ €<y 96xy 2592xy+xy —i—y).

En coordonnées polaires (r,6) ou z = rcosf , y = rsinf et r > 0. Pour déterminer les

cycles limites, on resout 1’équation
1 7 49
Fyo(r) =r (—7“6 ——rtt —r? - 1) . (3.23)

L’équation (3.23) posséde troix racines positives r; = 1,79 = 2 et r3 = 3.
D’apres le Théoréeme 2.2 le systeme (3.22) a exactement troix cycles limites qui bi-

furquent des orbites périodique du centre linéaire © = —y,y = x.
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4.1 Présentation du probleme et résultats principaux

Dans Darticle [8], les auteurs ont étudié le systeme suivant

=y —qg(x)— fi(z)y, (4.1)

y=—x—g(x) — fo®)y,

ou g1(z) = egn (), fi(z) =efu(r), ga(x) = €gar(z) et fo(z) = £ga1(x) sont des polynomes de

degrés k, ¢, m et n respectivement, et € est un petit parametre. Ils ont prouvé que le systeme
) k—1 n .. . , . .

(4.1) peut avoir max | [5} cycles limites en utilisant la théorie de moyennisation

du premier ordre.

Dans ce chapitre, on va utiliser le Théoréme 2.1 du chapitre 2 afin d’étudier le nombre

maximal de cycles limites pour une classe de systemes différentiels de la forme

&=y —qlr,y) - filz,y)y, (4.2)

y = —T— g?(x7y) - f2<$,y)y,

ou gi(z,y) = egu(r,y), filr,y) = efu(x,y), 92(x,y) = ego1(z,y), f2(x,y) = efar(x,y) sont des
polynomes de degré k, /, m et n respectivement de variable = et y, et € est un petit parametre.

Notre resultat est le suivant

Théoréme 4.1
Pour |e] > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites du systeme
différentiel (4.2) qui bifurquent un centre linéaire & = y, y = —x en utilisant la méthode

de la moyennisation du premier ordre est

e[ o) ) )

4.2 Preuve du Théoréme 4.1

Pour démontrer le Théoreme 4.1, on utilise la méthode de moyennisation du premier ordre.

i
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Nous écrivons le systeme (4.2) en coordonnées polaires (r,60) ou x = r cos(f), y = rsin(f) et
r > 0. On écrit les polynomes gi11(x,y), g21(z,v), fi1(x,y), f21(x,y) apparaissant dans (4.2)

comme
k

gn(z,y) = D aga'y’,  ga(z,y) Z 'y’

z+] 0 i+75=0
fll X y Z bzyfvy ) f21 X y Z dmxy
i+75=0 i+75=0

Telle que

x(y —egn(z,y) —efulr, y)?/) + y( —x —egn(x,y) — e fal(x, y)y>
T
—€ (xgll(x, y) + zy fri(x,y) + yga (2, y) + y?gu(x, y))

r

P =

=—c ( cos 0g11(z,y) + rcosOsin b f1,(x,y) + sin Oga1 (2, y) + rsin? g1, (x, y))
k ¢
=— 5( Z ai;r7 cos"™ ! O sin’ 6 + Z bijr T cos"™ O sin? T 0
i+j=0 i+j=0
m n
+ Z cijr't7 cos' O sin? 0 + Z dir 7T cos’ @ sin? 12 9) ,

i+5=0 i+7=0

et

x( —x —egor(x,y) — efn(z, y)?J) - y(y —egu(r,y) —efulz, y)y>

b =

r

-z — P — €($921($7 y) + 2y fa(z,y) — ygu(z,y) — > fu(z, ?J))

r2

=—1- £<$g21($>y> +zyfa(z,y) —ygu(r,y) — Z/an(%y))

=—1-— —( Z aijr'7 cos' @ sin/ 1 O — Z b7t cos' O sin? T2 0
i+35=0 i+7=0
m n
+ Z cijr"7 cos'™ Osin? 0 + Z dir 7 cos™ ! @ sind T 0).
i4j=0 i+5=0
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Par conséquent, le systeme (4.2) devient

, k ¢
F=—c¢ g aijr7 cos™ ! O sin 6 + g bijr 7t cos™ O sin T G
i+j=0 i+§=0

m n
+ E cijr't7 cos’ O sin? ! 0 + E dir 7 cos O sin? 1?0 |

i4j=0 i+5=0
k ¢
h=—1-°|{— Z a;r" cos' O sin’ T O — Z bijr T cos' O sin? T2 0
" i+j=0 i+j=0

m n
+ E cijr'7 cos'™ Osin? 0 + E dir 7 cos™ O sin? T 0
i+5=0 i4+35=0

D’apres le dévelopement de taylor on a

1
=1—z+ o(z?) |zl < 1,
1+
ou
5 i ‘
r=—1|— Z aijTH_J cost @sin’tlh — Z bijrz—i-g—i—l cos' O sind 29
i+j=0 i+j=0
m n
+ E : CijTH—J COSZ—H 0 sin? 6 + E dij,rz—l—]-i-l COSZ—H 0 Sinj-i—l 0 ’
i+j=0 i+5=0
donc
dr
2
— =cFi(r,0) + O (¢%),
do
ou
k ¢
Fi(r,0) =¢ g aijr7 cos™ ! @ sin 6 + E bijr 7t cos™ O sin/ T 9
i+j=0 i+j=0

m n
+ g cijr”” cos' Osin’ 19 + E dijr“”“ cos' Osin’*2 6
i+5=0 i+5=0
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Soit Fio(r) 'équation moyennée du premier ordre associée au systeme (4.2).

En utilisant la notation introduite dans le chapitre 2, on calcule

1 2
FIO(T) = — Fl(r, (9)d(9,
2m J,
alors
1 [ E L . ¢ w . ‘
Fio(r) =5 / E air't cos'™ 0sin’ 0 + E bijrzﬂﬂ cos't @sin’t o
s
0 i+j=0 i+j=0
m n
+ g cijr™t7 cos’ O sin?th 0 + E dijr 7 cos O sin? 120 | db.
i+5=0 i+5=0
Avec
mo g Ty sid impair et j pair
cos"™ " fsin’ Odh =
0 0 sinon,
2 il e i1 mfi; sl iimpair et j impair
cos ™ Asin’ T Ado =
0 0 sinon,
mo 1 md;; sl pair et j impair
cos' Osin’ " 0dh =
0 0 sinon,
o S ..
S Ty S11 pair et ) pair
/ cos' @ sin’ 2 dh =
0 0 sinon,
on obtient
1 k ¢
_ i+j itj+1
Fio(r) =5 E aijogrt™ + E bijBijr'™
i+j=0 1+7=0
4 impair, j pair i impair,j impair
m n
2 : itj } : itj+1
+ cijéijr J + dl-j’yijr J
i+j=0 i+5=0
i pair, j impair ipair,jpair

Donc le polynéme Fio(r) possede au plus
\ k—1 l m—1 [n]
— m _— — _— —
S U I B Y B BRI R

Alors le systeme (4.2) a A3 cycles limites. Ceci complete la preuve du Théoréme 4.1.

racines réelles positives.

— Leedl
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chapitre 04

Exemple 4.1
Soit le systeme
T =y —e(=2x+ 10zy* — 5x3y* + zy?),

j=—v—cay,

L’équation moyennée du premier ordre est

Fio(r) = ir (r* —5r* +4),

qui a exactement deux racines positives r; = 1 et ro = 2. Nons concluons donc que le

systeme (4.3]) a deux cycles limites.




Conclusion et perspectives

Dans ce travail, la méthode de moyennisation d’ordre 1 et 2 a été utilisé pour analyser le
nombre maximum de cycles limites dans certains systemes différentiels polynomiaux en deux
dimension .

Cet effort s’inscrit dans la résolution du 16"¢ probleme de Hilbert qui porte sur la
détermination de ce nombre de cycles limites .
A 1’avenir, la méthode de moyennisation d 'ordre 2 sera appliqueé a un systeme différentiel

pérturbé, formulé par I’ensemble d’équations

&=y —q(r,y) — filv,y)y,
y=—r—g(z,y) — f2(z,y)y,
o gi(x,y) = egu(z,y) + gi12(x,y), filz,y) = efuulz,y) + € fra(x,y), g2z, y) = egar(z,y) +

e2gaa(2,y), folx,y) = efor(x,y) + €2gaa(x, y) sont des polynomes de degré k, £, m et n respecti-

vement de variable x et y, et £ est un petit parametre.
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