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Résumeé

Ce mémoire propose une étude approfondie d'une certaine formule de quadrature de
Gauss connue sous le nom de 2-points Left Radau, permettant de déterminer des estima-
tions d'erreurs 3 la fois dans le cadre classique ainsi que le cadre fractionnaire. Pour cela,
nous introduisons deux nouvelles identités clés qui servent de base pour établir des estima-
tions précises pour les fonctions dont la dérivée premiére en valeur absolue est s-convexe.
En utilisant ces identités, nous développons des inégalités spécifiques qui permettent de
quantifier I'erreur d'approximation. Enfin, nous présentons quelques applications pratiques
pour mettre en évidence |'efficacité de nos résultats.



Abstract :

This thesis proposes an in-depth study of a certain Gaussian
qguadrature formula known as 2-point Left Radan, allowing to
determine error estimates both in the classical Framework as well as
the fractional framework. For this, we introduce two new key
identities that serve as a basis for establishing precise estimates for
functions whose first derivative in absolute value is s-convex. Using
these identities, we develop specific inequalities that allow us to
qguantify the approximation error. Finally, we present some practical
applications to highlight the effectiveness of our results.
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1 Notions de base

1.1 Introduction

La théorie de I'approximation des intégrales traite des méthodes permettant d'estimer la
valeur des intégrales définies, qui sont utilisées pour déterminer |'aire sous une courbe. Les
méthodes les plus courantes pour approximer les intégrales sont les techniques d'intégration
numérique, telles que la méthode des trapézes, la méthode de Simpson et la quadrature de
Gauss. Ces méthodes se basent sur |'approximation de |'intégrale comme une somme de
fonctions simples, telles que des rectangles ou des moyennes pondérées, et sont largement
utilisées dans diverses applications, notamment la résolution d'équations différentielles et
les simulations de Monte Carlo.

|'exactitude de ces approximations peut étre estimée a |'aide d'inégalités intégrales
(ou bornes d'erreur), qui fournissent des limites supérieures et inférieures pour |'erreur de
I'approximation. Le choix de la meilleure méthode d'approximation pour un probléme donné
dépend de plusieurs facteurs, notamment la nature de I'intégrante, la précision requise et
les ressources informatiques disponibles.

L'une des stratégies les plus connues pour |'approximation des intégrales est |'approche
de Newton-Cotes. Les régles de quadrature de type Newton-Cotes sont basées essentiel-
lement sur l'interpolation polynomiale par laquelle I'intégrale d'une fonction ¢ donnée est
approchée a l'aide de l'aire de rectangles ou de courbes paraboliques. Elles sont simples
et faciles & mettre en ceuvre, et elles sont souvent utilisées comme point de départ pour
des méthodes plus avancées. Cependant, elles sont généralement moins précises et moins
efficaces que la quadrature de Gauss. L'exactitude des régles de Newton-Cotes est limi-
tée par le degré du polyndme utilisé pour approximer |'intégrante, et elles ne conviennent
pas bien a I'approximation des intégrales de fonctions présentant des singularités ou des
discontinuités.

En revanche, la quadrature de Gauss utilise un ensemble de points et de poids soigneuse-
ment choisis pour approchée |'intégrale, et elle est particulierement adaptée a |'approxima-
tion des intégrales de fonctions réguliéres. La quadrature de Gauss nécessite généralement
plus de calcul que les régles de Newton-Cotes, mais elle fournit une approximation plus
précise et est souvent utilisée dans la résolution d'équations différentielles et d'autres ap-
plications nécessitant une grande précision.

En outre, la théorie convexe est un sujet remarquable qui a été utilisé dans de nombreux
domaines de la théorie de |'optimisation, de la physique, des systémes énergétiques et
des applications de I'ingénierie [18]. Les inégalités possédent un modéle mathématique
intéressant en raison de leurs applications significatives en calcul traditionnel, en calcul
fractionnaire, en calcul quantique, en ensembles fractals, etc. Récemment, de nombreux
mathématiciens se sont consacrés a |'étude des inégalités et des propriétés associées a la
convexité. Cette idée est liée a |'évolution de la théorie des inégalités, qui est un outil clé



pour étudier les estimations d'erreur des formules de quadrature, voir [2, 3, 4, 5, 13, 24, 25].

Enfin, il convient de mentionner que la théorie des inégalités intégrales est étroitement
lice a la notion de convexité. La convexité représente un sujet remarquable qui a trouvé des
applications dans de nombreux domaines de la théorie de |'optimisation, de la physique,
des systémes énergétiques et des applications de I'ingénierie.

En résumé, cette étude explore les liens entre la théorie des inégalités intégrales et la
convexité, mettant en évidence |'importance de la convexité dans la résolution de problémes
d'optimisation et |'analyse des erreurs d'approximation des intégrales. Elle contribue ainsi a
une meilleure compréhension des fondements théoriques de ces sujets et a leur application
dans divers domaines de la science et de |'ingénierie.

1.2 Préliminaires

Dans cette section, nous allons présenter quelques définitions et propriétés fondamentales
lices a la notion de convexité et au calcul fractionnaire, qui sont essentielles pour notre
étude.

Nous rappelons qu'une fonction @ : I — R est convexe si, pour tous u, v € I et tout
t € 10,1] (voir [18]), nous avons :

ltp+ (1= ) < to(p) + (1 — ().

De plus, pour une valeur fixée s € (0, 1], une fonction ¢ : I C [0, 00) — R, non négative,
est dite s-convexe dans le second sens si

tp+ (1 —tv) < p(p) + (1 — )% (v)

est vérifiée pour tous p, v € I et t € [0,1] (voir [1]).

Cette définition de s-convexité est cruciale pour notre étude. Elle permet de caractériser
les propriétés des fonctions que nous examinerons dans le cadre des inégalités intégrales et
de leurs applications.

Définition 1.2.1 ([10]). Soitv € L[a,b]. Les intégrales fractionnaires de type Riemann-
Liouville I¢.4) et 1“4 d'ordre o > 0 avec a > 0 sont définies par

x

I8 () :ﬁ/ (z—t)* " p(t)dt, z>a
b

I b(e) = / (t— ) L et)dt, b a

T

(0.9]
respectivement, ot (o) = [ e 't*1dt, est la fonction Gamma et I%4p(x) = I} ¢ (x) =
0

().



Définition 1.2.2 ([10]). La fonction beta est définie pour tout nombres complexes x,y
tels que Re () > 0 et Re (y) > 0, comme suit

1

B(z,y) = / (1= g = SR
0

ou I' (.) est la fonction Gamma.

Définition 1.2.3 ([10]). Pour tout nombres complexes x,y tels que Re(xz) > 0 et
Re (y) > 0. La fonction Beta incompléte est donnée par

R

B, (x,y):/tx_l(l—t)yldt, k<l
0

Définition 1.2.4 ([10]). La fonction hypergéométrique est définie pour Re(c) > Re(b) >
0 et |z| < 1, comme suit

1

/ (1—8)"1 (1 —2t) “dt,

0

oF (a,b,¢;2) =

ouc>b>0,|z| <1etB(.,.) est la fonction Beta.

Définition 1.2.5 (Inégalité de Holder [8]). Soient 1) et ¢ deux fonctions continues sur
la,b] C R, alors on a

1
/w Bt < /w PPt 70;(15)% q,

pour tout p,q > 1, tels que % + é = 1.

S A L

Définition 1.2.6 (Inégalité "Power mean" [3]). Soient 1 et ¢ deux fonctions continues
sur [a,b] C R, alors on a

7w<t>¢<t>dts ﬂ(t)dt / bBordt |

pour tout p > 1.

=



L'objectif de ce mémoire est d'établir des estimations d'erreur pour une régle de qua-
drature de type Gaussienne, a la fois dans le cadre classique et le cadre fractionnaire.
La formule spécifique étudiée est appelée formule de Radau & 2 points, introduite par R.
Radau dans l'article [19], et est définie comme suit :

[ 0= 155 o @) + 30 (552)) + € @),

ou & (1) représente |'erreur d'approximation.

Dans cette optique, nous commencons par démontrer une nouvelle identité intégrale
pour la formule considérée. En utilisant cette identité, nous établissons ensuite certaines
inégalités de type Radau a 2 points pour les dérivées s-convexes. Des applications aux
moyennes spéciales sont fournies a la fin.

Ce mémoire est organisé comme suit : le chapitre 1 est consacré a |'introduction et
aux préliminaires, ol nous posons les bases nécessaires pour notre étude. Le chapitre 2
est dédié a |'estimation de I'erreur de la formule de Left Radau a deux points dans le cas
classique, avec des inégalités spécifiques pour les dérivées convexes. Le chapitre 3 étend
cette estimation d’erreur au cas fractionnaire, en développant des techniques adaptées au
calcul fractionnaire et en établissant des inégalités pour les dérivées s-convexes. Enfin, le
chapitre 4 explore quelques applications pratiques des résultats obtenus, en mettant en
évidence |'utilisation de ces estimations d'erreur dans des problémes tels que le calcul de
moyennes spéciales.

10



2 Estimation de |I'erreur dans le cas clas-
sique

Nous commencons par introduire une nouvelle identité qui fera I'objet de |'outil principal
permettant de démontrer les résultats.

2.1 ldentité relative a la formule Left Radau

Lemme 2.1.1. Soit ¢ : I C R — R une fonction différentiable sur I° (L'intérieur de I),
a,b € I° aveca < b, et € L' [a,b], alors on a I'égalité suivante

%,¢ (Cl) 3,¢ a—|—2b /w

=45 (/ (8t =3)y/ (1= t)a+152) di

+/(2t2)¢’((1t)%2b+tb)dt).

1

:/(St—S)zp’((l—t)ath%%)dt

0

Démonstration. Soient

et
1

I, = /(2t—2)¢’((1 —t) “2 4 1h) dt.
0
Intégrons par parties I, nous obtenons
t=1
I = gty (86 = 3) v (1 = ) a+ 1252)]
1

(bl_Qa)/zp ((1—t)a+tE2) dt

t=0




De la méme maniére, on a

3 42 =1
I=g 2t =2 (1 -1 =2 + )|
1
—%/;ﬁ(u—t)%?bﬂb)dt
0
b
S (e) - 18 / (1) dt. (2.2)
a+2
3

En sommant (2.1)-(2.2), ensuite multiplier les deux membre de |'égalité obtenue par b’Ta,
nous obtenons le résultat demandé. O

2.2 Reésultats principaux

Théoréme 2.2.1. Soit ¢ : [a,b] C RY — R une fonction différentiable sur (a,b) telle
que ' € L'[a,b] avec 0 < a < b. Si pour un certain s € (0, 1], |1'| est s-convexe dans
le second sens, alors on a

b
oo+ 30 () - % [0

b—a 35—2 10 5\5+1 2
SN (<(s+1)(8+2) + ooy (8) ) [V (@) + g [V (0)]

S s+1 a
+ (st + e ) 1 (=2)]).

Démonstration. En utilisant le Lemme 2.1.1, la s-convexité de [¢'| et les propriétés du
module, nous obtenons

W)+ 30 () - % [0 d
1
<boe /]8t—3\\¢’((1—t)a+t%2b)\dt

) 0
+/(2—2t) " (1 —t) 22+ tb) | dt
0

12



3
8

b /(3—8t)]¢’((1—t)a+t%2b)]dt
0

(8t —3) [¢ ((1 —t)a+tt2)|dt

3
8

<t /3 8t) (1 —t)" [y ()] + [0 (“522)|) dt
0

3
8 1
bg( /3 8t) (1 —t) dt+/8t— (1—t)*dt | |v' ()]
" 3
3
8 1
vl [e-snrdr [se-syras [20-0 ar | o (e52)
I P e
8
1
! (/ 2(1-4) m) ¥ <b>)

0
35—2 10 s+1
9 ((5+1)(s+2) + (s+1)(s+2) ( ) ) | ( )‘ + (s+1)(s+2) s+2 |¢ ( )‘
Ts+4 6 3 s+1 b
+ ((8—|—1)J(rs—|—2) + (s+1)(s+2) § ) ‘¢ + )

Ceci achéve la démonstration.

13



Corollaire 2.2.2. Si |¢)| est une fonction convexe, alors selon le Théoréme 2.2.1, on a

b

i)+ 50 (52) - % o
/a / ﬂ !/
67(b—a) 1579 (a)|+347 |4 ( 3 )‘+32|1/) )]
216 536

<

Théoréme 2.2.3. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction différentiable (a,b) telle que ¢’ €
L[a,b] avec 0 < a < b. Si pour un certain s € (0,1] et ¢ > 1 avec % + ]lg =1, [¢'|? est
s-convexe dans le second sens, alors on a

b

o)+ 30 (52) - % o e

a
, [ a+2b
o)
s+1

q q

1
q
+2

o () Hwor ) @

s+1

1 ’
N e

8
9(p+1)P

|

Démonstration. En utilisant le Lemme 2.1.1, les propriétés du module, I'inégalité de Holder
et la s-convexité de [1'|?, nous obtenons

b

%wmn%m%b)—ﬁ/w(wdt

a

=

1
p

1 1
<boe ( /\8t—3|pdt /W (L—t)a+t=E2)|["at
0

0

1

+ (/(2—2t)pdt /W’((l—t)%%—ktb)}th

0

3

p

: |

<boe /(5—8t)pdt+/(8t—5)pdt
0 5
8

14



1
q

[ (a0 @r e o (=52)]") a

|
(

1 ]lg 1
| fe-awpa) (| [(a-olw el +ewor)
0 0
1 / q /[ a+2b ! 5 ,( a+2b a
SR RN W@+ (“52) ) o (2 4
9(p+1)P
Ceci achéve la démonstration. 0

Corollaire 2.2.4. Si |¢)'|? est une fonction convexe, alors selon le Théoréme 2.2.3, on a

o)+ 30 (52) - 2 o @

1
)
5 +2

q
o (22| o ¢
2

1 ’
<oy | () @l

9(p+1)P

Théoréeme 2.2.5. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) telle que
Y € L'[a,b] avec 0 < a < b. Si pour un certain s € (0,1] et ¢ > 1, |{/'|? est s-convexe
dans le second sens, alors on a

b o) + B (232) / vt

1
—a g S— s+1
<f3 ((%) I (((3+31)(52+2) + ey () ’ ) ¥ (a)|*
1
S s+1 a q
+ ((5+51)J(r52+2) + (5+1)6(5+2) (%) " ) }wl (QTer) ’q> !
1
(Gl "+ 0 ).

Démonstration. En utilisant 2.1.1, les propriétés du module, I'inégalité de power mean et
la s-convexité de |¢)|, nous obtenons

b

o)+ 30 (52) - % o

a

15



1
1 _5 1 q
<boa ((/8t3dt> (/8t—3| ' (1 —t)a+ t22)]" dt)
0 0

1 _5 1
+ (/ (2—2t)d ) (/ (2 —2t) [¢' (( 2“”’+tb)| dt)
0 0
1
3 =
8 1
<boe /(3—8t)dt+/(8t—3)dt
0 3
8

1
q

8t =31 ((1— )" [0/ (@) + ¢ [/ (22)[") dt)

1
q

=2t (1 =0 [v/ ()" + ¢ v B)]") dt)

bn ((%)1% (W (a)\q/]&f—?)\(l—t)sdt + |9 (2“7“))]‘1/|8t3|t5dt>
T (2|¢ 2“;b)\q/(1—t)s+1+2\¢’ (b)|q/(1—t) tSdt)
0

1-= S— s+1
9 (%7) ! <((8+31)(s2+2) + (s+1%?s+2) (g) ’ ) |w/ (a)‘q

1
5s5+2 6

s+1 a
+ ((s+1)(s+2) T e ()™ ) v (257) ‘q>q

1
(2l 5 + et 1))

16



Corollaire 2.2.6. Selon le Théoréme 2.2.5, si |1'|? est une fonction convexe, alors on a

b
oo+ 30 (o) — % [0 a

1
15710/ (4251 o (24572 v (%2
8 408 + 3

+He' o)\ 1

q q

|

2

b—a
<7

17



3 Estimation de |'erreur dans le cas frac-
tionnaire

Comme dans le chapitre précédent, nous commencons par introduire une nouvelle iden-
tité fractionnaire permettant de démontrer les résultats.

3.1 Identité fractionnaire relative a la formule Left
Radau

Lemme 3.1.1. Soit ¢ : I C R — R une fonction différentiable sur I°, a,b € I° avec
a<b, ety € L'[a,b], alors ona I'égalité suivante :

b (o) + 3o (552) — 22 (e () = T )

%ﬁ(/@ﬂaw%uwa+ﬂ?%ﬁ

+/2(1—t)agb’((l—t)%%—l—tb)dt).

0

Démonstration. Soient

1

:/ (8t* = 3) ¢ (1 —t)a+ t“2) dt
0

et
1
12:/2(1—15)%’ ((1—t) L2+ tb) dt.
0

Par une intégration par parties, on obtient

1

I = g (8% = 3) ) (1 — 1) a + 152) ‘t 0 (3.1)
1
— (12a /ta 1,¢ ((1 o t) a -+ ta—ng) dt
0
:2(1)1;)1/’ (“5%) + 2(b9_a)¢ (a) (3.2)

18



— 8« (Z(b?)—a)>a+1 / (u— a)a_l ¥ (u) du

a 39F I (a+1) o
=¥ (@) + 7 (52) = 2pmg ] (¥ (0) (33)

De |la méme maniére, on a

t=1

L=-22(1—1((1-1) a+2b+tb)\t20 (3.4)

1

al a+2b
/1—t ((1—1t) 22 +tb) dt
0

b
—— o) r2a (%) [ -0 @
a+2b

3

a I (« a
s () L 0
3

(3.5)

En soustrayant (3.4) de (3.1) puis multiplier I'égalité obtenue par %2, nous obtenons le

résultat demeté. O

3.2 Reésultats principaux

Théoréeme 3.2.1. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) telle que
' € L'a,b] avec 0 < a < b. Si |))'| est s-convexe dans le second sens pour un certain
s € (0,1], alors on a

L (a) + o (52) — 28 Loty <2£11§M)¢(a) — lg;g%)ww)) ‘

3

(s+1,a+1)—8B 1(a+1,s+1)

1 (5)°
+ 3 (1 —2 <1 - (g)i)H )) ¥ (a)]

541
+ ((slfijyjriil) + <s+1)(65+s+1) (5) « ) v ()]

+2B(s+1,a+1)[¢ (b)),

1
o

ou B(.,.) et By (.,.) sont la fonction beta et la fonction Beta incomplete respectivement.

19



Démonstration. En utilisant le Lemme 3.1.1, les propriétés du module et la s-convexité de
|4’|, nous obtenons

(a) + %¢ a+2b) 236!(25&:)%:-1) (2a1_1IEl(H2b)_¢(CL) — ]?Mg))%)-pw(b))'

1
g%(/w 3 ¢ ((1—t)a+ 42| dt
]0
+ (21 =)y ((1- “§2b+tb)]dt>
" 1
<5 (/ 8% =3[ (1= )" [/ (@) + ¢* [ (+57) ) dt
0

20— (=t W ()] + e <b>)dt>

—ba ((/ 18t — 3| (1 —t)° dt) ¥ ()

1 1
+ (/|8t0‘ 3\t5dt+2/ ) dt) | (2420)]
0

0

+ [ ()] + (2/758 (1-1)° )lw()dt)
0

—%(( 1(s+1L,a+1)—8B 1 (a+1,s+1)
§a 3\ a
1-(5) (5)

(1 2 (1 ))) ¥ (@)

s+l
+ (<8Iii2f;°il> + (s+1)(63+s+1) (5) @ ) v (5]
+2B(s+ 1,a+1) ¢ (b)]).

Ou nous avons utilisé le fait que :

1
/|8t0‘ _3l(1— 1) dt
0

ool
~—
Q
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§>a
8
+ 8B 1(s+1,a+1) (3.6)
3\ a
-(5)
et
5s+5-3 6 3\
/‘St 3“ dt = (s+1)(a+s+1) + (s+1)(a+s+1) (g) * (37)
Ceci acheéve la preuve. O

Corollaire 3.2.2. Dans le Théoréme 3.2.1, si on prend s = 1. Alors on obtient

Ly (a) + 3o (1£20) —23‘”(bfg‘;jl>< L Ll w(a)—l?ag%yd}(b))'
1
—a [ [ 16-3(a+1)(a+2 a (3\s _ 3a (3\a
<t ( (Mpartie + 22 () - 3 (D7) W @)
2
b (B4 2 00 1 (D) + et 0.

Remarque 3.2.3. Dans le Théoréme 3.2.1, si on prend o« = 1. On retrouve le résultat
établi dans le Théoréme 2.2.1.
De plus, si on prend s = 1. on retrouve le résultat du Corollaire 2.2.2.

Théoréeme 3.2.4. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) telle que
Y € L'a,b] avec 0 < a < b. Si [{'|? est s-convexe dans le second sens pour un certain
se€ (0,1 etg>1 aveC%Jr]%: 1, alors on a

b (a) + 30 (52) ~ 2218 (o o) = 7y 00 )

p

1
<bza (3p+_O‘B(,p+1)+ {*1)2F1(1§,1,p+2;g))

a8o

q

q q
@i+ (“52) o (S| o ¢
2
X s+1 + 1 s+1 ’
(ap+1)P
ou B(.,.) et oF1(.,.,.;.) sont la fonction beta et la fonction hypergéométrique respecti-

vement.
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Démonstration. En utilisant le Lemme 3.1.1, les propriétés du module, I'inégalité de Holder
ainsi que la s-convexité de [¢'|?, nous obtenons

3 (a) + 30 (432) — 2L (23 10y 0(a) - fgzg%)ww)) ‘

1

<b=a (/|8t°‘ 3|pdt> (/\w (1—t)a+tE2)| dt)
+ (/(2(11& )pdt> (/\@/J’(ut)%?bﬂbﬂth)

=

=

8 |

<boa /(3 — 8tV dt + / (8" — 3)P dt
0 3
8

N—
=

x ( J (=071 @ e o (52)]")

o)
(Jo-mvestovona)

1
bt p
b ( EB(Lpa1) + 2B (1= L Lp 42 %))

1

1 q 1
|y (2)] ) ¢ o (22| o
X 4+ 2
s+1 1 s+1 g
(ap+1)P
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ol nous avons utilisé

QI

~
oolw
~

(8t — 3)" dt

~—~——

1
/[8t“—3\pdt:/ (3 — 8t°) dt +
0 0

~
Q=

ool

(

: !
1 Y 1 oyt
= [ 3—=82)"za " dz+ = [ (82 —3) 20" dz
0 3
8

L 1
1 ) N
:3}1@/(1 —a)fl o dr + 5”“/ (1—2) (1—32)0 "da
a8o 0 A
P+l
(6] p+1
=1 B(Gp+ 1) +apmefi (-5 Lp+25).
a8a
Ceci achéve la preuve, -

Corollaire 3.2.5. Dans le Théoréme 3.2.4, si on prend s = 1. Alors on obtient

b (o) + 0 (42) 2G50 (e 0(0) — £ 00 )|

SR L

1
<% <3p+fb( P + gy >2F1(1§’1’p+2?§)>
a8
o 1
P at2b q
2( 3 > L2 .
(ap+1)P

1

q 1

¢/(%2b>‘ +|¢'(b)|q q
2

¥ (a)|"+

Remarque 3.2.6. Pour oo = 1, le Théoréme 3.2.4 se réduit au Théoréme 2.2.3.
De plus, si on prend s = 1, on retrouve le Corollaire 2.2.4.

Théoréeme 3.2.7. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b) telle que

Y € L'a,b] avec 0 < a < b. Si |))'|? est s-convexe dans le second sens pour un certain
s € (0,1] et ¢ > 1, alors on a

30 (@) + 30 (5) — 2L (zal_lzgag%)_zw(a) - Igzg%)ww)) '

1 1—% 1 s+1
(s @) (s (12 (- 0) )
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+ 8B 1(s+1,a+1)—8B l(a+1,s+1)> 1Y’ (a)]?

(i) 3y
55+5—3« 6 3 2 2a+b\ |4
T <(S+1)(a+s+1) + (s+1)(ats+1) (é) > W ( )| )

-1 1
+ () (G I )| + 2B (s + Lat 1) <b>|Q)Q> ,

ool

SEI

ou B(.,.) et B, (.,.) sont les fonctions Beta et Beta incompléte respectivement.

Démonstration. En utilisant le Lemme 3.1.1, les propriétés du module, I'inégalité du power
mean et la s-convexité de [¢)'|, nous obtenons

b (o) + 3o (252) — 225 (e (o) - (MM )|

1 1
/8t“—3)zp((1—t)a+t“+2b dt+/21—t t)%%ﬂb)dt)
0 0

<boe ((/8t“3dt> (/Sta—3| | ((1—t)a+t2aT+b)}th>

1

+ (]2(1—t ) - (72 (1—)" [y (1 —¢t) 222 +¢b)|* dt)q

b—a
9

1
q

1
q

X (/ 8t° — 3| ((1 — 1) [ (a)|" + 1 | (QGT%)(Q) dt)

+ (ﬁ)l_% (/2 =" (=0 [ ()" + ¢ [ ()]") dt)

0

1
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1
1 1 q
x| [ (@)|* [ 18t =3[ (1 — ) dt + ¢ (252)|" [ |8t — 3| t°dt
/ /
1
1 1 1 q
+ (O%H) Y (QQTM)]q/Q(l—t)a”dt—kW (b)\q/ztS(l—t)O‘dt

_b—a 5—3a 6o
9 <a+1 + a+1 (

+ 8B 1(s+lLa+1)-88
-(3)° (3
1 .

v (it O ) )

1
b () T (2 1 (5D 4 2B (5 + Lok ) 0))

Q=

Corollaire 3.2.8. Dans le Théoréme 3.2.7, si on prend s = 1, on obtient

bo(a) + 30 (42) ~ 2218 (Ll vl = 7y 00 )

1 L 1
b—a 5-3a |, 6a (3\a [ 16-3(a+1)(a+2) | 6a (3\a
ST <a+1 + a+1 (g) ) ( (a+1)(a+2) + (g)

Ou nous avons utilisé (3.6)-(3.7).

2 —3a o 2 a q
- 3@ ) W@+ (B + 2 07 v )
+@%)qc%ww%%ﬁ+@ﬁagwwwy>.

Remarque 3.2.9. Pour a = 1, le Théoréme 3.2.7 se réduit au Théoréme 2.2.5.
De plus, si on prend s = 1, nous retrouvons le résultat du Corollaire 2.2.6.
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4 Exemple et Applications

4.1 Exemple

On considére la fonction ¢ : [0, 1] — R définie par ¥

()
|0/ (z)| = (s 4+ 1)x® est s-convexe au second sens sur [0, 1

1

D'aprés le Théoréme 2.2.1, nous obtenons le résultat suivant par rapport a s :

= 2%T1 avec s € (0, 1]. Alors,

o K (5) = gy ((7s +44+6 (1)) (3)"+2).

Pour valider visuellement les résultats obtenus, le logiciel MATLAB a été utilisé pour
tracer les graphiques fonctionnels des cotés gauche (rouge), milieu (vert) et droit (bleu) de
I'inégalité mentionnée ci-dessus. La Figure 4.1 illustre que les courbes tracées confirment
la justesse des résultats de maniére intuitive.

FIGURE 4.1 — Représentation du résultat

4.2 Formule de quadrature
Soit T une partition de points a = 29 < x7 < ... < x, = b de l'intervalle [a,b], et
considérons la formule de quadrature suivante

b

/wu)du:w,r)wwm),

a
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ou

A T) = S (3 (Bt 4oy () 43 (2252
1=0

et R (¢, T) désigne I'erreur d'approximation.

Proposition 4.2.1. Soient n € N et ¢ : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b)
avec0 < a<betty € L'[a,b]. Si|y'| est s-convexe, alors on a

v) <Z = (i + 8 0 - S (07 @)
+ (8<s+7f§§+2> + e () ) ( <5£l+6xl+l)‘ + /<+%x+)‘)
+ (4(3—3?)}?#2) s+1§ s+2) (%)5+1> ’w (IH—%H)D )

Démonstration. En appliquant le Théoréeme 2.2.1 aux sous-intervalles [x;, z;11] de la par-
tition T, on obtient

Ti+1

o)+ 3o (%) - 2 [

Tip1—T; 35—2 10 (5)\$ 165422 s+1
< +9 (<(s—|—1)(8+2) + s+1 (g) - (s—i—l)—é_s—&—Z ( ) ) W) ( )|
7s+4 6 3\s+1 Ti+2%41
+ ((erl)—(FerQ) + (s+1)(s+2) (§) ) ( 3 - )‘ + (s+1)(s+2) |¢/ (IH‘l)‘) )

En multipliant les deux membres de I'inégalité ci-dessus par (“*1—"), et ensuite sommer
les inégalités obtenues pour ¢ = 0,1,...,n — 1 et en utilisant I'inégalité triangulaire, nous
obtenons le résultat désireé. O

Proposition 4.2.2. Soient n € N et ¢ : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b)
avec0 < a<bety e L'a,b]. Si|y|? est s-convexe, alors on a

L1/ @)+ v

, $i+2$i+1> !
‘<§ :le :1:) 3p+l g+l \ p ( 3
1 8 s+1
p

=0 18(p+1)
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Démonstration. En appliquant le Théoréeme 2.2.3 aux sous-intervalles [x;, z;11] de la par-
tition T, on obtient

Tit+1
1 3. [ Tit2wi 9
2¢($z)+2¢(z 2 > 2 [ p(2)d
Z;
1
1 / q xﬁ-?xiH q
< Tit1=Ti 3p+1l e+l p [ (w3)] er( 3 )
N L 8 s+1
9(p+1)P
ri+2z; -
/<T+1> + (wiy1)]
T 2 s+1

En multipliant les deux membres de I'inégalité ci-dessus par (“*5—*), et ensuite sommer
les inégalités obtenues pour 7 = 0,1, ...,n — 1 et en utilisant I'inégalité triangulaire, nous
obtenons le résultat désireé. O

Proposition 4.2.3. Soient n € N et ¢ : [a,b] — R une fonction différentiable sur (a,b)
avec0 <a<betty € L'[a,b]. Si|'|" est s-convexe, alors on a

| <Z xH—l x’L 2
1
- S— S s+1
X <(1§7) I <((s+31)(s2+2) + % (%) o (s—1k61)—(ks2—z2 (g) " ) |¢ (ZUZH
1
S s+1 Ti+Ti1 7 ¢
+ ((5—5-51)—&_52—1-2) + (S+1)6(8—|-2) (%) ’ ) ‘¢/ (HT+>‘ )q

+ (Fa v (5[ + et 0 mﬂ)w)%) .

Démonstration. En appliquant le Théoréme 2.2.5 aux sous-intervalles [z;, z;11] de la par-
tition Y, on obtient

-1 S— s s s+1
(D (i + 24 0 - 2 () W @l
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1
q

+ <(s+518>T82+2> T (s+1>6(s+2) (%)SH) ‘W (%> ’q>
+ (S+2 ‘¢ (MM +8+1)—8+2W ($z+1)|q> ) :

$i+1—$z‘)

Q=

En multipliant les deux membres de I'inégalité ci-dessus par ( , et ensuite sommer
les inégalités obtenues pour ¢ = 0,1, ...,n — 1 et en utilisant I'inégalité triangulaire, nous
obtenons le résultat désiré. O

4.3 Moyennes Spéciales

Nous considérons pour les nombres réels arbitraires a, b, ¢ les moyennes suivantes :
La moyenne arithmétique : A (a,b) = <2 et A (a,b, c) _ a+§+c'

1
pptl_grtl

La moyenne p-Logarithmique : L, (a,b) = <m>p, b>a>0etpeR{-1,0}.

Proposition 4.3.1. Soient a,b € R avec0 < a < b, et n € N, alors on a

2
157a2+347<a+2b) 43202

|a® + 343 (a,b,b) — 4L} (a,b)| < =) -

Démonstration. La preuve découle de I'application du Corollaire 2.2.2 3 la fonction v (t) =
t3. 0

Proposition 4.3.2. Soient a,b € R avec0 < a < b, et ¢ > 1, alors on a

5 5 3
a4 + 3A4 (a,b,b) — 4(a b)‘

<X [ (40)2 <\/_+\/M> +2(\/M+\f>

Démonstration. La preuve découle de I appllcatlon du Théoréeme 223 avecp =qg =2 a

la fonction v (t) = t4 dont la dérivée |¢ (t)|* = t est 1-convexe. O
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Conclusion

Ce mémoire a été consacré 3 une étude approfondie de la formule de quadrature de
Gauss a deux points, connue sous le nom de formule Left Radau, et a son application pour
estimer les erreurs dans le cadre classique et fractionnaire. Grace a l'introduction de deux
nouvelles identités clés, nous avons pu établir des estimations précises pour les fonctions
dont la dérivée premiére en valeur absolue est s-convexe.

Les inégalités spécifiques que nous avons développées ont joué un réle crucial dans la
quantification précise de |'erreur d'approximation. Elles ont permis d'évaluer de maniére
rigoureuse les performances de la formule de quadrature et d'apporter des éclairages im-
portants sur les limites de son utilisation.

De plus, nous avons présenté des applications pratiques illustrant I'efficacité des résultats
obtenus. Ces exemples concrets démontrent |'importance et la pertinence des méthodes
de quadrature étudiées dans des domaines tels que I'analyse des données, |'optimisation et
les statistiques.

En somme, ce mémoire a contribué a I'avancement des connaissances dans le domaine
des méthodes de quadrature et de leur utilisation dans le cadre classique et fractionnaire.
Les nouvelles identités introduites et les inégalités spécifiques établies offrent des outils
précieux pour |'estimation précise des erreurs d'approximation. Les applications pratiques
mettent en évidence le potentiel de ces méthodes pour résoudre des problémes concrets
dans différents domaines.

Il convient de souligner que ce travail n'épuise pas toutes les possibilités de recherche
dans ce domaine. Des extensions futures pourraient explorer d'autres types d'intégrales,
telles que les intégrales multiplicatives, locale fractionnaires, et quantiques. Ces dévelop-
pements pourraient apporter de nouvelles contributions significatives a la théorie des mé-
thodes de quadrature et a leur application.

En conclusion, cette étude approfondie ouvre de nouvelles perspectives passionnantes

et offre des bases solides pour de futures recherches et avancées dans le domaine de la
quadrature et de son utilisation dans des contextes classiques et fractionnaires.
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