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 :تاريخية ولمحةمقدمة 

 النطق الكلام أوق على طتدل كلمة المن (Logique Mathematiques)الرياضي:  المنطق

تعني العقل أو الفكر. المنطق هو صورة  والتي (Logos)اشتقاق للكلمة اليونانية لوغوس  وهي

يعتبر أرسطو  العلماء من بعده.العلم كما عرفه الفيلسوف اليوناني أرسطو في كتبه الدي جمعها 

. نعني بدلك الاستدلالأو منهجية  الاستنتاجالصوري، إد أنه أرسى قواعد  من مؤسسي المنطق

 طريقة استنباط نتائج معينة معرفة من معطيات موضوعة متل:

 كل إنسان فان، سقراط إنسان، إدن سقراط فان.

 

هما تطور كانعلى صحة الاخــر لذا  منهما يبرهــنل ك خلاناتدمالرياضيات والمنطق علمــان 

المنطق الرياضي هو  وبالتالي. لا يمكن تعلم موضوع في الرياضيات غير منطقي، متلازما

رموز يتم  وهيالربط(  )أدواتفرع من فروع الرياضيات يهتم باستخدام الرموز المنطقية 

في  ونستخدم يدةدنطقية جميبعضها البعض للحصول على عبارات بواسطتها ربط العبارات 

ف إلى إثبات هدوهي ت )الصحة( اول الحقيقةدرف باسم جتع صةخااول دالمنطق الرياضي ج

لإيجاد قيم الحقيقة  والأضمنالحسابية الأسهل  م صحتما وهي الطريقةدا أو عمصحة قضية 

 .عن المنطق الجملي ربلها تعكللعبارة الرياضية و

 

 

 ملاحظة:

رياضيات بجامعة  الثانيةمحتوى هذه المادة لطلاب السنة قامت الأستادة كلثوم بوهالي بتدريس 

 ية:خلال الفصول التالسكيكدة  -1955وت لأ 20

 2020/2021للسنة الدراسية: الفصل الأول  -

 2021/2022الفصل الأول للسنة الدراسية  -
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 مصطلحات رياضية 
 

 

 رمزه 

  المصطلح 

 عربي  فرنسي  انجليزي 

   Logic  Logique  منطق 

 p,q,  Statement  Proposition ou assertion  قضية 

𝑝̅, 𝑞̅, …  Negation of statement 
 Négation d’une assertion نفي قضية 

   Logical connector   Connecteurs logique    أدوات الربط المنطقية 

  Conjunction   Conjonction   وصل 

 pq 
 p and q  p et q   q و p 

  Disjunction   Disjonction   فصل 

 pq  p or q  p ou q 
 q أوp 

   Implication   Implication   استلزام 

 pq 
 p implies q   

if p then q 

 p implique q   

si p alors q 
p  يستلزمq 

 qفإن pإذا 

   Equivalent   Equivalence   تكافؤ 

 pq 
p Equivalent q 

p if q 

 p equivaut à q   p 

si et seulement si q 

p  تكافؤq  

 p  إذاq  

   Quantifiers   Quantificateurs   مكممات 
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∀  For any  Quelque soit  مهما يكن 

 ∃  There exists  Il existe au moins  يوجد على الأقل 

 ∃!  There exists a unique  Il existe un seul  يوجد وهو وحيد 

 
 Methods of proofs Methodes de  

raisonnements 

 طرق البرهان 

  Direct proof  Raisonnement directe  برهان المباشر 

 
 Proof by contradiction Raisonnement par  

l’absurde 

 برهان بالتناقض 

 
Proof by 

contraposition 

 Raisonnemnt par    

 contraposition 

 برهان بعكس النقيض

 
 Proof by induction Raisonnement par  

récurence 

 برهان بالتراجع 

 
Reasoning on the 

other hand 

Raisonnement par contre  

exemple 

 برهان بمثال مضاد 

   
 مصطلحات رموز وتعاريف رياضية 

 

 

 رمزه أو تعريفه 

 المصطلح 

 عربي  فرنسي  انجليزي 

 A, B, 
 Set  Ensemble  مجموعة 

 x, y,  Element  Elément 
 عنصر 

 ∈   Belonging    Appartenance   إنتماء 

 x∈A  x belongs in A  
x appartient à 

A 

x  ينتمي إلىA 

  ∅ 
  Empty set   Ensemble vide 

 مجموعة خالية 
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 ⊂  Inclusion  Inclusion احتواء 

 B⊂ A 

  B is a part of A   B est une 

partie de A  

B  جزء منA  

P(A) 

 Power set Ensemble des 

parties 

مجموعة أجزاء 

 مجموعة 

 =  Equality   Egalité   مساواة 

 A=B 
A equal B    A est égale à   

B  

A   تساوي B  

  
 Intersection   Intersection  

 تقاطع  

 AB 

 Intersection  A inter B   A تقاطع B    

 
 Union   Union  

  اتحاد
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 :مفهوم المنطق الرياضي

 في دام يساعدختثابتة سهلة الاس دقواع ووضعو كتابة العبارات الرياضية بصورة رمزية ه 

قا لالها الوصول إلى نتائج انطخلان مف هدعينة ويستم دعالجة النصوص الرياضية وفق قواعم

ن مية المستنبطة دام الحروف الأبجدختعينة، وتتميز لغة المنطق الرياضي باسمات عطيم نم

صة خاوز معين برتسن وأيضاالرياضية  والعملياتاد دم الأعدختتينية كما تساللغات العربية، اللا

 .تلعب دور الروابط المنطقية بلغة المنطق التي

 :لقضيةا

 قدأو الـكذب أي التي يمكن الحكم عليما بالص قدل الصتمرية التي تحبلقضية هي الجملة الخا 

 .نطقيةمليست قضية  وبالتاليرية خب لاع العلم أن الجمل الإنشائية ليست جممأو الـكذب 

 الاثنين معا" وليس"تكون كل قضية إما صادقة أو خاطئة 

عجب مثل وكذلك البيانات التي لا معنى لها. عبارات الت النحوية،يتم استبعاد العبارات ملاحظة: 

وكذلك  "،الحتميات مثل "أعطني يدك "،عبارات الاستفهام مثل "كم الساعة؟ "،"الجنة زوجي!

فإن السؤال عما إذا كانت  للأولى،". بالنسبة  ..العبارات المرجعية الذاتية مثل "أنا أكذب

ون فإن السؤال يؤدي إلى مفارقات. هكذا "تتك للأخيرة،وبالنسبة  له،صحيحة أم خطأ لا معنى 

ولكن العبارة المعاكسة "هذه الجملة لا  صحيحة،هذه الجملة من خمس كلمات". هي عبارة 

 تحتوي على خمس كلمات". هذا صحيح أيضًا.

 لا يمكن تقسيمه إلى عدة عبارات. افي أنه قضبةالبسيطة لل عبارةتتمثل ال ملاحظة:

 

تكون من افتراضين فيلسوف وعالم رياضيات" ي فلانفإن الافتراض " المثال،على سبيل 

 "بيتر عالم رياضيات" متصل بـ "و". "،"بطرس فيلسوف

 ∶أمثلة

" ، ... لها 3هي مربع  16" ، "إنها تمطر" ، "5=  3+  2العبارات الإيجابية مثل " 1- 

خاصية إما أن تكون صحيحة أو خاطئة ولكن ليس كلاهما في نفس الوقت. يطلق عليهم 

 المقترحات.

 هميقي دوحيتقضية لأن ال اعتبارهافهذه يمكن "  الذي لا إله إلا ّ هواللّ  :"قوله تعالى2- 

 .ق أو الـكذبدل الصتمإذن فهي تح دن وينكره الكافر بما فيه الملحمالمؤ

 

 ق أودل الصتما لا تحهفهذه ليست قضية لأن "فبأيّ آلاء ربكُّـمَا تكـذّباَنّ   :"وله تعالىق -3

 م رغم إدراكه للمخلوقات لما يكذبون بنعم الله علين اللهما على سؤال هوائتالـكذب لاح

   .بعضهم بذلك
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 القضية المركبة: 

 .افتراضات بسيطة مرتبطة بوصلات منطقية على ةمبني قضية يالمركب ه قضيةال

"إذا هطل المطر فسأخذ مظلتي" و "بيتر فيلسوف  "،5=4+1"الجو مشمس و  قضاياال :مثال

 .مركبة قضاياوعالم رياضيات" هي 

 

 :ةالرموز التاليعلى قضايا مركبة باستخدام يمكن تركيب القضايا فيما بينها للحصول 

∃, ∀, , ,˅,˄ 

كذلك  ونستخدم ( حيث تلعب دور علامات الوقفوالمغلقةكما تستعمل الأقواس )المفتوحة 

 .الحروف

 : )الصحة( الحقيقة جدول

ن م توفيق لكن اجل منطقية، أي مور المعين لأجل عملية تول الذي يصف الدسدو ذلك الجه

فإن  العملية.بواسطة  والمشكلةروسة دا العبارة الممنهالقيم الحقيقية للقضايا البسيطة التي تتألف 

 ولدج نت القضية المراد إنشاءكاحيث إذا  المذكورة؛ة الحقيقة للعبارة مالحقيقة يعطي قي جدول

ول الحقيقة دل جمويتعا  2𝑛ن ميتكون ول الحقيقة دقضية أولية فإن ج nا هالحقيقة لها ب

  .للقضية الخاطئة (0للقضية الصحيحة و) (1) بالرمزين

 :حساب القضايا

 ع روابط وقضايا حيث في المنطق الرياضي تنقسم الروابط التيمل مفي حساب القضايا نتعا 

 ∶إلى  رين أو أكثتتربط قضي

 :اهثلتمن أمو ةدوهي التي تضم قضية أولية واح :الروابط الأحادية

 𝑝̅ بـ p  و رابط أحادي، ونرمز لنفي القضيةهالنفي المنطقي (: ̅النفي المنطقي ) -1

ول دونلخص ذلك في ج .خاطئة و العكس بالعكس  p نتكاوالتي تكون صحيحة إذا 

 ي:التالحقيقة ال

P 𝑝̅ 

0 1 

1 0 
 

 = الطقس غير جميل.𝑝̅= الطقس جميل، p: مثلا
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  :روابط ثنائية

والتي تكون صحيحة (p  q) نرمز له بالرمز  qو  pوصل العبارتين  ) : ) لوصلا -1

 :اليتول الحقيقة الدصحيحة ونوضح ذلك في جq صحيحة و  P انتكفقط إذا 

P Q p  q 

1 1 1 
0 0 1 

0 1 0 
1 0 0 

 

 يعبر الوصل على الرابطة اللغوية " و".

 = الطقس لطيفp: مثلا

      q  متعة ،= الرحلة م 

 p  qممتعة" ونعبر عنها  والرحلة فنقول "الطقس لطي

 خواص: 

  (q  p)(p  q)يلي دالوصل تب -

  r  p (q  r)(p  q)   الوصل تجميعي -

 p (q  r) (p  q)(p  r)   الوصل توزيعي على الفصل  -

 طريق عن سلي هذا. ∩التقاطع  إلى يشير الذي الرمز شكل إلى ∧يشير شكل الرمز  ملاحظة:

 .x∈Bو  x∈Aتعني أن  x∈A∩B: الصدفة

 ():الفصل  -2

 نتكاوالتي تكون صحيحة فقط إذا  (p q )ونرمز له بالرمز  qو  pفصل العبارتين 

p  أوq الي تول الحقيقة الدصحيحة ونوضح ذلك في ج∶ 

P Q p  q 

1 1 1 
1 0 1 

0 1 1 

0 0 0 
 

 يعبر الفصل على الرابطة اللغوية " أو".

 المثلث قائم= pلا: مت

      q   =المثلث متقايس الساقين ، 
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 p  q" ونعبر عنها متقايس الساقينو المثلث قائم أ نقول "

 خواص: 

  (q  p)(p  q)يلي دالفصل تب -

   r  p (q  r)(p  q)  الفصل تجميعي -

 p (q  r) (p  q)(p  r)  الفصل توزيعي على الوصل -

. هذا ليس عن طريق ∪ لرمز الذي يشير إلى الاتحادا شكل إلى ∨شكل الرمز يشير ملاحظة: 

 .x∈Bأو  x∈Aتعني أن  x∈A∪Bالصدفة: 

 (:) الاستلزام المنطقي -3

 pانت كاطئة فقط إذا خ والتي تكون p  qنرمز له بالرمز  qو  pلزام العبارتين تاس

 :قة تقرا كما يليا إن العبارة السابمعموq.لزم تتس pاطئة وتقرا خ qو  صحيحة

 qفإن   p نإدا كا -

- p  شرط كاف لـq 

- q  شرط لازم لـp 

- p زم لتستq 

 عموما على القضية الشرطية: " إدا كان ...... فإن......" الاستلزاميدل رمز 

 = تحصل الطالب على معدل يفوق العشرةpمتلا: 

      q  لم يكن له علامة إقصائية = 

        Cالية ،= ينتقل إلى السنة المو 

يكن له علامة إقصائية فإنه ينتقل إلى  العشرة ولمإدا تحصل الطالب على معدل يفوق نقول " 

  C    p  q " ونعبر عنهاالسنة الموالية 

 :ملاحظة

ول دالج ويمكن تلخيص ذلك في 𝑝̅  q∶الي تال لا على الشكهيمكن كتابت p  qإن العبارة 

 :اليتال

P q 𝑝̅ p  q 

1 1 0 1 

1 0 0 0 

0 1 1 1 

0 0 0 1 

 

 = الطالب مريض  pمثلا:
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      𝑝̅الطالب غير مريض = 

      q  الطالب يغيب عن المحاضرة = 

      𝑞̅ الطالب يحضر المحاضرة = 

 p  qإدا كان الطالب مريض فإنه يغيب عن المحاضرة و نكتب:  نقول:

فإنه لم يغيب عن المحاضرة لأنه يمكن  إدا كان الطالب غير مريض نقول أنهلكن لا يمكن أن 

 كتابة خاطئة.  𝑝̅  𝑞̅أن يكون سليم معافى و يتغيب عن المحاضرة. بمعنى       

   𝑝̅   𝑞̅ نكتب  مريض وغير  أكيد بل نقول أن الطالب يحضر المحاضرة يستلزم أن الطالب

  ( ) : التكافؤ المنطقي -4

 qو  pانت كو يكون صحيحا إذا p  q لرمز نرمز له با qو  pتكافؤ العبارتين 

 :اليتول الحقيقة الدعا ونلخص ذلك في جمين تاطئخعا أو مين تصحيح

P Q p  q 

1 1 1 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 

 

 ∶ملاحظة

 :اليتول الدا يلخصه الجمذا هو  (q  p)(p  q)ا بـ نهع رعبيتيمكن ال p  qالعبارة 

P q 𝑝̅ 𝑞̅ p  q q  p p  q 

1 1 0 0 1 1 1 
1 0 0 1 0 1 0 
0 1 1 0 1 0 0 
0 0 1 1 1 1 1 

 

 يمكن تلخيص نتائج قيم الحقيقة )الصحة( المكونة من قضيتين في الجدول التالي:

P q 𝑝̅ p  q  p  q p  q p  q 

1 1 0 1 1 1 1 
1 0 0 0 1 0 0 
0 1 1 0 1 1 0 
0 0 1 0 0 1 1 
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 خواص: 

• (𝑝  𝑞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑝̅  𝑞̅ 

• (𝑝  𝑞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑝̅  𝑞̅ 

• (𝑝  𝑞)  (𝑝̅  𝑞) 

• (𝑝  𝑞)  ((p  q)(𝑞 𝑝)) 

• (∃𝑥 ∈ 𝐴, 𝑃(𝑥))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(∀x ∈ A, 𝑝(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

• (∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑃(𝑥))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(∃x ∈ A, 𝑝(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

• (𝑝  𝑞) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  (p 𝑞̅) 

• (𝑝  𝑞)  (𝑞̅  𝑝̅) 

 

  ∶أمثلة عن القضايا و الروابط المنطقية 

                                 X Q:  (X   1/ 2)  الية تال pكن القضية تل -1

                                X Q: ( X    1/ 2)  الية تال qكن القضية تل

 X Q: ( X =  1/ 2)        هو: p  qين تئذ يكون وصل القضيدعن

 

                                 X Q:  (X  1/ 2)  الية تال pكن القضية تل -2

                                X Q: ( X    1/ 2)  الية تال qكن القضية تل

 X Q: ( X ≠  1/ 2)        هو: p  qين تصل القضيفئذ يكون دعن

 

 𝑝̅  q  :ىلزام يمكن إرجاعه إلتو عبارة عن اس   (= )  (2 =1)ــ 3 -3

: هي  𝑝̅  qوعليه 2=3 : هي qضية والق2=1 : هي pحيث القضية 

(1)  = (= )   الي تن وبالتيى القضيدن صحة إحمونعلم أن صحة الفصل هي

 .صحيح   (= )  (2 =1) لزامتبار الاستيمكن اع
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 الثانيالفصل 

 المكممان
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  مقدمة:

يوجد بديل آخر. ليس هذا هو الحال  ولا خاطئ،عبارة عن بيان صحيح أو  ةالرياضي قضيةال

ليست  ،قل ليعلى سبيل المثال: "مرحباً" أو " اليومية،بالنسبة لجميع الافتراضات في اللغة 

 محاضرةولكن "إنها تمطر" أو "أنا في  إدن هما ليس قضيتان رياضيتان.  خاطئة،صحيحة ولا 

 .فهما قضيتان رياضيتان وبالتالي، " هي عبارات يمكن أن تكون صحيحة أو خاطئةمنطقال

غالباً ما تكون اللغة الشائعة غامضة: هل العبارة: "يتم إغلاق جميع المتاحف في أيام معينة" 

مغلق في أيام معينة "،  تعني "إغلاق جميع المتاحف في أيام معينة" أم أنها تعني "كل متحف

 تمامًا؟ انمختلف بينما هما

ول على وجه اليقين أن خاصية ما صحيحة أو خاطئة، لكي تكون قادرًا على الق الرياضيات،في 

لا يمكن أن يكون هناك غموض. هذا هو السبب في أنه من الضروري اعتماد لغة محددة خاصة 

 قضاياللإشارة إلى أي  )المكممان( الكمية نمحددا نحتاج لاستخدام ولهدا الرياضي.المنطق بـ

 كل( تكون الخاصية صحيحة. بعضها،)

 لقانون المنطقي(:الثوثولوجي )ا

مهما كانت قيم  ةكون صحيحً ن ةمركب قضية)أو القانون المنطقي( هو  ثولوجيوثإن التعريف: 

 الحقيقة للقضايا البسيطة التي تتكون منها.

نقوم ببناء جدول الحقيقة الخاص بنا ونرى أن  ثوثولوجي،لإثبات أن الاقتراح المركب هو 

 .)صحيح( 1العمود الأخير يتكون فقط من 

 القضايا التالية هي ثوثولوجيمثال: 

p̿p 

(𝑝𝑝̅)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

(𝑝𝑞)(qp) 

(𝑝𝑞)(qp) 

 الحل: 

 ( 2(و )1جدول الحقيقة للقضيتين: )
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(𝑝𝑝̅)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
 

𝑝𝑝̅ 𝑝̿p 𝑝̿ 𝑝̅ p 

1 0 1 1 0 1 

1 0 1 0 1 0 

 

  (3جدول الحقيقة للقضية: )

(𝑝𝑞)(qp) q p p q q p 

1 1 1 1 1 

1 0 0 0 1 

1 0 0 1 0 

1 0 0 0 0 

  (4جدول الحقيقة للقضية: )

(𝑝𝑞)(qp) q p p q q p 

1 1 1 1 1 

1 1 1 0 1 

1 1 1 1 0 

1 0 0 0 0 

 

 محددات الكم المنطقية:

الاول: التي درسناها في الدرس  المهمة في النصوص الرياضيةالوحيدة ليست الروابط المنطقية 

 ".∃" و" ∀"الكمية  نمحددا يوجد بل

 مجموعة من القضايا المنطقية.  Eمجموعة كيفية غير خالية و لتكن   Xلتكن 

 نسمي محمول )قصية بدلالة متغير( كل تطبيق 

𝑃: 𝑋 → 𝐸
𝑥 → 𝑃(𝑥)

 

𝑥صادقة من أجل كل عنصر  𝑃(𝑥)إدا كانت القضية تعريف:  ∈ 𝑋 القضبة إن، نقول 

 "∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥)"  ،خاطئة إدا كان  إنها ولونقصادقة𝑃(𝑥)   خاطىء من أجل عنصر واحد

 بالمكمم الكلي. ∀الرمز  ونسمي 𝑋من  𝑥على الأقل 

𝑥∀ متال: ∈ 𝑅: 𝑥 + 1 >0 

𝑥، لدينا 𝑅من  𝑥تعني مهما يكن  + 1 > 0. 

𝑥∀"القضية  ملاحظة: ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥)"  نقرؤها كما يلي " مهما يكن𝑥  من𝑋  حيث القضية

𝑃(𝑥) .محققة 
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 تكون صادقة، نقول أن القضية 𝑃(𝑥)بحيث  𝑋من  𝑥إدا وجد على الأقل عنصر : تعريف

 "∃𝑥 ∈ 𝑃(𝑥) ،خاطئة إدا كان  إنها ونقول" صادقة𝑃(𝑥)   خاطىء من أجل كل عنصر𝑥 

 بالمكمم الوجودي.  ∃الرمز  ونسمي 𝑋من 

𝑥∃ متال: ∈ 𝑅: 𝑥 + 30 > 30 

𝑥، حيث 𝑅من  𝑥تعني يوجد على الأقل  + 1 > 0 . 

𝑥∃"القضية  حظة:ملا ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥)"  نقرؤها كما يلي " يوجد عنصر𝑥  من𝑋  حيث القضية

𝑃(𝑥) .محققة 

 مثال: 

𝑃(𝑥)نعتبر القضية:  = "𝑥 ≥  إدن:  "0

𝑥∀"القضية   ∈ 𝑅, 𝑥 ≥  خاطئة.  "0

𝑥∃"القضية   - ∈ 𝑅, 𝑥 ≥  خاطئة. "0

 ترتيب محددان الكم:

ترتيب المحددات  فيمن المهم توخي الحذر  ،الكم نباستخدام محددا قضاياعند التعامل مع ال 

 الكمية.

 العبارة التالية تعني أن كل رقم حقيقي له نقيض: متال:

∀𝑥 ∈ 𝑅, ∃𝑦 ∈ 𝑅: 𝑥 + 𝑦 = 0. 

𝑦)يكفي أن  Rصحيحة تمامًا في  قضيةهذه ال = −𝑥  ؛ لذلك تختلف𝑦   وفقاً لـ𝑥 .) 

 قضيةال أخرى،من ناحية 

∃𝑦 ∈ 𝑅, ∀𝑥 ∈ 𝑅: 𝑥 + 𝑦 = 0. 

: إذا أضيف نقيضا بالنسبة للجمع 𝑦ذا يعني في الواقع أنه سيكون هناك عدد حقيقي . هخطأهو 

 ، فإنه سيعطي دائمًا مجموعًا يساوي صفرًا. 𝑥إلى أي عدد حقيقي 

 مثل هذا الرقم الحقيقي غير موجود هناك.

 ى.واحدة بجانب الأخر وأيمكننا تبديل ترتيب المحددات الكمية إذا كانت متطابقة  ذلك،ومع 

 متال:

 العبارة التالية: 

∀𝑛 ∈ 𝑁, ∀𝑚 ∈ 𝑁: 𝑛 ≠ 0 𝑛 + 𝑚 > 𝑚 
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 التي معناها

∀𝑚 ∈ 𝑁, ∀𝑛 ∈ 𝑁: 𝑛 ≠ 0 𝑛 + 𝑚 > 𝑚 

 :نفي المحددات الكمية

ِّد الك ِّد  ليإن نفي المُحد  ِّد الك الوجودي،هو المُحد  ِّد الوجودي هو المُحد  من  لذلك،. ليونفي المُحد 

نا نرفض المحددات الكمية وننفي العبارة فإن كمية،حتوي على محددات ت قضيةأجل رفض 

  التالية:

𝑥∃نفي ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥)    هو∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ 

𝑥∀نفي   ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥)    هو∃𝑥 ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ 

 

𝑥∀مثال:  ∈ 𝑅, 𝑥 ≥ 𝑥∃ ونفيهاخاطئة  0 ∈ 𝑅, 𝑥 ≥ 0. 

 مثال: 

 "هناك تفاحة في السلة ليست خضراء" هو "كل التفاح في السلة أخضرنفي عبارة " -1

يوجد واحد على الأقل ليس " بل بالأحرى "لا شيء )...(" ليس "الكل )...(نفي " إن -2

 ".لدينا )...(

  فرضا فقطملاحظة: 

𝑥∀" القضية ∈ ∅, 𝑃(𝑥)"  هي دائما صحيحة )لا يوجد ما يتحقق في المجموعة الخالية(. أما

𝑥∃"القضية  ∈ ∅, 𝑃(𝑥)" )فهي دائما خاطئة )لا يوجد عنصر في المجموعة 

 المكممين: خصائص

 .والوجودينعرف فيما يلي بعض الخواص للمكممين الكلي 

 .Xمجموعة  معرفين علىمحمولين  𝑄و  𝑃لتكن 

 خواص المكمم الكلي:

1- ∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀𝑦 ∈ 𝑌, 𝑃(𝑥, 𝑦) ≡ ∀𝑦 ∈ 𝑌, ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥, 𝑦)   

 )المكمم الطلي تبديلي(

2- ∀𝑥 ∈ 𝑋, (𝑃(𝑥) ˄ 𝑄(𝑥)) ≡ ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥) ˄ ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑄(𝑥)  

 المكمم الكلي توزيعي على الوصل()

3- (∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥) ˅  ∀𝑥𝑋, ∈ 𝑄(𝑥))∀𝑥𝑋, ∈ (𝑃(𝑥) ˅ 𝑄(𝑥)) 

4- ∀𝑥 ∈ 𝑋, (𝑃(𝑥) 𝑄(𝑥))(∀𝑥𝑋, ∈ 𝑃(𝑥)  ∀𝑥𝑋, ∈ 𝑄(𝑥)) 

5- ∀𝑥 ∈ 𝑋, (𝑃(𝑥) 𝑄(𝑥))(∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥)  ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑄(𝑥)) 
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 خواص المكمم الوجودي: 

6- ∃𝑥 ∈ 𝑋, ∃𝑦 ∈ 𝑌, 𝑃(𝑥, 𝑦) ≡ ∃𝑦 ∈ 𝑌, ∃𝑥 ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥, 𝑦)   

 )المكمم الطلي تبديلي(

7- ∃𝑥 ∈ 𝑋, (𝑃(𝑥) ˅ 𝑄(𝑥)) ≡ ∃𝑥 ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥) ˅ ∃𝑥 ∈ 𝑋, 𝑄(𝑥)  

  )المكمم الكلي توزيعي على الفصل(

8- ∃𝑥 ∈ 𝑋, (𝑃(𝑥) ˄ 𝑄(𝑥))[(∃𝑥 ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥)) ˄ (∃𝑥 ∈ 𝑋, 𝑄(𝑥))] 

9- [∃𝑥 ∈ 𝑋, 𝑃(𝑥) ∃𝑥 ∈ 𝑋, 𝑄(𝑥)][∃𝑥 ∈ 𝑋, (𝑃(𝑥) 𝑄(𝑥))] 
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 البرهان الرياضي:

يعرف البرهان الرياضي على أنه عبارة عن تعليل منطقي لصحة عبارة رياضية أو علاقة 

رياضية بالاستناد إلى مجموعة من البديهيات. فهو يعرف بأنه عملية تهدف بشكل أساسي أو 

 ير صحة عبارة أو علاقة رياضية.تبر

 يتمثل دور البرهان الرياضي في دوره:

 التحقق من صحة عبارة ما. •

 تعليل سبب صحة عبارة ما. •

 توصيل معرفة رياضية. •

 اكتشاف أو بناء معرفة رياضية جديدة. •

 تنظيم البيانات في نظام بديهي. •
 : 𝒑  𝒒طريقة برهان  -1

مما  الاستنتاجات، هي 𝑞هي الفرضيات و  𝑝حيث  ،نظرية التأكيد ، 𝑝  𝑞العبارة  نسمي

 .طريقة برهانها. فيما يلي عبارةهي اختبار صحة ال 𝑝  𝑞النظرية  إثبات

البرهان يعود إلى  هي توتولوجي، إدن حسب تعريف الرابط  𝑝  𝑞يجب أن نبين أن 

 صحيحة. 𝑞صحيحة وعليه لابد أن تكون  𝑝أن نبين أن 

 : 𝒑  𝒒طريقة برهان  -2

 .(𝑞𝑝)˄(𝑝q)بعبارة أخرى  ومعناهاتمثل رابط التكافؤ.  𝑝  𝑞العبارة 

 .𝑞𝑝و   𝑝qيكفي أن نبين أن  𝑝  𝑞لإثبات 

 

 أنماط البرهان:

 (raisonnement déductif)الاستنتاج:  -1

 :يعتمد على القاعدة التالية استدلال هو تعريف: 

 𝑞 يمكننا القول أنفي هده الحالة فقط ، صحيحة 𝑝  𝑞 ، وقضية صحيحة   𝑝 كونت عندما

 .ةحقيقيي قضية ه

مرات ستخدم هذا المنطق عدة ي وسوفيستعمل بشكل واسع هذا هو المنطق الأساسي الذي 

 𝑝" هي  الأكثر اكتمالا قضيةوالغير كافية  صحيحة " 𝑝  𝑞 البسيطة " قضيةال بحيث

 .𝑞ؤكد صحة تفقط  الثانيةالقضة  وبالتالي صحيحة " 𝑝  𝑞صحيحة و 

 



  

22 
 

  ملاحظة:

 الشكل التالي:  ويأخذ متعدي،يمكن أن يكون أن المعنى الضمني فذلك،  بالإضافة إلى

… 𝑝  𝑞𝑅 ة و صحيح 𝑝إدا كانت القضية    𝑆  𝑇  صحيحة، فإن القضية𝑇 

 .صحيحة

 absurde)’(Le raisonnement par l: البرهان بالخلف -2

أن هذا يؤدي  بينهو الصحيح ون 𝑝̅. نفترض أن نفيها ةصحيح 𝑝 قضيةالأن  بيننريد أن ن

لا يمكن أن  𝑝  𝑞 الاستلزامفإن  خطأ، 𝑞صحيحة )لأن  𝑝. نستنتج أن ةخاطئ قضيةإلى 

  صحيحة(.  𝑝خطأ أو إذا كانت  𝑝̅يكون صحيحًا إلا إذا كانت 

ة ونبين أن هذا يؤدي إلى خاطئ 𝑝 ، نفرض أن 𝑝لكي نبرهن على صحةبعبارة أخرى:  

 صحيحة. 𝑝فإن القضية خاطئة  𝑞صحيحة والقضية  𝑝̅ 𝑞. أي إدا كانت القضية تناقض

 مثال:

 .قواسمله عدد فردي من ال ،أي عدد طبيعي مربعاًبين أن 

  ليكن:

 : 𝑝 𝑥 .هو عدد طبيعي، مربع 

  𝑥 ∶ 𝑞.له عدد فردي من القواسم 

 أن هدا غير محقق. نبينوخطأ.  𝑞صحيحة و  𝑝بفرض أن 

 من القواسم. 2𝑘 ويقبلهو عدد مربع  𝑥نفرض أن 

𝑦عدد بحيث  𝑦ليكن  = 𝑦. 𝑦 1. نستثني ،𝑥  و  𝑦ومن، . يبقى عدد فردي من القواسم 

𝑥مختلفين حيث  𝑧2و  𝑧1بينهم  = 𝑧1. 𝑧2. 

. 𝑦  و  𝑥، 1ختلف عن هداالعدد وي 𝑎إدن واحد. ليكن  ويبقىفي الاصل عدد زوجي،  وهدا

𝑥 لابد إدن أن يحقق = 𝑎. 𝑎 تناقض لأن  وهدا𝑎 ≠ 𝑦. 

  مثال:

2√أي  .(irrationnel)عدد غير منطقية  2√نبين أن  ∉ 𝑄 

2√نستخدم البرهان بالخلف أن  ∈ 𝑄 يوجد إدن عددين طبيعيين غير منعدمين .𝑎, 𝑏  :حيث

√2 =
𝑎

𝑏
𝑎2او بعبارة أخرة   = 2𝑏2لأن لتجزئة العدد . ا𝑎2  العدد  أولية،إلى عوامل

𝑎) يظهر كأس زوجي 2الأولى  = 2𝛼  × … 𝑎2 = 22𝛼  × (، و بالتالي يظهر  …

2𝑏2((𝑏  كأس فردي في  = 2𝛽  × … 2𝑏2 = 22𝛽+1  × . بما أن التجزئة إلى  …
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2√الفرضية   وعليةتحيلة. مس 2𝑏2و  𝑎2وحيدة، فإن  2عوامل اولية للعدد الطبيعي  ∈

𝑄  2√ وبالتاليغير ممكنة ∉ 𝑄  

  

 (Le raisonnement par contraposition):لبرهان باستعمال العكس النقيضا -3

يعود للبرهان   𝑝𝑞متكافئان، إدن البرهان على  𝑞̅𝑝̅و  (𝑝𝑞)نعلم أن القضيتين 

 .𝑞̅𝑝̅على أن 

  مثال:

 .قواسمله عدد فردي من ال ،عاًأي عدد طبيعي يمثل مرب

  ليكن:

 : 𝑝 𝑥 .هو عدد طبيعي، مربع 

  𝑥 ∶ 𝑞.له عدد فردي من القواسم 

,𝑦  نبين باستعمال العكس النقيض. لهدا وجب علينا تجميع كل قواسم بأزواج مختلفة 𝑧حيث 

 𝑥 = 𝑦. 𝑧 .لا يمكن أن يبقى عدد وحيد وبالتالي  𝑎 حيث𝑥 = 𝑎. 𝑎 وبالتالي 𝑥  ليس

 مربعا.

 متال: 

,𝑘لتكن  𝑘′  عددين طبيعيين غر منعدمين. بين أن𝑘𝑘′ = 1k = k′ = 1. 

𝑘نفرض أن  ≠ ′𝑘أو  1 ≠ 𝑘). إدن لينا 1 ≥ ′𝑘  و 2 ≥ 𝑘)أو (1 ≥ ′𝑘  و 1 ≥ 2) . 

′𝑘𝑘كلتا الحالتين لدينا  وفي ≥ ′𝑘𝑘 وبالخصوص 2 ≠ 1. 

′𝑘𝑘 ) إدن ≠ 1)    (𝑘 ≠ ′𝑘أو  1 ≠ 1 .) 

′𝑘𝑘يض بالعكس النق = 1k = k′ = 1. 

 

 :البرهان بمثال مضاد -4

𝑥∀نبرهن على خطأ القضية  تعريف: لكي  ∈ 𝐸, 𝑃(𝑥)  يكفي أن نجد عنصر  𝑥0   من𝐸 

 غير صحيح. 𝑃(𝑥)حيت 
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 :البرهان بفصل الحالات -5

 .qنستنتج صحة القضية  (𝑝̅𝑞̅)˄(𝑝q): من صحة القضية  تعريف 

 induction isonnement par récurrence (ou par(ra(( راجع:البرهان بالت -6

𝑛): للبرهان على صحة القضية تعريف  ∈ 𝑁)  (∀𝑛 ≥ 𝑛0): 𝑃(𝑥) 

 نتبع الخطوات التالية:

 .𝑃(𝑛0)صحة القضية  نثبت •

𝑛0نفرض صحة القضية  • ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ∶ 𝑃(𝑘). 

𝑃(𝑛 نثبت صحة القضية  • + 1). 

 

  مثال:

𝑛∀نريد أن نبين أنه   ∈ 𝑁: 

𝑝(𝑛): 03 + 13 + 23 + ⋯ + 𝑛3 =
𝑛2(𝑛 + 1)2

4
 

 نستخدم بالبرهان بالتراجع:

 محققة. 𝑝(0)لدينا  •

 03 =
02(0 + 1)2

4
 

𝑘صحيحة من أجل أحد القيم  𝑝(𝑘)نفرض أن القضية  • ∈ 𝑁 :بحيث 

𝑝(𝑘): 03 + 13 + 23 + ⋯ + 𝑘3 =
𝑘2(𝑘 + 1)2

4
 

𝑝(𝑘  أن القضية ونبين • +  صحيحة. (1

  لدينا بالفرض

𝑝(𝑘 + 1): 03 + 13 + 23 + ⋯ + (𝑘 + 1)3

=
𝑘2(𝑘 + 1)2

4
+ (𝑘 + 1)3 

 

 إدن



  

25 
 

𝑘2(𝑘 + 1)2

4
+ (𝑘 + 1)3 =

𝑘2(𝑘 + 1)2

4
+

4

4
(𝑘 + 1)(𝑘 + 1)2

=
(𝑘 + 1)2

4
(𝑘2 + 4(𝑘 + 1) ) =

(𝑘 + 1)2

4
(𝑘 + 2)2 

 

 إدن

 03 + 13 + 23 + ⋯ + (𝑘 + 1)3 =
(𝑘 + 1)2

4
((𝑘 + 1) + 1)2 

𝑝(𝑘 وبالتالي +  .صحيحة (1
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 الرابعالفصل 

 المجموعات
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 ؟المجموعة ما هي

 طبعا، ستكون الفكرة الأولى لمحاولة تعريف المجموعة هي العبارة الشهيرة

 ."جمع أشياء من نفس الطبيعة"

 الطبيعة؟هم من نفس رتكوين مجموعة من القمر وقطعة خيار مخلل ما لم تعتبأن مكن فلا ي

 "" جمع أشياء لها نفس الخواص خيار أخر لشبه تعريف للمجموعة:

 .فير قابلة للتعريفكرة أخرى وهي القول بأن مفهوم المجموعة هي مفهوم بدائي بمعنى غ

 .دقيق إضافي سيكون هذا تملص ومراوغةتلكن دون 

 ."ل شيءكالمجموعة هي أي شيء و" البعض يقول

 يجب أن نبين مالا يمكن أن يكون مجموعة ومنه يمكن التصور بأنه غير مقنع القوللفهم أحسن 

ل كفي  غير الأذكياءل واحد سيظن نفسه منهم بالرغم من وجود كلأن  "ياءكمجموعة الأذ"

 .مكان

  .متى يكون أحدنا أصلع "مجموعة الصلع"

 بحر" هل يمكن أن تكون مجموعة ؟أمواج ال"

 سنوضح في هذا الفصل مفهوم المجموعة وسنبين العلاقة المتينة الموجودة بين مفهوم

 .ىل الأولوور في الفصكالمجموعة ومنطق القضايا المذ

 يف نعرف مجموعة ؟ك

بعض التعاريف و خواص ر كلأنه لا يمكن اعتبار "جمع الأشياء" مجموعة فأننا سنذ

 .المجموعات

 

 تعاريف:  

  المجموعة هي مجموعة من العناصر التي هي عناصرها.

غالباً )ولكن ليس بالضرورة( نتبنى أحرفاً كبيرة لتعيين مجموعات وأحرف صغيرة لتعيين 

 العناصر.

 تعريف: 

𝑎  ونكتب 𝐴ينتمي إلى  𝑎، فإننا نقول إن  𝐴عنصرًا من المجموعة  𝑎إذا كان  ∈ 𝐴 

𝑎   ونكتب 𝐴لا ينتمي إلى  𝑏، فإننا نقول إن  𝐴عنصرًا من  𝑏إذا لم تكن  ∉ 𝐴  

هذه. ومن هنا تأتي أهمية الوصف  الانتماءنظرية المجموعات هي في الواقع نظرية لعلاقة 

بحيث لا يكون هناك غموض حول ما إذا كان الكائن ينتمي إلى هذه  للمجموعة،الدقيق 

 المجموعة أم لا.
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 :وصف المجموعة

 ك طريقتان أساسيتان لوصف مجموعة:هنا 

 . "Ensemble définis en extension"مجموعة معرفة بالامتداد  •

أسهل طريقة لوصف الكل هي اقتباس عناصره. هذه مكتوبة بين قوسين مفصولة وهي 

 بفاصلات. لا يهم الترتيب الذي تظهر به.

 تكتب 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑تتكون من الحروف   𝐴مثال: المجموعة 

𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} 

  "Ensemble définis en extension"مجموعة معرفة بالسياق  •

فمن المستحيل تعدادها وبالتالي من  العناصر،إذا كانت المجموعة تحتوي على عدد كبير من 

من المهم تحديد  الحالة،. في مثل هذه الانتماءالضروري اللجوء إلى وصف في شكل معيار 

والتي تأتي منها  الشاملة،أو المجموعة  مرجعيةى المجموعة الالتي تسم الأولية،المجموعة 

 العناصر.

𝑥التي تحقق الخاصية  𝑥مثال: مجموعة العناصر  > يختلف اعتمادًا على ما إذا كنا نعترف  5

 :طبيعي أو صحيح 𝑥بأن 

𝐴 = {𝑥: 𝑥 𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑟 𝑒𝑡 𝑥 > 5} 

𝐵 = {𝑥: 𝑥 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑒𝑙 𝑒𝑡 𝑥 > 5} 

حيث 
23

5
 .𝐴من  وليس 𝐵عنصرمن  

 خاصة اتمجموع

 فإن وبالتالي،. ∅ا له نرمزلا تحتوي على عناصر.  بالتعريف، التي، خاليةالمجموعة ال •

 .الخالية المجموعة تساوي متناقضة قضية خلال من المعرفة المجموعة

𝐴مثال: المجموعة  = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑅 𝑒𝑡  𝑥2 + 1 = 0} = ∅ 

كل . هذا هو الحال بالنسبة لةحد فقط تسمى مفردالمجموعة التي تحتوي على عنصر وا •

𝐴 = {𝑎} . وهو  واحد، عنصرلأنه لا يوجد سوى𝑎  يمكننا كتابة ، 𝑎 ∈ 𝐴. 

 تعريف:

)يفترض أنها ليست  𝐵هي أيضًا عناصر المجموعة   𝐴إذا كانت جميع عناصر المجموعة 

 ونكتب 𝐵متضمن في  𝐴 إنفإننا نقول  (،فارغة

𝐴 ⊆ 𝐵 
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 .𝐵من  جزءهي  𝐴أو أن  𝐵من  جزئيةهي مجموعة  𝐴ن نقول أيضًا أ

 بالتعريف، يمكن كتابة

𝐴 ⊆ 𝐵 (∀𝑥)(𝑥 ∈ 𝐴𝑥 ∈ 𝐵). 

 عدادهي مجموعة الأ 𝐵وإذا كانت  10الطبيعية أقل من  الأعدادهي مجموعة  𝐴إذا كانت مثال: 

  فلدينا ،8و  2الزوجية بين 

𝐴 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, 𝐵 = {2,4,6,8} 

𝐵 إدن  ⊆ 𝐴. 

، يمكننا  𝐴. مهما كانت المجموعة مجموعة محتواه في نفسهامن السهل التحقق من أن كل  •

𝐴 الكتابة ⊆ 𝐴. 

ونكتب علاقة  𝐴من  جزئيةمجموعة  𝐴عن  يختلفوالذي سيكون  𝐴من  𝐵يسمى الجزء  •

𝐵احتواء تام   ⊂ 𝐴. 

𝐴المساواة بين المجموعات،  • = 𝐵 هذه  تتحققبط. إذا كان لديهم نفس العناصر بالض

𝐵  الخاصية بمجرد التحقق من أن  ⊆ 𝐴  و𝐴 ⊆ 𝐵 .في نفس الوقت 

بشكل  علاقتينفإن إثبات المساواة بين مجموعتين غالباً ما يتطلب إظهار هذين ال وبالتالي،

 منفصل.

 حظة:ملا

 𝐴يكون عنصر واحد على الأقل من  ألا: بمجرد الاحتواءمن المهم أن نفهم ما يمثله نفي 

 ، أو بطريقة مكافئة 𝐵في  𝐴 احتواء، فلن يتم  𝐵ا من عنصرً 

𝐴 ⊈ 𝐵 (∃𝑥)(𝑥 ∈ 𝐴 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐵) 

 مثال:

𝐴المجموعة  = الزوجية عداد للأ 𝐵من المجموعة  جزئيةليست مجموعة  {3,4,5,6,7,8,10}

7، مثل  7على سبيل المثال  الأقل،يحتوي على عنصر واحد على  𝐴لأن  ∈ 𝐴 7 و ∉ 𝐵. 

هي علاقة تربط  حتواء. علاقة الااكل عناصرهمجموعة بهي علاقة تربط  ءالانتماعلاقة  •

3 لا معنى لكتابة  وبالتالي،مجموعتين.  ⊂ 𝐴 أو .𝐵 ∈ 𝐴   إذا كانت𝐴  و𝐵 

 مجموعتين.

 تعريف:

، فإننا نحدد في نفس  𝐴لتشكيل المجموعة  𝑈إذا استخرجنا عناصر معينة من مجموعة مرجعية 

 𝐴̅ . تتكون هذه المجموعة 𝐴̅ بـ اونرمز له،  𝑈فيما يتعلق بـ  𝐴 لـلية الوقت المجموعة التكمي

 .𝐴 لا تنتمي إلىالتي  𝑈من عناصر 
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𝐴̅ = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑈 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐴}. 

̅∅حالة خاصة:  = 𝑈,   𝑈̅ = ∅,   𝐴̿ = 𝐴  

 عمليات على المجموعات:

أخرى. العمليات يتيح إجراء عمليات على مجموعتين أو أكثر الحصول على مجموعات 

 الرئيسية هي الاتحاد والتقاطع والاختلاف.

 : الاتحاد وتقاطع المجموعات

 تعريف:

𝐴، يرمزان إلى  𝐵و  𝐴اتحاد مجموعتين   ∪ 𝐵  هو مجموعة العناصر التي تنتمي إلى واحدة ،

 على الأقل من هذه المجموعات

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝐴 𝑜𝑢 𝑥 ∈ 𝐵} 

 مثال: 

{1,2} ∪ {3,4} = {1,2,3,4} 

{1,2} ∪ ∅ = {1,2} 

 تعريف:

𝐴  له، يرمز 𝐵و  𝐴تقاطع مجموعتين   ∩ 𝐵  هو مجموعة العناصر التي تنتمي إلى كل من ،

𝐴  و𝐵 

𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝐴 𝑒𝑡 𝑥 ∈ 𝐵} 

 مثال: 

{1,2,3} ∩ {3,4,5} = {3} 

{1,2,3} ∩ ∅ = ∅ 

 تعريف:

 منفصلتان إنهمافإننا نقول  مجموعتين،إذا لم يكن هناك عنصر مشترك بين  

𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ 

 مثال: 

{1,2} ∩ {3,4,5} = {∅} 
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 قانون مورقان:

ان أن تكملة التقاطع هي اتحاد المكملات وتكملة الاتحاد هي تقاطع قتخبرنا قوانين مور 

 كملات:مال

𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∪ 𝐵̅  

𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∩ 𝐵̅ 

 الإثبات:

 لدينا

𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝐴 𝑒𝑡 𝑥 ∈ 𝐵} 

 إدن

𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑈 𝑒𝑡 𝑥 ∉ (𝐴 ∩ 𝐵)} 

= {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑈 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐴 𝑜𝑢 𝑥 ∉ 𝐵} 

 من جهة أخرى

𝐴̅ ∪ 𝐵̅ = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑈 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐴} ∪ {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑈 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐵} 

= {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑈 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐴 𝑜𝑢 𝑥 ∉ 𝐵} 

= 𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 كدلك لدينا

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝐴 𝑜𝑢 𝑥 ∈ 𝐵} 

 إدن

𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑈 𝑒𝑡 𝑥 ∉ (𝐴 ∪ 𝐵)} 

= {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑈 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐴 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐵} 

 جهة أخرى من

𝐴̅ ∩ 𝐵̅ = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑈 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐴} ∩ {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑈 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐵} 

= {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑈 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐴 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐵} 

= 𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
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 :الفرق بين المجموعات

 تعريف:

 𝐵التي لا تنتمي إلى  𝐴للإشارة إلى مجموعة عناصر  𝐴 ∖ 𝐵نستخدم الترميز  

𝐴 ∖ 𝐵 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝐴 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐵} 

𝐴 ∖ 𝐵 لدينانظرية:  = 𝐴 ∩ 𝐵̅. 

 إثبات:

 لدينا بالتعريف

𝐴 ∖ 𝐵 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝐴 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐵} 

 كذلك

 𝐴 ∩ 𝐵̅ = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝐴 𝑒𝑡 𝑥 ∉ 𝐵} 

𝐴 ∖ 𝐵إدن  = 𝐴 ∩ 𝐵̅. 

 

 الجداء الكارتيزي:

 تعريف:

 بواسطة 𝐵و  𝐴لمجموعتين الكارتيزي  جداءيتم تحديد ال 

𝐴 × 𝐵 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 ∈ 𝐴 𝑒𝑡 𝑦 ∈ 𝐵}. 

,𝑥) لمرتبةإنها مجموعة الأزواج ا 𝑦)  التي يمكننا تشكيلها عن طريق أخذ𝑥  في𝐴  و𝑦  في𝐵 .

،  2يحتوي على  𝐵عناصر وإذا كان  3يحتوي على  𝐴من حقيقة أنه إذا كان  × الترميزوتأتي 

𝐴فإن  × 𝐵  6=  2×  3سيكون. 

 مثال: 

𝐴لتكن  = 𝐵و  {1,2,3} = {𝑐, 𝑑}  ،إدن:مجموعتان 

𝐴 × 𝐵 = {(1, 𝑐), (1, 𝑑), (2, 𝑐), (2, 𝑑), (3, 𝑐), (3, 𝑑) } 

𝐴لما  = 𝐵 = 𝑅 الجداء الكارتيزي لـ ،𝐴  و𝐵 :هو  

𝐴 × 𝐵 = 𝑅 × 𝑅 = 𝑅2 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 ∈ 𝑅 𝑒𝑡 𝑦 ∈ 𝑅 } 
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 تجزئة مجموعة: 

بأنها تشكل  𝐴من المجموعات الجزئية من  𝑖=1,𝑛(𝐸𝑖)مجموعة، نقول عن العائلة  𝐴لتكن 

 قق:إدا وفقط إدا تح 𝐴 تجزئة لـ

• (𝐸𝑖)  ليست مجموعة خالية مهما يكن𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} 

• ∪𝑖=1
𝑛 𝐸𝑖 = 𝐴 

• 𝐸𝑖 ∩ 𝐸𝑗 = ∅, ∀𝑖 ≠ 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, … , 𝑛} 

 

 مجموعة أجزاء مجموعة:

تشكل مجموعة جديدة، تسمى مجموعة أجزاء المجموعة  𝐴فإن أجزاء  𝐴مهما تكن المجموعة 

𝐴 لها بالرمز:  ويرمز(𝑃(𝐴)). 

 معرفة بالاتفاق كما يلي  (𝑃(𝐴))دن إ

𝑃(𝐴) = {𝑋, 𝑋 ⊂ 𝐴} 

 بعبارة أخرى 

𝑋 ⊂ 𝐴 𝑋 ∈ 𝑃(𝐴) 
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 الخامسالفصل 

 تمارين محلولة
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 :صفرالتمرين ال

,← : المنطقي المناسب رابطأكمل الخطوط المنقطة بال ↔, →  

1. 𝑥 ∈ 𝑅: 𝑥2 = 4. … … … . 𝑥 = 2 
2. 𝑧 ∈ 𝐶: 𝑧 = 𝑧̅ … … … … . 𝑧 ∈ 𝑅 
3. 𝑥 ∈ 𝑅: 𝑥 = 𝜋 … … … 𝑒2𝑖𝑥=1 

 الحل:

1. ← 
2. ↔ 
3. → 

 

 التمرين الاول:

 ا التالية باستخدام الرموز المنطقية يأكتب القضا 

 يساوي الصفر. 𝑓(𝑥)فإن   𝐼ينتمي إلى   𝑥مهما يكن  •
 يساوي الصفر. 𝑓(𝑥)حيث   𝐼ينتمي إلى   𝑥 يوجد •
 الصفر. أكبر تماما 𝑓(𝑥)فإن   𝐼ينتمي إلى   𝑥مهما يكن  •
 .𝑘يساوي  𝑓(𝑥)فإن   𝐼ينتمي إلى   𝑥حيث مهما يكن   𝐼ينتمي إلى   𝑘 يوجد •
فإن  𝑦أصغر تماما من  𝑥حيث  𝐼ينتمي إلى   𝑦، مهما يكن 𝐼ينتمي إلى   𝑥مهما يكن  •

𝑓(𝑥)  أصغر تماما من𝑓(𝑦). 
 .  𝑀بر أو يساوي أك 𝑓(𝑥)حيث   𝐼ينتمي إلى   𝑥 يوجد، 𝑅ينتمي إلى   𝑀مهما يكن  •

 

 الحل: 

• ∀x ∈ I, f(x) = 0. 

• ∃x ∈ I, f(x) = 0. 

• ∀x ∈ I, f(x) > 0. 

• ∃k ∈ I, ∀x ∈ I, f(x) = k. 

• ∀x ∈ I, ∀y ∈ I, (x < y)(𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑦)).  

• ∃M ∈ R, ∃x ∈ I, f(x) ≥ 𝑀. 

 التمرين الثاني:

 هل القضايا التالية صحيحة أم خاطئة؟ قم بنفيها 

• (2+2=4) (+=). 

• (2+2=4) (+=). 

• (2+2=4) (+=). 

• (+=) (2+2=4). 
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• ∀ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥2 = 1. 
• ∃ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥2 = 1. 
• ∀ 𝑥 ∈ 𝑅, ∃𝑦 ∈ 𝑅, 𝑦 = 𝑥2. 
• ∀ 𝑥 ∈ 𝑅, ∃𝑦 ∈ 𝑅, 𝑥 = 𝑦2. 
• ∃𝑦 ∈ 𝑅, ∀ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑦 = 𝑥2. 

 

 : الحل

• (2+2=4) (+=) est fausse, sa negation est  (2+2≠4) (+≠) 

• (2+2=4) (+=) est vraie, sa negation est  (2+2≠4) (+≠) 

• (2+2=4) (+=) est fausse, sa negation est (2+2=4) (+≠)  

• (+=) (2+2=4) est vraie, sa negation est  (+=)  (2+2≠4) 

• ∀ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥2 = 1  est fausse, sa negation est  ∃ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥2 ≠ 1    

• ∃ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥2 = 1 est vraie, sa negation est ∀ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥2 ≠ 1   

• ∀ 𝑥 ∈ 𝑅, ∃𝑦 ∈ 𝑅, 𝑦 = 𝑥2 est vraie, sa negation est ∃𝑥 ∈ 𝑅, ∀𝑦 ∈
𝑅, 𝑦 ≠ 𝑥2  

• ∀ 𝑥 ∈ 𝑅, ∃𝑦 ∈ 𝑅, 𝑥 = 𝑦2 est fausse, sa negation est ∃𝑥 ∈ 𝑅, ∀𝑦 ∈
𝑅, 𝑥 ≠ 𝑦2  

• ∃𝑦 ∈ 𝑅, ∀ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑦 = 𝑥2  est fausse, sa negation est  ∀𝑦 ∈ 𝑅, ∃ 𝑥 ∈
𝑅, 𝑦 ≠ 𝑥2 

 التمرين الثالث:

 هل القضايا التالية صحيحة أم خاطئة؟ علل كل إجابة   

•  {1} ∈ {{1}, {2}, {3}} 

• {1,2,3}  ∪ {∅} = {1,2,3} 
:𝑓المعرف بالشكل   𝑓 التطبيق  • 𝑁 → 𝑅 حيث ،𝑓(𝑥) = 𝑥 +  هو غامر. 2

 

 : الحل

,{1}}مجموعة و هي عنصر من المجموعات  {1}صحيحة لأن  • {2}, {3}} 

{1,2,3}خطأ لأن  •  ∪ {∅} = {1,2,3, ∅} 
𝑦خطأ لأن  • =  . Nليست له سابقة في  1

 التمرين الرابع:

 أجب بصحيح أم خطأ مع التعليل 

• {1} ∪ {1} = {(1,1)} 
• {1} − {1} = {0} 
• {2}  × {5} = {10} 



  

37 
 

• { } ∈ {{ }} 

 

 : الحل

𝐴خطأ لأن   • ∪ 𝐵 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝐴𝑥 ∈ 𝐵}  {1}ومنه ∪ {1} = {1}  
𝐴خطأ لأن   • − 𝐵 = {x: x ∈ A x ∉ B}  {1}ومنه − {1} = ∅ 
𝐴خطأ لأن  • × 𝐵 = {(x, y): x ∈ A y ∈ B}  {2}ومنه  × {5} = {(2,5)} 

}}صحيح لأن  • } وهومجموعة مجموعات تحتوي على عنصر واحد  {{ } . 

 

 التمرين الخامس:

 أكتب القضايا التالية رياضيا:

 ".bأكبر من  a، فهناك مضاعف لـ نطبيعياً نصحيحًا انعدد bو  aإذا كان " •

 .موجب له جذر تربيعي عدد حقيقي كل •

 

 الحل: 

 .k∈Nمع  kaعلى شكل  عددهو  aمضاعف  •

 .bأكبر من   ka شكلمن ال عدد، فيوجد عددين كيفيين b∈Nو  a∈N  هذا يعني أنه إذا كان 

𝑎∀  أي  ∈ 𝑁, ∀𝑏 ∈ 𝑁, ∃𝑘 ∈ 𝑁: 𝑘𝑎 ≥ 𝑏 . 

𝑥حيث  yهوعدد  x     الجدر التربيعي لـ • = 𝑦2 

𝑦حيث    yحقيقي  عدد، فهناك دد كيفيع   R∈x+هذا يعني أنه إذا كانت  = √𝑥  بعبارة أو

𝑥 أخرى  = 𝑦2. 

𝑥∀  أي  ∈ 𝑅+, ∃𝑦 ∈ 𝑅: 𝑥 = 𝑦2  

 

 :سادسالتمرين ال

 قم بنفي القضايا التالية:

 .نزيل لا يحب أي حارس السجون، يوجدفي كل  •
 .هناك بلد يكون فيها كل حيوان بري فريسة لحيوان أخر •

 

 الحل:
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 أخيرًا،هذا الافتراض المنطقي.  فيثم أن الكم،ملة كقضية منطقية مع محددات اكتب هذه الج
 اكتب الجملة المقابلة لهذا النفي.

 ".يوجد سجن حيث يحب جميع النزلاء حارسًا واحدًا على الأقل" •
 "يوجد في كل بلد حيوان بري ليس فريسة لأي بلد آخر." •

 

 :سابعالتمرين ال

 مركبة وحدد ما إذا كانت صحيحة أم خطأ. قضيةالتالية في شكل  قضايااكتب ال •

 التي تستخدمها.  qو  pحدد المقترحات البسيطة  

 ."5=5 كي تكون   9=2+2 لابد أن تكون"

 اكتب الجملة التالية في شكل جملة مركبة وحدد ما إذا كانت صحيحة أم خطأ. •
 التي تستخدمها.  qو  pحدد المقترحات البسيطة  

 (".السعوديةفي  قسنطينةفإن  الجزائرفي  مكة)إذا كانت  القول أنه "من الخطأ
 

 ؟ة" خاطئً p⇒ (p∧q)") قضيةكون الت pو  pقيم حقيقية لـ  من أجل أي •

 

 الحل:

 " وهي قضية خاطئة.   "p:2+2=9نضع:  •

 " وهي قضية صحيحة.q: 5=5و   "

 " خاطئة. 𝑝𝑞 وبالتالي حسب جدول الحقيقة فإن القضية: "

 وهي قضية خاطئة. " جزائرالفي  "مكةنضع:  •

 " وهي قضية صحيحة. السعوديةفي  قسنطينة و   "

̅̅(𝑝𝑞)  وبالتالي حسب جدول الحقيقة فإن القضية: " ̅̅ ̅̅  " خاطئة. ̅̅

 " خاطئة. 𝑝𝑞 وبالتالي حسب جدول الحقيقة فإن القضية: "

و   pمهما تكون دائمًا وبالتالي فهو غير خاطئ  القضية صحيحظهر جدول الحقيقة أن ي •

q. 
 

(p∧q) ⇒p p∧q q p 
1 1 1 1 

1 0 0 1 

1 0 1 0 
1 0 0 0 
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 :ثامنالتمرين ال

 التالية توتولوجياهل القضايا 

• (𝑝𝑞)(𝑝̅𝑞̅) 
• ((𝑝𝑞)(𝑞𝑝))(𝑝 𝑞) 

• (𝑝𝑞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑝̅q̅) 

• (𝑝𝑞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑝̅q̅) 

 

 الحل:

العمود  كل فيجب أن يحتوي وتولوجي،تعبارة عن  القضيةجدول الحقيقة. إذا كانت  قم بإنشاء
  . 1الأخير على قيمة الحقيقة 

نلاحظ أن العمود الأخير  الحقيقة،لأننا عندما ننظر إلى جداول  توتولوجيليس  قضيةال •
وفقاً  ةأو خاطئً  ةكون صحيحً ت ه القضية يمكن أن. وبالتالي فإن هذ1 كله منلا يتكون 

 ي تتكون منها.لقيم الحقيقة للافتراضات المختلفة الت
(𝑝𝑞)(𝑝̅𝑞̅) 𝑝̅𝑞̅ 𝑞̅ 𝑝̅ 𝑝𝑞 q p 

1 1 0 0 1 1 1 

0 1 1 0 0 0 1 

0 0 0 1 1 1 0 
1 1 1 1 1 0 0 

 

نلاحظ أن العمود  الحقيقة،لأننا عندما ننظر إلى جداول  توتولوجيعبارة عن  القضية •
مهما كانت قيم  صحيحًة،يكون دائمًا ما  هده القضية. لذلك فإن 1الأخير يتكون فقط من 

 الحقيقة للقضايا المختلفة التي تتكون منها.
((𝑝𝑞)(𝑞𝑝))(𝑝 𝑞) 

 

(𝑝𝑞)(𝑞𝑝) 𝑝 𝑞 𝑞𝑝 𝑝𝑞 q p 

1 1 1 1 1 1 1 
1 0 0 1 0 0 1 

1 0 0 0 1 1 0 
1 1 1 1 1 0 0 
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نلاحظ أن العمود الأخير  الحقيقة،لأننا عندما ننظر إلى جداول  توتولوجيليس  قضيةال •
وفقاً  ةأو خاطئً  ةكون صحيحً ت ه القضية يمكن أن. وبالتالي فإن هذ1 كله منلا يتكون 

 لقيم الحقيقة للافتراضات المختلفة التي تتكون منها.

(𝑝𝑞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑝̅q̅) 𝑝̅𝑞̅ 𝑞̅ 𝑝̅ (𝑝𝑞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑝𝑞 q p 

1 0 0 0 0 1 1 1 

0 1 1 0 0   1 0 1 

0 1 0 1 0 1 1 0 
1 1 1 1 1 0 0 0 

 

نلاحظ أن العمود  الحقيقة،لأننا عندما ننظر إلى جداول  توتولوجيعبارة عن  القضية •
مهما كانت قيم  صحيحًة،دائمًا ما يكون  هده القضية. لذلك فإن 1الأخير يتكون فقط من 

 الحقيقة للقضايا المختلفة التي تتكون منها.

(𝑝𝑞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑝̅q̅) 𝑝̅q̅ q̅ 𝑝̅ (𝑝𝑞)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑝𝑞 q p 

1 0 0 0 0 1 1 1 

1 1 1 0 1 0 0 1 
1 1 0 1 1 0 1 0 

1 1 1 1 1 0 0 0 
 

 : )البرهان بالخلف(تاسعالتمرين ال

 . نعرف التطبيق𝑁نحو  𝑁سلسلة من التطبيقات من  𝑛∈𝑁(𝑓𝑛)لتكن 

𝑓: 𝑁 → 𝑁

𝑛 → 𝑓(𝑛) = 𝑓𝑛(𝑛) + 1
 

𝑝وجد أي عدد بين أنه لا ي  ∈ 𝑁  :بحيث𝑓 = 𝑓𝑝 . 

 

 الحل:

𝑝نفرض أنه يوجد  ∈ 𝑁  :بحيث𝑓 = 𝑓𝑝. 

𝑛∀: إدا كان يأخذان نفس القيم وفقطتطبيقين متساويين إدا  ∈ 𝑁: 𝑓(𝑛) = 𝑓𝑝(𝑛). 

𝑛لما  = 𝑝, 𝑓(𝑝) = 𝑓𝑝(𝑝) من تعريف التطبيق .𝑓  لدينا𝑓(𝑝) = 𝑓𝑝(𝑝) +  وهدا. 1

 لا يمكن أن يأخذ قيمتين مختلفتين. 𝑓(𝑝) تناقض لأن

𝑝∀إدن  ∈ 𝑁: 𝑓 ≠ 𝑓𝑝 . 
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 : )البرهان بالعكس النقيض(عاشرالتمرين ال

,𝑝1لتكن  • 𝑝2, … , 𝑝𝑟  أعداد أولية. بين أن𝑁 = 𝑝1𝑝2 … 𝑝𝑟 + لا يقبل القسمة بأي  1

 .𝑝𝑖عدد 

 عددًا لا نهائياً من الأعداد الأولية. أن هناك بالخلفاستخدم السؤال السابق لتوضح  •

 

 الحل:

𝑁يقسم  𝑝𝑖محدد حيث  𝑖إدا وجد  • = 𝑝1𝑝2 … 𝑝𝑟 + 𝑘، إدن يوجد 1 ∈ 𝑍  حيث

𝑁 = 𝑘𝑝𝑖 ،وعليه 

 𝑝𝑖(𝑘 − 𝑝1𝑝2 … 𝑝𝑖−1𝑝𝑖+1 … 𝑝𝑟) = 1 

𝑝𝑖𝑞ليكن  = 𝑞 حيث  1 = 𝑘 − 𝑝1𝑝2 … 𝑝𝑖−1𝑝𝑖+1 … 𝑝𝑟 عدد طبيعي. إدن𝑝𝑖 ∈ 𝑍  و

1/𝑝𝑖 = 𝑞 ∈ 𝑍 و عليه ،𝑝𝑖  إدن  1-أو  1يساوي .𝑝𝑖 .غير أولي 

 .𝑝𝑖لا يقبل القسمة على  𝑁إدن بالعكس النقيض صحيح 

,𝑝1نبين بالخلف، إدا كان لا يوجد أي عدد منته من الأعداد الأولية  • 𝑝2, … , 𝑝𝑟  إدن

𝑁 = 𝑝1𝑝2 … 𝑝𝑟 +  . 1سوى على نفسه و هو عدد أولي لأنه غير قابل للقسمة  1

، و عليه 𝑝𝑖بختلف عن  𝑁 لدينا عدد أولي  وبالتالي. 𝑝𝑖أكبر تماما من كل القيم  𝑁لكن 

𝑟يوجد على الأقل  +  عدد أولي و هدا تناقض. 1

 

 )البرهان بالتراجع( :الحادي عشرالتمرين 

𝑛∀نبين أن   ∈ 𝑁: 

 ∑ 𝑖

𝑛

𝑖=0

=
𝑛 (𝑛 + 1)

2
 

  الحل: 

 

 نستخدم بالبرهان بالتراجع:

 𝑝(𝑛): 0 + 1 + 2 + ⋯ + 𝑛 =
𝑛 (𝑛 + 1)

2
 

 محققة. 𝑝(0)لدينا من أجل  •
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0 =
0(0 + 1)

2
 

𝑘صحيحة من أجل أحد القيم  𝑝(𝑘)نفرض أن القضية  • ∈ 𝑁 :بحيث 

𝑝(𝑘): 0 + 1 + 2 + ⋯ + 𝑘 =
𝑘 (𝑘 + 1)

2
 

𝑝(𝑘  أن القضية ونبين • +  صحيحة. (1

  لدينا بالفرض

𝑝(𝑘 + 1): 0 + 1 + 2 + ⋯ + (𝑘 + 1)

= 0 + 1 + 2 + ⋯ + 𝑘 + (𝑘 + 1)

=
𝑘 (𝑘 + 1)

2
+ (𝑘 + 1)  

 

 إدن

𝑘 (𝑘 + 1)

2
+ (𝑘 + 1) =

𝑘 (𝑘 + 1) + 2(𝑘 + 1)

2
 

=
(𝑘 + 1) (𝑘 + 2) 

2
  

 

 إدن

0 + 1 + 2 + ⋯ + 𝑘 + (𝑘 + 1) =
(𝑘 + 1) (𝑘 + 2) 

2
 

𝑝(𝑘 وبالتالي +  .صحيحة (1

 

 )البرهان بالتراجع( التمرين الثاني عشر:

𝑛∀نبين أن  ∈ 𝑁: 

 ∑ 𝑖2

𝑛

𝑖=1

=
𝑛 (𝑛 + 1) (2𝑛 + 1)

6
 

 الحل:

 نستخدم بالبرهان بالتراجع:

 𝑝(𝑛): 12 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑛2 =
𝑛 (𝑛 + 1) (2𝑛 + 1)

6
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 محققة. 𝑝(1)لدينا من أجل  •

 12 =
1.2.3

6
 

𝑘صحيحة من أجل أحد القيم  𝑝(𝑘)نفرض أن القضية  • ∈ 𝑁 :بحيث 

𝑝(𝑘): 12 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑘2 =
𝑘(𝑘 + 1) (2𝑘 + 1)

6
 

𝑝(𝑘  أن القضية ونبين • +  صحيحة. (1

  لدينا بالفرض

𝑝(𝑘 + 1): 12 + 22 + 32 + ⋯ + (𝑘 + 1)2

= 12 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑘2 + (𝑘 + 1)2

=
𝑘(𝑘 + 1) (2𝑘 + 1)

6
+ (𝑘 + 1)2 

 

 إدن

𝑘(𝑘 + 1) (2𝑘 + 1)

6
+ (𝑘 + 1)2

=
𝑘(𝑘 + 1) (2𝑘 + 1) + 6(𝑘 + 1)2

6
 

=
(𝑘 + 1) (2𝑘2 + +𝑘 + 6𝑘 + 6) 

6

=
(𝑘 + 1) (𝑘 + 2)(2𝑘 + 3) 

6
 

 

 إدن

12 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑘2 + (𝑘 + 1)2

=
(𝑘 + 1) ((𝑘 + 1) + 1)(2(𝑘 + 1) + 1) 

6
 

𝑝(𝑘 وبالتالي +  .صحيحة (1

 

 )البرهان بالتراجع( التمرين الثالث عشر:

 معرفة كما يلي: 𝑛∈𝑁(𝑥𝑛)لتكن السلسلة 

𝑥0 = 4,   𝑥𝑛+1 =
2𝑥𝑛

2 − 3

𝑥𝑛 + 2
. 
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n∀بين أن:  • ∈ N: 𝑥𝑛 > 3  

n∀بين أن:  • ∈ N: 𝑥𝑛+1 − 3 >
3

2
(𝑥𝑛 − 3) 

n∀بين أن:  • ∈ N: 𝑥𝑛 ≥ (
3

2
)

𝑛
+ 3 

 متقاربة؟ 𝑛∈𝑁(𝑥𝑛)ل السلسلة ه •

 

 

  الحل:

 

 نستخدم بالبرهان بالتراجع: -1

 𝑝(𝑛): ∀n ∈ N: 𝑥𝑛 > 3   

 محققة. 𝑝(0)لدينا من أجل  •

 𝑥0 = 4 > 3 

𝑛صحيحة من أجل أحد القيم  𝑝(𝑛)نفرض أن القضية  • ∈ 𝑁 :بحيث 

𝑝(𝑛  أن القضية ونبين +  صحيحة. (1

𝑥𝑛+1 − 3 =
2𝑥𝑛

2 − 3

𝑥𝑛 + 2
− 3 =

2𝑥𝑛
2 − 3𝑥𝑛 − 9

𝑥𝑛 + 2
 

 

𝑥𝑛 لدينا بالفرض > 𝑥𝑛إدن   3 + 2 > 2𝑥𝑛و  0
2 − 3𝑥𝑛 − 9 > وعليه  0

𝑥𝑛+1 − 3 > 0 
 

𝑝(𝑛 وبالتالي +  .صحيحة (1

 

 أن:نبين  -2

  ∀n ∈ N: 𝑥𝑛+1 − 3 −
3

2
(𝑥𝑛 − 3) > 0   

  𝑥𝑛+1 − 3 −
3

2
(𝑥𝑛 − 3) =

2𝑥𝑛
2 − 3

𝑥𝑛 + 2
−

3

2
(𝑥𝑛 − 3) =

1

2
−

 𝑥𝑛
2 + 3 + 12

𝑥𝑛 + 2

> 0 

𝑥𝑛لأن  > 3. 
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 نستخدم بالبرهان بالتراجع:  -3

 𝑝(𝑛): ∀n ∈ N: 𝑥𝑛 ≥ (
3

2
)

𝑛

+ 3 

 محققة. 𝑝(0)لدينا من أجل  •

 𝑥0 = 4 ≥ 4 

𝑛صحيحة من أجل أحد القيم  𝑝(𝑛)نفرض أن القضية  • ∈ 𝑁 :بحيث 

𝑝(𝑛  ضيةأن الق ونبين +  صحيحة. (1

 من المثال السابق، لدينا

𝑥𝑛+1 − 3 >
3

2
(𝑥𝑛 − 3) 

 

𝑥𝑛+1  لدينا بالفرض − 3 >
3

2
(

3

2
)

𝑛
= (

3

2
)

𝑛+1
 

 

𝑝(𝑛 وبالتالي +  .صحيحة (1

 

 غير متقاربة. وبالتالي ∞+تؤول إلى  𝑛∈𝑁(𝑥𝑛)السلسلة   -4

 

 التمرين الرابع عشر:

  :ية. بين باستخدام البرهان بالعكس النقيض ما يلمجموع 𝐸لتكن 

∗  ∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝑃(𝐸):  (𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵)𝐴 = 𝐵. 
∗  ∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑃(𝐸):  (𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐶 𝑒𝑡 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐶)𝐵 = 𝐶. 

 الحل:

 

 𝐵و  𝐴أولاً وقبل كل شيء بطريقة "مباشرة". نفترض أن نحل الجزء الأول فقط.  •

𝐴  يكونان ∩ B = A ∪ B  . 

xلتكن  ∈ A  ونبين أنx ∈ B بما أن .x ∈ A  فإنx ∈ A ∪ B  إدنx ∈ A ∩ B  

𝐴لأن   ∩ B = A ∪ B .وعليه 𝑥 ∈ 𝐵 . 



  

46 
 

 

 التمرين الخامس عشر: 

,𝐴لتكن  𝐵  مجموعتان. بين أن 

𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∩ 𝐵̅  𝑒𝑡  𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∪ 𝐵̅. 

  الحل:

• 𝑥 ∈ 𝐴 ∪ B̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥 ∉ A ∪ B 

𝑥 ∉ A et 𝑥 ∉ B 

𝑥 ∈  𝐴̅ et 𝑥 ∈  𝐵̅ 

𝑥 ∈  𝐴̅  ∩ 𝐵̅ 

• 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ B̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥 ∉ A ∩ B 

𝑥 ∉ A ou 𝑥 ∉ B 

𝑥 ∈  𝐴̅ ou 𝑥 ∈  𝐵̅ 

𝑥 ∈  𝐴̅  ∪ 𝐵̅ 

 التمرين السادس عشر:

:𝑓مجموعتان، و  𝐹و  𝐸لتكن    𝐸 → 𝐹. 

 بين أن: 

∗  ∀ 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑃(𝐸): (𝐴 ⊂ 𝐵)(𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝐵)). 

∗  ∀ 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑃(𝐸): 𝑓(𝐴 ∩ 𝐵) ⊂  𝑓(𝐴) ∩ 𝑓(𝐵). 

∗  ∀ 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑃(𝐸): 𝑓(𝐴 ∪ 𝐵) =  𝑓(𝐴) ∪ 𝑓(𝐵). 

∗  ∀ 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑃(𝐹): 𝑓−1(𝐴 ∪ 𝐵) =  𝑓−1(𝐴) ∪ 𝑓−1(𝐵). 

∗  ∀ 𝐴 ∈ 𝑃(𝐹): 𝑓−1(𝐹\𝐴) =  𝐸\𝑓−1(𝐴). 

 

  لحل:ا

 نحل بعضها فقط.

• 𝑓(𝐴 ∩ 𝐵) ⊂  𝑓(𝐴) ∩ 𝑓(𝐵) 
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𝑦إدا كان  ∈ 𝑓(𝐴 ∩ 𝐵)  يوجد𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵  بحيث𝑦 = 𝑓(𝑥)  أو𝑥 ∈ 𝐴  

𝑦إدن  = 𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝐴) وكدلك 𝑥 ∈ 𝐵  إدن𝑦 ∈ 𝑓(𝐵) .وبالتالي 𝑦 ∈ 𝑓(𝐴) ∩ 𝑓(𝐵) 

𝑓(𝐴كل عنصر من  ∩ 𝐵)  هو عنصر من𝑓(𝐴) ∩ 𝑓(𝐵)  

𝑓(𝐴إدن  ∩ 𝐵) ⊂  𝑓(𝐴) ∩ 𝑓(𝐵). 

• 𝑓−1(𝐹\𝐴) =  𝐸\𝑓−1(𝐴) 

𝑥لدينا                                     ∈ 𝑓−1(𝐹\𝐴)𝑓(𝑥) ∈ 𝐹\𝐴  

𝑓(𝑥) ∉ 𝐴 

 𝑥 ∉ 𝑓−1(𝐴) 

𝑥 ∈ 𝐸\𝑓−1(𝐴) 

 

 التمرين السابع عشر:

ربما يكون فارغًا أو مختزلًا إلى  مجال،أن كل مجموعة من المجموعات التالية عبارة عن  بين 
 نقطة.

𝐼1 =∩𝑛=1
+∞  [−

1

𝑛
, 2 +

1

𝑛
[    𝑒𝑡   𝐼2 =∪𝑛=1

+∞  [1 +
1

𝑛
, 𝑛[ . 

  الحل:

𝐼1 = [0,2]     𝑒𝑡    𝐼1 = [1, +∞] 

 

  ثامن عشر:التمرين ال

,𝐴لتكن  𝐵 ⊂ 𝐸 أوجد حل المعادلات للمتغير .𝑋 ⊂ 𝐸 

∗  𝐴 ∪ 𝑋 = 𝐵. 
∗  𝐴 ∩ 𝑋 = 𝐵. 

 الحل:

 

• 𝐵\𝐴 ⊂ 𝑋 ⊂ 𝐵 

• 𝐵 ⊂ 𝑋 ⊂ 𝐵 ∪ 𝐴̅ 
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 السادسالفصل 

 تمارين للحل
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 سريعاختبار 

 

𝐵لتكن  = {1,2,3} 
 التالي صحيح أم خطأ: ضيةهل الق

∀𝑥 ∈ 𝐵, ∀𝑦 ∈ 𝐵: 𝑥2 < 𝑦 + 1 

 صحيح ☐

 خطأ ☐

 لا أعلم ☐

 Bو  A"إن المجموعتين  قضبةنفي ال
لديهما عنصر مشترك واحد على 

 :هو الأقل"

☐  𝐴 ∪ 𝐵 = ∅ 

☐  𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥} 

☐  ∃𝑥: 𝑥 ∈ (𝐴 ∩ 𝐵) 

☐ 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅   

 aالترجمة الرياضية للقضية "إذا كان 
يوجد مضاعف  طبيعيين،رقمين  bو 

 :" هوbأكبر من  aلـ 

☐  ∀𝑎 ∈ 𝑁, ∃𝑏 ∈ 𝑁: 𝑎 ≥ 𝑏 

☐  ∃𝑘 ∈ 𝑁, ∀𝑎 ∈ 𝑁, ∀𝑏 ∈ 𝑁: 𝑘𝑎 ≥ 𝑏 

☐  ∀𝑎 ∈ 𝑁, ∀𝑏 ∈ 𝑁, ∃𝑘 ∈ 𝑁 ∶ 𝑘𝑎 ≥ 𝑏 

☐ ∀𝑎 ∈ 𝑁, ∀𝑏 ∈ 𝑁, ∃𝑘 ∈ 𝑁 ∶ 𝑘𝑎 ≤ 𝑏 

القضية 
((𝑃𝑄)𝑅)(𝑃(QR)) 

 هي توتولوجي

 صحيح ☐

 خطأ ☐

 لا أعلم ☐

 نفي القضية:
 ∀𝑥 ∈ 𝑁, ∀𝑦 ∈ 𝑁: 𝑥 + 𝑦 > 0 

☐  ∃𝑥 ∈ 𝑁, ∃𝑦 ∈ 𝑁: 𝑥 + 𝑦 < 0 

☐  ∃𝑥 ∈ 𝑁, ∃𝑦 ∈ 𝑁: 𝑥 + 𝑦 ≤ 0 

☐  ∀𝑥 ∈ 𝑁, ∀𝑦 ∈ 𝑁: 𝑥 + 𝑦 < 0 

☐ ∀𝑥 ∉ 𝑁, ∃𝑦 ∉ 𝑁: 𝑥 + 𝑦 ≤ 0 

 نفي القضية:
 −2 ≤ 𝑥 ≤ 2 

☐  𝑥 < −2, 𝑜𝑢 𝑥 > 2 

☐  −2 < 𝑥 < 2 

☐  𝑥 < −2, 𝑒𝑡 𝑥 > 2 

☐ 𝑥 ≤ −2, 𝑜𝑢 𝑥 ≥ 2 

𝐴لتكن  = 𝐵و  {0,2,4,6} =
{0,2,4} 
 الصحيحة؟ ضيةالق ما هي

☐  ∃𝑥 ∈ 𝐵: 𝑥 ∈ 𝐴 

☐  ∀𝑥 ∈ 𝐴: 𝑥 ∈ 𝐵 

☐ ∀𝑥 ∈ 𝑅: 𝑥 ∈ 𝐴 

☐ ∀𝑥 ∈ 𝑅: 𝑥 ∈ (𝐴 ∩ 𝐵) 

𝑥معاكس القضية:  ∈ 𝑁𝑥 ≥ 0 ☐  𝑥 ∈ 𝑁𝑥 ≥ 0 



  

50 
 

𝑥  ☐ هو ≥ 0 𝑥 ∈ 𝑁 

☐ 𝑥 < 0 𝑥 ∈ 𝑁 

☐ 𝑥 < 0 𝑥/∈ 𝑁 

قابلة  fإذا كانت القضية "ضد 

 تكون متصلة" هو fللاشتقاق فإن 
 ابلة للاشتقاقغير ق fفإن  متصلة،غير  fإذا كانت   ☐

 تكون قابلة للاشتقاق fفإن  متصلة، fإذا كانت   ☐

 ليست متصلة fفإن  للاشتقاق،قابلة  fإذا كانت   ☐

 قابلة للاشتقاق fمتصلة فقط إذا كانت  fتكون   ☐

 

 

 مستوى أولاختبار 

 

 𝑃Q تكافئ ☐ P̅Q̅ 

☐ 𝑄P 

☐ 𝑄̅P̅ 

☐ 𝑄P̅ 

للقضية "تشترك الترجمة الرياضية 
على الأقل في  Bو  Aالمجموعتان 

 هي عنصر واحد"

☐  𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅ 

☐  𝐴 ∪ 𝐵 ≠ ∅ 

☐  𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ 

☐ 𝐴\𝐵 ≠ ∅   

̅̅(𝑃𝑄)القضية  ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑃̅Q̅) 
 هي توتولوجي

 صحيح ☐

 خطأ ☐

 لا أعلم ☐

 نفي القضية:
 ∀𝑥 ∈ 𝑁: 𝑥 > 1 

☐  ∃𝑥 ∉ 𝑁: 𝑥 ≤ 0 

☐  ∃𝑥 ∈ 𝑁: 𝑥 ≤ 1 

☐  ∀𝑥 ∈ 𝑁: 𝑥 ≤ 0 

☐  ∃𝑥 ∈ 𝑁: 𝑥 < 0 

𝐴لتكن  = و  {2,3,4,5,6,7,8,9}
𝐵 = {1,2,3} 

 الصحيحة؟ ضية التاليةالق هل
∀𝑥 ∈ 𝐴: 𝑥 + 5 < 12 

 صحيح ☐

 خطأ ☐

 لا أعلم ☐

اكتب الجملة التالية في شكل جملة 
مركبة وحدد ما إذا كانت صحيحة أم 

 Qو  Pخطأ. حدد المقترحات البسيطة 
3إدا كان  التي تستخدمها. + 2 = 7 

4فإن  + 4 = 8 

 صحيح ☐

 خطأ ☐

 لا أعلم ☐

اكتب الجملة التالية في شكل جملة 
مركبة وحدد ما إذا كانت صحيحة أم 

 صحيح ☐

 خطأ ☐



  

51 
 

 Qو  Pخطأ. حدد المقترحات البسيطة 

2إدا كان  .التي تستخدمها + 2 = 5 

4فإن  + 4 = 10 

 لا أعلم ☐

𝑥نفي القضية:  ∈ 𝑍  هو ☐  𝑥 ⊂  𝑍  

☐  𝑥 ∈ 𝑁 

☐ 𝑥/∈ 𝑍 

☐ 𝑥 ∈ 𝑅 

𝐴لتكن  = 𝐵و  {0,2,4,6} =
{0,2,4} 
 الصحيحة؟ ضيةالق ما هي

☐  ∃𝑥 ∈ 𝐵: 𝑥 ∈ 𝐴 

☐  ∀𝑥 ∈ 𝐴: 𝑥 ∈ 𝐵 

☐ ∀𝑥 ∈ 𝑅: 𝑥 ∈ 𝐴 

☐ ∀𝑥 ∈ 𝑅: 𝑥 ∈ (𝐴 ∩ 𝐵) 

𝐴لتكن  = و  {2,3,4,5,6,7,8,9}
𝐵 = {1,2,3} 

 الصحيحة؟ ضية التاليةالق هل
∀𝑥 ∈ 𝐴: 𝑥 + 7 < 10 

 صحيح ☐

 خطأ ☐

 علملا أ ☐

 

   ثاني مستوىاختبار 

 

"جميع عناصر المجموعة  القضيةإن نفي 
A "هي أرقام حقيقية موجبة 

☐ ∃𝑥 ∈ 𝐴: 𝑥 < 0 

☐ ∃𝑥 ∈ 𝐴: 𝑥 = 0 

☐ ∀𝑥 ∈ 𝐴: 𝑥 < 0 

☐ ∃𝑥 ∉ 𝐴: 𝑥 ∈ 𝑅 

 bو  aالترجمة الرياضية للقضية "إذا كان 
أكبر  aفهناك مضاعف لـ  طبيعيين،رقمين 

 " هوbمن 

☐  ∀𝑎 ∈ 𝑁, ∀𝑏 ∈ 𝑁, ∃𝑘 ∈ 𝑁: 𝑘𝑎 ≤ 𝑏 

☐  ∀𝑘 ∈ 𝑁, ∀𝑎 ∈ 𝑁, ∀𝑏 ∈ 𝑁: 𝑘𝑎 ≥ 𝑏 

☐  ∀𝑎 ∈ 𝑁, ∀𝑏 ∈ 𝑁, ∃𝑘 ∈ 𝑁: 𝑘𝑎 ≥ 𝑏 

☐ ∀𝑎 ∈ 𝑁, ∃𝑏 ∈ 𝑁: 𝑎 ≥ 𝑏   

 𝑄(𝑃˅(𝑄Q))القضية 
 هي توتولوجي

 صحيح ☐

 خطأ ☐

 وخطأصحيح  ☐

𝐵لتكن   = {1,2,3} 
 الصحيحة؟ التالية ضيةالق هل

∃𝑥 ∈ 𝐵, ∀𝑦 ∈ 𝐵: 𝑥2 < 𝑦 + 1 

 صحيح ☐

 خطأ ☐

 لا أعلم ☐

اكتب الجملة التالية في شكل جملة مركبة 
وحدد ما إذا كانت صحيحة أم خطأ. حدد 

 التي تستخدمها. Qو  Pالمقترحات البسيطة 

2لابد أن تكون  + 2 =  لكي تكون 9
5 = 5 

 صحيح ☐

 خطأ ☐

 لا أعلم ☐
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 (𝑃˄(𝑄˅𝑅))(𝑅˅(𝑃˄𝑄))القضية 
 هي توتولوجي

 صحيح ☐

 خطأ ☐

 لا أعلم ☐

 يكون الاقتراح " Qو  Pلأي قيم حقيقية لـ  

(P ∧ Q) ⇒ P  خاطئاً؟ " 

☐ P   صحيح وQ  خطأ 

☐ P   خطأ وQ  صحيح 

 الكل خطأ ☐

 الكل صحيح ☐

𝐵لتكن  = {1,2,3}   
 ؟صحيح أم خطأ: ةالتالي قضيةهل ال

∃𝑥 ∈ 𝐵, ∃𝑦 ∈ 𝐵: 𝑥2 + 𝑦2 < 2𝑧2 

 صحيح ☐

 خطأ ☐

 لا أعلم ☐

مجموعتان غير  Bو Aلنفترض أن 

 القضية. هل خاليتان
𝐴 ⊆ B ⇒ ∀x ∈ A: x ∈ B 

 صحيح أم خطأ؟   

 صحيح ☐

 خطأ ☐

 لا أعلم ☐

 الترجمة اللغوية للقضة التالي:

∃𝑥 ∈ 𝑄, ∀𝑦 ∈ 𝑄: 𝑥 ≠ 𝑦2 
 ليس هناك عدد كسري له جذر تربيعي كسري ☐

 ليس له جذر تربيعي كسري عدد كسرييوجد  ☐

  ليس جذرًا تربيعياً عدد كسرييوجد  ☐

 ليس له مربع عدد كسريهناك  ☐
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