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Notations

Symbole
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of
&’ci

Signification

Ensemble des nombres réels.

Espace euclidien de dimension N.
Ensemble des entiers naturels.
Ensemble des entiers naturels non nuls.
un ouvert borné de RV,

L’adhérence de €.

le bord de 2.

o 1 1
Exposant conjugué de p, — + — = 1.
p

Exposant dual de LP(£2).
presque pour tous les points.

0 ou \'
Le gradient de la fonction u : RY — R telle que Vu = Y e il :
8% 8xN
82
Le laplacien de la fonction u : RN — R c-a-d Au= YV, 8—2 = div(Vu).
L
Divergence.
La norme.

Crochet de dualité.
Dérivées partielle de f par rapport a x;.

La boule de RY de rayon R centrée a 'origine.
Hy () x Hy(€2)

lull g ) + 10l a2 o)-

L3(Q) x L*(9).

171l 20) + llhellL2(9)-
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Introduction Générale

De nombreux phénomeénes naturels sont modélisés par des équations aux dérivées par-
tielles qui sont des équations dont les solutions sont des fonctions inconnues vérifiant
certaines conditions. De 1a, ces équations sont largement utilisées dans divers domaines
des mathématiques appliquées et de physique [5] [11].

La topologie algébrique d’espaces de Banach et ses applications aux équations non li-
néaires, a débuté par le travail de J. Schauder durant la période 1927-1932 [16]. Schauder
a identifié une classe importante d’opérateurs non linéaires dans un espace de Banach, les
perturbations complétement continues de I'identité, pour lesquelles il pourrait généraliser
deux résultats importants de Brouwer dans un espace de dimension finie : un théoréme du
point fixe et un théoréme d’invariance de domaine. Le théoréme du point fixe de Schau-
der est devenu au cours du temps un outil puissant pour étudier I'existence de solutions
d’équations différentielles [10].

Puis, en 1963, le concept de la monotonie pour les opérateurs définis sur un espace de
Banach dans son dual a été introduit par les célébres oeuvres de Browder et Minty. Ce
concept a été intensément étudié dans le cadre de la solvabilité des équations différentielles
partielles non linéaires [3] [4].

Dans ce travail nous nous intéressons a ’analyse mathématique des systémes et des
équations aux dérivées partielles de type elliptique. En régle générale ces équations ellip-
tiques correspondent & des modéles physiques stationnaires c’est a dire indépendant du
temps. Les équations différentielles aux dérivées partielles sont d’une importance cruciale
dans la modélisation et la déscription des phénomeénes : physiques, dynamique de fluide
et mécaniques [13]. Le but de ce travail est d’appliquer la méthode du degré topologique
et quelques outils d’analyse fonctionnalle pour montrer ’existence de solutions faibles de
problémes elliptiques quasilinéaires.

Description du continu du mémoire

Ce mémoire est scindé en trois chapitres
Dans le premier nous donnons quelques définitions avec des outils d’analyse fonction-
nelle, et de brefs rappels de quelques notions et propriétés de certains espaces fonction-
nelles qui nous seront d’une grande utilité, comme les espaces de Banach, Hilbert et
de Sobolev et nous mentionnons quelqus théoréme que nous utilisons dans ces espaces



xii Introduction Générale

comme la formule d’intégration par parties de green, I'inégalité de Poincaré et Holder et
le théoréeme de Lax-Milgram, le théoréeme de Rellich, théoréme de convergence dominée
de Lebesgue, et le théoréme de point fixe, ...etc

Le deuxiéme chapitre, est consacré a 'existence de la solution faible de probléme sui-
vant :

(1)

{—div(a(:z:,u(az), Vu(z))) = f(z), dans Q
uw=0 sur Of).

Sous des hypothéses raisonnables sur les données, nous établissons des résultats d’exis-
tence de solutions faibles de probléme par la méthode de compacité [15] 14], cette
derniére est une méthode trés générale et trés robuste qui concerne les formulations faibles.
Dans le troisiéme chapitre, nous faisons une extention du probléme au systeme et
nous utilisons la méme technique pour obtenir les résultats d’existence.



Chapitre

Préliminaires mathématiques

Dans ce chapitre, nous traitons deux parties. Dans la premiére nous rappelons divers
résultats généraux qui ont servi dans cette mémoire et qui pour la plupart sont accom-
pagnés de références. Dans la deuxiéme partie nous introduisons la méthode du degré
topologique [8].

1.1 Rappels et complément d’analyse

Nous rappelons ici les notions essentielles sur les espaces fonctionnels, particuliérement,
les espaces LP et les espaces de Sobolev. Nous donnons, par la méme occasion, quelques
définitions et résultats utiles pour les chapitres suivants. Soit €2 un ouvert de RY, on note

C(Q) ={f:Q—R;f continue},
C™(Q)) : L’espace des fonctions m fois continument différentiables sur

C=(Q) = N C™(Q)

meN

Ce(R™) ={f € C(R™) telle que f(z) =0, pour tout x € R™\ K ou K est un compact}.
D(R™) L’espace des fonctions C* sur R™ & support compact dans R™ (dit aussi, espace
des fonctions test).

1.1.1 Espaces L*(Q)

Définition 1.1.1 Soient p € R avec 1 < p < 0o et Q C RY un ensemble mesurable au
sens de Lebesque, on definit

LP(Q) = {f :Q — R/f est mesurable et / |fIPdu < oo},
Q

1/p
1l = ( / Iflpdu) .

avec
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Si p = oo, on définit

L=®(Q) ={f: Q2 — R/f est mesurable et 3C' >0, |f(x)| < C,p - p.p. sur Q}

[flle = nf{C" >0 [f(2)] < C p—p.p}.
est la norme de f dans L*(2).

Remarque 1.1.1 En particulier, si p = 2, l’espace L*(2) est un espace de Hilbert pour
le produit scalaire

(f,9) = /Qf(ﬂﬁ)g(at)da:

Ll

1o désigne 'ensemble des fonctions localement intégrables sur €2, i.e

Lp,.(Q)={f: f € LK) pour tout compact K de Q} .

Structure des espaces L?({2)

Proposition 1.1.1 [7/
1. L’espace (LP(2),] - |l,) est de Banach pour 1 < p < oco.
2. L’espace (LP(Q2), || - ||,) est séparable pour 1 < p < oo.
3. L’espace (LP(Q2), || - ||,) est réflexif pour 1 < p < oo.

1.1.2 Quelques inégalités utiles
Inégalité de Holder

Théoréme 1.1.1 [6] Soient f € LP(Q) et g € L' (Q) avec 1 < p < 00 et %—l—l =1, alors

p/
fg € L) et || fglly < I fllpllglly-

Inégalité de Minkowski
Théoréme 1.1.2 [6] Soient f,g € LP(Q2), avec p > 1 alors

f+gelP(Q) et |f +glp < F1lp+ llgllp-

Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.1.3 [7] Soit Q un ouvert borné de RN et f € HY(Q). Alors il existe une
constante Cq telle que :

1fllz2) < CallV fllz2@)-
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1.1.3 Quelques résultats sur 'intégration et la dualité

Théoréme 1.1.4 (Convergence dominée de Lebesgue [6]) Soit (f,), une suite de
fonctions L'(QY) convergeant presque partout vers une fonction mesurable f on suppose
qu’il eziste g € L' (Q) telle que tout n > 1 on ait | f,(x)| < g(z)p.p. sur Q, alors f € L'(Q)
et

Tim f = fulle = 0.

Théoréme 1.1.5 [6] Soient (f,)nen une suite de LP(S2) et f € LP(Q) tels que || f, — fll, —
n—oo
0, alors il existe sous-suite extraite (f,, )ken tels que
1. fu.(x) = f(2), presque partout sur €.

2. | fu. (@)| < h(x)VE et presque partout sur Q avec h € LP(Q).

Définition 1.1.2 (Dérivée faible) Soit 1 < i < n, on dit qu'une fonction f € L} (Q)
est dériwable dans la direction i au sens fiable s’il exviste D;f € L, () telle que

Ve € D(Q), / f(x) SZ (o) = — / D, f(x)p(x)dz.

1.1.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels (c’est a dire des espaces constitués
de fonctions) dont les puissances et les dérivées (au sens de la transposition, ou au sens
faible) sont intégrables. Tout comme les espaces de Lebesgue, ces espaces sont des espaces
de Banach (espaces vectoriels normés complets). Le fait qu’ils soient complets est trés
important pour 1’étude des équations aux dérivées partielles.

Définition 1.1.3 — Soit Q un ouvert de RN on définit la fonctionnelle || - ||, ot m
est un entier non négatif et 1 < p < oo comme suit :

1/p

1flms =14 > 1Dl

0<|a|<m
[ flloe = maxo<ja)<m [Dfllo ;

pour toute fonction f qui donne un sens a cette écriture.
— WmP(Q) ={f € LP(Q) telle que D*f € LP(Q) pour 0 < |a| < m}.
— Wy"P(Q) = la fermeture de C§°(2) dans WP (Q).

Remarque 1.1.2 Sip =2, on pose H™(Q) = W™2(Q), Hj Q) = W*(Q).

Proposition 1.1.2 [7/
1. W™P(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < +o0.
2. W™P(Q) est séparable, pour 1 < p < +oo.
3. W™P(Q) est réflexif, pour 1 < p < 400.
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Remarque 1.1.3 Dans W'P(Q) Uapplication

I fllwre) = [ fllzr) + IV fllzr)

est une norme équivalente a || - ||1,p-

Théoréme 1.1.6 [12]

Soit Q un ouvert de RN satisfaisant la propriété suivante
SoitméeNetl<p<oo,p" = Npr
1. Si % — % >0 Alors WP (Q) — L9(Q2), avec q € [p, p*]
2. Si % — =0 Alors Wy (Q) — L), avec q € [p, 0]

3. 85— <0, Alors Wg™(Q) — L>(Q).

1_ 1
’p p* N

m
N
m
N

Proposition 1.1.3 ( Formule d’intégration par partie[12]) Soient u,v deux fonc-
tions de H*(Q) et 9Q € C, alors pour tout 1 < i < N a lieu la formule d’intégration par

artie
p Aag;f)v(x)dx = —/Qu(ﬂf)a;—;f)dil?—i- /BQ w(s)v(s)nqds

ou n; = cos(n,x;) est le cosinus de 'angle de la normale extérieure o 05 et de 'axe des
Z;.

Siv e HYQ) et si les composantes u; du vecteur @ appartiennent a HY(Q), alors a lieu
[’égalité :

/Qdiv(ﬁ(as)).v(:n)da:: —/Q(ﬁ(x),Vv($))d$+/ (i, 77)vds.

onN
Enfin, en remarquant que

Au(z) = div(Va),

on obtient la 2°™ formule de Green.

Proposition 1.1.4 [12] Pour v € H*(Q) etv € H'(Q), on a :

/Q Au(z)o(z)dz = — /Q Vau(z)Vo(z)dz + /6 ) g—ZUds.

Théoréme 1.1.7 (Rellich [9]) Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1) et 1 < p < +oo.
Toute partie bornée de W, P(Q) est relativement compacte dans LP(). Ceci revient a dire
que de toute suite bornée de Wol’p(Q), on peut extraire une sous-suite qui converge dans

LP(Q2).
Le théoréme reste vrai avec WHP(2) a condition de supposer la frontiére lipschitzienne.

Théoréme 1.1.8 (Stampacchia [12]) Soit Q un ouvert borné de RN et 1 < p < oo.
Soitu € WyP(Q) et ¢ : R — R une fonction continue, C* par morceaus telle que p(0) = 0
et ' bornée sur R. Alors o(u) € Wy P(Q) et Vo(u) = ¢ (u)Vu p.p.
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Théoréme 1.1.9 ( Lax-Milgram [6]) Soit L une forme linéaire continue sur l’espace
de Hilbert H et a une forme bilinéaire continue et coercive, alors il existe une et une seule
fonction u € H telle que :

a(u,v) = L(v), Yov e H.

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est 'unique élément de H qui
manimise la fonctionnelle J : H — R définie par

1
J(v) = §a(v,v) — L(v) pour tout v € H,

J(u) = min J(v) et J(u) < J(v) siu # v.

veEH

Définition 1.1.4 Soit u : Q2 — R une fonction mesurable & valeur réelle.
Considérons lapplication

fiOXR—=R
u > f(u);

ot f(u) est une fonction a valeur réelle définie sur ) par :

L’application f est appelée opérateur de Nemitski associée a f.

Théoréme 1.1.10 [2] Soient o, B > 1, f : Q x R — R satisfaisant :

1. f(x,t) mesurable par rapport & x € 2 pour tout t € R et continue par rapport a
t € R pour presque partout x € Q.

2. Il existe a; € LP(Q) et ay > 0 tel que
|z, u)] < ay(2) + az(2)|ul? , V(z,u) € A xR (a, 8 > 1).

Alors lopérateur de Nemiski f est continue de L*(Q2) a LB(Q).

Remarque 1.1.4 La condition (1) est appellée condition de Carathéodory et f(x,t) sa-
tisfaisant (2) est appellée fonction de Carathéodory.

1.2 Degré topologique

Nous abordons dans cette deuxiéme partie une méthode de compacité pour obtenir
des résulats d’existence de solution pour des problémes elliptiques non linéaires.
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1.2.1 Degré de Brouwer et propriétés

Définition 1.2.1 Soit Q un ouvert borné de RN, N > 1. Soit f € C (RN) et y € RV,
On cherche a montrer qu’il existe x € ) tel que f(x) = y. On commence par donner
l’existence et l'unicité d’une application, appelée dégre topologique, en dimension finie
puis on l’étend a la dimension infinie. Cette application nous permet parfois d’obtenir
des résultats d’emistence de solutions. Soient Q un ouvert borné et f : Q — RN f €

CHQ) N C(Q), 29 € Q est dit point régulier si J;(xo) # 0 (ou J;(xo) = detD f(xo) avec

pie) = (GL) )

Dans le cas contraire, xqy est appelé point critique ou point singulier. Désignons par

Sf(Q) = {.To cQ: Jf(éU(]) = O}
I’ensemble des points singuliers de f sur 2.

Définition 1.2.2 (Cas régulier) Soient Q C R™ un ouvert borné et f € C1(Q) N C(Q)
une fonction définie de Q a valeurs dans R"™, pour y ¢ f(02) une valeur réguliére, on
définit le degré de f au point y par

deg(f,Qy) = D sgn(det Dof(w:)).

f(zi)=y,i=1n

Définition 1.2.3 Soit N > 1. On note A U'ensemble des triplets (f,€,y) ot Q est un
ouvert borné de RN, f € C (LRY) ety e RN t.qy ¢ {f(z),z € 9Q}.

Théoréme 1.2.1 (Brouwer, 1933 [9]) Soit N > 1 et A donné par la définition [1.2.9
Il eziste alors une application de A dans Z appelée (degré topologique), vérifiant les trois
proprités suivantes :
Normalisation : d(Id,Q,y) =1, siy € Q.
Degré d'une union : d(f,2,y) = d(f, %, y)+d(f, %, y), si LU € Q, 0N, =
Detyéd {flx),z €\ UQ}.
Invariance par homotopie : Sih € C ([0,1] x Q,RY) .y € C ([0,1],RY) ety(t) ¢
{h(t,z),z € 00} ( pour toutt € [0,1]) on a alors d(h(t,.), 2, y) = d(h(0,.), 2, y(0),
pour tout t € [0,1].

1.2.2 Théoréme du point fixe de Brouwer

Une premiére conséquence de cette méthode de dergé topologique est le théoréeme de
point fixe de Brouwer que nous donnons maintenant.

Théoréme 1.2.2 [9] Soit N > 1, R > 0 et f € C(Bg, Bg) avec Bp = {z € RV, ||z| < R}
(on a muni RN d’une norme noté ||.||). Alors f admet un point fize, c’est-a-dire il existe
xr € B t.q. f(x)=ux.



Chapitre 2

Existence d'un solution faible pour une
équation elliptique quasi-linéaire

2.1 Position du probléme

L’objectif de ce chapitre est ’étude de l'existence des solutions faibles pour un pro-
bléme quasilinéaire elliptique avec conditions aux limites de Derichlet. Plus précisément,
on consideére le probléme suivant :

—div(a(z,u(x), Vu(x))) = f(z), dans Q
(2.1)
u=20 sur 0f).

Ot Q est un ouvert borné¢ de RV, N > 1.
Sur les fonctions a et f, nous imposerous les conditions suivantes :

— (H1) a: Q x R x RY — R continue.

— (H2) (Coercivité) il existe a > 0 : a(z,n,£)¢ > alé|? pour tout (n, &) € R x RY
et tout = € Q2 p.p.

— (H3)(Croissance) il existe 5 > 0 telle que : |a(z,n,§)] < B(1 + |n| + |£]) pour
tout (1,&) € (R x RY) et tout =z € Q p.p.

— (H4)(Monotonie) pour tout n € R, &, & € RY et tout z € Q p.p.
(a(z,n,&) — a(z,n,&)).(4 — &) = 0.

—(H5) f € IA(Q).

2.2 Reésultats d’existence

Définition 2.2.1 On dit que u € H}(Q) est une solution faible du probléeme (2.1)) si pour
tout v € HY(Q) on a

/a(a:,u, Vu)Vo dx = / fo dx. (2.2)
Q Q
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Théoréme 2.2.1 Sous les hypothéses (Hy) — (Hs), il existe u € H}(Q) solution de (2.2)).

2.2.1 Preuve du théoréme principale

*

Soit V' un sous espace de dimension fini de H}(f2), menu de la norme H} (), V* est

leur dual. On définie application L : V' x [0,1] — V* par

(L(u,t),v) :/a(ac,tu,tVu)Vv dx—/fv dx,
Q Q

pour tout v € V.
Nous allons montrer le théoréme en plusieurs étapes :

Etape 01 : Estimation & priori

Nous allons montrer que toutes les solutions sont dans la boule BY(R), c’est-a-dire
{ueV:L(ut)=0 pour tout t € [0,1] C BV (a7 || f||z2)} -
En effet, si L(u,t) = 0 pour tout (u,t) € V x [0, 1], alors

0= (L(u,t),u) / a(z, tu, tVu)Vu dr — / fu dz

>a/|Vu| dx—/fudx

Ce qui implique

allull gy < 1fllz2 @
D’ou
1 1
Jull za ) < a||f||L2(Q) =a | fllzz@

Par conséquence, pour tout R > o || f|| 12, on a

L(u,t) # 0 si (u,t) € 9BY(R) x [0,1]. (2.3)
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Etape 02 : L est borné

On va montrer que L est borné.
Maintenant, si (u,t) € BY(R) x [0, 1], nous avons

[(L(u,t),v)| = ‘/a(z,tu,tVu)V@dm—/fvdx
Q 0

§/]a(x,tu,tVu)Vv!dx—i—/\fv]dx
Q Q
< B(Ca + llull ) + IVull 2@) I VUll2@) + 1l 22 o] 22

< /8<CQ + C”“HH&(Q) + ||U||H3(Q)) ||"U||H5(Q) + ||f||L2(Q)C||"U||Hg(Q)

< (@((JQ +CR+ R) +||f||L2(Q)> 1ol 3 e

J/

-~

R
< (R+ HfHL2(Q)) vl 2 )

pour tout v € H}(Q), et donc

L(BY(R) x [0,1]) € BV (R + [|f ]l z(@). (2.4)

Etape 03 : L est continue

Soit (un,t,) € BY(R) x [0,1] converge vers (u,t) dans V x [0,1]. c’est-a-dire dans
H}(Q) x [0,1]. Comme L(uy,t,) est bornée d’aprés (2.4), pour montrer que L(uy,t,) —
L(u,t), il suffit de montrer que L(u,t) est 'unique ensemble de point de L(u,,t,). Soit
g € V*est une unique ensemble de point, ¢,, une sous suite de ¢,, et u,, une sous suite de u,
telle que L(up,,t,,) — g dans V*. Comme u,, — u dans Hj (), donc u,, — u € L*(Q)
fortement et Vu,, — Vu dans L*(Q) fortement, alors d’apés le réciproque de TCD on
a up, — u p.p. dans Q et |u,, | < F telle que Fy € L*(Q), Vu,, — Vu p.p. dans Q et
|V, | < Fy, Fy € L*(Q), et comme a est continue alors :

a(tp, Uny s tny, Vg, ) — a(tu, tVu), p.p. dans Q,

et on a
|a(tn, Unys Loy Vn, )| < B+ [ug, | + [V, |)

<B(l+ F+ F).

Donc par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue [6],

Aty Uny s try, Vi, ) VU — a(tu, tVu)Vo, dans L*(52).
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Nous conclurons que,

(Lunstu).0) = |

a(z, ty, Un, , toy, Vi, ) Vo do — / fv dx
Q Q

= [ atetutVa)Vo o [ fods = (Lwt).0)

Par conséquent g = L(u,t). Tout ces propriétés nous permettant d’appliquer la propriété
d’invariance homotopie

degp(L(.,1), B(R),0) = degg(L(.,0), B(R),0). (2.5)

Mais L(u,0) = 0 est équivalant au probléme linéaire

/Qa(x)Vv dx = /Qf(w)v dx,

pour tout v € V', dont la solution est unique car I’ensemble de ses solutions est bornée.
Par conséquent
degB(L('7 0)7 B(R)7 O) = :l:17

et d’aprés ([2.5]) et la propriété d’existence de degré topologique [9], il existe u € BY (R)
qui satisfait

/Qa(x,u(:v),Vu(:E))Vv drx = /Qf(:v)v dx,

ull g < a M fllz2@)-

(2.6)

pour tout v € V.

Etape 04 : Passage a la limite

Nous montrons maintenenant le passage a la limite.

Pour prouver le passage a la limite, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.2.1 [J/(convergence forte contre convergence faible)
On suppose que f, — f dans L*(Q)et g, — g fablement dans L*(Q), alors :

/fngn dr — / fg dx lorsque n — +o00,
Q Q

par contre, on appale que si f, — fdans L*(Q) faible et g, — g dans L*(2) faible, on n’a
pas en génerale convergence de

/fngn dx wvers /fg dx.
Q Q

Lemme 2.2.2 Sia € C(RY,RY), a(n,&) < C(1+ |n|+ |€]) pour tout (n,&) € (RN x RY)
et si u, — u dans H}(Q) alors a(u,, Vu,) — a(u, Vu) dans L*(2).
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Le lemme se démontre par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
Maintenant, on sait que Hg () = mVn ouV, C Vyy1, (n>1) et V, de dimension n.
Par conséquent, pour tout v € H}(£2), il existe une suite v, telle que v, € V,, qui converge
vers v. D’autre part, par appliqués a V =V, il existe pour chaque n > 1, u,, € V,
telle que

/Q (2, tn, V)V do = / F(@)6 dr, unllae < o~ e,

pour tout ¢ € V,,. En particulier, on prend ¢ = v,

/a(x,un,Vun)an dr = / f(z)v, dx,
Q Q

[unll o) < @M fllz2(@),

(2.7)

pour tout n > 1. D’aprés (2.7)), on peut extraire une sous-suite notée encore u,, telle que,
u, — u dans H}(Q), u, — u dans L*(Q) et u,, — u p.p. dans . Comme (a(., u,, Vuy,))
est bornée dans L%(), il existe ¢ € L*(Q) telle que,

a(tn, Vu,) — ¢, faiblement dans L*(9),
et Vv, — Vo fortement dans L?*(Q), lorsque n — +o0 dans on obtien
/QCVU dx = /Qf(x)v dr, Vv e Hy(Q). (2.8)
Pour terminer, il rest & montrer que
/QCVU dx = /Qa(u, Vu)Vo dz, Yv € Hy (). (2.9)

Pour montrer ([2.9), on utilise 'astuse de Minty [9], on commence par étudier la limite de

/ a(ty, Vu,)Vu, dx.
Q

En effet,
/a(un,Vun)Vun dr = / f(x)u, do — / f(z)u dx,
0 Q )

car u, — u faiblement dans H}(€2). Mais on sait que u satisfait (2.8)) et donc

/Qf(x)u dr = /QCVu dx.

lim [ a(u,, Vu,)Vu, dx = / f(x)u dx = / (Vu dx. (2.10)
Q Q

n—-+00 Q

Donc

Soit v € H}(Q), il existe (v,) tel que v, € V,, pour tout n € N et v, — v dans H}(Q)

lorsque n — 400. On va passer a la limite dans le terme / a(uy, Vu,)Vu, dz, grace a
Q
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I'hypothése (Hy).
En effet,

0 < /Q(a(un, Vu,) — a(tn, Vo)) (Vu, — Vu,) de =

/(a(un,Vun)Vun dx—/a(un,Vun)an dx —/a(un,an)Vun dx
Q Q

Q
+/ a(up, Vo,)Vu, dx
Q
= Tl,n - T2,n - T3,n + T4,n-

On a vu en (2.10) que 71, — / (Vu dz lorsque n — +o0.
Q
Par le lemme [2.2.1] on a

De méme,

lim T3, = / a(u, Vu)Vu dx.
Q

n—o0

Enfin, on a aussi

n—o0

lim T}, = / a(u, Vo)Vo dz.
Q

Le passage a la limite dans I'inégalité donne donc :

/(C — a(u, Vv))(Vu — Vo) dz > 0, pour tout v € Hy(S).
0

On choisit maintenant astucieusement la fonction de test v. On prend v = u + —v*, avec
n
v* € H} () et n € N*. On obtient ainsi :
1 1_ ., .
—— [ (¢ —a(u, Vu+ =Vv"))Vv* dx > 0,
Q n

n

et donc

/(C —a(u, Vu + %Vv*))Vv* dx <0.
Q

1
Mais v + —v* — u dans H} (), donc par le lemme [2.2.2]
n

1
a(u, Vu + =Vo*) — a(u, Vu), dans L*(Q).
n
En passant a la limite lorsque n — 400, on obtient alors

/(C —a(u, Vu))Vo* do <0, Yo* € H)(Q).
Q
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Par linéarité (on peut changer v* en —v*), on a donc
/ (¢ — alu, Vu)) Vo' dz =0, Vo e HY(Q).
Q

On déduit que

/CV'U* de = / a(u, Vu)Vo* dz, Vv* € Hy().
Q Q

On a donc bien démontrer que u est solution de ({2.1)).
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Chapitre 3

Résultats d’existence pour un systéme
elliptique quasi-linéaire

Ce chapitre est consacré a la construction des solutions faibles pour une classe de sys-
temes elliptiques quasilinéaires. Ce résultat peut étre considéré comme une généralisation
des résultats obtenus dans le chapitre précédent.

3.1 Position du probléme

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier 'existence des solutions faibles du systéme
suivant :

—div(ay(z,u(z), Vu(x)) = hi(z) dans Q,
—div(az(x,v(x), Vu(z)) = he(x)  dans €, (3.1)
u=v=0 sur 0f).

Ou  est un ouvert borné de RN (N > 1), h = (hy, hy) est une fonction dans (L?(2))2.
On suppose que a; : 2 x R x RY — RY (i = 1,2) est continue satisfait les hypotheéses
suivantes :

— (H1)(Coercivité) il existe a; > 0 : a;(x,m;,&) > ai)&l? Vi, &) € (RN)2 et 2z €
Q p.p.

— (H2)(Croissance) il existe 3; > 0 telle que : |a;(z,n;, &) < Bi(1+|mi|+1&]) V(n,€) €
(RM)? et x € Q p.p.

— (H3)(Monotonie) Vn; € R, (&,,&,) € RN et z € Q p.p.
(CL(CL‘, i, 51;) - a(:p, Mis 621'))(611‘7 521) > 0.
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3.2 Résultats d’existence

Définition 3.2.1 On dit que (u,v) € V est une solution faible pour le systéme (3.1) s
pour tout (p, ) €V on a

/Qal(:z:,u(x), Vu(z))Ve dx +/Qa2(x,v(x),Vv(x))V1/z dx 52

:/th(x)<p d:I;—l—/QhQ(x)z/J dx.

Notre objectif principale maintenant est de prouver le Théoréme ([2.1) pour obtenir les
résultats d’existence du systeéme (3.1)).

3.2.1 Preuve du théoréme principale

Soit W un sous espace de dimension fini de V menu de la norme V, et W* leur dual.
On définie 'application suivant E : W x [0, 1] — W* par

(E(u,v,t), (¢, )¢ :/al(x,tu(x),tVu(ac))Vgo dx—i—/QaQ(x,tv(a:),tVU(a:))Vz/J dx
- f ha(2)p d — / ha(a)0 da,

pour tout (¢, 1) € W,
Nous allons prouver le théoréme en plusieurs étapes :

Etape 01 : Estimation a priori
Nous allons prouver que toutes les solutions sont dans la boule BY (R), c’est-a-dire
_ 2
{(u,v) € W: E(u,v,t) =0, pour tout ¢t € [0,1]} C B(E||(h17h2)||U>-
En effet, si E(u,v,t) =0 pour tout (u,v,t) € W x [0, 1], alors

0= (E(u,v,t),(u,v)) = / ar(x, tu, tVu)Vu dx + as(z, tv, tVo)Vu dx — / hiu dx
Q

Q
—/hgv dx
Q
2041/|VU|2dx+0z2/ |Vv|2da:—/h1u d:p—/hgv dx
Q Q Q Q

> min(on, )| (w, V)5 = 2[1(ha, ha)llv [l (w, )l

ce qui implique

[(1, ha)lor

min(ozl, 062)
——
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Donc

I, )l < =[P o)

o lN

2
Par conséquent, pour tout R > —||(hq, ha)||v, on a
c
E(u,v,t) # 0 si (u,v,t) € 0BY(R) x [0, 1]. (3.3)

Etape 02 : E est borné

On va montrer que E est borné.
Si (u,v,t) € BY(R) x [0, 1], nous avons

(E(u,v,t),(go,w))' = ‘/al(a:,tu,tVu)Vgp dx—i—/ag(a:,tv,th)Vw dx
Q Q

—/hlgodac—/hgwda:
Q Q

< Bi(Ca + Chllull ga o) + llullaz ) 1ol a1 0

+62(Ca + Col[v][ g ) + [0l g2 @) 1P 520

il 2@l + Mhellz@|¥l i)

< (ot bl vl + 20t Bl 1ol
R

telle que k; = max(5,Cq, £2Cq), ks = max(5,Cy + B, f2C2 + [2), alors

(E(u,0,1), <¢,w>>' < Bl(o.¥)lls

pour tout (p,7) € V, et donc
E(BY x [0,1]) ¢ BY"(R). (3.4)

Etape 03 : E est continue

Soit (un,vn,t,) € BY(R) x [0,1] converge vers (u,v,t) dans W x [0, 1], c’est-a-dire
dans V. Comme E(u,,v,,t,) et bornée d’aprés (3.4), donc pour montrer que

E(tpn,vn,t,) — E(u,v,t),

il suffit de montrer que E(u,v,t) et I'unique ensemble de point de E(u,,v,,t,). Soit
M € W* est I'unique ensemble de point (uy, ), (vn,) et (t,,) les sous suites de (uy,), (v,)
et (t,) respectivement telle que

E(up,,vp,,tn,) = M dans W*.
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Comme (u,, ,vp,) — (u,v) dans V, donc (up, , vy, ) — (u,v) dans U fortement,

et (Vuy,, Vu,, ) = (Vu, Vo) dans U fortement, alors d’aprés le réciproque de TCD on a
(UnysUny,) — (u,v) p.p.dans Q,(Vu,,, Vv, ) — (Vu,Vv) p.p.dans Q, et |u, | <
ll, |Unk| < lg, |V1,Lnk| < lg, |ank| < l4, tq ll S U,Z :17_4

et comme a; est continue alors

a1 (tn, Uny s tny, Vg, ) — a1 (tu, tVu) p.p. dans €2,
a2t Uny s tny, VU, ) = ao(tv, tVv) p.p. dans .

Donc par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue [6] on a
pour tout(p, ) € W,

a1 (b Uny s to, Viin, )V — a1 (tu, tVu)Ve dans L*(Q),
a2 (tn, Uy sty VO, )V — ag(tv, tVo)Vey dans L*(€).
Nous conclurons que

<E(Un, Un, tn>7 (@7 ¢)>\~/

:/al(x,tnun,thun)Vgo dx+/a2(x,tnvn,thvn)V¢ dx—/hlgo dx—/hyﬁ dx
Q Q Q

Q
%/al(m,tu,tVu)th dx+/a2(x,tv,th)V¢ dm—/hlgp dx—/hyﬁ dx
Q Q Q Q

= (E(u,v,t), (p,%))y-

Donc M = E(u,v,t). Toutes ces propriétés nous permettant d’appliques la propriété
d’invariance d’homotopie

degp(E(.,.,1),B(R),0) = degg(E(.,.,0), B(R),0). (3.5)

Mais E(u,v,0) = 0 est équivalent au probléme

/Q 01 ()Y dar + /Q 0x(2) V) da — /Q b (2) + /Q ho(2) 0 dz.

pour tout (¢, ) € W, qui est une solution unique car I’ensemble de ses solution est bornée.

Par conséquent
degg(E(.,.,0), B(R),0) = +1,

et d’aprés (3.5)) et la propriété d’existence de dégrée topologique, il existe (u,v) € BV (R)
satisfait

/al(x,u,Vu)Vgp dm—l—/ag(x,v,Vv)Vw dx

Q Q

:/hl(x)cp dx+/h2(x)w dx, (3.6)
Q Q

lu, vlly < 2¢7H 7, halo
pour tout (¢,1) € W.
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Etape 04 : passage a la limite

Pour prover cette étape on va utiliser les deux lemmes et [2.2.2] motionnés dans
le chapitre précédent.
Maintenant, on sait que V = J, -, W, ou W,, C W,,41,(n > 1) et W, est de dimension n.

Par conséquent, pour tout (p, 1) € V, il existe une sous suite (@, ¥,) avec (¢n, 1) € Wi
qui converge vers (p,1). D’autre parte, par (3.6 appliquées W = W,,, il existe pour tout
n>1, (up,v,) € W, telle que

/al(x,un,Vun)VgE dx+/a1(x,vn,an)V@E dr = / hi(z)p dx+/ hQ(x)@E dz,
Q Q Q Q
[ (tn, v0) |57 < 2¢7 [, halos

pour tout (@, 1)) € W,. En particulier on prend (¢, %) = (¢n, 1)

/al(a:,un,Vun)Vgpn da:+/a2(x,vn,an)V¢n dx

Q
j hi(z)on dr + / ho ()1, de, (3.7)
Q2 Q
(s va) I < 2¢7Hha, Ba o,

pour tout n > 1. L’estimation (3.7)) implique que on peut extraire une sous suite encore
noté (un, v,) € V telle que (uy,, v,,) — (u, v) faiblement dans V, (ty,, v,) — (u, v) fortement
dans U et (un,v,) — (u,v) p.p. dans Q. Comme (a;(u,, Vu,))nen est bornée dans L*(12),
il existe ¢; € L*(Q) telle que

ay (ty, Vu,) — ¢ faiblement dans L*(€).
De méme, on obtient
as (v, Vu,) — (o faiblement dans L*(€2),

et
(Von, Vib,) = (Ve, Vi) fortement dans U,

lorsque n — +o00 dans (3.7)), on obtient

/QC1V<p dx—l—/Q@VQb dr = /th(x)go dx—l—/QhQ(x)z/z dx. (3.8)
Il rest & montrer que
/QV(,D dx = / ay(u, Vu)V dz, (3.9)
Q Q
et
/Cng dx = / as(v, Vo)V dz. (3.10)
Q Q

Pour prover (3.9) et (3.10]), on utilise I'astuce de Minty [9], on commence par étudier la
limite de

/al(un,Vun)Vun dx et /ag(vn,an)an dx.
Q

Q
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En effet,
/al(un,Vun)Vun dx = / hy(z)u, doe — / hi(z)u dz,
Q Q Q

/ag(vvan)an dox = / ho(z)v, dz — / ho(z)v dx.
Q Q Q

Car (ty, vn) — (u,v) faiblement dans V. Mais on sait que (u,v) satisfait (3.8)), et donc

/th(x)v dx:/QQVU dr et /th(x)u da::/Q@VU dx.

Donc
lim [ ay(un, Vu,)Vu, do = / hy(x)u dox = / ¢ Vu dx, (3.11)
et
lim [ ag(vyn, Vo,)Vou, = / ho(z)v dox = / (Vo do. (3.12)

Soit (¢p,v) € v, il existe (¢n, ¥n)nen telle que (pn,1,) € W, pour tout n € N et
(@n,¥n) — (p,7) dans V lorsque n — +oo. Grage a I'hypothése de monotonie (Hs),
on va passer a la limite dans les deux termes :

/al(un,Vun)Vgpn dr et /ag(vn,an)Vl/zn dx.
Q Q

En effet, pour la premiére équation

0 < /(al(un, Vu,) — a1 (tun, Vo)) (Vu, — V) de =
Q

/al(un,Vun)Vundx—/al(un,Vun)V<pndx—/al(un,V<pn)Vunda:
Q Q

Q
+ / a1 (tn, Vior)Vopdz
Q

- Bl,n - B2,n - B3,n + B4,n-
On a vu dans (3.11) que

By, — / ¢1Vu dr lorsque n — +o0.
Q

lim Bg,n:/QVgo d.T,
Q

n—-+o00
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par produit d’une convergence forte dans L?*(€2) et d’une convergence faible dans L*((2).
De méme,

lim Bgvn:/al(u, V)Vu dz.
0

n—-+o0o

Enfin, on a aussi

n—+400o

lim B4,n:/a1(u, Vo)V dr lorsque n — +oo,
Q

et ce dernier terme est le plus simple car on a le produit d’une convergence forte dans
L?*(Q) et d’une convergence forte dans L?((2).
Le passage a la limite dans l'inégalite donne donc :

/((1 —a1(u, Vo)) (Vu — V) >0 pour tout ¢ € Hy(9).
Q

De méme, on obtient
/(Cg —as(v, Vi) (Vu — V) de >0 pour tout ¢ € Hy(Q).
Q

On choisit maintenant astucieusement les fonctions de teste ¢ et 1, on prend

1
0 =u+ —p* avec * € Hy(Q) et n € N*,
n

et
1
Y = v+ =% avec Y* € Hy() et n € N*,
n

On obtient ainsi :

1 1
1[G - Vu+ 2NV d 20
n Q n
et ) X
- /(@ — az(v, Vv + =V¢")) VY™ dz > 0,
n Q n
et donc .
[ - Vus 29V de <o,
Q
et

/(Cz — ay(v, Vo + %vw*))w* dz < 0.
Q

1 1

Mais u + —¢ — u dans Hj(2), v+ —¢* — v dans Hj ().
n n

Donc par le lemme [2.2.2] on obtient

1
ai(u, Vu + EVQD*) — ay(u, Vu) dans L*(€),
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et
az(v, Vv + %Vw*) — ay(v, Vo) dans L*(Q).

En passant a la limite lorsque n — 400, on obtient alors

/ (G — an(u, V) V" <0 ,¥" € HI(Q),
Q

/(@ — ag(v, Vo)Vi* <0 ,Vy* € Hy(9).
Q

Par linéarité (on peut changer ¢* par —¢* et 1* par —*), on a donc
[ 6 - vove =0, v € HY(@),
Q
et on deduit que

/QV@* dx = / ay(u, Vu)V* do, Yo* € Hi(Q),
Q 0

/Cng* dr = / as(v, Vo)Vy* dx, Yy* € H&(Q).
Q Q

On a donc bien démontrer que (u,v) est solution de (3.1)).



Conclusion

Dans ce mémorre, en utilisant la méthode de compacité avec [’argument de monotonie,
on a étudié ’existence des solutions faibles pour deux problemes elliptiques quasi-linéaires,
le premier est une equation elliptique quasi-linéaire avec conditions aux limites de Dirichlet
et le second est un systeme du méme classe. Ce dernier est une généralisation de la

premiére probleme.
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Abstract

The objective of this work is to study the existence of weak solutions for some classes of
quasilinear elliptic equations with a Leray-Lions operator. This existence is obtained by
using the compactness method and the monotonicity argument. Then, we generalize the
results obtained to the system and we use the same techniques.

Key words : Topological degree, elliptic systems, weak solution, homotopy.

Résumé

L’objectif de ce travail est d’étudier ’existence des solutions faibles pour certaines classes
d’équations elliptiques quasilinéaires avec un opérateur de Leray-Lions. Cette existence
est obtenus en utilisant la méthode de compacité et I’argument de monotonie. Ensuite,
on généralise les résultats obtenus au systéme et on utilise les mémes techniques.

Mots clés : Degré topologique, systemes elliptiques, solution faible, homotopie.

Jasbe

pons poB & AUN L g LN Gy b plasil sex gl His Lo Jead) & ed - s Fle e

el 0550 ¢ ol 1 ¢ Zonda¥) Lelai¥ (X glgy gl G 5 1dembize Lo



	Introduction Générale
	Préliminaires mathématiques
	Rappels et complément d'analyse
	Espaces Lp()
	Quelques inégalités utiles
	Quelques résultats sur l'intégration et la dualité
	Espaces de Sobolev

	Degré topologique
	Degré de Brouwer et propriétés
	Théorème du point fixe de Brouwer


	Existence d'un solution faible
	Position du problème
	Résultats d'existence
	Preuve du théorème principale


	Résultats d'existence pour un système elliptique quasi-linéaire
	Position du problème
	Résultats d'existence
	Preuve du théorème principale



