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Cours et Exercices




Avant Propos

Il s’adresse aux étudiants de 2™ années science et technique (LMD) ainsi que aux étudiants
de science de I'ingénieur.

Ce document, constitue des cours et de travaux dirigés de module mécanique rationnelle, et

d’une fagon particuliére nous nous sommes intéressés a les chapitres de base a savoir :

& Eléments de Calcul Vectoriel.

& Geénéralités et Définitions de base
& La Statique .

<= La Cinématique du Solide Rigide
=  Geéométrie de Masse

& Dynamique du Solide Rigide
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Chapitre 1 :
Eléments de Calcul Vectoriel

Une grandeur physique en mecanique

d'ingénierie peut étre definie ou bien mesuree
comme un scalaire ou un vecteur. Dans cette

section on s’intéresse aux vecteurs et a leurs

Qropriétés /

l




1.1Vecteur :
Un vecteur sera caractérisé par :
& La direction ou support (A),

& Le sens.
& Intensité (module)

Ty

Figure 1.1 : Vecteur

Remarque : Les paramétres (sens et module) sont des mesures algébriques

Le module d’un Vecteur est noté |£T | ou ||/T ||
Exemple :

Vitesse |v], Force |I3 |, déplacement,................. etc.

1.2 Types de vecteurs

11 existe plusieurs types de vecteurs :

& Vecteur libre < Vecteur glissant

A Az

& Vecteur lié

ey

A

. Point
L ] dapplication

=

Point
dapplication

Le point d’application n’est
pas connu.

Le point d’application n’est
pas fixé.

Le point d’application est
donné ou bien connu.




1.3 Vecteur unitaire

Le Vecteur unitaire est un vecteur ou le module est égal a 1, et défini par :

u=

=1 =]

Exemple :

Soit le Vecteur suivant : # = 2i + 3] — 4k

le module du Vecteur est r = \/(2)2 + (3)% + (—4)2 = V29

donc Vecteur unitaire est :
7 2 . 3
r

—

k

=—i+

, 4
V29 T v29' T V29

ou le module u, est égal a 1

2 2 3 2 4 2
Uy = (ﬁ) +(ﬁ) +(—E) =1

1.4 Quelque Opérations sur les vecteurs :
1.4.1 Multiplication par un scalaire.

Les sommes de deux vecteurs (ff + A ) et de trois vecteurs (§ +B+ E) s’écrivent simplement

-

sous la forme 24 et 34 , d’autre part le produit des scalaires 0,5 et —0,5 par les vecteurs A

et B. De la méme facon, on peut écrire %/T et — %/T .(voir la figure)

Figure 1.2 : Multiplication par un scalaire




14.2 Addition et Soustraction des Vecteurs

Soient deux vecteurs arbitraires 4 et B

Figure 1.3 : Addition et Soustraction des Vecteurs

Cas de vecteurs paralléles (Colinéaires)

Flgure 1.4 : Addition des Vecteurs paralleles B

A Dans le cas ou La somme de n Vecteurs :
/1)

| A+B+CH AT
Pour aller plus loin

Figure 1. 5 : La somme de n Vecteurs

Ou les A;. A, «t A3 sont les supports de trois vecteurs /T B « ¢ respectivement.
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1.5 Coordonnées cartésiennes d’un vecteur :

1.5 .1 Coordonnées dans le plan 2D

Si la projection de vecteur V sur
I’axe de abscisse V, = V cos(8)

U

Si la projection de vecteur V sur

)

I’axe de ordonnée 17;, = Vsin(60)

Figure 1.6 : La projection en 2D
Finalement le vecteur V est écrit comme suit:
V =Vcos(8) T+ Vsin(6)]

Ou les V, et V,, sont les composantes du vecteur V', et I’intensité de ce vecteur est :

7= Jnee

1.5 .2 Coordonnées dans le plan 3D

Vi Si la projection de vecteur V sur -
I’axe de abscisse V, = V cos(6,) ;

Si la projection de vecteur V sur

N

I’axe de ordonnée 17;, = V cos(6,)

Si la projection de vecteur V sur
’axe z V, = Vcos(8,)

Figure 1.7 : La projection en 3D
Finalement le vecteur V est écrit comme suit:
V="Vcos®,) I+V cos(8,) ]+ V cos(6,) K

Ou les Vy Vy et V, sont les composantes du vecteur V', et 'intensité de ce vecteur est :

V= v2+v,2+12
y




Les angles 0y, 0, et 0, compris entre le vecteur V et les axes Ox , Oy et Oz respectivement.

1.6 Le produit scalaire de deux vecteurs :

-

A=a, 1+ ayj

Soient deux vecteurs arbitraires A et B qui sont défini par : {
= by 1+ b,J

—=

B
Figure 1.8 : Le produit scalaire

Le produit scalaire du vecteur A par le vecteur §, noté Ps=A.B , S’écrit, soit

algébriquement, soit analytiquement.

< Expression algébrique
Ps=AB |/_1)||B|cos (AB)
Ps=AB= |A)||§|cos )

= Expression analytique

Donc

A)§=a1Xb1+a2Xb2_)2D
a, X by +a, Xb, + a3 X by - 3D

Remarque : Le résultat d’un produit scalaire est un scalaire

. A=
Exemple 1.6.1: Calculer le produit scalaire de deux vecteurs suivants : {§ S

Le produit scalaire selon I’expression analytique est Ps = A.B=-9




Exemple 1.6.2:

< Déterminer I’angle entre les deux vecteurs 6 ?

Z

g
X
V, = (120 7 + 907 — 80K)N
Figure 1.9 : Le produit scalaire
. . 287 . 1
1. Le produit scalaire cos () = ﬁ — Expression algébrique
1]1Y2

2.Ps = V{Vz) = Vix X Vox + Viy X V), + V3, X V3, >Expression analytique
3. La Décomposition en 3D de vecteur V;

71) =V, cos(8,) T+ V; cos(Hy)f + V1 cos(8,) k
Vl) = 600 cos(120) 7+ 600 cos(60) J + 600 cos(45) k

D’autre part le module de vecteur V;, est |72>| = \/1202 +902 + (-80)>
y
Alors le produit scalaire est :

Ps = V,.V, = 600 cos(120) 120 + 600 cos(60) 90 + 600 cos(45) (—80)

= o v,V
Donc l'angle entre V; et V, est cos (8) = |7}”Vi|
1{1v2

1.7 Le produit vectoriel de deux vecteurs :

Le produit vectoriel du vecteur A par le vecteur §, not¢ Pv=A4AAE , est un vecteur ¢ )

perpendiculaire au plan , (ff ] E) , 1l s’écrit :




N

Figure 1.10 : Le produit vectoriel

Le produit vectoriel s’définie, soit algébriquement, soit analytiquement.

< Expression algébrique

—

Pv = AAB = |A||B|sin (4B,
Pv=ANAE = |A)||§|sm (p)u,
= Expression analytique Yy

' s o . /_l)zaxi’+ayj’+azl_c)
Soient deux vecteurs arbitraires A et B qui sont défini par : { _, . . -
B =byt+by,j+ bk

-

i 7k
Alors le produit vectoriel définiepar: AAB = |a, a, a,
by b, b,
ik i L gk +
AANEB = a, a, AnB=|a, 4, a, AANB =|a, a,
b, b, b, H, b, by b,
( aybz - by az )? —( ayb, — by a, )]_) ( axby b, ay ) k

1.8 Le produit vectoriel des vecteurs de base :

Les deux vecteurs 7 et J ont une intensité égal a 1 et comme ils sont perpendiculaires 1'un a

l'autre, leur produit vectoriel sera également un vecteur unitaire k. Alors le produit vectoriel est

égal a zéro, puisque les deux vecteurs ont la méme direction (c.a.d. T AT = 0). Par exemple :

INT=0 JjAi=-k kAT=]
INf=k JAT=0 kAj=-1
iINk=—] jAk=1 kAk=0

10 |




En terme de composantes le produit vectoriel de deux vecteurs arbitraires AetB

Pv =AAB = (a, T+ a,] + a,k) x {by T + b,] + b,k)

Apres simplification on a :
C=( ayb,— bya, )i—( axb,—bya, )]+ ( ayb,— bya, )k

Exemple 1.8.1:

Soient les deux vecteurs représente dans la figure Ci douss:

Figure 1.12 : Exemple 1.8.1

11




& Calculer le produit vectoriel AAB.

On a la décomposition en 2D de deux vecteurs AetB

{ A = 607 + 0f
B = 50co0s(60)7 + 50sin(60)7
T ]k
Alors le produit vectoriel définie par : ANB =] 60 0 0] = (1500\/§)E
1 V3
50- 50— O
2 2
Ou bien 4 A B = 50.60.5in(60) 7, = (1500v3)k
Exemple 1.8.2:
Soient les deux vecteurs:
3T+ 2j- k

—
g

B = 51 +5]

& Calculer le produit vectoriel AAB.

& Calculer I’aire du parallélogramme défini par les deux vecteurs A etB.

& Vérifier que C 1 (/_1) ou §) avecC = AAB

L T Tk
Alors le produit vectoriel définiepar: AAB =|3 2 _q
55 0

Donc le produit vectoriel ¢ = 57- 5] + 5k

& Calculer I’aire du parallélogramme défini par les deux vecteurs A etB.

L’aire du parallélogramme formé par les deux vecteurs A et B est I’intensité du produit

vectoriel C.

Donc S =|C| =|AAB|=/(5)2+ (=5)2+ (5) = 8.6

- -

& Vérifier que C L (/T ou §) avecC = ANEB

Le produit scalaire de deux vecteurs perpendiculaire est toujours nul.

Donc Le produit scalaire de 4 - C = (31 + 2j- K) -(57- 5] + SK)

Le produit scalaire de A-C=0

12|




Par analogeque on peut constate que (E’ 1 fT), (5 1 E) et (5 1 Plan(/f ] E))

Exemple 1.8.3:

Soient les trois vecteurs:

V; = 31 -2k
V, = 2] + 5]
V; =1-7+2k

& Calculer les produits vectoriels V{ A V; et Vz) A V{, Conclure.
& Calculer la norme de Vl) A Vz), Que représente ce résultat. En déduire 1’aire de triangle

forme par les Vecteursvl) A VZ)

T Tk
Le produit vectoriel définie par :-V; AV, = |3 o -2
0 2 5

Donc le produit vectoriel V; AV, = 47- 15] + 6k

Le produit vectoriel définie par :-V, AV; =g 2 5
3 0 -2

Donc le produit vectoriel V, AV, = —47 + 15] — 6k

Conclure. - Vl) /\Vz) * Vz) A Vl)

13 |




Quelques propriétés des produits scalaire et vectoriel sont :

Le produit scalaire Le produit vectoriel
= AB=B.A = AANB=-BAA
= AB=0-ALB = ANA=0

1.9 Le produit mixte :

Soient trois vecteurs arbitraires A , B et C. Le produit mixte de ces vecteurs est un

scalaire défini par : 4. (B A C).

z
A
c
A
“1 " Volume
o > > ¥
A —
.-’., B
N

Figure 1.13 : Le produit mixte

On peut démontrer facilement dans le TD 01 que :

A(BAC)=C.(ANB)=B.(CrA).
1.10 Le Double Produit Vectoriel :

Le double produit vectoriel, parfois appelé triple produit vectoriel, est une opération vectorielle qui

combine deux produits vectoriels. Si vous avez trois vecteurs A, B, et C, le double produit vectoriel

est défini comme suit :
An(BAC)
1.11 Cosinus directeurs d’un vecteur :
Soit un vecteur R dans un systeme d’axes de référence (0, x,y, z ), sont telles que :
R=R,i+R,J+Rsk

Les angles 6., 6, et 6, compris entre le vecteur R etles axes , Oy et Oz sont les angles

directeurs respectivement.

14|




A

‘ B |90°\

(a) (b)

Figure 1.14 : Cosinus directeurs d’un vecteur

La relation entre les Cosinus directeurs d’un vecteur est :
cos?a + cos?p + cos?8 =1

w_iﬂ Comment calculer les angles a, 3 et y?

@ Démonstration :

) ) Al ) o
Le produit scalaire cos (@) = —— — Expression algébrique
|A]12]

i

2.Ps=A.1=ay X1+ a, X0+ a, X0 —>Expression analytique

Avec T= T+ 0]+ Ok

D’autre part le module de vecteur A est |/T| = \/axz + a,? + a,?

Alors le produit scalaire est :

Ax

/axz+ay2+az2

Donc l'angle entre A et T est cos (@) =

(¢)

Par analogique on peut déterminer les angles 5 et ¥ par les formules suivantes :

®) el
COS =
\/axz +a,? + a,?
aZ
cos (y) =

Ja?t +ay? +a,?

15 |




1.12 Le Moment d’un vecteur

Le moment d’un vecteur li¢ (SA ) par rapport & un point O est exprimé par :

—

My, =0SAA

A
S/
o ! L
o 3 R
R i o
! 1Y ! ! !

(@]

Figure 1.15 : Le Moment d’un vecteur

1.13 Régle des sinus ET cosinus dans un triangle

Soit un triangle quelconque A ABC, nous pouvons établir une relation entre les trois

cotés et les trois angles du triangle.

Figure 1.16 : Un triangle
1.13.1 Loi de cosinus

AB? = AC + BC — 2AC - BC - cos(c)
AC? = AB + BC — 24B - BC - cos(b)
BC? = AB + AC — 2AB - AC - cos(a)

1.13.2 Loi de sinus

AB BC  AC
sin (¢) sin(a) sin (b)

Exemple 1.13.1:

& Déterminer la mesure du segment AB dans le triangle ci-dessous.

16 |




N
A N\3.6lcm
\

Figure 1.17 : Un triangle

Par I’application de Loi de sinus :

AB BC=5 AC =361
sin (c) sin(86)  sin (b)

Donc

_ 3.61 ) 361
sin(b) = T51n(86) — b = arcsin (T sin(86))

86 86
Dautrepart 4@ +b+é=180-¢ = 180—(5 +B>
sin(c)
B = BC=5
sin(86) ( )

Exemple 1.13.2:

& Déterminer la surface du triangle ABC est illustré dans la figure 1.12 ci-dessous.

A
15m e
i P
B C
[ 1.54m
| TR OV | TS s S S, . N

Figure 1.18 : Un triangle

Par I’application de Loi de cosinus :

BC? = 4B + AC ~ 245 - 4C - cos(a)
15.4 15 ? 15 ? 71
BC* — 48
AC = 154 15 =10.88m
<1 — 24_5 : cos(g)

15 71
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Par I’application de Loi de sinus :

AB BC  AC
sin (¢)  sin (71)  sin (b)
Donc
. AB . A . (15 . _ .
sin(c) = E51n(71) — ¢ = arcsin (ﬁ 51n(71)) =67.07
71 71
D’autre part a+b+¢=180-b=180— (a + é) =41.93°

La surface du triangle ABC

S = %BC AC sin(c) =77.18 m?

18 |




/Série de TD n°l
Eléments de
Calcul

Vectoriel

-

Question 1.1

© Le produit scalaire est nul, si :
(]  Les deux vecteurs sont orthogonaux!"';

() Les deux vecteurs sont dans le méme plan ;

© Le produit vectoriel est nul si :
O Les deux vecteurs sont orthogonaux ;

D Les deux vecteurs sont colinéaires ;

© Le produit mixte est nul, si
D Les deux vecteurs sont colinéaires ;

0O Les deux vecteurs sont dans le méme plan ;

[1] signifie qu'ils ont des directions perpendiculaires.
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Exercice 1.1
, V, = —61 + 8] — 10k
On considére deux vecteurs : {_ﬁ l l 5
V, =-=21+4j+ 12k
1. Calculer:
& leurs longueurs

& leur produit scalaire
& le produit Ve:ctorie:171> A 72)
2. Montrer que :
0 V0N V) = G A )
b) iA(GA V) + VsA(VA V) + Vo A(VsA V;) =0
o) [Vi+ Vel =i+ V2l si LV,

Exercice 1.2

. V; = mi+ 2j+ 3k
On considére deux Vecteurs:{_l) . ]9 o
V, =mi—mj—Kk
1. Déterminer m pour que stoit perpendiculaire a 72)
2. Déterminer m pour que 71) A Vz)soit paralléle au vecteur Vg)de composantes (-1, -1,0).

3. Déterminer le volume construit par les trois vecteurs 7{, 72) et 73) respectivement. 7{ =+ +

mK,V, =T+nK et Va3 =1+ nj

Exercice 1.3
V:(0,3,1
Par rapport a un repére R(0, x, y, z) On considére deux vecteurs :{_{( 31
,(0,1,2)

1. Calculer V; V—)z et déduire I’angle ¢ = (V; V—;)
2. Déterminer les cosinus directeurs de ertvz).

3. Calculer les composantes de W = 71) A Vz)

4. Montrer que : cos?a + cos?f + cos?8 = 1 (a, Betd sont les angles directeurs du vecteur

V)
Exercice 1.4

1. Soit un triangle ABC et M le milieu de BC. Montrer que
AB BC AC

sin (63) - sin (61) - sin (63)
=  AB2? = AC + BC — 2AC - BC - cos(65)

@ BC2=AB+ AC — 2AB - AC
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Figure 1.1 : triangle ABC

2. Trouver les angles 6,4, 6,et @ sachant que :

BC = 650mm
AB = 745mm
AC = 210mm
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Chapitre 2 :
Généralités et Définitions de base

/Avant de résoudre les problemes de la\
Mécanique Rationnelle, il faut mettre en
¢vidence la grandeur force ainsi que la
Résultante, le Moment et .....etc., qui sera

Qbiectif de ce chapitre. /

|




2.1 Force

Une force est une quantité¢ physique qui peut étre mise en équilibre avec la gravité, est

généralement caractérisé par le point d’application, le sens, le module et la direction.

Point d’application

direction

Figure 2.1 : Force
c.-a-d. on peut considéré la force comme un vecteur lié.

direction
Vecteur sens

module
+

Point d’application

Force

Figure 2.2 vecteur force

2.2 Opération sur la force :

2.2.1 Projection/ Décomposition en 2D :

Dans un plan, en choisissant un repére orthonormé (oxy), il est possible de décomposer

une force en deux vecteurs orthogonaux.
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@]

Figure 2.3 Projection en 2D

Alors les scalaires F, et F, peuvent €tre positifs ou negatifs, selon le sens de F,

Avec :

Exemple 2.2.1.1

Norme de ||f,:||

Norme de ||Fy)|| =

= F .Cos ()

F.

> (Cos (90 — )
{ Sin(a)

& Déterminer la projection des deux forces illustrée dans la figure 2.12 ci-dessous.

F,=100N

Projection /
0x

-

Fi, = 100cos (15)
ou bien
F,, = 100sin (75)

F,, = 150cos (80)
ou bien
F,, = 150sin (10)

Figure 2.4 : Exemple 2.2.1.1 de Projection

Projection/

oy

1313, = 100cos (75)
ou bien

Fy, = 100sin (15)

F,, = 150cos (10)
ou bien
F,, = 150sin (80)
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Exemple 2.2.1.2

& Déterminer la projection des trois forces illustrée dans la figure 2.12 ci-dessous.

Projection oxy

Projection/ Projection/
ox oy

Fy, = 200Cos (20)

F F,,, = —200Cos (70)
ou bien

— 200 N ou bien

V' 200N

Fix = —200Sin (20)  F,,, = 200Sin (70)

Projection ox'y’

Projection/ Projection/
ox'

oy’

F Fy = —200Cos (70) Fy,» = 200Cos (20)
ou bien ou bien

= 200N

Fiy = —2008in (20) F,, = 200Sin (70)

Figure 2.5 :Exemple 2.2.1.2 de Projection

2.2.2 Projection/ Décomposition en 3D :

Dans la figure ci-dessous., Les composants F,F, et F; sont les projections de la force F sur

l'axe x,y et z respectivement.

y y y
/
Be B
B \
Fj Ef,
4 0y F A ¢ .
2\ 4 .
\gy F ) 4 " ) 0 a X ]2 .
¥ 0 T F/z /‘p
0 Fy / F/
I @ h
Y 5 N
C C
(¢ z ;
C
h h
b. c.

Figure 2.6. Projection en 3D
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Exemple 2.2.2.2

& : Déterminer la projection de la force F.

y ¥ 2
2>
750 N 7ON
55 °)
75
0 COS(SS) S ﬁ
étape 1 étape 2 étape 3
y o "
Y : ) 750 Cos(55) Cos(25)
BA ) Q
g -
7 )
= )
& >
0 == d
4)25o D x 8]
=
~
/E g
étape 5 étape 5
Finalement la projection devient
Projection/ Projection/ Projection/
ox oy 0z
F 750 Cos(55) Cos(25) 750 Cos(35) 750 Cos(55) Sin(25)
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2.3 Notion de Résultante :

L’expérimentale montre que deux forces AetB agissant sur une particule P (figure ci-

dessous) peuvent étre remplacées par une seule force R qui a le méme effet sur la particule .

Figure 2.7 : la Résultante de Forces

Cette force est appelée résultante R des deux forces A et B, cette résultante peut étre obtenue
en utilisant deux méthodes :
& La méthode graphique.

& La méthode analytique.

2.3.1 La méthode graphique

@ Etape 1 : définir une échelle graphique (1 cm équivaut & x Newton)
< Etape 2 : tracé du diagramme

Mais on peut déterminer la Résultante a partir des relations géométriques (Loi de cosinus

et/ou Loi de sinus........ )
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2.3.2 La méthode analytique.
Pour connaitre la résultante R par la méthode analytique, il faut :

Etape 1 : Déterminer sa composante R_x)

R

‘..
Il
Y

ﬁx = F; .Cos(a;)

Etape 2 : Déterminer sa composante R—y)

n
ﬁy = EFi .sin(a;)
i=1

Etape 3 : Additionner R—x) et R:;

R=R,i+R,]
n

n

ﬁzZFi .Cos(ai)?+ZFi .sin(a'i)j')

O_!

Figure 2.8 :La résultante R par la méthode analytique

Dans le cas ou il existe plusieurs force, On peut appliquer la méthode graphique par

partie :
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(ee) e
R /;' R Fu
,,,,,, J —) (b))
@ —»
L — —> ," BR’D “I
R:=R1+F, ‘kbb : e @F Y
c.) d.)

Dans le premier temps, on se pose que toutes les directions des forces convergent vers

un méme point (forces sont concourantes).

Figure 2.9 : les forces concourantes

Cas de forces paralleles (Co-linaires)

Exemple 2.3.1
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Projection / Projection / Projection /
0x oy 0z

F, = 1.25kN —1.25 0 0
F, =5kN 0 —5sin (30) 5cos (30)
Fy=2kN 0 —2cos (a) 2 sin (a)
T35 vy

R, = (—1.25+0+0)7
. 3
R, = (o—ssin (30)+2.§)7

. 4\ -
R, = (0 + 5cos (30) +2.§)k

Avec:R =R, i+ ﬁyf+ I_?)Zﬁ et R = \/sz + Ry2 +R,?

2.4 Notion de Moment :

Les effets d’une force sur un solide dépendent de la position de la force par rapport au corps

1 cas

cas

Translation

Rotation c/ |

2éme

Le moment d’une force?par rapport a un point O est exprimé par :

_




Figure 2.11 : Le moment d’une force

. 7 7 k
M/o F = oFsin(a) oFcos(a) 0
0 F 0
Donc M/, F = oFsin(a)F k
|M/0 F| = oFsin(a) F
d
Finalement [M / o F| = d X F dans ce cas le un signe est positif.
2.4.1 Conventions de signe:
_— un signe N
1M/oFll = @y @ IFIl- d
TN
Selon le sens de rotation
+
Unité de moment: M / oF = d . F danslesystéme SI.
e e’ - )
[N.m] [m]  [N]

Cas particulier :

Dans le cas ou la force passent par le centre de rotation, le Vecteur-moment de cette

force devient nul figure ci-dessous. M / oF = d. F
i 0 %0
nul

Par exemple :
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a)
7N\ Py

v
M, N F
0] 0] N,

Mg

(a) My =+ Fd (b) My =-Fd
Exemple 2.4.1
X
Figure 2.14 : Un systéme forces
- , ) M.,
Force F; Signe (+/—) Distance d; Moment ‘/ 0
Fl + d]_ - +F1d1
ﬁz - d, = —F,d,
F3 + d3 == +F3d3

2.4.2 Le Moment en 3D

Soit une force F_ dans I’espace (figure ci-dessous)
\

“o\ l

8%

Figure 2.15 : Le Moment en 3D

Le moment de cette force—F—)par rapport a un point O est exprimé par :
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. 7k
M/ F =% AF =|r, r, T
E. F, F

Ou
Ty, Ty et 1, représentent les composantes X, y, z de vecteur position OM.

Fy, F, et F, représentent les composantes de la force F suivantes les axes xyetz

respactivement.

Finalement le moment est: M/, F = (ryE, — 1,F,)T — (e F, — n,E)j + (1.F, — rny)E

2.4.3 Le Moment résultant d’un systeme de forces :

Le moment résultant par rapport a un point O, d’un systéme de vecteurs-forces, correspond a la

somme géométrique des vecteurs-moments de chacun des vecteurs forces.

£

F
3 F,

I3 Iy (MR)O

X
Figure 2.16 : Moment résultant

R —

Le moment résultant est donne par : M/o R=Y",7 AF

Exemple 2.4.3.1
< Calculer le moment résultant de quatre forces illustrées dans la figure 2.15 ci-

dessous.par deux méthodes.

5
M/yR =ZM/0E
=1

M/OR :M/0F1+M/0F2+M/0F3+M/0F4+M/0F5
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=
L
C N
i
i
Figure 2.17 : Exemple 2.4.3.1
& 1% Méthode :
Mo Py M/yF, M/ Fy M/, Fs
F; (4)
c Tr;
B | — A
‘ Fs =& | K 4 -@
i _a=u —s 1 d 0
| d=0 W r 9 st
T i
o d
(4) . ‘(AZ)
r 0 0 0 —rFq
— Z F1 .
@ 2°"° Méthode : Cette méthode base sur le produit vectoriel.
Mo Fy M/oF M/ Fs M/oFy M/ Fs
F, (85)
C
oC F, o4 | 7 9,
() " 2 Fs 0A
_'
o d
(4)
M/oF ="oC AF; M/, F, =04 NF, M/oFy = 0A NF5

o [ i k .
0 —-F; O
i ] k
& M/or,=0BAF,=|0 r 0|=0
0 F, 0
i i %
& M/0F3=FV) /\F3): —r r O :O
F3cos (30) —F3sin (30) 0O
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I

& M/ R, ="0ANF,=|— 0 0|=0
F, 00
i j ok

& M/ F="0AANF;=|—y o o|=-TFs
0 Fc O

Exemple 2.4.3.2

& Refaire le méme travail pour la figure ci-dessous.

ad
|
2 . P )
! i =
DE N F -~
b=
| 1€ ]
. T
? - < gl hh\““—-.‘_
Tao o B
= ~ .

Figure 2.18 : : Exemple 2.4.3.2

M/ F M/, F, M/, F,

....... X ——i— . 7
o 0
. i ]k . i jk
oC /\Fzz a a 0 oD ANF; = 0 a a
F, 0 0 0 F, 0
=—aF1 =—aF2

2.5 Classification des forces :

On distingue les forces extérieures et les forces intérieures

Les forces extérieures : Toute force exercée sur le systéme par un « auteur » extérieur au
systeme.

Les forces intérieures : Toute force agissant entre deux ¢léments du systéme.
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5

g

F3
Figure 2.19 : les forces extérieures et intérieures

2.6 Types de forces :

D’autre part, Il existe plusieurs types de forces

?1

{ Force localisée (concentrée) ]

l , [Paralléles}

Conc

[ Co-linaires J

N
[

Forces réparties J

/\

Les Forces réparties sur
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[ Volume ]L( Surface

Est une force répartie sur
un volume

Est une force répartie sur
une surface

Est une force répartie sur une ligne

Une force répartie sur une et sous la forme d’un Rectangle, Triangle,

Une force répartie sur une

Ligne

Et sous la forme d’unc :

\ectangle
q .

L

. [ |

riangle

v

[ i Autre

q ; une charge répartie sur unité de longueur N/m

Dans ce cas Comment déterminer : .
o / =
% Résultante N
< Sens b 5f?\> p
. .. f\
& point d’application
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La forme La charge totale Le point d’application | Le sens
qen W’"”y’ ) +Etape 1  La charge torale (en Newton) =Etape 2 : Le point d'application =Elape3d : Mémé seas de g J i Q
T 1
LI
Rectangle { | L)L) )] = IQ l _______
Y SR t . ) 2 (e
Q=qxl~]: I,a-st_grfnre :
Triangle G“ 1 I =Etape 1 - La charge torale (en Newton) | TEl@pe2: Le l“’“““’“(g’}f”“"“ =Elape 3 : Mémé sens deq J g Q
ppranif|g i ¥ |
L r Q=—qux( 1 ‘ ‘ _,,»"'. -
: ‘.;IIJHJA.; EZm A
Exemple 2.6.1
& La charge totale :Q = 25 x4 =100 kN
25 kN/m
T T T T ™T T " e . N . . . _
l } l l J l l l l ] : Le point d’application : & — -
! v 2m 2m
A B
e @ Lesens:Q 1
! 4m !
a.)
& Lacharge totale :Q = wy XL =wy L
w |
. . e
wy Le point d’application : -2
L 2L
W s
v vy 7\5
Al X & .
) A Lesens:Q |
| L !
b.)
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2.7 Modele Mécanique :
2.7.1 Point Matériel : représente un systéme physique ou mécanique dont la position
peut étre décrite par trois coordonnées seulement, caractérisé par sa masse m et notée M(m).
2.7.2 Corps Solide est un ensemble des points matériels qui considéré comme
indéformable. La distances entre les différents points d'un solide ( par exemple deux points

A et B appartenant au corps ) reste constante ( AB = Cst).

Figure 2.20 : Corps Solide
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Série de TD n°2
Généralités et
Définitions de base

Question 2.1

© Dans un repere orthonormé (oxy), on peut écrire la force sous la
forme (a + B = 90°):
(J  F = Fcos(a)i + Fsin(a)J:
(J F =Fcos(a)i+ Fcos(B)J;
© Le Moment d’une force estnul si :
0 La force est négligeable
() La force passe par le centre de rotation;
© Le Moment de la force illustrée dans la figure ci-dessous est :
U M/ R=_dF ~
O M/ ,r=+dar @"/ )

My
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Figure 2.1.A

Figure 2.1.E Figure 2.1.C

Figure 2.1.G

Exercice 2.1

Soit les forces schématisent dans les figures suivantes :

250N ¥
400N
m
—
- X c\i
300N ()
5
2
(6
Fy=35kN F3=2kN
A
—
(@\|
(D]
5
=
B~
—
I\
o
=
2
6
] \
Y
900 N
TS50 N )
—
I
o
=
2
6

Fy= 600N

150 1b

1')

30°

15°

XSO“
20°




Exercice 2.2

On se pose que la résultante R de forces agissant sur le support donnée par
R=75071+07
1. Déterminer le module de F et sa direction .

2. Montre que la résultante R de deux forces formant un angle 0 entre elles est

exprimée par la formule suivante :

R® = F,2 + F,2 + 2F,.F,. Cos0

a0 N

Figure 2.2.A : supore

Exercice 2.3 :

Soit un modéle du bateau proposée est placé dans un canal et suspendue par trois cables, ces
cables sont utilisés pour maintenir a I’état d'équilibre.

& Déterminer la force de trainée exercée sur le bateau et la tension dans le cable AC.

B C

Figure 2.3.A :: bateau

Sachant que :

& Les tensions des cables AB et AE sont 40 N et 60 N respectivement (Pour une vitesse

donnée,).

42 |




Exercice 2.4 :

& Déterminer la résultante force R /Moment (Mg), des forces illustrées dans la figure

2.12 ci-dessous.par deux méthodes.

Exercice 2.5 :

J120 N
240 mm p"
200 N Lﬂf —rno
L ull [} “
15— y \
E] D
_ I 50 N
\
520 mm \
\__ i L_; -..IE:;r 2 l 1]
‘ 150 mm
¥ . el |
A .
G40 mm
Figure 2.4.A :

& Déterminer la résultante force R /Moment (My) 4 des forces illustrées dans la figure

2.12 ci-dessous.

Exercice 2.6 :

40N
| 12N
 d
20N oy I8N
1 Figil.11 ¥
g4<
A Y - =
/ 3 4 2 min
4 mm = 3 >
o Smm
~6mm {'
\‘p/b' _h""-/‘
Figure 2.5.A:

(Travail supplémentaire)
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600 N

Figure 2.1.1

Figure 2.1.K

Figure 2.2.B

Figure 2.5.B

20 kN

Figure 2.1.J

Figure 2.1.L

Figure 2.3.B

Figure 2.5.C

Fy=700N




Chapitre 3 :
La Statique

M, = 4kNm B

}

| TS S

< . ’ @ur ¢crire les €quations d'équilibre d'un corh

rigide, 1l faut identifier toutes les forces

'S

agissant sur ce corps, ainsi que les réactions
exercées sur le corps ou la structure. Ces
¢quations obtenues peuvent étre utilisées pour
déterminer les inconnues appliquées au corps, a

savoir : les forces et les réactions. Ces derniers

\{cront I’objet de notre chapitre. /




3.1 Principe Actions-Réaction

Le solide S; exerce une force 1—3)1_,2 sur le solide S, (figure 3.1).Une force 1—7)2_,1 opposée et

de méme intensité agit a partir du Solide S, sur Le solide S;. Ces forces peuvent étre visibles

si les deux corps sont séparés dans la zone de contact.

Figure 3.1 : Principe Actions-Réaction
3.2 Principe de transmissibilité des forces en statique

En I’équilibre, on peut remplacer une force F agissant en un point N par une autre force F
de méme intensité¢, de méme direction et de méme sens mais agissant en un point M a

condition que M € Ap.

Ny

2

Ap

Mo

Ap,

Equivalence Statique

N,
>

Figure 3.2 : Transmissibilité des forces

Et pour mieux comprendre

Selon le principe de transmissibilité les deux cas sont identiques

F Fy F o i F
e T i Ap e T \ -~ A
A Le principe de transmissibilité n’est pas applicable aux autres maticres par
o\
/1N , , . .
A exemple la résistance des matériaux (Traction et Compression)




3.3 Isolement d’un solide.

La notion d’isolement d’un solide est un principe fondamental dans [’analyse et la

résolution des problémes de la mécanique.

Figure 3.3 : Probleme réel

La situation physique réduite a son forme la plus simple

Figure 3.4 : Schématisation et représentation du probléme

Selon le principe de d’isolement :

étape 1 étape 4

B

A7 ] 30 |

Q 2 \\/
\‘ | ! - Y
: P1y\ ~ 3()” |
30 = s 2943 N
2943 N
2943 N
Trois points de contacts en rouge Un point de contact en bleu Un point de contact en bleu
P1, P2 €t P3 P4 P4

3.4 Les actions mécaniques

Les actions mécaniques représentent les efforts exercés sur et entre les solides réels. Ces

actions sont schématisées ou modélisées par des forces, moments, pressions, etc.

On peut les diviser en deux grandes familles :

& Actions mécaniques a distance

& Actions mécaniques de contact

48 |




3.4.1 Actions mécaniques a distance
Par exemple I’action de la pesanteur (poids) : P =m g
& Sa direction est toujours verticale, son sens vers le bas.
@ Cette action est toujours appliquée au centre de gravité g

« L’unité de cette action dans le systéme international est : [N] = [kg] X [m/s?]

Figure 3.5 : Actions mécaniques a distance

3.4.2 Actions mécaniques de contact
Les actions de contact se divisent en trois groupes :

& Actions ou charges concentrées
& Actions réparties sur une ligne
& Actions réparties sur une surface

Cas1 Cas 2 Cas 3

Exemple 3.4.1

@ Schématiser et représenter toutes les actions mécaniques de contact existe dans la figure 3.6

ci-dessous.
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Figure 3.6 : La situation physique du probléme Figure 3.7 : Schématisation des actions

3.4.3 Actions de contact exercées dans les liaisons mécaniques

3.4.3. A L’appui Simple Ou Appui Glissant

L’appui simple est caractérisé par :
& deux degrés de liberté.
& une réaction d’appui : une force

< une inconnue dans les équations d’équilibre

- ~
”; !: R
/|
Schématisation Modélisation réels

Figure 3.8 : L’appui Simple

3.4.3. B L’articulation Ou Appui Fixe
L’appui fixe est caractérisé par :

< Un degré de liberté
& deux réactions d’appui : deux forces
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& Deux inconnues dans les équations d’équilibre

A 1
<

Schématisation Modélisation

Figure 3.9 :L’ Appui Fixe

3.4.3. C L’encastrement
L’encastrement est caractérisé par :

& Zéro degré de liberté
& Trois réactions d’appui : deux forces + un moment

& Trois inconnues dans les équations d’équilibre

Schématisation Modélisation réels

Figure 3.10 : L’encastrement
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3.5 Méthode de résolution des problemes de la statique

On a deux possibilités pour résoudre les problemes de la statique telles que la méthode

analytique et la méthode géométrique

Méthode
Analytique

Méthode
géomeétrique

N

Figure 3.11 : Les méthodes de résolution

3.5.1 La Méthode Géométrique :

Cette Méthode basée sur le triangle des forces et les relations trigonométrie notamment

loi sinus, loi cosinus, ........

Soit le probléme schématisé dans la figure ci-dessous.

& Déterminer les expressions des inconnus F, et F; par la méthode géométrique.

Fy = Ladirection connue.
=  Module connue.
= Sensconnu.

—

=N ; i
¢ ladirectioninconnue ?.
% Module inconnue ?.
% Sensinconnu ?.

FZ E

La direction connue.
% Module inconnue ?.
“  Sensconnu.

Figure 3.12 : Principe de la méthode géométrique

Selon le principe de cette méthode :
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< Etape 1 —» Point d'intersection

@ Etape 3 —» Construire le triangle des forces pour déterminer le sens de F3 (a condition que
le triangle des forces devienne fermé)

& Etape 4 —» Appliquer la loi du sinus sur le triangle des forces
F _ K _F
sin(a)  sin(B)  sin(y)
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& Etape 5 = Déterminer les trois angles a, § et §

@+ B+ 6 =180°
DN

o '/\ (ﬁ){>\
N

& Etape 6 — Déterminer les inconnus F, et F;3

_ . sin(B)
Fo=F sin(a)
. sin(y)
301 sin(a)

Exemple 3.5.1

& Trouver la tension du cable et la réaction en A par la méthode géométrique.

Ag,

i /'
o
%%
,-‘J//r
[ 4 4
. J ? ’/ i

Ar

Ap

Figure 3.13 : Application de la méthode géométrique

Donc le triangle des forces devient de la forme suivant :
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Figure 3.14 : Triangle des forces

Par I’application de Loi de sinus :

Ry _ P _ T
sin(a) ~ sin(B)  sin(y)

Avec a = 110, = 25 ety = 45.

Démonstration
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3.5.2 La Méthode Analytique :

Cette Méthode basée sur le principe de Newton. Dans un repére GALILEEN :
1" condition d’EQUILIBRE d'un solide :

La somme des FORCES EXTERIEURES appliquées a un solide en équilibre est NULLE

« Théoréme des FORCES » R=F +FK+.+E =0
Notation : Le Principe Fondamental De La Statique (PFS) :
@ 2" condition d’EQUILIBRE d'un solide

La somme des MOMENTS DES FORCES EXTERIEURES appliqués a un solide en
équilibre est NULLE

« Théoréme des MOMENTS » M /,R = M 4(F}) + M;4(Fy) +...+ M/4(F,) = 0

Finalement, pour qu’un Solide soit en équilibre, il faut que la somme des forces extérieures

ET la somme des moments extérieurs appliqués sur le solide soient nulles.

{ R=F +F,+..+F, =0

Attention, pour passer de la relation vectorielle a la relation algébrique, il faut tenir compte

du signe du moment par rapport au sens choisi.

1Y

+
X

Application 3.1 :

%" Déterminer les réactions en A et B par les deux méthodes.

F
A v B
!\ ! |
e Ik ML
%<_ ....................... _ l ............................. )i

Figure 3.15 : Géométrique du probléme
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<> La Méthode Géométrique

Figure 3.16 : Principe de la méthode géométrique

Selon le triangle des forces le Loi de sinus devient :

Ry, ~ F  Rp
sin(y)  sin(8)  sin(B)

Donc les inconnues de 1’application sont :

sin(y)
4= sin(6)
sin(B)
5= sin(6)

Par la suite on passe a la détermination des angles 3,y et §.

Ona: p+y+46=180°

<> La Méthode Analytique

Tout d’abor il faut identifier toutes les forces agissant sur ce corps, ainsi que les réactions
exercées sur le corps (o = 45°).
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il
=
+

D \
Ry =2 B

—3
Ryy

Figure 3.17 : Principe de la méthode Analytique
Selon le principe de cette méthode :
%" 1 condition d’EQUILIBRE d'un solide :
Y F=0
Ryy +Ry + Rp + F =0
& 2°™ condition d’EQUILIBRE d'un solide

Mpax +Mpay + Mpp + Mp = 0

Donc la projection de ces équations est illustrée ci-dessous.

i)Ax ﬁAy ﬁg ﬁ

z X >4 +Rax 0 —RpCos(a) 0

z y1+ 0 +Ryy +RgSin(a) —-F
ZMAU'*‘ 0 0 —I X Ry x Sin(a) —axF
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Application 3.2 :

%" Déterminer les réactions en A et B par les deux méthodes.

L4

Figure 3.18 : Géométrique du probléme

o La Méthode Géométrique

Figure 3.19 : Principe de la méthode géométrique

Selon le triangle des forces le Loi de sinus devient :

Ry, =~ F  Rp
sin(a)  sin(B)  sin(y)

Donc les inconnues de 1I’application sont :

_ _sin(a)
K=o
 siny)
Re = n®

Par la suite on passe a la détermination des angles 3,y et §.
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Ona:

La Méthode Analytique

B+y+6=180°

Tout d’abor il faut identifier toutes les forces agissant sur ce corps, ainsi que les réactions

exercées sur le corps (o = 45°).

|

—
R,y

Figure 3.20 : Principe de la méthode Analytique

Selon le principe de cette méthode :

% 1 condition d’EQUILIBRE d'un solide :

&

Donc la projection de ces équations est illustrée ci-dessous.

Zﬁ:ﬁ

Ryy +Ry + Rp + F =0

2°" condition d’EQUILIBRE d'un solide

MRAx +MRAy + MRB + MF =0

Rax R4y Rp F
Z X+ +Ryy 0 0 —FCos(a)
Z y1+ 0 +Ry4y +Rg —FSin(a)
ZMAU‘F 0 0 +1 X Rp —axF
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triangle des forces est de la forme suivante :

7 q £ Y

© L’appui simple représenté par :
J 1 inconnue dans les équations d’équilibre

O) 2 inconnues dans les équations d’équilibre

© L’appui double ou bien fixe représenté par :
J 1 inconnue dans les équations d’équilibre

0) 2inconnues dans les équations d’équilibre

© L’encastrement représenté par
O 3 inconnues dans les équations d’équilibre

0 2 inconnues dans les équations d’équilibre
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Exercice 34.1

%" Déterminer la force (Ry,) de contact a h en fonction du poids de la sphéere et de I’angle
a (poids P, rayon 1 ).

Exercice 34.2

Une sphere lisse S; (poids P =20 N, rayon r = 20cm) est suspendue par un fil de longueur a
= 60 cm, comme indiqué sur la Figure. 34. 2.

% Déterminer par la méthode géométrique la tension dans le fil.

Figure 34.1. Une sphére Figure 34.2. Une sphére lisse
Exercice 34.3

Une barre de longueur I = 2 7 a l'intérieur d'une coque sphérique lisse de rayon r
(figure 34.3), la barre est attachée a un poids P.

& Calculer par la méthode géométrique les forces de contact a Ry et Rp.

%" Déterminer la distance x pour maintenir la barre a I’état d'équilibre.

Sachant que : I'angle o = 15 et le poids du faisceau est négligeable.

Figure 34.3.
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Exercice 34.4

Une barre homogene de longueur 4a et de poids P est suspendue en C par un cable. La barre
est en contact avec les deux murs en A et B (figure 34. 4).

<" Trouver la tension du cable et les réactions en A et B.

=

Figure 34.4.

Exercice 34.5

Une poutre homogeéne de longueur 4a et de poids P dénitrée dans 1’ouverture voir Figure.
34.5.

%" Déterminer I’intensité de la force F pour maintenir la poutre a 1’état d'équilibre.

Figure 34.5.

63 |




Exercice 34.6

Une barre de longueur I soumise a une force F verticale (figure 34. 6) exerce une force de
contact sur un cylindre (rayon r, poids P).

<%~ Déterminer la force de contact entre le cylindre et le sol

Sachant que : Le poids de la barre est négligeable.
Toutes les surfaces sont lisses.
La hauteur h est égale au rayon r du cylindre.
La force F est égale 100 N.

=l
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Question 38.1

© Schématiser la/les réaction(s) dans chaque cas :

a). .- b).

). f d). l

/ [ AV
9 ( ./éry/ ). &)
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Exercice 38.1

% Etablir les équations d'équilibre dans les deux figures :

%

P

i /e W il lﬁ)
,,,,,,,,,,,,, :> ,,,,,, J e @ oyl ;
Figure 3B.1.

Exercice 38.2

%~ Déterminer les réactions en A et B dans les deux figures, par deux méthodes (Analytique et
géométrique).

==}

Figure 32.2.1. Figure 32.2.2.

Exercice 35.3
Une barre homogene de longueur [ et de poids P = 80 N est liée a un mur par 1’articulation
A, et suspendue a I’autre extrémité B par un cable. Le cable fait un angle de 30° avec la barre

voir Figure. 3.3 (8 = 120°).

% Déterminer par la méthode géométrique la tension dans le cable et la réaction au point A.

Figure 38.3.
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Exercice 38.4

Une barre homogene de longueur 26a et de poids P = 100 KN est suspendue par trois
cables voir Figure. 32.4.
%~ Déterminer les tensions dans les cables AB,CD et DE.

Figure 38.2.4.

Exercice 38.5 (cours)
La barre de longueur 3a est liée en B a un appui fixe et repose a son extrémité A sur un appui
simple. Le poids de la barre est 50 N. (figure 34.5).

%~ Déterminer les réactions en 4 et B.

P1 -
P P,
q
Lo WY
| b | | | B
A | . o [ _.
i 2 i ‘ M,
<3 < a > i
e ]
Figure 38.2.5.
Exercice 38.6
%~ Déterminer les réactions en 4 et B.
KN 30kN
q=20—
WA
Al : i
A\ | |
<~ 3m >:< 2m >( 2Zm > € 2m ):
Figure 32.6
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Exercice 38.7

<& Déterminer les réactions des appuis A, B et I’articulation C pour chaque figure.

8 kN . kN
M, = 4KNm [q=1;
¢ A
; *************** e V E ﬁe A
— 1m: e :
o~ v 3 ¢ |
% 12 kN 3m
L < |
=2 4 kN i
o0 «— |
B e %
*--) . v
A A\ A\ B
! 3 |
< __3._m_ A __1_1.’1.__>!<_.__._._._._._'T.n_ i i ]
2 kN
M, = 2kNm
AT kN 1] gj‘,é
Im: q=18—\__ ¢¢¢¢¢ . 30° . 45°
o~ _‘r _____________ ¥ L
: A | |
q i | i
™ |
(0] |
=
= i ;
o0 4m !
3 i |
i A !
Y
54- m WIS i S >
M, = 4kNm
[) %
_ y 5
©= m___ 4
» (A 2
o %
¢ N 4kN ». 2m
: :2— \ ‘\ P
= G =2— i J*
o P
— 1
IR 22222222 ) R
23 | 3 ,,,Y___ \“;
4
: ; c . p
NN 2m
\\L'




Figure 32.7.4

12 kN

kN kN
g g = 15—
g WA
: ‘ 6 kN ‘ . 53m
&l | 1 oy
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Chapitre 4 :
Cinématique du Solide Rigide

Ga cinématique ¢étudie le changement (b
position géomeétrique des corps dans le temps,
Donc pour étudier la Cinématique des corps
rigides, il faut identifier toutes les relations
entre le temps et les positions, vitesses et
accélérations des particules ou bien les corps
rigides. Ces derniers seront 1’objet de notre

@apitre. /




4.1 Rappels succinct sur les quantités cinématiques pour un point matériel

La cinématique d'une particule a un instant donné est caractérisé par : la position, de la

vitesse et de l'accélération de la particule.

Soit M point matériel se déplace dans un repere fixe (, y , z ) Fig. (III.1) La position du point

M dans ce repere R(x , y , z ) est définie par le vecteur de trajectoire a 1’instant (t).
4.1.1 Position.

La trajectoire en ligne droite d'une particule sera définie a l'aide d'un seul axe de
coordonnéesx, Fig. 4.1. L'origine 0 sur le chemin est un point fixe, et a partir de ce point, la
coordonnée de position s est utilisée pour spécifier 'emplacement de la particule a un instant

donné t.

i

Figure 4.1 : La position
La magnitude de x est la distance entre 0 et la particule, généralement mesurée en métres (m)
ou en pieds.(ft), et le sens de la direction est défini par le signe algébrique sur s. Bien que le

choix soit arbitraire,

Avec Im - ft
4.1.2 Déplacement.

Le déplacement de la particule est défini comme le changement de sa position. Par exemple,

si la particule se déplace d'un point & un autre, Fig. 4.2,

Figure 4.2 : Le déplacement
Le déplacement est

As=5s"—s
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Dans ce cas, AX est positif puisque la position finale de la particule est a droite de sa position
initiale, c'est-a-dire S’ > s. De méme, si la position finale était & gauche de sa position

initiale, AS serait négative.

Plus précisément, le déplacement d’une particule est également une quantité vectorielle, et
elle doit étre distinguée de la distance parcourue par la particule. c'est-a-dire, la distance
parcourue est un scalaire positif qui représente la longueur totale du trajet parcouru par la

particule.

4.1.3 Vitesse.

Si la particule se déplace selon un déplacement Ax pendant l'intervalle de temps At, la

vitesse moyenne de la particule pendant cet intervalle de temps est :

_Ax
V=AL
v
..... %
g9 A N S

Figure 4.3 : La vitesse

La vitesse instantanée est un vecteur défini comme suite

_ Ax
V= Ao AL

Donc

_dx
o dt,

Comme At ou dt est toujours positif, le signe utilisé pour définir le sens de la vitesse est le

v

méme que celui de Ax ou dx. Par exemple, si la particule se déplace vers la droite, Fig. 4.3,
la vitesse est positive ; alors que s'il se déplace vers la gauche, la vitesse est négative.

L'amplitude de la vitesse est connue sous le nom de vitesse, et elle est généralement exprimée
ft

w7 m
en unités de — ou —.
S S
Parfois, le terme « vitesse moyenne » est utilisé. La vitesse moyenne est toujours un scalaire
positif et est définie comme la distance totale parcourue par une particule, x, divisée par le
temps écoulé At ; c'est a dire.,

ST
USTmoy - A_t
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Figure 4.4 : La vitesse moyenne
Par exemple, la particule de la figure 4.4 se déplace le long du trajet de longueur s dans le
temps At, donc sa vitesse moyenne est Vg moy = Z—Tt It, mais sa vitesse moyenne est

_As
vmoy - E

4.1.4 Accélération.

Dans la condition ou la vitesse de la particule soit connue en deux points, 'accélération

moyenne de la particule pendant l'intervalle de temps At est définie comme suite :

_ Ay
Amoy = E

Avec : Av — représente la différence de vitesse pendant le temps intervalle At, c'est-a-dire

Av = v’ — v, (Voir la Fig. 4.1).

7t

v

<} -0
er

Figure 4.5 : 'accélération
L'accélération instantanée au temps t est un vecteur trouvé en prenant des valeurs de plus en
plus petites de At et des valeurs correspondantes de plus en plus petites de Av, de sorte que :
a = lim H
At—0 At
Ou

_dv
o dt,

L'accélération moyenne et instantanée peut étre positive ou négative. En particulier, lorsque la

a

particule ralentit ou que sa vitesse diminue, on dit que la particule décélére. Dans ce cas, v’
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sur la figure 4.6 est inférieur a v, et donc AV = v’ — v sera négatif. Par conséquent, a sera

¢galement négatif, et donc il agira vers la gauche, dans le sens opposé a v.
I
—_— —>

EXRREY

Figure 4.6 : L'accélération moyenne
On constate également que lorsque la vitesse est constante, l'accélération est nulle puisque

Av = v — v = 0. Les unités couramment utilisées pour exprimer 1'ampleur de I'accélération

ft

sont sz ou
= Accélération constante a = a.. Lorsque l'accélération est constante, chacune des trois
€quations cinématiques a..= dv/dt, v = ds/dt et a..ds = v dv peut étre intégrée pour
obtenir des formules qui relient a., v, s.

= Vitesse en fonction du temps. On Intégré a. = dv/dt, en supposant qu'initialement

v = vy, lorsquet = 0.

t

v
jdv=jacdt

Vo 0
vV=v9+at,,
= Position en fonction du temps. On Intégré v = ds/dt = vy + a.t en supposant

qu'initialement s = s, quand t = O.

N t
fds = f(vo + a t)dt
0

So

1 2
S :SO+v0t+§act
-4

= Vitesse en fonction de la position. On Intégré v dv = a. ds, en supposant qu'initialement

V = v5as = S,.

v S
f vdv = f a.ds
Vo So

v?2 = vy? + 2a.(s — Sg) 54
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Et pour mieux comprendre

Mouvement curviligne général

Mouvement curviligne : rectangulaire Composants

r = r(t) r = xi+yj+zk
o 5 '
S
N O\
R7 \ §
0 | L y
Position /
' Path
r' =r+Ar
N z
8 s~ }
=
O
e ; z
8 i “r=xityjtk ;
j L
/ y
X
dr dx, dy., dz-
= —_— = —l —_— JR—
dt dt dt dt
D !
Uy vy vy
g
o g p——
w 7
w2 /
= \
= ) N
> g o
o v=wvi+oj+ok
y
X
a=ﬂeta=ﬂ d’r dzx_,+d2y_)+dzz]_c,
da dt? = — ==
‘ t dz ~ de' Tae’ e
Hodog ax a, a
5
g v ”
R a i o
© i N
8 0’ | \
L) N
a=aitajt+ak

y

X

Figure 4.7 : Mouvement curviligne en 2D

Figure 4.8 : Mouvement curviligne en 3D
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Exemple 4.1

Une particule métallique est soumise a l'influence d'un champ magnétique lorsqu'elle se
déplace vers le bas a travers un fluide qui s'étend de la plaque A a la plaque B, Figure. 4.9. Si
la particule est libérée du repos au point médian C, s = 100 mm et que l'accélération est

a = (4s) m/s?, ous est en métres,

»= Déterminer la vitesse de la particule lorsqu'elle atteint la plaque B, s = 200 mm. ,et le

temps qu'il faut pour voyager de C a B.

- ) —]

Omm

Q{)

Figure 4.9 : Un systéme particule-deux plaques
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Exemple 4.2

Une bicyclette se déplace le long d'une route rectiligne de telle sorte que sa position est

décrite par le graphique représenté sur la figure 4.10.

w Construiser les graphiques (v — t) et {(a —t) pour 0 < t < 30s.

x(t)
A

175

25

> t

0 2 20

Figure 4.10 : Le déplace d‘une bicyclette
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Exemple 4.3

La position horizontale du ballon météo sur la Figure 4.11 est définie par x = (8t)ft, ou t
est en secondes. Si I'équation du chemin esty = x2/10,

= déterminer 1'amplitude et la direction de la vitesse et de 'accélération lorsque t = 2 s.

y
[
} B
xl ]
¥ — (]
10 !
!
&5, > '
= '
'lé ; X
Az o A i
3 i
- laft —y!

Figure 4.11 : Ballon météo
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4.2 Mouvement de rotation autour d’un axe fixe

Considérons la rotation d'un corps rigide autour d'un axe fixe AA’

Figure 4.12 : La rotation d'un corps rigide autour d'un axe
4.2.1 Position.

La position de la particule P est définie par le vecteur de position
r = xl+yj +zk

4.2.2 Déplacement.

Le déplacement de la particule est défini comme le changement de sa position.
As = BPAG = rsinpAf

4.2.3 Vitesse.
Le vecteur vitesse v'de la particule P est tangent au chemin avec magnitude v = ds/dt
85 trsiney 2 st
v == lim(rsing) = = r0sing

V=7 =TU +TU,
La vitesse peut s'écrire sous forme suivante
-
dr

V=—=wXT
dt

le terme w = d@/dt est appelé vitesse angulaire, car il indique le taux de variation

temporelle de I'angle 6. Les unités de 6 est donnée par rad/s.
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@ = wk = 0k

Les vecteurs vitesse tangentielle v et vitesse angulaire w sont illustré dans la figure 4.13

Figure 4.13 : Les vecteurs vitesses
4.2.4 Accélération.

L’accélération est définie comme suite :

, dav _d @ x P

a=—=—Ww r
dt dt

. 4@ ﬁ+qdf

a=—XT7r w—
dt dt

- da - o

Aa=—XT4+wWwXUV
dt

Le terme @ = dw/dt est appelé accélération angulaire. Les unités de 6 est donnée par

rad/s.
i = ak = ok = 6k

L'accélération de P est une combinaison de deux vecteurs, 1’ un est composante

d'accélération tangentielle et I’ autre est composante d'accélération radiale.

A=aAXT+WXWXT

Composante d'accélération tangentielle axr
Composante d'accélération radiale OXOXT

4.3. Mouvement de rotation autour d’un axe fixe présentation en 2D

Considérons le mouvement d'une plaque représentative dans un plan perpendiculaire a 1'axe

de rotation dans la Figure 4.14.

81 |




Figure 4.14 : Présentation en 2D d’un Mouvement de rotation autour d’un axe fixe
La vitesse de tout point P de la plaque est donné par

N
V=0 X7 =wkX7?
vV=wXT

Le vecteur vitesse v de la particule P est illustré dans la figure 4.14

Figure 4.13 : Présentation du vecteur vitesse 7" en 2D
Ainsi que I’ accélération de tout point P de la plaque est donné par

— -

A=aAXT+WXwWXT

d=ak X7 —w? X7
Les deux vecteurs accélération a; et a,, de la particule P est illustré dans la figure 4.15

w = wk
a = ak

Figure 4.15 : Présentation de deux vecteurs accélération a; et a,, en 2D
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Les deux composantes de 1’accélération tangentielles et normales sont donnes par :

a; = ak x7
Composante tangentielle t—

a; =ra
a,=—-w?Xx7
Composante normale _ 2
P a, =rw

Le mouvement d'un corps rigide qui tourne autour d’un axe fixe est souvent spécifié¢ par le
type d'accélération angulaire.

_do
P
do
dt = —
w

dow d%o dw

A=—==—=w—
dt  dt? do
Dans le cas de rotation uniforme, « = 0:

9=90+wt

Dans le cas de rotation uniformément accélérée, « = constante:
w=wy+at
L
0= 90+(U0t+£0!t

w? = wy? + 2a(6 — 6,)
Application 4.4 :

& Déterminer l'accélération a du solide (S) et la tension du fil ou cours du mouvement
du systeme.

& Quelle est la vitesse angulaire du cylindre lorsque le solide parcourt une altitude

h=5m

S z

Figure 4.16 systeme mécanique

83 |







4.4. Mouvement plan

Le mouvement général du plan n’est ni une translation ni une rotation.

o—————-¢5'

,..
-

Figure 4.17 : Un mouvement général

Mais le mouvement général du plan peut étre considéré comme la somme d’une translation et

d’une rotation.

Le déplacement des particules A et B vers A2 et B2 peut étre divisé en deux parties :

= Translation en A; = A, et B; = B,

= Rotation d'environ B, vers B,’

Translation

Rotation

Figure 4.18 : Un mouvement combine
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4.4.1 Vitesse absolue et relative dans le mouvement plan

vy Vy v
h

Fixe

A A > x'
+ s wk
= T
- vy B/A
Xp
Vg/a
B B

Figure 4.19 : Vitesse absolue et relative
Tout mouvement plan peut étre remplacé par une translation d'un point de référence arbitraire

(A) et une rotation simultanée autour de (A)

Vg = Vy +UB/A
3 7 -
UB/A = werB/A

UB/A =Tw

'I_jB =13A+(L)kXFB/A

VB =Va T Vg

Figure 4.20 : Le diagramme de vitesse

1°" Cas (Le point A comme point de référence)

En supposant que la vitesse v, de l'extrémité A est connue, souhaitez déterminer la vitesse vy
de I'extrémité B et la vitesse angulaire w en termes de vy, [ et 6.

& N \ T > {
WO, - ' 3
N “ o
N Vi
v “‘ 9 \\\ A\
. @ ! &\ [ VB/A
T N G
e \ N
t LY
A - \_,;’_\’ @)
: A A A (fixed)

Plane motion = Translation with A + Rotation about A

VB =V4 + Vg

Figure 4.21 : Le diagramme de vitesse
Les directions de vg et v/, sont connues. Compléter le diagramme de vitesse.

VUp

— = tanf

Va

Vg = vatand
Vg Vg
=— = cosf
vB/A l(l)
Uy

“= lcosO
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2°™ Cas (Le point B comme point de référence)

La sélection du point B comme point de référence et la résolution de la vitesse v, de
I'extrémité A et de la vitesse angulaire w conduisent a un triangle de vitesse équivalent.

V a

B (fixed) \
i B @\ QW L O
\ N AP
W A " VA/B
) 7] N / N [ h 'l .
\ _‘,‘.“>\.—:: 1 \ {

VA =Vp+Vap
Figure 4.22 : Le diagramme de vitesse

Vy/p €t Vgyy ont la méme amplitudes mais le sens opposé de (vg,4). Le sens de la vitesse

relative dépend du choix du point de référence.

Par contre la vitesse angulaire ne dépend pas du choix du point de référence.
4.4.2 Centre de rotation instantané dans un mouvement plan

Soit les trois figures suivantes

a. b. c.
Figure 4.23 :Centre de rotation
= Dans le cas ou la vitesse en deux points (A) et (B) est connue, Le centre de rotation

instantané se situe a l'intersection de perpendiculaires aux vecteurs vitesse passant par (A) et
(B) .

= Dans le cas ou les vecteurs vitesse en (A) et (B) sont perpendiculaires au droite (AB), le
centre instantané de rotation se situe au intersection de la droite AB avec la droite joignant le
extrémités des vecteurs vitesse en (A) et (B).

= Dans le cas ou les vecteurs vitesses sont paralleles, le centre instantané de rotation est a

I'infini et la vitesse angulaire est nulle.
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= Dans le cas ou les grandeurs de vitesse sont égales, le centre de rotation instantané est a
l'infini et la vitesse angulaire est nulle.
= Le centre instantané de rotation se situe a 1’intersection des perpendiculaires aux vecteurs

vitesse passant par (A) et (B).

Uy Uy

“= AC ~ lcos@
Uy

vg = BCw = (lsm@)m

vg = vatanf

Figure 4.24 : Le centre instantané de rotation
= On constate que les vitesses de toutes les particules sur la tige sont comme si elles

tournaient autour de (C).
= La particule au centre de rotation a une vitesse nulle.

= La particule coincidant avec le centre de rotation change avec le temps et l'accélération de
la particule au centre de rotation instantané n'est pas nulle.

= L'accélération des particules dans la plaque ne peut pas étre déterminée comme si la plaque
tournait simplement autour de (C).

4.4.3 Accélération absolue et relative dans le mouvement plan

}l’
\

wk /. Fixe

> x'
a N R
= '8/4 ..ag/a
ag G‘B/A)ﬂ <aB/A)t
ag B

Figure 4.25 : Accélération absolue et relative
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Figure 4.26 :Le diagramme de 1'accélération

Accélération absolue d'une particule de la plaque est donne par,
C_iB = C_iA + C_iB/A

L'accélération relative dp/4 associée a la rotation autour de point (A), Ainsi que les
composantes tangentielles (m); et normales (m),,

Composante tangentielle Composante normale
— - - — _ 2 -
(dpjade = ak X Ty (dp/a)n = =" X Ty
2
<aB/A>t =aXr <aB/A)n =rXw

Pour mieux comprendre, soit I'exemple suivant

15

B ").(‘: s
N
| \\_ \'\‘
.\\
\‘\ \[
hant | v\
| \ | b A
T . B o

Figure 4.27. : Le diagramme de l'accélération

En supposant que la vitesse v, et ay sont connue, donc l'accélération devient comme suite

aB = aA +aB/A

dp = da + {dp/adn + (dp/a):
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\a)

a.

C.

(d)

1
d.

Figure 4.28 : Le diagramme de l'accélération
Le résultat vectoriel dépend du sens d, et des magnitudes relatives de a, et (aB / A)n

Doit également connaitre la vitesse angulaire (w)

Par la suite on déterminera les composantes de dg = d, + dg/a selon {ox) et (oy) ,

+
— Composante (x)

0 = ay + lw?sind — lacosé

Dans ce qui suit, il est trés important de trouver les values de a, et a par la résolution de ce

systéme des équations

Dans certains cas, il est avantageux de déterminer directement la vitesse absolue et

+
T Composante (y)

—ag = —lw?cosf — lasinb

l'accélération d'un mécanisme ou bien Solide Rigide par la fagon suivante.

Selon 1’ axe de (Ox)

Figure 4.29 : Un mécanisme

La position La vitesse L'accélération

X, = lsin@ Vg =%y ag =Xy
v, = lBcosh a, = —16%sin@ + 16cosh
vy = lwcos6 ay = —lw?sinf + lacosH

e Selonl’ axede(0y)

La position La vitesse L'accélération

xp = lcosO Vp = Xp ag = Xp
vp = —1Bsind ag = —16%cos6 — 16sind
vp = —lwsing ag = —lw?cosf — lasinf
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4.5. Mouvement composite

Le mouvement arbitraire d'un corps rigide rencontré dans un environnement réel
ou bien artificiel est composé d'une série de quatre mouvements instantanés de
base de ce corps.

Laisser un corps rigide en mouvement par rapport au systéme de coordonnées

(Oxyz). Puis, laissez ce systéme se déplacer par rapport au systéme absolu
(OXYZ).

Le systétme de coordonnées (Oxyz) tourne autour de l'axe fixe (OA) avec la
vitesse angulaire (£2)

Q

Figure 4.30 : Le systéme de coordonnées
Le vecteur (Q)

(Q)zQxX?'l'ny"'QzXE
Différencier de (Q) par rapportat:
(Q.)ZQ.xX?'}'Q.yx_l'Q.ZXE

Pour obtenir le taux de changement de Q par rapport au repere fixe OXYZ, nous

R
devons considérer les vecteurs unitaires 7, J, kK comme variables. Nous écrivons
donc

d* d] dk
(Q)oxyz = Qxl + Qy] + sz + Qx X + Qy X + Q; X dt

La somme des trois premiers termes du membre de dr01te de représente le taux
de changement (Q)Oxyz. d’autre part, le taux de variation (Q)oxyy se réduirait
aux trois derniers termes si le vecteur Q était fixé dans le repere Oxyz, puisque

(Q)pxyz serait alors nul .

dj dk

di
QXQ—QxXE'l'Q dt+QZ dt
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On obtient la relation fondamentale

(Q)oXYZ = (Q)oxyz +QXxQ

Le taux de changement du vecteur (Q) par rapport au référentiel fixe (0XYZ) est
composé de deux parties : La premiere partie représente le taux de changement
de (Q) par rapport au référentiel rotatif (Oxyz) ; la deuxiéme partie, (Q x Q), est

induite par la rotation du repére (Oxyz)

La vitesse absolue de P pouvait étre exprimée par :

Up = VUp' + VUp g

Figure 4.31 : La vitesse absolue

Ou
v, vitesse absolue de la particule P
v, vitesse du point P’ du repére mobile & coincidant avec P

v, vitesse de P par rapport au repere mobile 7

L’expression de l'accélération de P contient un terme supplémentaire a. appelé
accélération complémentaire ou accélération de Coriolis. On a écrit

a, = Clpl + Ay /% + a,

Ou
a, acc¢lération absolue de la particule P
a,r accélération du point P’ du repére mobile § coincidant avec P
a,,% vitesse de P par rapport au repere mobile ¥
a. accélérations complémentaires, ou Coriolis, et exprime par

ac =20 X (Foxy = 20 X vp %
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g Série de TD n°4

Cinématique du

Solide Rigide

\_

Question 4.1

© Tout mouvement d'un solide rigide peut étre décomposé en une combinaison de translations et
de rotations. :

() Oui (] Non

© Les équations fondamentales de la cinématique des solides rigides incluent les relations

entre :
(J La position et la vitesse

O La position, la vitesse et 1'accélération

© Le centre instantané de rotation spécifique sur un solide rigide a une vitesse :
() Nulle

D Non Nulle

© La cinématique des solides rigides est largement utilisée dans divers domaines de 1'ingénierie,

tels que :
O) La robotique
) L'ingénierie des véhicules
E] Autre
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Exercice 4.1

I. Soit le point (M) dans le plan (oxy) qui caractérisé par les équations suivantes :

x=2t>—-3
e,
Y=

Déterminer:
%~ Le vecteur vitesse du point M en fonction du temps.

@~ Les vecteurs accélérations tangentielle et normale du point M en fonction du temps.

%~ Le rayon de courbure de la trajectoire ;
II. On considére que le repére cartésien et le repere polaire ont la méme origine et que
I’angle O est repéré par rapport a I’axe {(0x).

&~ (alculer les vitesses, radiale, orthoradiale et angulaire

Exercice 4.2

Une barre uniforme de longueur (l) et de masse (m) est légérement déplacée par rapport a sa
position d'équilibre vertical a (6 = 0). Elle glisse le long d'un Mur et sol sans friction grace a
la gravité voir la Figure. 4-2. En supposant que le la barre reste dans un plan perpendiculaire

au mur et au sol.

& Déterminer l'angle (8) auquel la barre quitte le mur.

& Calculer 1'énergie cinétique totale de la barre.

y

Figure. 4.2 Une barre uniforme
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Exercice 4.3
La manivelle AB a une vitesse angulaire constante de 2000 tr/min.

& Déterminer :
e La vitesse angulaire de la bielle BD.
e La vitesse du piston P.

[ =200 mm
r=75® B

¥ _G

Al

Figure. 4.3 Une bielle manivelle

Exercice 4.4
Soit le mécanisme de double engrenage dans la figure ci dosse

& Déterminer :
e [’accélération angulaire de I’engrenage
e [’accélération des points B, C et D.

Sachant que : Le panier inférieur est fixe et la vitesse et 1’accélération vers la droite sont 1,2
m/s et 3 m/s?, respectivement.

Y

P e e R R

Figure. 4.4 Double engrenage
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Exercice 4.5

Soit le mécanisme de présenté dans la figure , la manivelle AB a une vitesse angulaire
constante w; = 20rad/s.

& Déterminer les vitesses angulaires et accélérations angulaires de la bielle BD
et manivelle DE.

175 mm

350 mm

|

300 mm 425 mm

o

200 mm

Figure. 4.5 Une bielle manivelle

Exercice 4.6
Soit le mécanisme de présenté dans la figure , Le disque (D) tourne avec vitesse angulaire

constante est de wp = 10 rad/s.

< A l'instant ¢ = 150° déterminer :
e La vitesse angulaire du disque S,
e Lavitesse de la broche P par rapport au disque S.

Disk S

R =50 mm

Disk D

*—1=v2R —

Figure. 4.6 Deux disques

96 |




Exercice 4.7

Un disque monté sur le bras, les deux vitesses de rotation angulaire w; et w, sont
constantes.

& Déterminer:

* La vitesse du point P,
e L'accélération de P, et
* La vitesse angulaire et 1’accélération angulaire du disque.

fe— I, ———

Disk D~

Figure. 4.7 mécanisme disque - bras
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Chapitre 5 :

Géomeétrie de Masse

Dans la réalité, la terre exerce une force sh
chacune des particules d’un corps rigide, c.-a-d.
que l°effet de la terre sur un corps rigide doit étre
représente par un grand nombre de petites forces
réparties sur tout le corps. Est-il donc possible de
remplacer toutes ces petites forces par une seule
force et faire de méme pour le point
d’application? La réponse a la premicre partie de

cette question vu précédemment et la deuxiéme
partie sera 1’objet de notre chapitre




5.1 Centre des Forces

Les connaissances de base de la mécanique rationnelle montrent qu’il est possible de
remplacer un systéme de forces (qui ne sont pas en équilibre) par une seule force, (la
résultante R).

Figure 5.1. Un systéme de forces surfacique Figure 5.2. La résultante R

Avec P est le point d’application
Dans le cas particulier d'un syst¢tme de forces paralléles, la direction de la résultante R

coincide avec la direction des forces individuelles.

Figure 5.3. La résultante R d’un systéme de forces paralléles

On suppose une force H = —R, qui a la méme ligne d'action que R .

La forces R est en équilibre avec la force H, et d'aprés le PRINCIPE FONDAMENTAL
DE LA STATIQUE (PFS).
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https://www.google.dz/search?q=d'apr%C3%A8s+le+PRINCIPE+FONDAMENTAL+DE+LA+STATIQUE+(PFS)%C2%A0:&spell=1&sa=X&ved=0ahUKEwil_L6KqorYAhXJuxQKHWxqAXAQvwUIISgA

(_;:1 (_;fg‘ ; ‘(_:3 ‘(_;”

0 _F -
&£

Iy —--‘ Cr

H

a
Te —=

La distance x;

n
Zm;;za

1
iGldl i szz i G3d3 i Gndn i Hdh = 0
_Glxl - szz - G3x3 - ann + HxG = 0
+HxG = +G1xl + szz + G3x3 + ann

——
| B
- g | —
B I
- |
_"' ? Ya

La distance y

n
PRz

1

iGldl i szz i G3d3 i Gndn i Hdh == 0

—G1y1 — Gy, — G3ys — Gpyn + Hyg =0
+Hyg = +G1y; + Goy, + G3ys + Guyy

<

_ FGx + Goxp + Gzxz + GpXy _ +G1y + Gy, + Gays + Gy

Xr =
G n I Ve n H
o = 21 GmXm _ 21 GmYm
6= g Ye 5
D’autre part : D’autre part :

n
Sr=0

1
iGliGziG3iG‘niH=O

n
Sr=0

1
+G,+ G, +G3+G, +H=0
—G,— G, —G3— G, +H=0 —G,— G, —G3— G, +H=0
+H=+4G,+G,+G3+G, =R +H = +G, + G, + G3 + G,
Z?Gm Z?Gm

La distance x, est donnée par :

= 2. x;G;

“T X6
De la méme maniére, on trouve la distance y,
Ve = 2 YiG;

“T X6

Finalement, et pour un systéme matériel continu, les coordonnées du point d’application de la
résultante (R) par rapport aux x,y,z prennent la forme suivante:

Avec :

et Z sont les coordonnées de chaque particule dans le corps.

X,
X,y et Z sont les coordonnées du points d’application

y
y
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5.2 Centre de gravité au Centre d'inertie

5.2.1 Cas d'une ligne

Soit un segment de ligne ou bien une barre qui se trouve dans le plan (oxy par exemple) et
caractérisé par une courbe de la forme y = f (x),

s
y= icosTx

lmmmm l/z immm )I

Figure 5.5. Cas d’une ligne caractérisé par
y = lcos%x

Le Centre de gravité d’une ligne ou bien d’une barre est déterminé a partir de cette formule :

[xdt  [yade

tv=
Lae 77 [ ae
La longueur de I'¢lément différentiel est donnée par la formule suivante

dt = \/dx? + dy?

ﬁ dL
| df
.:J::- dy
l--i ‘ dx
¥

Figure 5.6. Un élément différentiel

X =

y

0

Qui peut aussi étre écrit sous les deux formes :
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Il
—_
+

/X
|Q~

<

N———

QU
=

Ou bien

dx\? dy 2
d¢ = (—) d 2+(—) dy®
J o) Y Hg) @
(%) +1)a
L'une de ces expressions peut étre utilisée.

Exemple 5.1

Localiser le Centre de gravité de la tige sous forme d'un arc parabolique

(quart de cercle)Voir la Figure.

Y4 % =Rcoso
R \
dae
‘)9
) _

Figure 5.7. Une tige sous forme d'un 1/4 de cercle

Les coordonnées polaires seront utilisées pour résoudre ce probleme
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5.2.2 Cas d'une surface

5.2.2.1 Cas d’un systeme simple

Soit une aire ou bien une surface qui se trouve dans le plan (oxy par exemple) et délimitée par

une courbe de la forme y = f (x),

[y
S
—

Figure 5.8. Une surface simple

Le Centre de gravité d’une surface est déterminé a partir de d'intégrale :

[, xdA [, ydaA
ety =
J,dA J,dA

x =

Exemple 5.2

Localiser le Centre de gravité de la surface sous la forme d'un triangle Voir la Figure.

y
A

AT h

: y=5b-x)

i

h ' '

E ) __::!dy

| [ —— >\

i X

v o
.<_ .......................... }l

Figure 5.9. Un triangle

Les coordonnées cartésiennes seront utilisées pour résoudre ce probleme
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Dans le cas général le centre de gravité d’un triangle se trouve donc toujours au tiers de la
hauteur, mesurée a partir de la base du triangle.
5.2.2.2 Cas d’un systéme complexe

La majorité des corps (surface, ligne, volume) peuvent étre décomposé en plusieurs parties de
formes rectangulaires, triangulaires, semi-circulaires..... etc , a condition que les centres de la

gravité de chacune de ces parties soit connu .

N
XA s \ ae
X +c . .
4 /
0 X O x

Figure 5.10. Une surface complexe
Le Centre de gravité d’un systéme complexe est déterminé a partir de cette formule :

SIW _ XywW _ XIwW
yw 'l T Tw etz = yw

x =

X,y et Z sont représentent les coordonnées du centre de gravité de chaque partie du corps.

X,y et Z sont représentent les coordonnées du centre de gravité G de la corps composite.

5.3 Centre de Masse d'un Corps

Pour la suite et pour aborder la dynamique d'un corps solide, il devient important de localiser

le centre de masse du corps, qui peut étre déterminé par la formule suivante :

»

=

Figure 5.11.Le centre de Masse d'un Corps
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Le Centre de gravité d'un corps solide est déterminé a partir de cette formule :

Remarque

Le centre de masse représente le centre géométrique d'un corps. Ce point coincide avec le

centre de gravité si le corps est uniforme ou homogene.

Dans certains cas, le centre de masse ou bien le centre de gravité est situ¢ a un point qui
n'appartient au corps

5.4 Théoreme de Guldin

5.4.1 Premier théoreme de Guldin

L'aire de surface engendrée par une courbe plane C tournant autour d'un axe A de son plan
P, ne la traversant pas, est égale au produit de la longueur de la courbe par le périmetre du

cercle décrit par son centre de gravité : S = 2.m. R; L

L A
¢l r R
‘ -
N
* 3 S = 2nRh

Figure 5.12. Le premier théoréme de Guldin
5.4.2 Deuxiéme théoréeme de Guldin
Le volume engendré par une surface S plane tournant autour d'un axe . de son plan, ne la

traversant pas, est égal au produit de 'aire de la surface par le périmétre du cercle décrit par

son centre de gravité : V = 2.m. R; S
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Figure 5.13. Deuxiéme théoréme de Guldin

Ces deux théorémes permettent de trouver des surfaces, des volumes, ou encore la position de

centres de gravité d'une ligne ou d'une aire.

5.6 Opérateur d'inertie
5.6.1 Moment d'inertie d'un solide

Considérons une petite masse Am montée sur une tige de masse négligeable pouvant tourner
librement autour d'un axe AA’ (Fig. 9.20a). Si un couple est appliqué au systéme, la tige et la
masse, supposées initialement au repos. Le produit 72 Am fournit donc une mesure de l'inertie
du systéme. Pour cette raison, le produit 72 Am est appelé moment d'inertie de la masse Am

par rapport a 1'axe AA’.

Figure 5.14. Le moment d'inertie d'un solide
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Un corps de masse m qui doit tourner autour d'un axe AA" (Fig. 9.20b). En divisant le corps
en ¢léments de masse Am,, Am,, etc., nous constatons que la résistance du corps a la rotation
est mesurée par la somme 2 Am; 1 v Am, 1 . . .. Cette somme définit donc le moment
d'inertie du corps par rapport a l'axe AA’. En augmentant le nombre d'éléments, on trouve que

le moment d'inertie est égal, a la limite, a l'intégrale

I=fr2dm

La distance a laquelle doit se trouver toute la masse du corps concentré k du par rapport a
l'axe AA' (Fig. 9.20c¢) est défini par la relation

I =k’m
1
k= |—
m

Le moment d'inertie d'un corps par rapport a un axe de coordonnées peut étre exprimé en
termes de coordonnées x, y, z de I'¢lément de masse dm (Fig. 9.21).

Ay

Figure 5.15. Les coordonnées d’un moment d'inertie
Par exemple, le moment d'inertie du corps par rapport a I'axe y est donne par la formule

suivante

Iy=fr2 dm=f(x2+22) dm
Pour les moments d'inertie par rapport aux axes X, z et Par analogique peuvent étre obtenues
les formules suivantes

p

Ix=f(y2+zz)dm
_ 2, 2

<Iy—f(x +z°) dm

2= j(xz +y%) dm
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5.6.2 Théoréme des axes paralléles.

Le moment d'inertie I d'un corps solide m par rapport a un axe AA" donné est égal a la somme
du moment de l'inertie I de ce corps par rapport 4 un axe BB’ (paralléle a 1 axe AA") et le
produit md?, (Fig. 9.20b).

I =1+ md?
Ou d est la distance entre les deux axes.

Figure 5.16. Le théoréme des axes parall¢les

5.6.3 Produits d’inertie d’'un CORPS solide

Les moments d'inertie Iy,, I, et I, du corps par rapport aux axes oxy, oyz et ozx. sont
appelées produits d'inertie du corps par rapport aux axes x et y, aux axes y et z et aux axes z
et x, respectivement. Nous écrivons

rlxy = fxydm
\ Lyz = fyz dm
\IZX = jzxdm

5.7 Théoréme de HUYGENS

Considérons un corps solide m. Soit Oxyz un systétme de coordonnées cartésienne, et
(Gx'y'z'"), un systéme d'axes paralléles aux systeme (Oxyz), ou G est le centre de gravité G du
corpst et les axesx’,y’ et z’ sont respectivement parall¢les aux axes x, y et z (Fig. 9.22)).

Les coordonnées de G par rapport a OXyz, on €crit les relations suivantes

’

xX=x +Xx
y=y +y
z2=2+2
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Figure 5.17. Théoréme de HUYGENS

La définition des produits d'inertie d'un corps solide donné dans les équations. (9.45) est une
extension de la définition du produit d'inertie. le théoréme des axes parall¢les reste valable
pour les produits de l'inertie est exprimé par des relations suivantes

Ly =1, +mxy
I, =1, +myz
Iy=1;; +mzx

Ou

X, ¥y, Z sont les coordonnées du centre de gravité G du corps

L1y, L1010, sont les produits d'inertie du corps par rapport aux axes x,y’,z" (Fig. 9.22).
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Question 5.1

g Série de TD n°5

Géométrie de

L Masse

© Dans certains cas, le centre de masse ou bien le centre de gravité est situé a un point qui
n'appartient au corps :

© Le centre de masse coincide avec

Oui

Non

Uniforme

le centre de gravité si le corps est :

Homogeéne

© Les formules utilisées pour localiser le centre de gravité représentent un équilibre entre la
somme des moments de toutes les parties du systéme et le moment de la résultante :

Oui

Non
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Exercice 5.1

% Déterminer 1'emplacement du centre de gravité dans chaque cas

V4

25°

Figure 5.1.a

I—E— 45 —a—l

v X
- N
A y
< 32 >
y=x3
S . X
1m
Figure 5.1.b Figure 5.1.c
y

A

"""""" : %
T
2
Figure 5.1.d Figure 5.1.e
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Exercice 5.2

% Déterminer moments d'inertie axiale de la géométrie suivante :

Am

< >
" 0.6
05 mé o ® 0.6m
A
0.5 mi N
v
1m
Zm

Figure 5.2

Exercice 5.3

% Déterminer moments d'inertie axiale en fonction de a,b et [de la géométrie
suivante :

e
i
i

= Qs Q,—

b

Figure 5.3
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Exercice 5.4

% Déterminer moments d'inertie de la cylindrique géométrie représenté dans la
figure suivante :

=y

N"‘
Figure 5.4

Exercice 5.5

% Déterminer moments d'inertie de la géométrie représenté dans les deux figures
suivantes :

Figure 5.5.a Figure 5.5.b

Exercice 5.6

% Déterminer moments d'inertie de la géométrie représenté¢ dans les deux figures
suivantes :
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3mm

12mm

Figure 5.6.a

600 mm

- >

>

N 4

Figure 5.6.b

- B00mm —————— 3
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Chapitre 6 :

Dynamique du solide rigide

4

/ Dans divers domaines tels que la physique,

I'ingénierie et la biomécanique, la

compré¢hension de la dynamique des corps
rigides est essentielle. Le but de cette discipline
est de prédire et d'analyser le mouvement
combine de translation (mouvement lin€aire) et
un mouvement de rotation sous effet de tout les
forces ainsi que les couples externes agissant sur

le corps. Ces derniers seront 1’objet de notre
chapitre.




6.1. Rappels sur les quantités dynamiques pour un point matériel

| B . |

Soit (R) un repére référentiel absolu «Oxyz» et (R’) un repére référentiel relatif «0’x’y’z’» en
mouvement par rapport a (R).

On suppose que «R’» est en translation par rapport a «R» :

z

’

hY%

Figure 6.1, Les repéres absolu et relatif

Composition des vitesses :
M) =v'(M) + 7, = v'(M) +5(0)
Composition des accélérations :

aM) =d M) +d, =d M) +3(0)

D’autre part «R’» est en rotation autour d’un axe fixe de «R» : (O et O’ sont confondus)

Composition des vitesses :
(M) =B (M) +7, =9 (M) + ?i(Rr)/(R)AW
Composition des accélérations :

aM) =a (M) +4d, +d,

— _ -’ dﬁR,/R —_— — — —_— — =/
a(M) =@ (M) + |— A OM + Ty (T AOM) | + 20,0 5 (1)

6.2. Centre d’inertie d’un systéme matériel
Dans le cas de solides ou de systemes matériels, on peut défini une masse volumique,
surfacique ou bien linéique :
m= J p(M)dt
(v)

m= | c(M)dS
|
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m= J A(M)d¢
(0
Donc le centre d’inertie d’un systéme sera défini par :

%" Dans le cas ou on a une distribution discontinue :

Z miG_IW)i = 6

O—G) _ ZmiOMi
m

<~ Dans le cas ou on a une distribution continue volumique :

([ s e

()
0G = —

Par exemple le centre d’inertie G d’un systéme (S), constitué de deux systémes S; et S, de

masse m, et m, et de centres d’inertie G; et G, est défini par :

(my + mz)m = (m1)0_61) + (mz)o—Gz)

Figure 6.2 : un systéme (S)

6.3. Référentiel barycentrique :
Le mouvement du systéme est étudié dans le référentiel (R). On appelle référentiel
barycentrique (Rb) relatif au référentiel (R), le référentiel de centre G et animé d’un

mouvement de translation a la vitesse v(G) r par rapport a (R).
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Figure 6.3 : Référentiel barycentrique

La loi de composition des vitesses s’écrit sous la forme :
v(M) = v,(M) +¥(6)
6.4. La quantité de mouvement :

La quantité de mouvement totale du systéme

= mp(M)V’(M)dr =m75/R

v
La résultante cinétique est évidemment nulle (Dans le cas ou le référentiel barycentrique).
6.5. Le moment cinétique :

Le moment cinétique ou bien le Moment de la quantité de mouvement par rapport a O du

systeme, dans le référentiel (R) est :

Lo = fff OM A p(M)V (M)dt

—_— —_ VG

Le moment cinétique selon le Théoréme de Koenig est :

Ig = fff OM A p(M)V(M)dr = ff (0G + GM) A p(M) (Vb(M) + V(G))
L = 0C AmV(G) + jff G A p(M)V, (M) dr

Soit :
ZO = _O-G_> A mﬁ)(G)‘FZG’b

Remarque : Le moment cinétique barycentrique ne dépend pas du point ou on le calcule. En
effet :

=~
Q

Il

!
Q
=

Il
.-“Fl
[~

Il
:E'l
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6.5.1. Moment cinétique par rapport a un axe :

La projection du moment cinétique fg du systéme (S) sur un axe A passant par O définit le
moment cinétique L, de (S) par rapport a A.

=

A

—

Up

&
vy
L,
Figure 6.4 : Moment cinétique par rapport a un axe

o

Ainsi, en introduisant le vecteur unitaire u, de I’axe (A), on obtient :

7T >
N Ly = Lou,
ﬁ La notion de moment cinétique par rapport a un axe est intéressante lorsque le

solide est en rotation autour de cet axe A.

6.5.2. Torseur cinétique :

On considére un ensemble de points M; et a chacun de ces points on associe un vecteur g, (ce
vecteur pourra étre la vitesse, la quantité de mouvement, une force qui agit en ce point, ...).

On définit alors :

& La résultante :

& Le momenten O :

M, = Z OM; A G
i
Donc la relation entre le moment en deux points O et A est :

My=M,+AOAR = M, + RAO4
On vérifie que, dans le référentiel (R), la résultante cinétique P et le moment cinétique L, en
un point O d’un systéme matériel (S) forment les éléments de réduction d’un torseur, appelé

torseur cinétique et noté T, (ﬁ ,L_o)) . On a notamment :

- —

L,=L,+A0AP
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6.5.3. Energie cinétique :

L’ Energie cinétique d’un systéme est défini par

E; = jff%p(M) v(M)dr

Théoréme de Kcenig pour 1’énergie cinétique :

Le moment cinétique de (S) par rapport a (G) est défini par :
1 — 2 1 —_— 2
Er= Emv(G) + ,Upr(M) vy, (M) dt
v
1 . 2
EC = EmU(G) + EC,b
Soit :

L, = 0GAmv(G) + L.,
6.6. Mouvement d’un solide :

Le solide (S) se déplace dans le référentiel (R). On considére le référentiel (Rg) lié au solide
(S) d’origine P (point rigidement 1ié au solide).

Figure 6.5 : Le mouvement d’un solide

on note ﬁR /R = Q le vecteur vitesse angulaire instantanée du référentiel (Rg) par rapport a
(R).

La formule de Varignon (loi de dérivation dans les référentiels (R) et (Rs)) donne :

d — ——
|—(PM) _ ‘—d(PM) FTATH
dt dt
(R) (Rs)

Apres calculs :

bd - b —_—

v(M) = v(P) + QA PM
On s’intéresse aux actions mécaniques extérieures qui agissent sur un systéme matériel (S), en
commengant par quelques exemples classiques.

6.7. Le poids d’un systeme :
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La résultante de tous les poids élémentaires est :

ﬁ=ff ‘g:gdm=fffp(M)dT§8=m%

Le moment résultant en un point A quelconque est :

m=fffA_MAp(M)§8dr= fffA_I\ZAp(M)dT g = AG Amgyg
v v

On montre ainsi que le poids du systéme est équivalente a une force unique P= mgo =0
qui s’applique en (G).

Les forces de pression sur la paroi d’un récipient : On considere un récipient cubique de coté
a, contenant une hauteur h d’eau (de masse volumique uniforme p).

by

Figure 6.6 : La force de pression
On va montrer que I’action des forces de pression sur une paroi verticale du récipient peut étre

caractérisée par un glisseur.

Le calcul de la résultante des forces de pression est classique :
N h h2
F= f pgdo(h — z) dz i, = pgoajﬂx
0
Le moment en (O) des forces de pression est :

1\_/[)0 = .U mApgo(h — z)dydzu, = .U ZU, Apgo(h — z)dydzi,

Paroi Paroi
3

h
M, = f zpg,(h — z)adzi, = pgoa?ﬂy
0
On constate que 1’on peut écrire :

—

—_— - —_ h N
M, = OBAF avec OB = JU
L’action des forces de pression sur la paroi est donc caractérisée par une force unique F
passant par le point B.

On obtient bien un glisseur dont les éléments de réduction en B sont :

2
La résultante est égale a F =pgoa h?ﬂx
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Le moment en (B) est nul Mg =0

Couple s’exercant sur un systéme en rotation autour d’un axe fixe :

On prend I’exemple d’un couple créé par deux forces opposées. La résultante des forces est
nulle et le moment des deux forces au point (O) est indépendant du point ot on le calcule. Un
couple représente un exemple de torseur de résultante nulle. Le moment est donc indépendant

du point considéré.

Figure 6.7 : Exemple d’un couple

Le moment en un point A quelconque est en effet : (avec :ﬁl + ﬁz =0)

M) = M)l + M)Z = AMl Aﬁl + AMZ AFZ = Mle Aﬁz
Il est bien indépendant du point A.

6.8. Théoréme du moment cinétique

6.8.1 Le théoréme du moment cinétique en un point fixe : On considére un point fixe A du
référentiel galiléen (R). Alors :

dL, _

— =M -

dt A’f ext
La dérivée du moment cinétique du systéme par rapport au point fixe A est égal au seul
moment en A des forces extérieures au systeme (celui des forces intérieures est nul).

6.8.2 Théoréme du moment cinétique par rapport a un axe fixe :

On considére un axe A passant par A, de vecteur unitaire 1, , fixe dans (R). En projetant le
théoréme du moment cinétique sur cet axe, on obtient le théoréme du moment cinétique par
rapport I’axe A :

dly —

E = MAlffextuA = MA,ext

Ly =Ly

Ce théoréme sera couramment utilisé dans le paragraphe sur le mouvement d’un solide autour
d’un axe fixe.
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6.8.3 Théoréme du moment cinétique au point G :

Soit le moment cinétique

I, - f f f AW A dmiv (M) = ACA miv(6) + I
v

— —

d dL N
(m(6)) + d—: = AGA Fopp + —2

dL,
dt dt

— = AGA
dt
D’autre part :

M,; = f f f AM A fope = AGA Foyy + M ;
v

= dZA = dLg
Avec M, =%ty . =2%¢
vee A fext dt © G.fext dt

Ainsi, le théoréme du moment cinétique peut s’appliquer au point G, méme si celui-ci est
mobile dans (R).

6.8.4 Théoréme du moment cinétique dans le référentiel barycentrique :
Onavuque:

Lg=Lgy
Ainsi que :

dl; dLg,

ar  dp e
Le théoréme du moment cinétique s’applique au point G dans le référentiel barycentrique

(Rb) du systéme comme en un point fixe d’un référentiel galiléen (bien que le référentiel

barycentrique ne soit pas a priori galiléen).

Figure 6.8 : Un référentiel galiléen

— Lois de la dynamique dans un référentiel non galiléen : Il faut prendre en compte les forces
d’inertie :
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d AP o o o
E(mv(c)) = E = ma(G) = fext +fie +fic

Et, en un point fixe du référentiel mobile :

6.9. Théoreme de I’énergie cinétique (ou de la puissance cinétique) :

Dans la suite, on se place dans un référentiel (R) supposé galiléen. « Pour un solide :

p= m BM) - F(M)dr = jff BM) - dma(M) dr
174 74

o [ & bomscnr)or-

Ainsi, pour un solide :

— - — — E
P = U(G) *foxt + MGfext Q= d_tc (Théoreme de la puissance cinétique)

Rappelons ici que P représente la puissance uniquement des actions extérieures subies par le
solide (la puissance des actions intérieures est nulle pour un solide).

Le théoréme de I’énergie cinétique s’en déduit :

AE. = W,

ext
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Question 6.1

© La dynamique des solides rigides est une branche de la physique qui étudie :

-

\_

Série

de TD n°6
Dynamique du

Solide Rigide

Le mouvement

La vitesse

La quantité de mouvement

© Un solide rigide, également appelé corps rigide, est un objet physique dont la forme et les dimensions :

Ne changent pas

Changent avec le temps

© L'énergie totale (Kiytq1e) d'un solide rigide en mouvement est :

La somme de son énergie cinétique de translation et de son énergie cinétique de rotation

Le produit de son énergie cinétique de translation et de son énergie cinétique de rotation

© Le moment d'inertie dépend de 'axe de rotation choisi. Pour un solide donné :

Oui

Non
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Exercice 6.1

Soit une barre uniforme de longueur [ et de masse m repose sur des surfaces lisses comme le
montre dans la figure 6.1.

& Décrier son mouvement,

Figure 6.1. Une barre
Exercice 6.2

Soit un satellite est constitué d'un disque de rayon r, de masse 2m et de moment d'inertie /
autour de I'axe de symétrie (A). Deux particules de masse m chacune sont attachées par des
tiges rigides sans masse de longueur [ & des points opposés de la circonférence (Voire la
figure 6.2). On suppose que les deux tiges se trouvent toujours dans un plan qui contient I'axe
de symétrie et tourne avec le disque. Initialement, le disque est tournant autour de son axe de
symétrie a w, rad/sec avec 8(0) = 0 et 6(0) = 0. Pour un mouvement libre,

@ Résoudre la vitesse de rotation du satellite w ainsi que la valeur de 6 en fonction de 6.

Figure 6.2. Un satellite
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Exercice 6.3
% Calculer I’énergie cinétique de la roue dans la figure. 6.1.

y

I(t) = I5(t) = Ig(t)
Figure 6.3 : Une roue

Exercice 6.4

On considére le pendule double est constitu¢ de deux barres OA et AB identiques, homogenes,
de masse m, de longueur 2b et articulées en A.

Les deux barres se déplacer dans le plan vertical (Oxy) et leurs inclinaisons sont définies par
les angles a et B (voir figure 6.2).

0 y

Y

\ 2 2b

Figure 6.4 Un pendule double

& Calculer le moment cinétique par rapport a 1’axe (0z) ainsi que 1’énergie cinétique de
ce pendule double.

Sachant que : Le moment d’inertie par rapport a sa médiatrice est : | = %mbz.
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Exercice 6.5

Un prisme homogeéne de masse M, de centre d’inertie G, dont la section droite a la forme d’un
triangle isocele d’angle a, peut glisser sur le sol horizontal, parallelement a I’axe Ox. Sur ce
prisme, peuvent glisser deux cubes ; 'un de masse 2m centré en A et I'autre de masse m
centré en B ; reliés par un fil inextensible passant par une petite poulie P ; le fil et la poulie
ont une masse négligeable et les deux brins de fil sont en permanence paralléles aux lignes de

plus grande pente du prisme.

_..= e
Xg

Figure 6.5. Un prisme

On négligera tout type de frottement.

1. Déterminer les accélérations de A et B dans le référentiel R.

2. Appliquer, en projection sur 1’axe Ox, le théoreme de la résultante cinétique, dans le
référentiel R supposé galiléen, a I’ensemble (prisme, cube 4, cube B, fil et poulie).

3. Ecrire, en projection sur 1’axe Px,, le théoréme de la résultante cinétique, dans le
référentiel R, du cube A.

4. Ecrire, en projection sur I’axe Pxp, le théoréme de la résultante cinétique, dans le
référentiel R, du cube B.

5. Etablir la relation entre la norme de la force exercée par le fil sur le cube 4 et celle exercée
par le fil sur le cube B.

6. Quelle relation simple relie I’accélération de A et celle de B dans le référentiel 1i¢ au
prisme.

7. Déduire, de ce qui précede, I’accélération a du prisme en fonction de m, M, g et .
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Exercice 6.6

On considére un systéme mécanique constitué¢ de deux solides (S,) et (S,). Une barre AB de
longueur L, et de masse (m;) et un disque homogene de centre C, de rayon R et de masse
(m,). Le systéme est en mouvement dans un repére galiléen tel que I’extrémité A de glisse
sans frottement sure I’axe (0,15). Le solide (S1) est en contact avec (S,) en D tel que (S,)

glisse sur (S,).

Yo

*o

Figure 6.6. Un systéme mécanique

1. Exprimer, dans la baseR, (1,70, k—(;)les vecteurs vitesses de rotation (ls, / et Qs, / et
Ro Ro

/RO

4. Calculer les moments cinétiques et dynamiques.

5. Calculer les énergies cinétiques du systéme (S,) et (S,).
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	5.4.2 Deuxième théorème de Guldin

	Le volume engendré par une surface S plane tournant autour d'un axe Δ de son plan, ne la traversant pas, est égal au prouit de l'aire de la surface par le périmètre du cercle décrit par son centre de gravité :  𝑉=2.𝜋.
𝑅
𝐺 
𝑆


