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RésuméI

Dans ce mémoire. Nous étudions quelques équations aux dérivées partielles non linéaires du
type elliptiques Donc : Nous démontrons |'existence de solution pour probleme (P) avec des
conditions sur le comportement des rapports f 2 et pF(’” 5) entre deux valeurs propres consé-
cutive du p-laplacien. L'approché utilisée est Lasee essentlellement sur le principe de Min-Max.

Mots clés :Valeur propre, Fonction propre, Point critique, Principe Min-Max, P-laplacien,
Espace de Sobolev.
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Abstractl

In this memoir, we study some non linear partial differential equations of the elliptic type
so : we prove the existance of solution of the problem (7). With conditions on the behaviour
of the ratios ‘f(jﬁi)s and ”]‘Tiﬁ’s) between two consecutive eigenvalues values of the p-laplacien
where F'is a potential of f. The approch used is essentially based on the principle of Min-Max.

Key words : Eigenvalue values, Propre function, Critical point, Principle Min-Max, p-laplacien,
Sobolev space.



§NOTATIONS

W™ : Espace de Sobolev avec dérivées d'ordre m dans LP(2).

Wi"? . Espace de Sobolev avec trace nulle.

W7 (£2) : Espace dual de W'? .

LP(2) : {f: 92— R/f est mesurable et [, | f |" du < oco}.

X : Espace de Banach.

C1(£2) : L'espace de fonction continue et les premiéres dérivées est continue sur (2.
Awu : Laplacien de u.

Auw : Gradient de u.

Ayu = V(| Vu [P72) : P-laplacien.

p.p : presque pour tous les points.

~(F') : La fonction de genre.
co(Ky) : L'enveloppe convexe d'un compact K| .

Sym(X) : L'ensemble de parties F' de X fermées et symétriques .
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§ INTRODUCTION

En mathématiques, plus précisément en calcul différentielle, une équation aux dérivées par-
tielles (parfois appelée équation différentielle partielle et abrégée en E.D.P) est une équation
différentielle dont les solutions sont les fonctions inconnues dépendant de plusieurs variables
vérifiant certaines conditions concernant leurs dérivées partielles. Les équations aux dérivées
partielles abrégées E.D.P sont les outils mathématiques dont I'importance prime par le fait de
modéliser des phénoménes naturels, pour cette raison, elles demeurent fortement sollicitées
dans différents contextes telle que : physique, mécanique, chimie, biologie, sociologie,... Les
équations de type elliptique interviennent tres souvent dans la modélisation des phénomeénes
stationnaires(c'est a dire n'évoluant pas au cours du temps). Depuis leurs découverte, plusieurs
méthodes ont été mises en évidence pour |'existence et les propriétés qualitatives de leurs so-
lutions, notamment les méthodes variationnelle, les méthodes topologiques et les méthodes
numériques. Notre approche pour résoudre ce type de probléme est basée sur la théorie des
points critiques. En clair, les solutions faibles de ces équations sont exactement les points cri-
tiques de la fonctionnelle d'énergie associée a ces équations. Les théories des points critique et
fixe sont au coeur de |'analyse non linéaire appliquée aux E.D.P, et E.D.O, car elles fournissent
les outils nécessaires pour avoir des théorémes d'existence dans beaucoup de problemes non
linéaires. L'analyse non linéaire, comme une branche autonome des mathématiques, s'est faite
imposer durant les années 1950 par des mathématiciens, comme Browder, c'est le résultat de
la combinaison de I'analyse fonctionnelle et I'analyse variationnelle.

Cependant, les premiers résultats avaient déja été obtenus dans les années 1920, ils sont
appliqués a un large éventail de domaines; en effet plusieurs problémes en physique, chimie,
biologie, économie peuvent étre représentés par des modeéles non linéaires. Notre approche pour

résoudre ce type de probleme est basée sur la théorie des pointes critiques, les solutions faibles
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de ces équations sont exactement les point critiques de la fonctionnelle d'énergie associée a
ces équation, dans un premier temps, nous étudions une équation elliptique non-linéaire se
forme : le probléme

—Ayu= f(zr,u)+h dans (2,
u=">0 sur 012.

(P)

Nous avons voulu présenter ici les différents résultats concernant le p-Laplacien avec poids.
Le p-Laplacien représente une généralisation naturelle du Laplacien. Méme s'il parait que la
forme des résultats est analogue dans le cas du Laplacien et du p-Laplacien, les approches
elles, sont tout a fait différentes.

Le travail de cette mémoire est structuré comme suit :

Premiere chapitre : Nous rappelons quelques définitions et quelques notions et résultats sur
les espaces de Lebesgue et Sobolev qui seront utilisés tout au long de ce travail.

Deuxieme chapitre :Nous avons présenter |'outil principale pour montrer |'existence des solu-
tions pour le probleme variationnelle.

Troisieme chapitre : Nous avons démontré |'existence de la solution non triviale du probleme
(P).

Finalement, parmi les nombreuses références bibliographiques, nous avons choisis a la fin de
ce travail un nombre assez restreint permettant au lecture intéressé d'avoir acces a quelques

sources que nous avons utilisées pour rédiger cette mémoire.

WAbd.Safa et Lek.Esma 2 ©2023.Univ. Skikda



CHAPITRE 1

RAPPELS ET PRELIMINAIRES

1.1 définition

Définition 1.1. (Point critique)
Soient X un espace de Banach, 2 C X un ouvert et I € C'(2, R), on dit que u € §2 est

un point critique de I si
I'(u) = 0.

Siu n’est pas un point critique, on dit que u est un point réguliére de I.

Définition 1.2. (Valeur critique)
On dit que ¢ € R est une valeur critique de I s'il existe u € V telle que

I(u) =cetI'(u) =0.
Si ¢ n’est pas une valeur critique, on dit que c est une valeur réguliére de I.

Définition 1.3. (Valeur propre)
Soient A et B deux opérateur non linéaire définis sur un espace de Banach X, on dit que
A\ est une valeur propre de I'opérateur A par rapport a I'opérateur B s'il existe u € X, telle
que u # 0
Au = \Bu.



1.1. DEFINITION

Définition 1.4. (Fonction propre)

On dit que f est une fonction propre de 'opérateur A avec la valeur propre \ si

Af = \f (A constante).

Définition 1.5. (Point fixe )
Soit (V,d) un espace de Banach et M & V un sous ensemble non vide et fermé et

T : M — V une application. Une solution de I'équation T'z = x est appelée un point fixe deT'.

Définition 1.6. (Fonction de Carathéodory)
Soit £2 un ouvert bornée de RY, un fonction f : w x R dans R est dite d Carathéodory si
elle vérifie :

1— L'application : t — f(x,t) est continue p p x € {2.

2— L'application : t — f(x,t) est mesurable pour tout t € R.

Définition 1.7. (Fonction coercive)
Une fonctionnelle I définie in espace de banach séparable X est dite coercive si :

I(z) = 400

[zl x =00

Définition 1.8. (Opérateur différentiels)

Gradient Gy B p
MU = eu = (8;1’ 0;2’ ey 8;;)
Divergence 5 5 5 " g
dz’vu:a;—kai—l—....—l—a; :;az.
Laplacien , , ) R
Au:g;%—l—g;g—i- ..... +g:;::;g)x;:dw(vu)'

Définition 1.9. ( L’opérateur p-laplacien)
En mathématique,p-laplacien est un opérateur elliptique partielle différentielle quasi linéaire

de deuxieme ordre. Il est une généralisation non linéaire de opérateur de laplacien ou p est

WAbd.Safa et Lek.Esma 4 ©2023.Univ. Skikda



1.1. DEFINITION

autorisé a se situer au dessus de 1 < p < oo
Ayu= V(| Vu [P~ Vu),

lorsque le | V [P~ est définie comme

ou ou ou \?
p—2: 2 )2 _
| Vu | Do + a@) +...+<axn>}
Définition 1.10. (Dérivée directionnelle)

Soient ) une partie d'une espace de Banach X et F' : 2 — R un fonction a valeur réelles

(2%

siu € ) ety € sont tel quet > 0 assez petit on a u+ ty € 2 on dit que F' admet (ou point

u) une dérivée dans la direction y si la limite :

lim F(u+ty) — F(u)

t—0+ t

existe.

On notera cette limite I, (u).

Définition 1.11. (Dérivée ou sens de Gateaux)

Soient ) une partie d’'une espace de Banach X et F' : ) — R si u € Q on dit que F
est dérivable ou sens de Gateaux (on G-dérivable ou encore G- différentiable) en u, s'il existe
| € X' tel que dans chaque direction y € X, on F(u + ty) existe pour t > (.assez petit la

dérivés directionnelle F;(u) existe et on a :

o Pl 9) = F(w)

t—0t+ t

=<l,y>.

On posera F,(u) = I.

Définition 1.12. (Dérivée ou sens de Fréchet)

Soient € un partie ouvert de X, et X un espace de Banach, et F' : () — R une fonction
siu € ), on dit que F est différentiable (ou dérivable) en u (au sens de Fréchet) s'il existe
[ € X tel que :

Vv € Q
F(v)— F(u) =<l,v—u>4+0(v —u).

Si F est différentiable, | est unique et on note F'(u) = [, I'ensemble des fonction différentiable

WAbd.Safa et Lek.Esma 5 ©2023.Univ. Skikda



1.2. RAPPELS SUR LES ESPACE DE SOBOLEV

de Q — R sera noté C' (2, R) tel que §(v — u) désigne une fonction de (v — u) tel que

lim 0(v—u)| u,v|=0.
|lu—v||—0

Définition 1.13. (Solution faible)
On dit que u € W, ?(£2) est un solution faible si et seulement si elle vérifiés :

/ | Vu P2 VuVudr = / fvdac—l—/ hvdzx,
Q 0 0

pour tout
v e W(0)

Définition 1.14. (Convergence forte)
Soit 1 < p < oo. On dit que f, converge fortement vers f dans LP(S)), et on note
fo— f.si fn, [ € LP(Q) et si

Tim [[fu — fllzn = 0.

Définition 1.15. (Convergence faible)
Soit 1 < p < oo. On dit que f,, converge faiblement vers f dans L*(2), et on note f, — f,
si fn, f € LP(Q) et si:

lim | (Ju(@) = f(@))p(z)de =0, Vo€ LY ()

n—oo

Définition 1.16. (Suite de Palais-Smale)

On dit qu'une suite (U,) de X est une suite de Palais-Smale s'il existe ¢ > 0 tel que

I(U,) <cetI'(U,) — 0 dans X'

1.2 Rappels sur les espace de Sobolev

Dans ce paragraphe, nous regroupons, un certain nombre de résultats concernant les espaces
de Sobolev qui nous seront utiles par la suite. Pour une présentation plus compléte des espaces

de Sobolev et espace L?, ou pour la démonstration des résultats que nous énoncé ici.

WAbd.Safa et Lek.Esma 6 ©2023.Univ. Skikda



1.2. RAPPELS SUR LES ESPACE DE SOBOLEV

1.2.1 Les espace de L?

Soient p € R avec 1 < p < oo et £2 C RY un ensemble mesurable au sens de Lebesgue.

On désigne par
LP(02) = {f : {2 — R/ f est mesurable et/ | f 1P du< oo},
7

et on définit la norme de f dans LP({2) par :

= ([ 2117 )’

e Pour p = oo, on définit

L>=(2)={f: 2 — R/f est mesurable et VC' >0/ | f(x) |< C,u — p.p. sur 2} .
muni de la norme
| flloo=Inf{M >0:| f(z) |[< M i — p.p.sur(2}.

L>°(£2) est un espace de Banach.

e Pour p = 2 on note L?({2) I'ensemble des fonctions de carré sommable :
L2(Q):{f:(2—>R// | f 2 dz < oo}
0

L?(£2) et un espace fonctionnel linéaire.

On désigne par L},.({2) I'ensemble des fonctions localement intégrables sur (2 et on écrit
L;,.(02) = {f . f € LY(K)/sur tout compact K dans £2/ou si/ | f(z) | dx < +oo},
K
I'espace L*(§2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

< fg>= [ f@)gla)da.

Remarque 1.1. L7(02) C L}, (2) pour tout 1 < p < oo.

loc

Définition 1.17. (Les espace de Sobolev)
Soient £2 un ouvert de RN. On définit les espace de Sobolev suivants :
1) HY(2) ={u e L*(2) t.q Diu € L*(2), pourtouti =1,..., N. Dans cette définition,

WAbd.Safa et Lek.Esma 7 ©2023.Univ. Skikda



1.2. RAPPELS SUR LES ESPACE DE SOBOLEV

lorsqu’on dit D;u € L*(£2), on sous -entend.
"Il existe une fonction g € L*(12) telle que < D;f, ¢ >pwa).cx(2)= — [0 gpdx pour
tout p € C°."
on ne le répétera pas par la suite.
2) Pourm € N, H™(2) = {u € L*(N) t.q.Du € L*($2) pour tout « € NV t.q. | a|< m}
3) Pour1 <p<oo et mé&E N, on définit I'espace de Sobolev WP ((2) par

WmP(()) = {u € LP(2); D*u € L*(£2) pour tout « € NV t.q. | o |< m}.

noter que pour m = 0, I'espace WP ((2) est I'espace de Lebesgue LP({2).

Proposition 1.1. Siu € W'?(2) N C.(£2), alors u € Wy ().

Définition 1.18. (Inégalité de type Pointe Carré)

Soient 2 un ouvert borné de RN et 1 < p < oo alors il existe C' > 0 telle que :
| ullzr< €Il Vu [lr; Yu € Wy(£2),
ou de facon équivalente :
L lwir< C || V|| pe; Va € W™ (92).

Définition 1.19. (Inégalité de Hélder)

Soit p,q € C(02),p: 2 — [1,+0c0] telle que : + + %

% =1 pour tout = € 2 alors il existe
une constante C,, > 0 telle que pour tout w € LP({2) et v € L({2), on a :

| wvde 1< Gy [ulyl v,

Proposition 1.2. On a :
1) |ul,<l(=1>1) e ¢u) <1l(=1>1).
2) [ulp>1=|ulp< @(u) <[u[.
3) [uly< 1= u <l uly

Proposition 1.3. Siu,u, € L,(f2) et n € N alors les affirmations suivantes sont équivalents
entre elles :

1) nl_l)I_{loo | wy, —u |,=0.

WAbd.Safa et Lek.Esma 8 ©2023.Univ. Skikda



1.2. RAPPELS SUR LES ESPACE DE SOBOLEV

2) lim y(u, —u) =0.

n—-+00
3) u, — u en mesure dans {2 et 1_1)111 o(u,) = p(u).
Théoreme 1.1.  Supposons que :
"1 <q = mingeo) < ¢ = Ming @) <
1) Si §2 est un ouvert borné (L9(S2),| . |,) est un réflexif uniformément convexe et espace
séparable.

2) Si (2 est un ouvert de RY, alors 6°({2) est dense dans I'espace (L4(2),] . |,).

Injection de Sobolev

Les injections de Sobolev sont tres utilisée lorsqu’on étude les équations aux dérivées par-
tielles. Elles fournissent des inégalités entre les normes des espace de Sobolev et les normes

des espace de Lebesgue.

Théoreme 1.2. (Inégalité de Sobolev )
Soit {2 est un ouvert régulier de RN et 1 < p < N. Alors il existe une constante C (dépendant

de N et p) telle que
[ llf (2) < C | Vu 7 (£2),Yu € WH(02).

Pour I'espace W"?({2), on a le résultat suivant.

Théoréme 1.3.  Soit (2 est un ouvert régulier de RY. Soient k > 1 et p € [1,+o0|, alors :
1Si % —£>0, ona WrP(£2) < L(2) avec % = % - £
2.85i % — £ =0 o0naWhr(2) — L) pour tout q € [p, +c|,

(mais pas pour ¢ = +0).

3 Sis—5 <0, 0naW*?(Q2) < L>(£2). Dans ce cas, si k— > 0 n'est pas un entier,
alors WHEP(§2) < C*#(£2), ou s = k — % — s les injections restent valables si k = 1
et p € [1,00][. Toutes ces injections sont continues.

Sans hypothése de régularité sur (2 les injections sont vraies localement : WkP(§2) —
L1 (£2), elle restent globalement vraies si on remplace W*?(£2) par W™ (12).

Concernant la compacité des injections précédentes, on a la théoréme suivant.

WAbd.Safa et Lek.Esma 9 ©2023.Univ. Skikda



CHAPITRE 2

LES METHODES DE RESOLUTION DES EQUATIONS AUX
DERIVEES PARTIELLES

Les E.D.P non linéaire sont étudiés par deux méthodes différentes : la méthode topologique
et la méthode variationnelle. Tout au long de notre étude nous utiliserons la méthode varia-
tionnelle. Les différentes solutions obtenu a partir de cette méthodes peuvent étre soit des

points critique soit des extremum qui veut dire des points minimum et maximum.

2.1 Meéthodes variationnelles (méthode de point critiques)

L'approche variationnelle des équations aux dérivées partielles non-linéaire est basée sur
la notation de la solution faible qui est associée a chaque probléme. Cette solution est en
fait un point critique de la fonctionnelle associée au probléeme. Les solutions des problemes
différentiels avec une structure variationnelle peuvent étre des points critiques autres que les
minimums ou les maximums.

Le principe de |'approche variationnelle pour la résolution des probléemes est de remplacer
les équations aux dérivées partielles par des formulations équivalentes, dite variationnelle ou
faible, obtenue en intégrant |'équation multipliée par une fonction quelconque, dit fonction
test. Comme il est nécessaire de procéder a des intégrations par parties dans I'établissement

de la formulation variationnelle.

10



2.1. METHODES VARIATIONNELLES (METHODE DE POINT CRITIQUES)

2.1.1 Condition de Palais-Smale

Un outil essentiel dans le calcul de la variation et la compacité des suites minimisantes.
La condition de Palais- Smale joue un rble assez semblable pour des suites sur les quelles la
fonctionnelle prend des valeurs tendant vers une valeur critique potentielle, et pas seulement
vers la borne inférieure. C'est une condition a priori, a vérifier pour chaque fonctionnelle
indépendamment de |'existence ou non de valeur critique. Elle sera par contre un outil essentiel

pour montrer cette existence dans plusieurs cas.
Définition 2.1. (La condition de Palais-Smale)

Soit X un espace de Banach et I : E — R de classe C'. On dit que I Vérifie la condition
de Palais-Smale (au niveau c) si de toute suite u,, de X telle que :
I(u,) — c dans R et DI(u,) — 0 dans X'.
on peut extraire une sous-suite convergente.

e La condition de Palais-Smale ne préjuge pas de I'existence d’une valeur critique. Elle
dit seulement que si on a une telle suite u,,, celle-ci est nécessairement relativement
compacte. Pour I'utiliser effectivement de facon utile, il faudra pouvoir démontrer par
un autre biais qu’une telle suite existe.

e Les deux hypothéses sont indépendantes. En effet, méme si ¢ = infx I, on peut par-
faitement avoir une suite minimisante un telle que DI (u,) - 0.

Il suffit de prendre X =R, I(u) = sin(u?) , ¢ = —1 et u, = (¥ +n2w+ﬁ)(%).0n
al(u,) — —1et'(u,) — 2.
e Remarquons que la topologie est ici la topologie forte.

e On rencontre dans la littérature plusieurs variantes de la condition de Palais-Smale.

Lemme 2.1. (Lemme de déformation)

Soit E un espace de Banach et I : E — R une application. On pose pour ¢ € R

I<c=ueE;I(u)<ec.

De facon analogue on définit les ensembles, [ < ¢, I > ¢, I > c est les ensembles de niveau
I =a.
Le point crucial dans I'existence des points critique est la différence topologique entre les

ensembles [ < c et I < ¢+ € pour certaine valeur de ¢ € R.

WAbd.Safa et Lek.Esma 11 ©2023.Univ. Skikda



2.1. METHODES VARIATIONNELLES (METHODE DE POINT CRITIQUES)

Lemme 2.2. Soit E un espace de Banach et I : & — R une fonctionnelle de classe C!
vérifiant la condition de palais-Smale. Soit ¢ € R une valeur réguliére de 1.
Alors il existe €y tel que pour tout 0 < € < &y, il existe un homéomorphismen : E — FE
satisfaisante :
1) Pour toutu el <c—eqUI >c+¢egonan(u)=u.

2) Onan(I<c+e)clI<c—e.

Remarque 2.1.
1) On a démontre un peu plus que ce qui est affirmé dans les lemme de déformation : il
s'agit non seulement d'un homéomorphisme, mais d’une homotopie (1, dépend conti-

nument de t).

2) Il existe de nombreuse variantes du lemme de déformation. Par exemple, on peut impose
quen(I <c+e=1<c—¢).

3) Le lemme de déformation dépend de facon cruciale de la condition de palais-Smale.

_Z
1+z2

de palais -Smale en ¢ = 0. De plus, ¢ = 0 est un valeur réguliére, mais I < ¢ n’est

Considérons la fonction I(z) = sur E = R . Elle ne satisfait pa la condition
certainement pas homéomorphe a un sous ensemble de I < —e car dernier est compact,

alors que I < € ne l'est pas.

2.1.2 Théoréme du Col

Théoréme 2.1. Soient X un espace de Banach I € C'(E,R) vérifiant la condition de
palais- Smale. On suppose que 1(0) = 0 et que :
1) Il existe R > 0 et > 0 tel que si || u |= R, alors I(u) > a.
2) Il existe ug € X tel que || ug [|> R et I(up) < a.
3) alors I possédé une valeur critique c telle que ¢ > « de facon plus précise si on pose :
8 = {([0,1]): ¢ € C([0, 1], X), (0) = 05 (1) = g}

et

¢ = inf max I(v)
AeB VeA

Alors ¢ est un valeur critique de I et ¢ > a.
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2.1. METHODES VARIATIONNELLES (METHODE DE POINT CRITIQUES)

Démonstration. Soient [3(qui est évidement non vide)et ¢ définis comme dans le théoréme
tout d'abord notés que par connexité, pour tout A € f3, l'intersection ANwu e X;||u|=R
est non vide, et par conséquent max,c4 I(v) > « et finalement ¢ > «a.

Si ¢ n'est pas une valeur critique de I avec les notations de déformation pour 0 < € < ¢, on
peut trouver A € (3 tel que A = ¢([0,1])

c<maxI(v) <c+e
Ve

en posant Y (7) = n(1,¢(7)) et B = ¢([0,1])on a B € 5. Mais la propriété du lemme de
déformation complique que B C [I(v) < ¢ — €], ce qui contredit le fait que, par définition de

¢, on a max,ep I(v > ¢). On en conclut, O

2.1.3 Principe du Min -Max

Théoréme 2.2. Soient X un espace de Banach, I de E dans R une fonction de classe C!
vérifiant la condition de palais- Smale et B une famille non vide de X, on suppose que pour
chaque ¢ € R et ¢ > 0 assez petit, le flot n(1,.) construit dans le lemme de déformation
respecte B (c-a-d si A € B, on an(1,A) € B) on pose :

= inf I(v).
°= R i)

si c € R, alors c est une valeur critique de I.
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2.1. METHODES VARIATIONNELLES (METHODE DE POINT CRITIQUES)

Démonstration. En effet si ¢ n'est pas valeur critique, en prenant € > 0 assez petit, on peut

choisir A C B tel que ¢ < sup,c4 I(v) < ¢+ e. Mais par hypotheése, on posant w = n(1, A)

on a d'une part w € B, et d'autre part w C [I < ¢ — ¢], ce qui contre dit la définition de c.
m
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CHAPITRE 3

EXISTENCE DE SOLUTION POUR LE PROBLEME DE
DIRICHLET

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I'étude de I'existence de solution du I'équation

elliptique non linéaire pour le probleme de Dirichlet suivante :

—A,u= f(zr,u)+h dans {2,
u=20 sur 02,

ol {2 est un domaine borné de RN, 1 < p < +o0, A, est I'opérateur p-laplacien : f: 2 xR —
R est une fonction de carathéodory, h € w-p'
e On s'intéresse a I'étude de solution du probléme sous les hypotheses :

(faﬁ)

a < lim infM et lim M < B,
§—00 | S ’p—Q S S—»00 | S |<'5_2 S
(Fa,ﬂ> 7 7
a < (z) = lim 2 (#.5) py PE@5) k(z) < B,
$—00 | S |P 5—00 ’ S ‘P
p.p.x € 2 et

Ve > 0,3d. € L'(02) tel que p.p.x € 2,Vs € R,
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3.1. LE CAS LINEAIREP =2

on a » »
[slP F(z,s) < (k(z) +5)";‘ +d.(2),

—dc(x) + (I(x) —€)

e ol o=\, et § =M\, + 1 sont deux valeurs propre consécutives du p-laplacien et
F: 2 x R — R est une fonction définie par F'(z,s) = [y f(z,t)dt.
e Cette étude est consacrée initialement a I'établissement d'un résultat de point critique, de

type min-max pour la fonctionnelle énergie I associée au probléeme P définie par :

1

I(u) p

/ | Vu |p—/ F(z,u)— < h,u >
0 o

ou < h,u > désigne le produit de dualité d'un élément h € W17 (£2) par u € W, P (12).

3.1 Le cas linéaire p =2

Les travaux dans cette direction utilisant une approché variationnelle sont dit a dolph[7].
Ensuite plusieurs études ont été faites sur ce type de probleme .

Les méthodes utilisées dans ces travaux font intervenir essentiellement le caractere linéaire
du laplacien et décomposition de I'espace de Hilbert T, *(£2) en somme directe d'un sous
espace vectoriel V' engendré par les n premiéres fonction propre de —A et son orthogonale
W (W, (£2) =V @& W). La caractérisation variationnelle de la valeur propre A, ; :

1 2
:Sup{ fQ|u‘

Jo ‘ Vu [?

Permet d'établir la coercivité et |'anticoercivité de le fonctionnelle I sur W et V respective-

s ue W/{0}},

ment, ce qui conduit a I'existence d'une valeur critique de type min-max de I en utilisant le
théoreme de point selle de Rabinowitz.
[l est clair que les méthodes utilisées dans le cas linéaire p = 2 ne s'adaptent pas a notre

situation, d'ou la nécessité de |'établissement d'un théoréme de point critique adéquat.

3.2 Le cas non linéaire p # 2

Dans le cas ou |'opérateur non linéaire (p # 2), les résultats connus de natures variationnelles

[(@5) op PF(29)
o125 €t e

propre \; du p-laplacien (—A,). lls utilisent la caractérisation variationnelle de A; :

sont démontrés lorsque les quotients

se situent a gauche de la premiere valeur
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3.2. LE CAS NON LINEAIRE P # 2

1 Jolul?
— —sup{-22 L
{fQ|VU’p

A1
Rappelons que les nombres A, () définis par :

u € Wy"(2)/{0}}

—— = sup mln/ u [P
M(Y)  Kedn(y) ueK ul”.

Appartiennent au spectre o(—A,) du p-laplacien, ou () est le genre d'une partie /' C
WyP(£2)/{0} fermée et symétrique, A,(7) = K C S; K compact symétrique et v(K) > n
et S =uc Wy?(12);||ul1, = 1. Anane a montré que ), est simple et isolée.

ensuite Anane et Tsouli ont montré que A, est bien la deuxiéme valeur propre, c'est-a dire
A1 < Ag et]A, Ao[No(—4,) = ¢.

D’autre travaux ont été effectués dans cette direction utilisant une méthode topologique,
citons par exemple :

eDanslecas N =1,1 < p < 400 et (fy, + 9., —06) pour un certain 6 > 0 ou fi,, et ftn11

n+1
sont deux valeurs propre consécutives du p-laplacien.

eDanslecas N > 1,1 <p < +o0 et

A1 < lim inf M et lim sup f(z,s)

5—00 | S | p—2 S S§—00 | S ’P_Q S < AQ‘

ou A\ et )\ sont la premiere et la deuxiéme valeur propre du p-laplacien.

Notons que les conditions que nous considérons sont plus faibles que celles considérer par les
auteurs précédents. Cette amélioration est due a la méthode variationnelle utilisée lors de la
résolution du probléme. (C'est-a-dire : L'hypothese (F,, ) est satisfaits dit que la fonction f

vérifie la condition (f, ). Mais on démontre facilement que I'inverse est généralement faux).
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3.2. LE CAS NON LINEAIRE P # 2

Théoréme 3.1. (Théoréme abstrait)

Désignons par X un espace de Banach réel de dimension infinie et co(K') I'enveloppe convexe
d'une partie K de E. Rappelons qu'une fonctionnelle I : X — R de classe C! satisfait la
condition de (PS) sur X si pour toute suite(u,) de X telle que la suite (I(u,)) est bornée et

I'(u,) — 0 dans X', alors (u,) posséde une sous suite convergente dans X .

Théoréme 3.2. Soient I € C'(X,R) une fonctionnelle satisfaisant la condition (PS) sur
E, Ky un compact non vide tel que 0 € Ky et A C E un ensemble non vide . Si les conditions

suivantes sont vérifiées :

(P1) h(D)NA#¢YheTl oul ={h e C(D,E/0),hu, =id} et D= co(Ky).
(Py) «:=maxy, [ <infy I := (.
Alors la valeur

c:= inf max I(u)
hel’ weh(D)

est une valeur critique de la fonctionnelle I, de plus, on a
c>f

Pour justifier la bonne définition de la valeur ¢, on a :
Lemme 3.1. ' # ¢ od I est défini dans le théoréeme(3.2)

Démonstration. (preuve du lemme)

Si0¢ D, alors id € I, par suite le lemme est démontré. Supposons maintenant que 0 € D.

-lere étape :

Montrons qu'il existe v € F\{0} tel que D, N Ky = @ ou D, = {tv,t > 0}.

En effet, soit » > 0 tel que B(O,r) N ky = ¢, comme dimFE = +o0 et D est compact, il est
clair que dB(0,7)\D # ¢. Soit v € dB(0,7)\D, nous avons D, N Ky = @.

En effet, si D,N K, # ¢, alors il existe t > 0 tel que tv € K, puisque B(0,7)N K, = ¢, alors
|tv|| > 7, or ||v]| = r, de sorte que t > 1 et que v € [0,tv], d’oli v € D, ce qui est absurde.

-2eme étape :

Montrons que

I+ ¢
Soit b > 0 tel que K, C B(0,b).

Posons ¢ = d(D,, Ky) = minyck,+>0 || tv —u ||, on a 0 < & < +00.
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3.2. LE CAS NON LINEAIRE P # 2

Posons a = £, et définissons o : D — X : h(z) = 2 — ad(z, Ko)v.
Il est clair que h est continue sur D et que h(xz) = z pour tout = € K.
Pour terminer montrons que
h(x) # 0,Vz € D.
Supposons, par I'absurde, qu'il existe z € D tel que h(z) = 0, donc # = ad(z, Ky)v, de sorte
que x € D,.
D’autre part, on a

|z ||= ad(z, Ko) || v |

d(x, Ky)

= 20—
9

> 2b

donc = ¢ B(0,b), par suite z ¢ D, ce qui est absurde. Dol la preuve du lemme (3.1).

Démonstration. (Preuve du théoréme(3.2))

On peut supposer, sans perte de généralité, que [(0) = 0. En effet, écrivons I(u) =
(I(u) — I(0)) 4+ I(0), alors c est une valeur critique de I si et seulement si ¢ — I(0) est une
valeur critique de I — 1(0).

Soit h € I, d'apres (P1) il existe ug € h(D)N A , donc la définition de la valeur 3 implique
B < I(ug) < maw,eypyl(u), comme h est arbitraire, on en conclut que
ceRetf<e.

Pour montrer que c est une valeur critique, supposons, par I'absurde, que K. = {u €
X;I(u) =cet I'(u) =0} = & et choisissons € > 0 tel que :

£ < mm%(ﬁ —a),csic>0,
E<3(B—a)sic<O.

Puisque [ satisfait la condition de (PS) sur X, le théoreme de déformation montre qu'il
existe € €]0,&[ et n € C([0,1] x E, E) vérifiant :

(Dy) :SiI(u) ¢ [c— &,c+ €], alors n(t,u) = u pour tout t € [0,1].
(Ds) = n(t,u) est un homéomorphisme de X sur X pour tout ¢ € [0, 1].
(D3) :p(1,I°7) Cc I ¢ ot I* = {u € X tel que I(u) < s}.

Par définition de la valeur c, il existe h € I tel que max,cppyl(u) < c+e,
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3.2. LE CAS NON LINEAIRE P # 2

donc k(D) C I¢", par (D3),on a n(1,h(D)) C I¢¢, il vient que :

ma:vueg(l—))[(u) <c—¢ (3.1)
ol h: D — X : h(u) = n(1, h(u)) pour tout u € D. Si on montre que h € I', alors on aura

c < max I(u) < ¢ — ¢, ce qui est absurde. Pour montrer ceci, il suffit de vérifier que

ueh(D
h(u) #0 pGOL(lr)tOUt u e D et que h(u) = u pour tout u € K .

En effet, si ¢ < 0 alors par (3.1) maxueﬁ(f})(b(u) <c—e Ona¢ph(v) <c—e<0
pour toutu € D, par suite h(v) # 0 pour tout u € D (car ¢(0) = 0). Si ¢ > 0, alors
¢(0) =0 < c—&, et par(Dy), on an(1,0) = 0 or h(u) # 0 pour tout u € D , donc par (Ds),
h(u) = n(1, h(w)) # 0 pour tout u € D.

D'autre part, soit u € Ky, comme 3 < ¢, et d'aprés |'hypothése (P2) et le choix de &, on
a:
f—a _

<c—-¢

Iuy<a<a+e<p-— 5 S ,

de sorte que I(u) & [c — &,c+&].
Enfin d’aprés (D), on obtient (1, u) = u, il vient que h(u) = n(1, h(u)) = n(1,u) = u, il
en résulte que i € I, d'oli le théoréme (3.1). O

3.2.1 Corollaire du théoréme :

Nous allons établir dans cette section un corollaire du théoreme(3.1) qui donne une situation
particuliére et interéssante pour les applications. Notons par Sym(X) I'ensemble des parties
F de X fermées symétriques telles que 0 ¢ I et rappelons la définition du genre ~(F') d'un
élément F' de Sym/(X).

Définition 3.1. La fonction genre y : Sym(X) — N U 400 est défini par :

1) 4(2) = 0

2) si ' # @, alors v(F') = k est le plus petit entier tel qu'il existe une application
@ : F — R*\{0} impaire et continue,

3) v(F') = 400 si une telle application n'existe pas.

Remarque 3.1.  Dans la définition(3.1) I'ensemble R*\{0} peut étre remplacé par :
St ={z eRY |  [lae=1}.

En effet, si @ : F — R*\{0} est une application impaire et continue, alors I'application
g=ho@:F — SK=! est impaire continue, ot h : RF\ {0} — S*~1: h(x) = FIE

Ceci nous conduit a introduire une nouvelle fonction genre 6 : Sym(X) — N U {+o0} .
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3.2. LE CAS NON LINEAIRE P # 2

Définition 3.2. La fonction 0 : Sym(X) — NU +oco est définie par :

1) (@) =0
2) Si F +# @, alors (F) = sup{k € N; il existe f € C(S*1, F)impaire},
e Remarquons que si ' # (), alors 1 € k € N; il existe f € C(S*~1, F)impaire la défini-

tion (3.2) a donc un sens.

e Nous ne savons pas si la fonction 6 coincide avec le genre usuel v , néanmoins, elle

vérifie les propriétés suivantes qui sont déja satisfaites par 7.

Proposition 3.1. Soit K, K, Ky € Sym(X),on a

1) 0(K) < 1(K).

2) 0(Sy) =dimY ouY est un espace de Banach réel et Sy =u € Y| u|y=1.

3) 0(K) =0 si et seulement si K = &.

4) S'il existe ¢ € C(Ky, Ky) impaire, alors 0(K;) < 0(K,). En particulier si K, C
Kj,alors 0(K;) < 0(Ks).

5) Si K, et Ky sont homéomorphes par homéomorphisme impaire, alors 0(K,) = 0(K,).

6) Si K est compact, alors 0(K) < +oc.

Démonstration. (Preuve de la proposition(3.1)
1) Si 6(K) = k € N*.

Alors il existe
f € C(S* ! K) impaire,

donc k = v(S* 1) < ~(K).
Si (K) = +o0.
Alors pour tout K € N* il existe

f € C(S* ! K) impaire,

Donc
k=~(S*1) <y(K).
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3.2. LE CAS NON LINEAIRE P # 2

Par suite

d'ou le résultat.

2) Si0<dimY < +o0.
Posons n = dim Y et soit u, ..., u, une base de Y orthonormée.

Définissons f; :

Snil — SY : fl(Oél, Oén) = ZO&iui € Sy.

=1
[l est clair que I'application f; est un homéomorphisme continu impaire,

Donc

D’autre part ,supposons par |'absurde, que 6(sy) > n,

Donc il existe k > n et une application f5 : S¥~! — Sy continue et impaire. Définissons
g=fitofy: S - gt

Alors g est un application continue impaire définie de S*~! vers S"~! avec k > n.

D’aprés le théoréme de borsuk, il existe € S*~! tel que

donc

g(z) =0,
ce qui est absurde, d'ou

8(5}/) =nNn.

Si dimY = +oo, alors pour tout n > il existe X,, un sous espace vectoriel de Y tel que
dim X,, =

D’'aprés le 1&r cas, on a 6(Sy N X,,) = n, par suite il existe une application f : S"71 —
Sy N X,,) continue impaire, donc 6(S,) >

Enfin, comme n est arbitraire, on a 6(S )

La démonstration des assertions 3)...6) est similaire a celle du genre 7. O
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3.2. LE CAS NON LINEAIRE P # 2

Corollaire 3.1. Soient I € C'(X,R) une fonctionnelle satisfaisant la condition (PS) sur
X, Ky € Sym(X) un compact et A C X un ensemble symétrique non vide. Si les conditions

suivantes sont vérifiées :

(p'1) Si K € Sym(X) compact tel que 6(K) > 0(Ky) + 1, alors 6 N A # &.
(p'2) a:=maxk,] <infu I :=p.
Alors la valeur

C := inf max I(u),
hel’ yen(D)

ou D = co(Ky) et ' = h € C(D,X/0); h =id sur ko est une valeur critique de la fonction-
nelle I. De plus, on a :
c>p.

Démonstration. (Preuve du corollaire)

D'apres le théoreme (3.), il suffit de montre que h(D) N A # ¢ pour out h € T,
Soit h € T, posons K = h(D) U (—h(D)),
Il est clair que K € Sym(X), compact et ky C K.

Ensuite, montrons que

O(K) = 0(Ky) + 1.

En effet, posons
0(K)=n

Alors il existe une application :

fi: 8" ' — K continue et impaire,

Soit f1 : D, — co(Ky) un prolongement continu de f; ou D, = z € R™ | = ||g-< 1.
Définissons |'application f : S™ — K par :

hoﬁ(:pl,...,xn) Tyt >0,

f(xlu"uxnuxn+1) = —~
—ho fi(—x1,..,—x,) X1 <O0.
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3.2. LE CAS NON LINEAIRE P # 2

Nous vérifions facilement que f est bien défini, continue et impaire, donc 0(K) > 0(ko)+ 1.
L'hypotheése (p)) entraine que K N A # .
Enfin, puisque A est symétrique, il résulte que h(D) N A # &, d'ou le corollaire. O

Remarque 3.2. [l existe dans la littérature plusieurs théorémes se types minimax. Par
exemples : Le théoréme de liaisons[15] et le théoréme de point selle de Rabinowitz. Ces théo-
rémes font intervenir la décomposition V & W = X ou V est un sous espace vectoriel de
dimension finie. Le corollaire généralise ces théorémes. En effet, soit VW = X ouQ =u eV
tel que || u ||< r pour un certain r > 0, et A = W. D’aprés la proposition (3.1), on a d’une
part 6(Kp) = dim V.

D’autre part, on a le résultat général suivant :
Proposition 3.2. K N A # 0 pour tout K € Sym(X) tel que v(K) > 0(Ky) + 1.

Démonstration. (preuve de la proposition 2) :

Soient K € Sym/(X) tel que v(K) > 0(Ky) + 1 et P projection de X sur V. Supposons,
par I'absurde, que K N W = @, alors 0 ¢ P(K), par suite I'application f = Py, : K —
V/0 ~ R"/0 est continue impaire, d'aprés la définition de v, on a y(K) < n = 0(K), ce qui
est absurde.

[
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CONCLUSION

Dans ce mémoire , nous avons étudie probleme elliptique non-linéaire faisant intervenir

I'opérateur p-laplacien .

Nous avons établi théoreme d’existence a |'aide de la théorie des points critiques, précisément

I'utilisation du Principe Min-Max .
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