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RESUME

Dans ce mémoire, nous étudions les solutions périodiques qui bifurquent du point d’équi-

libre zéro-Hopf pour le systeme différentiel générateur de spin nucléaire :

T = _/Bw+y9
y=—x— By(l — kz),

z= B(Oé(]. - Z) - kyz)a

avec a, B et k sont parametres arbitraires réels.

En utilisant la méthode de moyennisation du premiere et deuxiéme ordre qui est un outil
classique pour étudier le comportement des systemes dynamiques non linéaire, et en parti-
culier leur orbites périodiques.

Mots clés : Systeme générateur de spin nucléaire, bifurcation zéro-Hopf, orbites périodiques,

méthode de moyennisation.



ABSTRACT

In this work, we study the periodic solutions bifurcating from a zero-Hopf equilibruim

for the differential system of nuclear spin generator :

w:_ﬂx+y9

y=—x— By(l — kz),

2 = B(a(l — 2z) — ky?),

with a, B8 and k are real arbitrary parameters.

By using the averaging method which is a classical tool to study the behavior of nonlinear
dynamic system, and in particular their periodic orbits.

Key words : Dynamical system, periodic solution, averaging method, nuclear spin generator

system.
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INTRODUCTION CENERALE

La théorie des systemes dynamiques est utilisée pour étudier les systemes physiques, bio-
logiques, chimiques et économiques qui peuvent évoluer dans le temps.
La théorie des systemes dynamiques est née avec les travaux de H.Poincaré autour des
années 1881-1980. Cette évolution est décrite par des équations différentielles ou des appli-
cations. L’étude des systemes dynamiques traite donc I’évolution temporelle des systémes
physiques....,etc.
Un des principaux problemes de la théorie des systemes dynamiques est 1’étude des solutions
périodiques, leur existence, leur nombres et leur stabilité. Les cycles limites des champs de
vecteurs planaires ont défini par H.Poincaré. A la fin des années 1920, Van Der Pol, Liénard
et Andronv ont prouvé qu’'une trajectoire fermée d’une oscillation arrivant dans un circuit
de type vide était un cycle limite. Un cycle limite d'un systeme dynamique est une orbite
périodique isolée dans l’ensemble des solutions périodiques de ce systeme. La bifurcation
zéro-Hopf est un outil important pour détecter I'existence des solutions périodiques qui dé-
pend d'un parametre "u". En général, le point zéro-Hopf est un équilibre qui a deux valeurs
propres imaginaires pures et m — 2 valeurs propres nuls.

Un autre outil est la méthode de moyennisation qui consiste a donner une relation quantita-



TABLE DES MATIERES

tive entre les solutions d'un certain systeéme différentiel périodique et celles de son systeme
différentiel moyenné. Cette méthode a été developpée par Verhulst Malkin et Sanders (1956),
Bogoliubov et Mitropolski (1961), Roseau (1966), Llibre et Buica (2004), elle est 'une des
plus importantes méthodes de perturbation utilisée actuellement dans 1’étude des cycles li-
mites des systémes dynamiques (voir [1]).

Le travail réalisé dans ce mémoire se divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre : Ce chapitre est consacré aux définitions des différents outils ma-
thématiques qui sont nécessaires pour I’étude de ce mémoire. On présentera la définition
du systeme dynamique et d’un point d’équilibre. Ensuite on donnera la définition d’orbite
périodique et d’'un cycles limites. Enfin, on citera la bifurcation et la bifurcation de Hopf.
Le deuxieme chapitre : Nous introduisons un petit rappelle sur le point zéro-Hopf. En-
suite, nous étudions la bifurcation zéro-Hopf du systeéme générateur de spin nucléaire par la

méthode de moyennisation du premier ordre

T = —,358 + v,
y=—z— By(1l — kz), (1)

2= B(al - z) — ky?),

ol a, B et k sont des parametres réelles.
Le troisieme chapitre : Dans ce chapitre, nous étudions la bifurcation zéro-Hopf du sys-

teme générateur de spin nucléaire (1) par la méthode de moyennisation du second ordre.

10



CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base pour 'étude qualitative des

systemes dynamiques, qui seront utiles par la suite.

1.2 Systéeme dynamique

Un systeme dynamique est un phénomene qui évolue au cours du temps. Cette évolution
est décrite généralement par des équations différentielles ordinaires. Il peut étre également :
- autonome : si I’évolution ne dépend pas du temps.

- non autondme : si I’évolution dépend du temps .

Définition 1.2.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application U : R X R™ définie
qui vérifie :

O U(t,z) =R — R"™ est continue.

A U0,z) ==

11



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

AU+ s,xz) =U(t,U(s,x)) Vt,s € R,Vz € R™.

1.3 Flot

Définition 1.3.1 Soit le systéme non linéaire autonéme :

i = f(@), (L.1)

oux € R et f(x) € R™ On appelle flot du systéme différentiel (1.1), l’ensemble des

applications ¢y : R™ — R™définie par :

¢i(T0) = @(t, o),

ot d(t, xq) est la solution (1.1) telle que d(0, o) = xo.

1.4 Point d’équilibre

Définition 1.4.1 Soit le systéme différentiel :

z = f(x).

On appelle point d’équilibre ou point critique ou point stationnaire du systéme dynamique,

tout point g € R™ tel que : f(xo) = O.

12



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.5 Orbites périodiques et cycles limites

Définition 1.5.1 On appelle solution périodique toute solution x = ¢(t) de l’équation (1.1)

telle qu’il existe un nombre T > 0 vérifiant

¢(t +T) = o(1), (1.2)

le plus petit réel T > 0 qui vérifie (1.7) est appelé période.
Une solution périodique du systéme (1.1) correspond d une orbite (courbe) fermée dans l’es-

pace des phases.

Définition 1.5.2 Un cycle limite est une trajectoire fermée isolée. Ceci signifié que les tra-
jectoires voisines ne sont pas fermées. Elles spiralent autour du cycle limite en s’en éloignant

ou en s’en approchant.

Remarque 1.5.1 Si toutes les trajectoires voisines s’approchent du cycle limite, le cycle

limite est dit stable ou attractif, sinon il est dit instable.

Remarque 1.5.2 Les cycles limites apparaissent seulement dans les systémes différentiels

non linéaire.

1.6 Théorie de bifurcation

Les systemes d’équations différentielles parametres peuvent avoir différents comporte-
ments asymptotiques(tend vers un équilibre, un cycle limite...) en fonctions des valeurs de
leurs parametres. Ils existent certaines valeurs pour lesquelles le comportement du systéme
passe d'un état qualitative a un autre. Ce changement d’état qualitative est une bifurcation

et la valeur associé du parametre est appelé valeur de bifurcation.

13



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

La théorie des bifurcations des champs de vecteurs a pour but de décrire les modifications du

portrait de phases des champs de vecteurs qui dépendent différentiablement d’un parametre

.

1.6.1 Bifurcation de Hopf

Soit le systeme différentiel suivant :

T = f(m’ﬂ')a (1'3)

ou u € R, f € C}(E), E est un ouvert de R™. La bifurcation désigne tout changement
qualitatif du comportement des solutions de systeme quand le parameétre g change. La valeur

o pour laquelle f(x, po) n’est pas structurellement stable est dite valeur de bifurcation.

Théoréme 1.6.1 On considére le systeme (1.3) et supposons qu’il existe pour chaque valeur
de p un équilibre ¢(p). On note D f,, la matrice Jacobienne de f en ¢(p) et suppose que

toutes les valeurs propres de D f,, sont a parties réelles strictement négatives sauf une paire

a(p) £iB8(p) telle que
3 5(0) # 0.
O pu=0= a(p) =0.
O pu<0=a(p) <O0.
O p>0= a(u) > 0.
Ao > 0.

A pour p = 0 équilibre est stable.

Alors le systéme (1.83) possede un cycle limite stable.

14



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Exemple 1.6.1 Soit le systeme différentiel suivant :

&= —y+z(p—z*—y?),

(1.4)
y=z+yp—2*—-y?), peR.
Le point (0,0) est un point d’équilibre unique de ce systéme.
La linéarisation de systéme (1.3) a Uorigine est :
T = —Y,
(1.5)
y==x
La jacobienne en (0,0) est donnée par :
0 —1
Df(0,0) =
1 0

Le polynome caractéristique de cette matrice est :
PO = (A)?+1.

Alors les valeurs propres sont A1,2 = %1, on a Re(A12) = 0 et Im(Ay2) = £1.
Pour Re(A1,2) = 0, lorigine est un point non hyperbolique, on ne peut rien dire. Dans ce

cas, pour déterminer la stabilité de l’origine considérons la fonction définie positive suivante :

1
V(z,y) = §(w2 +y?*) € CY,

15
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donc

oV
E(w,y) =zt + yy = — (= + y?)%

s est strictement négative, donc l'origine est asymptotiquement stable au sens de Lyapu-
nov.
On effectue le changement en coordonnés polaires (r,0) : @ = r cos(0),y = rsin(0).

Finalement, le systéme (1.3) s’écrit sous la forme suivante :

0 = —1,
(1.6)

r =r(p—r?).
(A pour p négatif lorigine est l'unique équilibre est un foyer stable du systéme.
O pour p = 0 lorigine est un équilibre asymptotiquement stable.

A pour p > 0 ['origine est un foyer instable entouré d’un cycle limite asymptotiquement

stable qui le cercle de rayon \/p.

1.7 Meéthode de moyennisation du premiere et deuxieme

ordre

La théorie de moyennisation est une théorie classique a été introduit pour la premiere
fois par Krylov et Bogoliubov en 1930. Cette théorie utilisée actuellement dans 1’étude
des cycles limites des systemes dynamiques.

Elle donne des conditions pour les quelle les points singuliers du systéme moyenné autonéme

fournissent des cycles limites pour des systemes différentiels non autonomes.

16
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Elle s’applique aux systémes de la forme :

z=cef(t,x),

ou € est suffisamment petit, et f(¢,x) est T-périodique en la premiere variable. Pour d’in-

formations sur cette théorie voir le livre de Sanders, Verhulst.

Théoreme 1.7.1 Considérons le systéme différentiel :
2(t) = eRy(t,x) + e’ Ry(t, ) + *Rs(t, x, €), (1.7)

ot Ri,Ry : RX D — R"R3 : R X D X (—eRy,eR;) — R", sont des fonctions
continues, T-périodiques par rapport a la premiére variable. D est sous ensemble ouvert de
R™. Supposons que :

() Ri(t,.), Ra(t,.) € C*(D) pour tout t € R, Ry, R2, R3, D,R; et D,Ry sont locale-
ment Lipschitz par rapport a x. Rg est différentiable par rapport a €, on définit Ryg, Rag :

D — R™ comme suit :

1 /T
Ry = T/O R1(59z)dsa
1 T s
Ry — T/O [DZRl(s,z)/O Ri(t, z)dt + Ri(t, z)]ds.

(i2) pour V. C D un ensemble ouvert et borné et pour chaque € € (—eR;,eR,) \ (0), il

existe p € V' tel que R10(p) + €R20(p) = 0 et

£ 0. (1.8)

zZ=p

det (3(R10 + €R20)>
oz

Alors pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique p(.,€) du systéme

17



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

(1.8) telle que ¢(0,€) — p.

-Si la fonction Ryg et Rag ne sont pas identiquement nulles. Alors les zéros de Ry + € Rag
sont principalement les zéros de Ry pour € suffisamment petit.

Dans ce cas le théoreme est dit la méthode de moyennisation du premiere ordre.

- 57 la fonction Ry est identiquement nulle et Rag n’est pas identiquement nulle, ensuite les
zéros de Ryg + €Raq sont les zéros de Rag. Le théoreme est dit la méthode de moyennisation
du second ordre.

Selon la théorie de moyennisation du premiere ordre, pour l’équation différentielle moyennée

on D :

Y = eRio(y), y(0) = =0, (1.9)

ol

1 T
Rio(y) = | Rut,yat.

La stabilité de la solution périodique @(t,€) peut étre déterminée par la stabilité du point
d’équilibre p du systéme moyennée (1.9). C’est-a-dire que le point d’équilibre p présente
le comportement de stabilité de ['application de Poincaré associée a la solution périodique
p(t,e). Dans la théorie de moyennisation du deuziéme ordre, ou Rip = 0 et Rag ne sont
pas identiquement nulles, la stabilité de la solution périodique p(t,e) est donnée par la

stabilité du point d’équilibre p du systéme moyennée.

Y = e’Rao(y), y(0) = xo.

Ou le point d’équilibre p est associée a [’application de Poincaré de la solution périodique

@(t,€) (voir [1},[7]).

18



CHAPITRE 2

BIFURCATION ZERO-HOPF DANS UN SYSTEME
GENERATEUR DE SPIN NUCLEAIRE PAR LA METHODE DE

MOYENNISATION DU PREMIERE ORDRE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la bifurcation zéro-Hopf dans un systeme générateur
de spin nucléaire. Nous cherchons [’existence d’orbites périodiques qui bifurquent d’un point

zéro-Hopf du systéme par la méthode de moyennisation du premiére ordre.

2.2 Point zéro-Hopf

Définition 2.2.1 Un équilibre d’un systéme différentiel

19
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SPIN NUCLEAIRE PAR LA METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIERE
ORDRE

avec f + A — R™ et A un sous-ensemble ouvert de R™ est appelé un équilibre zéro-Hopf,

s’il a deux valeurs propres imaginaires pures et n — 2 valeurs propres nulles.

2.3 Bifurcation zéro-Hopf du premiere ordre

Cherchons les solutions périodiques d’un systéme générateur de spin nucléaire suivant :

a':z—,@a:—l—y,

g =—x — By(l — kz), (2.1)

2 = B(a(l — z) — ky?),

ol a, B et k sont des paramétres réels.

Théoréme 2.3.1 Il existe deux familles de systéme générateur de spin nucléaire, ot p1(0, 0, 1)

est un point d’équilibre zéro-Hopf.
A SiB8#0, a=0, k=2.

A Si B =0.

Preuve du théoréme 2.3.1

Montrons que p1(0,0, 1) est un point d’équilibre zéro-Hopf.

20
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O Soit : B#0, aa =0, k=2.Le systeme (2.1) devient :

T = _ﬂm + Yy,
g = —z — By(1 — 22), (2.2)
z = —2By>.

La matrice jacobienne du systéme (2.1) en p1(0,0,1) est :

—B 1 0
A=1-1 —B+28 0
0 0 0

Son polynome caractéristique est donné par :
—B—-A 1 0
Pi(A) =det(A—X)=| 1 g_x 0|=-2N+(1-p?).

0 0 -

On pose : 1 — B2 = w?2, alors le polynéme caractéristique devient :

Pi(A) = —A(A? + w?).

Les wvaleurs propres associées sont : Ay = 0, A23 = /B2 — 1.
Si1—[B? < 0, alors les valeurs propres du systéme (2.1) en p1(0,0, 1) deviennent une
valeur propre nulle (Ay = 0), et deuz valeurs imaginaires pures (Ag3 = £+/B% —1).

Dot le point p1(0,0,1) est un point d’équilibre zéro-Hopf si 1 — 32 < 0.

A Si:8 =0, w?=1. Le systéme (2.1) devient :

21
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=Y,
y = —x, (23)
z2=0

0 10
A=|[_100
0 00

Son polynome caractéristique est donné par :

- 1 0
Po(A) =det(A—X)=|_1 _x o|=-2A2+1).
0 0 A

Les valeurs propres de la matrice A sont Ay = 0, Aq12 = *£1.

Donc, si B = 0, on a deuzr valeurs propres imaginaires pures (A1,2 = 1) et une valeur
propre nulle (Ay = 0). Alors dans ce cas le point p;(0,0,1) est un point zéro-Hopf.

Dans les théoréemes suivants, nous étudions la bifurcation zéro-Hopf produisant une orbite

périodique a partir du point d’équilibre zéro-Hopf (0,0,1).

Théoréme 2.3.2 Soit B = /1 — w? + B, a = aie, k =2+ kye.
Sil—w? >0, e1ky > 0, le systéme générateur de spin nucléaire (2.1) a une bifurcation
zéro-Hopf en (0,0,1) et un cycle limite en ce point d’équilibre lorsque € > 0 suffisamment

petit.

22



CHAPITRE 2. BIFURCATION ZERO-HOPF DANS UN SYSTEME GENERATEUR DE
SPIN NUCLEAIRE PAR LA METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIERE
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Preuve du théoréme 2.3.2

Soit B = V1 —w? + B, o = a1, k =2+ ke, avec € > 0 suffisamment petit.

Le systéme (2.1) dans ce cas s’écrit :

z=—(v1—w?2+¢eB)x + v,
g =—x— (vV1—w?+eBr)y(l — (2 +eki)z), (2.4)
2= (1—-w?+eB)(ear(1 —2)) — (2 + eki1y?).

Ou bien

t=—(vV1—w?+ep)x+y,

y=—x— (V1 —w?+ek)y+ (2+ck:)(v/1— w?+ p1e)zy, 25)
2.5

2=—(2+¢ek)(V1I—w2+eB)y?* —ear(vV1— w2 +¢eB4)z

+€a1(\/ 1 — w? + 8,81).

D’abord, on prend le changement de variables : € = X,y =Y,z = Z + 1.
Ensuite, en effectuant un autre changement de variables : X = eU,Y = eV, Z =W . Le

systéme (2.5) devient :

eU = —(vV1 —w? 4+ ep1)eU + €V,

eV = —eU — (VT — w2 +eB1)eV + (2 + ek1) (V1 — w2 + ef4)eV (ew + 1),
eW = —(VI —w? 4+ €B1)(2 + k1) (eV)? — (V1 — w? + fB1)eay (eW + 1)
+(vV1 — w? + €B)eq;.

(2.6)
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Nous obtenons donc

U=—V1—-—wiU+V —eBpU,
V =—-U+ VI —w?V +e((2B1 + k1vV1 — w?)V + 2¢/1 — w2WV)
+€2(k31,61V + (2,61 + kl\/ 1-— w2)WV + €3(k1,31WV),

W =e(—2v1 —w?V? — a3V/1 — wZW) + e2(—k1v/1 — w?V? — 23, V2 — ;81 W)

+e3(—B1k1V?).

(2.7)
Finalement, le systéme (2.5) s’écrit sous la forme
U=—V1I—-—w?U+V +eF,(UV,W),
V = —U+ VI — w2V 4 ecFy (U, V,W) + e2F5(U, V, W)
(2.8)

‘|‘53F23(Ua V9 W)a

W = eF3, (U, V, W) + e2F55(U, V, W) + 3F33(U, V, W),

ot

Fii = —p1U,

Fy = V(81 + V1 — w2(2W + ky)),

Fo, = V(W (k11 — w2 + 28;) + Bik1),
Fy3 = VB1k W,

F3 = —V/1 —w2(2V2 + oy W),

F3 = —(V3(2B1 + k1vV1 — w?) + B W),

F33 == _ﬂlklvz'
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Lorsque e = 0, le systéme différentiel (2.8) s’écrit sous la forme suivante :

U=—v1—w2U+YV,
V = —U+ 1= w?V, (2.9)

W =o0.

Le point (0,0,1) est le seul point d’équilibre du systeme (2.8). Les wvaleurs propres de son

systeme linéarisé Z = AZ sont A1 =0, A2=ZFiw ou:

En écrivant le systéme (2.8) de telle sorte que la partie linéaire en (0,0,1) sera a sa forme

normale de Jordan, c’est-a-dire sous la forme :

Pour ce faire, nous effectuons le changement de variables suivant :

U, Vv, W) = P(u,v,w)’.
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C’est a dire dire

On a :

On obtient donc

@ = —wv + e[—ufs + v(E (V1 — w?2B; + k1 + 2w) — w(ks + 2w))],

v = uw + e(vB; + vV1 — w?(k; + 2w)), (2.10)

w = e(—vP1 + vv1 — w?(k: + 2w)).

C’est a dire
U = —vw + £f11(u, v, w) + o(e?),
0 = uw + € fa1(u, v, w) + o(e?),
W = €f31(u, v, w) + o(e?),

ol

Ji1 = —Biu+ v(i@fﬁﬁ + k1 + 2w) — w(ky + 2w)),
o1 = vB1 +vv1 — wi(k; + 2w),
fs1 = —(oqw + 2v2%)v/1 — w?2.

Considérons les coordonnées cylindriques (6, r, w) définies paru = r cos(0),v = rsin(0),
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w = w et aussi u® + v? = r2.
(vt + v0)
9
r

7 = e[r cos(0) sin(@)(i}(2ﬂ1\/1 —w? + k1 + 2w) — w(ky, + 2w))

Ona:r=

+ rsin?(0)v1 — w2(k; + 2w)] — rB1(sin®*(0) — cos?(H)).

. . Yu — v
Aprés, Ona : 0 = ——

9
7«2

6 = w + €[2pB; cos(0) sin(0) + cos(0) sin(0)v/1 — w2(k; + 2w)
— sin?(0) (1 (28:1vV1 — w? + k1 + 2w) — w(ky + 2w))],
W = e(—a1w + 2v%)V/1 — w2,

Le systéme différentiel (2.10) s’écrit :

7 = g[r cos(0) sin(0) (5 (281v1 — w? + k1 + 2w) — w(k: + 2w))
+7sin®(0)v/1 — w2(ky + 2w)] — 7B1(sin?(0) — cos?(0)),
6 = w + €[28; cos(0) sin(8) + cos(0) sin(0)v/1 — w2(ky + 2w) (2.11)

—sin®(0) (5 (281v1 — w? + ky + 2w) — w(ky + 2w))],

w = e(—ayw + 20?)V/1 — w2,

Par conséquent, en prenant @ comme une nouvelle variable indépendante du systeme diffé-

rentiel (2.11) et par le développement de Taylor :

-1
1+x’:nz=:0w":1—|—a:—|—a:2—|—0(w3),
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on peut écrire le systéeme (2.11) sous la forme suivante :

;lz = ;[r cos(0) sin(@)(;(2ﬁlm + k1 4+ 2w) — w(k; + 2w))
+7 5in2(0)v/T — w(ky + 2w) — rB1(sin®(0) — cos2(0))] + o(e?), (2.12)
ZZ = sl;wz(—(alw + 2725sin?(0))) + o(&?).

Maintenant, le systéme (2.12) est équivalent au systéme suivant :

d

O o cRu (6,7, w) + o(e?),

do (2.13)
dw

0 = eR12(0, 7, w) + o(e?),

ol

Ry (0,7, w) = ;(—rﬂl(sinz(e) — c05%(0) + rv/1 — w? sin®*(0) (k1 + 2w)

+ rsin(0) cos(0)(;(k1 + 2w + 281v1 — w?) — w(k; + 2w)))),

Ry2(0, 7, w) = —1;102('wa1 + 27%sin?(0)).

Cherchons maintenant les solutions périodiques d’un systéme générateur de spin nucléaire.
Notons part = 0,& = (r,w) € (0,+00) X R,T = 27 et ﬁl(e,r, w) = (R11(0, r, w),
R,»(0, 7, w)).

En appliquant ensuite le théoréme de moyennisation 1.7.1, on obtient la fonction moyennée

du premiéere ordre.

Rlo(T, w) = (R101("“, 'w), Ryo2(r, 'w))

On remarque que le systéme (2.13) satisfait toutes les hypothéses du théoréme 1.7.1 . Pour

cela, calculons les intégrales suivantes :

Rypi(r,w) = i fo% Ry, (0,7, w)d0 = ﬁ f027r i(—rﬁl(sinz(e) — cos?(0))
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+ rv/1 — w?sin*(0) (k1 + 2w) + rsin(0) cos(0) (L (k1 + 2w + 281v1 — w?)

— w(k1 + 2w)))),
r\/l — w?(ky 4 2w)

2w

Ryo1(r,w) =
En utilisant les intégrales suivantes :
[cossindx = [udu = Hinu”"‘l + e,
[sin?(0) = [ =<0 gg,

cos?(0) + sin?(0) = 1,

[cos?(0) = [ 71"'“025(26).

On a aussi :
V1 — w?
Ripz(r,w) = 5= JZ™ Ro1 (0,7, w)dO = o o (way + 2r%sin®(0))do,
w
1 — w?
Ryp2(r,w) = —T(r2 + way).

Le systéme Ryg1(7r, w) = Ryg2(r,w) = 0 a une solution unique (r*,w*) avec v* > 0.

Calculons les solutions (r*, w*) :

V1 — w?

- (r* 4+ wa;) =0,
w
rv1 — w?
————— (k1 + 2w) = 0.
2w
Cette solution est :
k1a1 —kl

(’I"*, w*) = (

).

2 7 2

Si ok > 0, il est facile de vérifier que :
OR101 ORio1

a(R1017 R102)
M = * *) — 87’ 8'UJ
8('r, ’LU) |(T » ) 3R102 8R102
or ow

C’est a dire

\/20411{:1(1 — ’le)

0
M = 2w ,
V2kiaa(1—w?)  —ay/T— w?
w w
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et
—o1v 1 — w? 041’431 1— w2 2’61@1 1 — w2
det (M) = 0( ; )—(% ( ;i; ( ))=
k1a1(1 — 'UJ2)
- - £ 0.

D’aprés le théoréme 2.3.2, il existe une orbite périodique (r(6,€),w(@,€)) correspon-
dante en (r*,w*) du systéme (2.13) tel que (r(6,€),w(6,€)) — (r*,w*) pour e # 0
suffisamment petit.

Cette solution périodique s’écrit dans le systéme (2.10) comme suit

(u(0,e) = r(0,¢) cos(0),v(0,e) = r(0,¢) sin(0), w(0,¢)),

quand € suffisamment petit.

Par conséquent, le systeme (2.8) admet une solution périodique (U (0), V (0), W (8)) obtenu
par le changement de variables (U, V, W)T = P(u,v,w)T.

Finalement, pour € # 0 suffisamment petit. La solution périodique du systéeme (2.5) en

(0,0,1) est :

(z(0,¢),y(0,¢),2(0,¢)) = (eU(0),eV(0),eW (6) + 1).

Donc, le point d’équilibre zéro-Hopf (0,0,1) est une solution périodique lorsque € = 0 suffi-

samment petit.
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CHAPITRE 3

BIFURCATION ZERO-HOPF DANS UN SYSTEME

GENERATEUR DE SPIN NUCLEAIRE PAR LA METHODE DE

MOYENNISATION DU DEUXIEME ORDRE

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la bifurcation zéro-Hopf dans un systeme générateur de
spin nucléaire et 'existence d’orbites périodiques qui bifurquent d’un point zéro-Hopf du

systeme par la méthode de moyennisation du second ordre.

3.2 Bifurcation zéro-Hopf du deuxieéme ordre

Cherchons les solutions périodiques d’un systéme générateur de spin nucléaire (2.1).

Théoréme 3.2.1 Soit /3 = ,318 + ,8282, o = O + (6 2% + azé"z etk = ko + k1€ + k2€2,

SZ'(I():O, k0:2, a1k1>06t,81#0.
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Le systéme générateur de spin nucléaire (2.1) a une bifurcation zéro-Hopf en (0,0,1) et un

cycle limite en ce point lorsque € > 0 suffisamment petit.

Preuve du théoreme 3.2.1
On prend : B = B1e + B2e2, a = ag + e + aze? et k = ko + ke + kae?, avec

g > 0 suffisamment petit. Le systéme (2.1) devient :

& = —(Bre + B2%)x + v,

g = —x — (Bre + B2e?)y(1 — (ko + ke + kae?)2), (3.1)

2 = (B1e + B2e%) (g + a1e + a2e?)(1 — 2) — (ko + k1 + k2e?)y?).
Siag =0, ko =2, aijks > 0et 1 # 0. Alors le systeme (3.1 ) s’écrit :
& = (B1e + B26¥)x + v,

’g = —XT — (,616 + ,8282)y(1 — (2 + k1€ + k2€2)Z), (32)

2 = (B1€ + B2e?) (1€ + a2e?®)(1 — 2) — (2 + kie + koe?).
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D’abord, on prend le changement de variables : * = X,y = Y,z = Z + 1. Le systeme

(3.2) se transforme en :

X = —(Bic + B2e?) X 4 Y,
Y = —X — —(Bie + B26?)Y + (ko + ki€ + k2e2)(B1e + B26%)(Z + 1),
Z = (a0 + a1 + a2e?) — (B1e + B2e?) (1 — (Z + 1)) — (ko + k1e + kae?)

(Bre + B2?)Y2.

(3.3)
Ensuite, en effectuant un autre changement de variables (X,Y, Z) = (eU,eV,eW), le

systeme (3.3) devient :

eU = —(Bie + Bae?)eU + €V,
eV = —eU — (B1€ + B2e2)eV + (ko + ki€ + kaoe)(Bre + B262)eV
+((B1€ + B2€?) (ko + kie + kze)eVeW, (3.4)

eW = —(a + a16 + aze?)(Bre + B2e2)eW — (Bre + Bae?)

(k() + ki1€ + k2€)€2V2.
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Nous obtenons donc

U=V — B1eU — Be2U,

V=-U-+ e(ko — 1)1V + €*(—B2 + k11 + koB2 + ko1 W)V
+e®(k1B2 + k2B1 + koB1W + ki S1i W)V + € (k1S W + k281 W + k282)V
+&5(koB2) VW,

W = e(—aofiW) + e2((—aofz — a1 )W — koB1V?) + €3 ((—au Bz — azf1)W

—(koB2 — k1B1)V?) + e*((—k1f2 — K281)V?) — a2 W) + €®(—k2f2) V2.

(3.5)
En fin, le systeme (3.5) s’écrit sous la forme suivante :
U=V +eG1(UV,W) 4+ e2G1,(U, V, W),
V =-U + €G21(U, V, W) + €2G22(U, V, W) + €3G23(U, V, W)
464G (U, V, W) + €5Ga5(U, V, W), (3.6)

W = eGs, (U, V,W) + e2Gs3(U, V, W) + €3G3s3(U, V, W)

+€4G34(U7 Vv, W) + 55G35(U7 v, W)7

ot

G (U, V,W) = —BU,

G12(U, V, W) = —B,U,

G2 (U, V,W) = -,V (ko — 1),

G2 (U, V, W) = V(B1(k1 + koW) 4 B2 (ko — 1)),
G23(U, V, W) = V(B2(koW + k1) + B1(kaW + k2)),

G24(U> V7 W) = V(kllgzw + kQ(IBlW + :32))7
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G25(U7 V, W) = k23, VW,

G31(U9 V, W) = —B1ooW,

G32(U, V,W) = —BaaocW — B1(a; W + koV?),

Gs3(U, V,W) = —(B2(a1W + koV?) + B1(k2V?2 4+ aaW)),

G34(U9 V7 W) = _(Blk2‘/2 + /32(_a2W + k1V2))a

G35(U, V, W) == —,ngngz.

Lorsque € = 0, le systeme (3.6) devient :

U=V,
V = —U, (3.7)
W =0

La matrice jacobienne de systeme linéarisée (3.7) en (0,0,1) est :

A=

-1 0 0

0 0O

Son polynome caractéristique est donné par :

—A

Pa(\) = det(A — AI) = |_1

0

1

—A

0

0

0

—A

= -A(A?2+1).

Comme P4 () = 0, alors les valeurs propres de systeme (3.7) sont Ay = 0, A2 3 = *s.

On peut écrire le systeme (3.6) de telle sorte que la partie linéaire en (0,0,1) sera a sa forme
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normale de Jordan. C’est-a-dire sous la forme :

On écrit le systéme (3.5) en coordonnées cylindrique (8, r,w) par U = rcos(0),V =

rsin(@), W = w, puis en prend 6 comme une nouvelle variable indépendante.

On a :
. UU+VV
r=—-”,
,
. VU -UV
6= —— .
,,,.2

Apres les calcules on a :

# = ((rcos(8)(r sin(0) + £(~Bir cos(8)) + €(~far cos(0)) + rsin(9))
(— cos(6) + £(By (ko — 1)rsin)) + €2(r sin(0) (Ba (k1 + kow) + B (ko — 1)))));
6= 4 (rcos(8) (—r cos(8) + =(B (ko — 1)rsin(0)) + <*(r sin(8) (81 (ks + kow)

+B2(ko — 1)) — rsin(0)(rsin(0))) + e(—pB1r cos(0) + €2(—P2r cos(h))))).

(3.8)
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Le systeme différentiel (3.5) s’écrit :

i = e(rB1 (ko sin®(8) — 1)) + &2(r(— B2 cos(8) + sin?(0) (81 (kow + k1)
+B1(ko — 1)))),

6 = (81 cos?(0) (ko — 1) + B1 cos(0) sin(8)) + £%(cos(8) sin(H) (3.9)
(B1(k1 + kow + B2))),

W = e(—Braw) + €2(—Prapw — B1(ciw + ker?sin?(0))).

En utilisant le développement de Taylor :
—1
1 + e(B1ko cos(0) sin(8)) + e2(sin(@) cos(0)((ky + kow) + ko))
1+e(B1ko cos(0) sin(0)) +e2(sin(0) cos(0) ((k1 +kow) + ko)) +€%(B1ko cos(0) sin(0).

On peut écrire le systeme (3.9) sous la forme suivante :

;l; = e((1 — ko) + ko cos?(0)) + €2(r(B2ko) (—1 + ko sin’(0)) cos(0) sin(6))
— sin?(0) (B1k1 + kowB1 — B2 + Bzko) + Bi cos?(6),
Z‘; = e(—Praow) + *(B1((Bikocow sin(0) cos(8) + kor? sin®(0) + cyw)aofew)).

(3.10)

Maintenant, le systeme (3.10) est équivalent au systéme suivant :

d
O eRu (0,7, w) + R (0,7, w) + O(e?),
do (3.11)

d
C;g = eRy2(0, 7, w) + €?Ra3(0, 7, w) + O(€?).

ou

Rll(aa 'r,'w) = Blr(l — ko 0052(0))a
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Ry2 = aprw,

Ry = r(B%kosin(0) cos(0)(1 — ko sin®(0)) — sin®(0)

(k181 + koB2 + Bikow — B2) + B2 cos?(0)),

R22(0, 7, w) = B1(c1w + Bragkew sin(0) cos(0) + kor? sin®(0)) + apBaw.
D’apres le théoréme 1.7.1, nous avons la fonction moyennée :

Rioi(ryw) = o= [§7 R11(0, 7, w)dO = = [27 B1r(1 — ko + kocos?(0))d6,
alors :

k
Ry01(rm, w) = ,617“(1 - EO)

Ensuite :
Rio2(r,w) = 5= 13T Ra2(0, 7, w)do = o= o o Brwds,
alors, on a :

R102("°, w) = opfr1w.

Si ko # 0, d’apres I’équation (Ryo1(7, w) = Ryp2(r,w)) = 0, on a 7 = 0. Ce n’est pas
correct r doit étre positif.

A fin d’appliquer le théoreme de moyennisation du second ordre, nous avons besoin de
Ri01 = 0 et Ry92 = 0. Nous prenons donc kg = 2 et ag = 0.

D’apres le théoreme 1.7.1, nous avons :

Rooy (7, w) = i JZT D, R11(0, 7y w) [27 R11(0, 7, w)dt + R, (6, 7, w)]do,

ondevient : Rao1(r, w) = —%Blr(kzl 4+ 2w).D’autre part, on a :

Raoz(r,w) = & [F7[DyR12(6, 7, w) [§7 Ri2(0, 7, w)dt + R22(6, 7, w)]d6,
Ondevient :

Rz (7, w) = B1(r? + ayw).Onpeutl’équationRae; (T, w) = Rapa(r, w) = 0,
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alors :
1
Zﬂlr(zkl 4+ 4w) =0 ..... (1)
Bi(r? + a1w) =0 .....(2)
de (2) on a
r2
Bir? = —froqw = w = ——,
(83]
de (1) on a
2 k
2’{31—L:0$r: 1 1’
(831 2

L’équation Ragy (7, w) = Rap2(7r, w) = 0 a une solution unique (r*, w*) ou ki > 0.

Cette solution est :

o1k k
(r*,w*) = (r =4/ 121,11): —?1)

Ou kia; > 0, il est facile de vérifier que :

. O(Ri101, Rio02)
B a(ra w)

B ’(r*,w*).

Dans cette situation, la matrice jacobienne est :

OR OR
201 201 0 §ﬁ1 T

B = 887" aaw —
R R
202 202 V2B1vVk1a; Biro
- or Ow

det(B) = ﬁfalkl # 0.

Son jacobien (1.9) prend la valeur B2ai k1 # 0. Le reste de la preuve du théoréme 3.2.1 est

similaire au théoréme 2.3.2.
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CONCLUSION

Ce mémoire porte sur un aspect important de 1’étude qualitative des systemes différen-
tielles, a savoir les cycles limites et les orbites périodiques.
Dans ce travail, nous avons appliqué la méthode de moyennisation du premiere ordre pour
chercher le nombre du solutions périodiques d’un systeme générateur de spin nucléaire.
Nous avons aussi appliqué la méthode de moyennisation du deuxieme ordre pour étudier
I'existence d’orbites périodiques d’un systeme générateur de spin nucléaire. La méthode de
moyennisation est 1'une plus importantes méthodes de perturbation utilisée actuellement

dans I’étude des solutions périodiques des systemes dynamiques.
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