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Résumé                                                
 

 

                                                                                                                     

               Dans ce mémoire, nous nous intéressons à la méthode numérique Runge-

Kutta de toutes sortes (ordre élevé, fermées et symplectique), elle faire à 

résoudre les équations différentielles ordinaires. Consolidant notre travail par 

des simulations numériques. 

Mots clés :  

   Runge-Kutta - problèmes à condition initial - approximation - emboitée - 

symplectique - ordre élevé - système hamiltonien.  

 
 

                                                         Abstract      
      

 

      In this memory, we are interested in the numerical method Runge-Kutta for 

resolution of differential equations. We discuss the different types of this 

method ( embedded and symplectic), with the support of an numerical 

examples.  

Key words:   

 Runge-Kutta, problems with initial condition -  approximation - embedded -  

symplectic -  high stages - Hamiltonian system.  
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Introduction générale

Les méthodes de Runge-Kutta (RK à brièvement) sont des méthodes d’analyse numé-
rique fréquemment utilisés pour l’approximation des solutions d’équations différentielles
ordinaires. Elles ont été nommées ainsi en l’honneur des mathématiciens Carl Runge et
Martin Wilhelm Kutta, lesquels élaborèrent la méthode en 1901.
Elles font parties des méthodes les plus populaires de la part de leur facilité de mise en
œuvre et leur précision.

La méthode de RK est un algorithme en une étape de haute précision largement utilisé
en ingénierie. Étant donné que cet algorithme à une grande précision, il est construit sur un
support mathématique. La base théorique de la méthode de RK est dérivée de la formule de
Taylor et utilise l’approximation de la pente pour exprimer la différentielle, on calcule la
pente de plusieurs points dans la période d’intégration puis on implémente une moyenne
pondérée à utiliser comme base pour le point suivant, on obtient la méthode d’intégration
numérique élevée si la pente de deux points est prise à l’avance et alors c’est la méthode
de Runge-Kutta du second ordre, et si quatre points sont pris à l’avance. c’est la méthode
Runge-Kutta du quatrième ordre . . .

Il existe beaucoup des formules de la méthode afin de diminué l’erreur tel que d’ordre
élevé : 7, 8, 9, 10, 11 et 12 [7], celle emboitées 8(7), 9(8), 10(9), 11(12), . . . [15], emboitées
paires 8(6), 12(10) [8] et emboitées triples [9].

Malgré la simplicité et la précision de la méthode R-K elle souffre des inconvénients,
les plus important d’entre eux c’est l’instabilité à long terme aussi la perte des constantes
des systèmes conservatifs comme l’énergie et le mouvement cinétique. Les méthodes R-K
symplectiques répondent à ces problèmes, elles sont appliquées aux systèmes Hamiltoniens
et elles préservent l’espace des phases [11].

Dans le premier chapitre, nous étudient la méthode de Runge-Kutta simple en détail. Tel
que le problème de Cauchy, les méthodes à un pas où nous avons discuté de sa consistance,
stabilité et convergence on faisant on les vérifiant pour les méthodes RK2 et RK4, discutant
à la fin des avantages et inconvénients.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude des équations de condition pour les coeffi-
cients de Runge-Kutta 5 et 6 dérivées des formules classiques de Runge-Kutta, y compris une
procédure de contrôle de pas qui est à niveau basée sur une couverture complète du terme
d’erreur de troncature locale principal. Naturellement, ces nouvelles formules nécessitent
plus d’évaluations des différentielles que les formules classique connues de Runge-Kutta
sans procédure de contrôle de taille d’arrêt. Et puis nous avons touché à la méthodes em-
boitée, qui utilise deux formules de Runge-Kutta simultanément pour chaque pas, utilisant
les mêmes évaluations de dérivées mais avec des coefficients différents l’une est à l’ordre

2
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p, l’autre à l’ordre q , (q > p en général q = p +1 ). Sous des conditions de continuité et de
différentiabilité commenables.

Dans le chapitre trois, nous avons discuté brièvement des méthodes de R-K symplec-
tiques tel que la méthode d’Euler, RK4 implicite et symplectique. Consolidant notre travail
par des simulations numériques dans le dernier chapitre, en utilisant le Matlab 2012a.

Université 20 août 1955 - Skikda 2021-2022 G. Mermad - A.Yssaad
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Les méthodes de Runge-Kutta classiques

1.1 problème de Cauchy

Définition 1.1 :
Étant donné le problème :

¨

ẏ (x ) = f (x , y (x )) ,∀x ∈ [a , b ]
y (a ) =η , donné dans Rn .

(1.1)

le problème de Cauchy consiste à la recherche d’une fonction y de classe c1 vérifiant (1.1).

Définition 1.2 :
On dit que la fonction f : [a , b ]×Rn −→Rn est lipschitzienne en y dans [a , b ]×Rn s’il existe
une constante réelle strictement positive L > 0, appelée constante de Lipschitz telle que :

‖ f (x , y )− f (x , y ∗) ‖≤ L ‖ y − y ∗ ‖ : ∀x ∈ [a , b ] ; ∀y , y ∗ ∈Rn .

Théorème 1.1 :
Soit le problème de Cauchy (1.1) si f : [a , b ]×Rn −→Rn vérifie les conditions suivantes :

1. f continue.

2. ‖ f (x , y )− f (x , y ∗)≤ L ‖ y − y ∗ ‖; L > 0 ∀x ∈ [a , b ], ∀y , y ∗ ∈Rn .

Alors le problème de Cauchy (1.1) admet une solution (fonction y de classe c1) unique de
classe C1([a , b ],Rn ).

Preuve. :
C.F [13].

1.2 Étude générale des méthodes à un pas :

Soit f une fonction de [a , b ]×R dansR donnée et vérifiant les conditions suivantes :

1. f continue.
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1.2. Étude générale des méthodes à un pas : 5

2. f lipschitzienne en y : ‖ f (x , y )− f (x , y ∗)≤ L ‖ y − y ∗ ‖, L > 0,∀x ∈ [a , b ], ∀y , y ∗ ∈
Rn .

Comme f vérifie les conditions du théorème (1.1)[Cauchy]. Donc il existe une fonction y
de classe C1 sur [a , b ] solution du problème de Cauchy (1.1).

On pose : x0 = a e t xn = x0+nh ; n = 0, . . . , N ; h = b−a
N .

Une méthode itérative à un pas consiste à approcher chaque valeur y (xn+1) par une
valeur yn+1 deR calculée en fonction de xn , yn (valeur approchée de y (xn )) et du pas h . Une
telle méthode peut s’écrire :

¨

yn+1 = yn +h F (xn , yn , h ) ; n = 0, 1, 2 . . . , N

y0 =ηh donné dans Rn
(1.2)

où F est une fonction de [a , b ]×R× [0, h0] dans R dépendant du problème (1.1).
On se propose de montrer que dans une méthode à un pas, l’erreur en = yn − y (xn ) peut être
proportionnelle à h p (p > 1), comme précédemment, on construira une fonction yh telle
que yh (xn ) = yn et telle que ‖ yn − y ‖ −→ 0 quand h −→ 0.

1.2.1 Notions de consistance, stabilité et convergence

Définition 1.3 : (La consistance)
Le problème (1.2) consiste avec (1.1) si on a :

ma x |∇y (xn )− F (xn , y (xn ), h )| −→ 0, q ua nd h −→ 0; n = 0, 1, 2, . . . , N −1 (1.3)

Comme y est la solution de l’équation (1.1) et∇y (x ) =
y (x +h )− y (x )

h
la dérivée approchée

de y en x , alors :∇y (xn ) =
y (xn+1)− y (xn )

h
.

Définition 1.4 :
Soient deux suites yn et zn définies par les formules :

yn+1 = yn +h F (xn , yn , h ) ; y0 fixé d a n s R (1.4)

zn+1 = zn +h {F (xn , zn , h ) + εn} ; z0 fixé d a n s R (1.5)

on dit que le schéma (1.5) est le schéma perturbé du problème (1.4) par εn et par la nouvelle
condition initiale z0.
PROBLÈME :
zn reste-t-il voisin de yn lorsque la perturbation des données est assez petite ?

Définition 1.5 :(la stabilité)
on dit que la méthode(1.2) est stable s’il existe deux constantes M1 et M2 indépendantes de h
telle que :

max
n
|yn − zn |≤M1 |y0− z0| +M2 max

n
|εn | (1.6)

où yn et zn sont les résultats des schémas (1.4) et (1.5) respectivement.

Université 20 août 1955 - Skikda 2021-2022 G. Mermad - A.Yssaad



1.2. Étude générale des méthodes à un pas : 6

Définition 1.6 :
Soit ηh = y0 est une condition initiale pour un h fixé, on dit que la méthode (1.2) est conver-
gente si :

�

ηh −→η q ua nd h −→ 0
	

=⇒
n

max
n
|yn − y (xn )|−→ 0 q ua nd h −→ 0

o

(1.7)

Théorème 1.2 :
Si la méthode (1.2) est consistante et stable alors elle est convergente.

Preuve. :
Si on prend : zn = y (xn ) de (1.5), on a :

y (xn+1)− y (xn ) = h [F (xn , y (xn ), h ) + εn ] (1.8)

y : solution de (1.1). La méthode est consistante donc :

max
n
|
y (xn+1)− y (xn )

h
− F (xn , y (xn ), h )| −→ 0 q ua nd h −→ 0

c-à-d que :

max
n
|εn | −→ 0 q ua nd h −→ 0.

C’est la méthode (1.2) est stable, il résulte de (1.8) et(1.6) qu’il existe deux constantes M1

et M2 telle que :
max

n
|yn − y (xn )| ≤M1 |ηh −η|+M2 max

n
|εn |.

Comme :|ηh −η| −→ 0 quand h −→ 0 donc :

max
n
|yn − y (xn )| −→ 0 q ua nd h −→ 0,

et alors la méthode (1.2) est convergente.

1.2.2 Convergence des méthodes à un pas

Lemme 1.1 :
Pour que la méthode (1.2) soit consistante avec l’équation (1.1) il faut qu’elle vérifie la condi-
tion nécessaire et suffisante suivante :

F (x , y ; 0) = f (x , y ) ;∀x ∈ [a , b ],∀y ∈R. (1.9)

Preuve. :
Condition nécessaire : quand h −→ 0 on a :

max
n
|∇y (xn )− F (xn , y (xn ), h )| −→ 0

donc

max
n
|
y (xn+1)− y (xn )

h
− F (xn , y (xn ), h )| −→ 0

max
n
|
1

h

∫ xn+1

xn

f (t , y (t ))d t − F (xn , y (xn ), h )| −→ 0

Université 20 août 1955 - Skikda 2021-2022 G. Mermad - A.Yssaad



1.2. Étude générale des méthodes à un pas : 7

soit x ∈ [a , b ], il existe une suite xn (n dépendant de h) tendant vers x quand h −→ 0. f et
F sont continues, donc :

1

h

∫ xn+1

xn

f (t , y (t ))d t −→ f (x , y (x )) q ua nd h −→ 0

F (xn , y (xn ), h )−→ F (x , y (x ), 0) q ua nd h −→ 0

donc f (x , y (x ))− F (x , y (x ),0) = 0. Or ∀x ∈ [a , b ], z = y (x ) parcourt R quand y parcourt
l’ensemble des solutions de l’équation (1.1) ; d’où (1.9).
Condition suffisante : si F (t , y (t ), 0) = f (t , y (t )), a-t-on (1.3) ; d’où la consistance ?

1

h
(y (xn+1)− y (xn ))− F (xn , y (xn ), h ) =

1

h

∫ xn+1

xn

�

F (t , y (t ), 0)− F (xn , y (xn ), h )
	

d t

F est continue uniformément sur le compact
�

(x , y (x ))| x ∈ [a , b ]
	

× [0, h0] ; donc pour
xn ≤ t ≤ xn+1 on a :

max
n
|F (t , y (t ), 0)− F (xn , y (xn ), h )| −→ 0

quand h −→ 0. Ce qui entraine

max
n
|
1

h

∫ xn+1

xn

�

F (t , y (t ), 0)− F (xn , y (xn ), h )
	

d t | −→ 0

quand h −→ 0 ; ce qui est bien équivalent à (1.3).

Lemme 1.2 :
Soit an une suite de réels positifs telle que

¨

an+1 ≤ (1+A)an +B ; n = 0, 1, 2, . . . , N −1

A > B e t B > 0

alors :

an+1 ≤ a0e n A +
(e n −1)

A
B ; n = 1, . . . , N

Preuve. :

C.F [13].

Lemme 1.3 :
Si F vérifié la condition de Lipschitz :

|F (x , y ; h )− F (x , y ∗; h )| ≤ L |y − y ∗| ; ∀x ∈ [a , b ] ;∀y , y ∗ ∈ h ; ∀h ∈ [0, h0] (1.10)

avec L ne dépende pas de h ; alors la méthode (1.2)est stable avec les constantes M1 et M2 :
M1 = e L (b−a ) M2 =

e L (b−a )−1
L

h0 est le rayon de stabilité de la méthode.

Université 20 août 1955 - Skikda 2021-2022 G. Mermad - A.Yssaad



1.2. Étude générale des méthodes à un pas : 8

Preuve. :
Soient yn et zn vérifiant

yn+1 = yn +h F (xn , yn , h ) ; n = 0, . . . , N −1

zn+1 = zn +h {F (xn , zn , h ) + εn} ; n = 0, . . . , N −1

on fait la différence et on a :

|yn+1− zn+1| ≤ |yn − zn |+h |F (xn , yn , h )− F (xn , zn , h )|+h |εn |

|yn+1− zn+1| ≤ (1+h L ) |yn − zn |+ |h | |εn | ; n = 0, . . . , N −1

alors d’après le lemme (1.2) on a :

|yn − zn | ≤ |y0− z0| e L (b−a )+
e L (b−a )−1

L
max

n=0,...,N−1
|εn |

pour n = 0, 1, . . . , N −1.

Donc

max
n=0,1,...,N

|yn − zn | ≤ |y0− z0| e L (b−a )+
e L (b−a )−1

L
max

n=0,1,...,N−1
|εn |

d’où la stabilité.

Théorème 1.3 :
Soit F vérifiant

1. F (x , y , 0) = f (x , y ) ; ∀x ∈ [a , b ] ,∀y ∈R.

2. |F (x , y , h )− F (x , y ∗, h )| ≤ L |y − y ∗| ;∀y , y ∗ ∈R , ∀x ∈ [a , b ] , ∀h ∈ [0, h0] avec L
indépendant de h.

Alors la méthode (1.2) converge (maxn |yn − y (xn )| −→ 0 q ua nd h −→ 0).

Preuve. :
1⇒ La consistance d’après le lemme (1.1)
2⇒ La stabilité d’après le lemme (1.3)
consistance et stabilité⇒ convergence d’après le théorème (1.2).

Remarque 1 :
Si y est une solution de (1.1), yn défini par (1.2) pour n=0,1,. . . ,N, on obtient une majoration
de l’erreur en appliquant le lemme (1.3). Quand F vérifie les hypothèses du théorème (1.3),
on obtient :

|en |= |yn − y (xn )| ≤ |ηh −η|e L (xn−a )+ ( max
m=0,...,N−1

|εn |)
e L (xn−a )−1

L

avec εn = |∇y (xn )− F (xn , y (xn ), h )|.
Nous définissons sur [a , b ], la fonction "solution approchée " yh comme étant par la ligne
polygonale de R2 joignant les points

�

xn , yn

	

successivement de n = 0 à n =N .

Université 20 août 1955 - Skikda 2021-2022 G. Mermad - A.Yssaad



1.2. Étude générale des méthodes à un pas : 9

1.2.3 Étude de l’erreur de discrétisation. Ordre des méthodes à un pas :

Définition 1.7 :
La méthode (1.2) est d’ordre p (p > 0) si ;

max
n=0...N−1

|∇y (xn )− F (xn , y (xn ); h )| ≤C h p (1.11)

où C ne dépend pas de h mais dépend de y et F supposées toutes deux suffisamment diffé-
rentiables.

Remarque 2 :
Le problème est de trouver une erreur en proportionnelle à h p . La méthode convergera d’autant
plus vite que p sera grand.

Théorème 1.4 :
Si f est suffisamment différentiable dans [a , b ]×R et si la méthode (1.2) est stable et d’ordre
p on a :

max
n=0,...,N

|en | ≤M1 |ηh −η|+M2 C h p ; en = yn − y (xn ) (1.12)

Preuve.
yn+1 = yn +h F (xn , yn ; h )

y (xn+1) peut s’écrire :

y (xn+1) = y (xn ) +h [F (xn , y (xn ); h ) + εn ]

où

εn =
y (xn+1)− y (xn )

h
− F (xn , y (xn ); h ) =∇y (xn )− F (xn , y (xn ); h )

(1.2) est d’ordre p , donc maxn |εn ≤C h p | ; (1.2) est stable, donc :

max
n
|yn − y (xn )|=max

n
|en | ≤M1 |η−ηh |+M2 max

n
|εn |

≤M1 |η−ηh |+M2 C h p

Remarque 3 :
Si : ηh =η on a :

max
n
|en | ≤M2C h p

Donc : en −→ 0 quand p −→∞ pour h assez petit.

Corollaire 1.2.1 :
Si

|F (x , y ; h )− F (x , y ; h )| ≤ L |y − y |, ∀x ∈ [a , b ], ∀y e t y ∈R, ∀h ∈ [0, h0].

L étant indépendant de h, ne dépendant que de F et de y solution de (1.1), si f est suffisam-
ment différentiable sur [a , b ]×R et si la méthode (1.2) est d’ordre p, alors :

max
0,1...,N

|en | ≤ e L (b−a )|ηh −η|+C
e L (b−a )−1

L
h p (1.13)

Preuve. :
Le lemme (1.3) entraine que (1.2) est stable et que M1 = e L (b−a ) et M2 =

e L (b−a )−1
h dans (1.6).

Le théorème (1.4) nous donne la relation :

max
0,1,...,N

|en | ≤ e L (b−a )|ηh −η|+C
e L (b−a )−1

h
h p
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1.2.4 Majoration a priori de l’erreur de discrétisation :

Notons
f (0) = f

f (1) =
∂ f

∂ x
+
∂ f

∂ x
f

...

...

f (k ) =
∂ f (k−1)

∂ x
+
∂ f (k−1)

∂ y
f

donc

y (k+1)(x ) = f (k )(x , y (x )) =
d k

d x k
f (x , y (x ))

et

ϑ =

�

(x , y ) ∈R2| x ∈ [a , b ], |y | ≤ |y0| e L (b−a )+
e L (b−a )−1

k
+ sup

x∈[a ,b ]
| f (x , 0)|

�

Théorème 1.5 :
Si f est p fois continûment différentiable dans [a , b ]×R (ou dans ϑ ), et si F , ∂ F

∂ h , . . . . . . , ∂
p F
∂ h p

existent et continues dans [a , b ]×R×[0, h0], alors la méthode (1.2) est d’ordre p si et seulement
si :



















F (x , y ; 0) = f (x , y )
∂ F
∂ h (x , y ; 0) = 1

2 f (1)(x , y )
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;∀(x , y ) ∈ [a , b ]×R
∂ (p−1)

∂ h (p−1) F (x , y , 0) = 1
p f (p−1)(x , y ).

(1.14)

De plus la constante C de la définition (1.7) est donnée par :

C =
1

(p +1) !
ma x
(x ,y )∈ϑ

| f (p )(x , y )|+
1

P !
max
(x ,y )∈ϑ

h<h0

|
∂ p F

∂ h p
(x , y ; h )| (1.15)

Preuve. :
f est p fois continûment différentiable, dont y est de classeCp+1. On peut alors le dévelop-
pement de Taylor.

y (xn+1)− y (xn ) = h ẏ (xn ) +
h 2

2!
ÿ (xn ) + ...+

h p

p !
y p (xn ) +

h p+1

(p +1)!
y p+1(εn )

où xn < εn < xn+1

∇y (xn ) =
y (xn+1)− y (xn )

h

∇y (xn ) = f (xn , y (xn ))+
h

2!
f (1)(xn , y (xn ))+ ...

+
h p−1

p !
f (p−1)(xn , y (xn ))+

h p

(p +1)!
f (p )(εn , y (εn ))

(1.16)
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F étant p fois continûment différentiable par rapport à h on a :

F (xn , y (xn ); h ) = F (xn , y (xn ); 0) +h
∂ F

∂ h
(xn , y (xn ); 0) + ...

...+
h p1

(p −1)!
∂ (p−1)

∂ h (p−1)
F (xn , y (xn ); 0) +

h p

p !

∂ p F

∂ h p
F (xn , y (xn ); h )

où 0< h < h

(1.17)

Supposons que (1.2) soit d’ordre p ; alors

∇y (xn )− F (xn , y (xn ); h ) =C h p +0(h p+1)

et donc d’après (1.16) et (1.17) on a :



















F (xn , y (xn ); 0) = f (xn , y (xn ))
∂ F
∂ h (xn , y (xn ; 0)) = 1

2 f (1)(xn , y (xn ))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂ p−1F
∂ h p−1 (xn , y (xn ); 0) = 1

p f (p−1)(xn , y (xn ))

Soit x ∈ [a , b ], il existe une suite de points xn qui tend vers x quand h −→ 0. Donc, en
passent à la limite (xn −→ x ) on obtient le nouveau système :



















F (x , y (x ); 0) = f (x , y (x ))
∂ F
∂ h (x , y (x ); 0) = 1

2 f (1)(x , y (x )) ;∀x ∈ [a , b ],
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∀y s o l u t i o n d e (1.1)
∂ p−1F
∂ h p−1 (x , y (x ); 0) = 1

p f (p−1)(x , y (x ))

Or, pour x quelconque fixé dans [a , b ], il existe une solution y de (1.1) prenant une valeur
y (x ) au point x (problème de CAUCHY). Donc y (x ) parcourtR et le dernier système permet
d’obtenir (1.14).
Réciproquement, supposons :

F (x , y ; 0) = f (x , y (x )), . . . ,
∂ p−1F

∂ h p−1
(x , y (x ); 0) =

1

p
f (p )(x , y (x ))

alors

|∇y (xn )− F (xn , y (xn ); h )|= |
h p

(p −1)!
f (p )(εn , y (εn ))−

h p

p !

∂ p F

∂ h p
(xn , y (xn ), h )|

≤ h p 1

(p +1)!
max
(x ,z )∈ϑ

| f (p )(x , z )|+
1

p !
max
(x ,z )∈ϑ

h≤h0

|
∂ p F

∂ h p
(x , z ; h )|=C h p .

La méthode (1.2) est donc d’ordre p et C a bien la valeur annoncée.
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1.2.5 Méthode de Taylor

On considère le schéma défini par :

¨

yn+1 = yn +h F (xn , yn ; h )
y0 =η donné d a n s R

avec

F (x , y , h ) = f (x , y ) +
h

2
f (1)(x , y ) + · · ·+

h p−1

p !
f (p−1)(x , y ) (1.18)

Nous pouvons vérifier facilement que l’on à :



















F (x , y ; 0) = f (x , y )
∂ F
∂ h (x , y ; 0) = 1

2 f (1)(x , y )
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂ p−1F
∂ h p−1 (x , y ; 0) = 1

P f (P−1)(x , y )

Donc d’après le théorème (1.5), cette méthode est consistante et d’ordre p , ce même théo-
rème nous permet d’estimer la constante :

C =
1

(p +1) !
max
(x ,y )∈ϑ

| f (p )(x , y )|+
1

p !
max
(x ,y )∈ϑ

h¶h0

|
∂ p F

∂ h p
(x , y ; h )|

donc, ici nous avons :

C =
1

(p +1) !
max
(x ,y )∈ϑ

| f (p )(x , y )|

Cherchons une condition pour que la méthode de TAYLOR soit stable.
Supposons

| f (k )(x , y )− f (k )(x , ȳ )|< Lk |y − ȳ | ; ∀x ∈ [a , b ], ∀y , ȳ ∈R,

pour k = 0, 1, . . . , p −1.
(R e ma r q uo n s q ue L0 e s t l a c o n s t a n t e d e Li p s c hi t z d e f ) .
Nous pouvons prendre

Lk = s up
(x ,y )∈[a ,b ]×R

|
∂ f (k )

∂ y
(x , y )|,

f étant supposée dérivable et à drivée bornée. Nous avons alors :

|F (x , y ; h )− F (x , ȳ ; h )| ≤ (L0+
h

2 !
L1+ · · ·+

h p−1

p !
Lp−1)|y − ȳ |

et on posant L = L0+
h
2! L1+ · · ·+ h p−1

p ! Lp−1 nous obtenons :

|F (x , y ; h )− F (x , ȳ ; h )| ≤ L |y − ȳ | ∀ h ∈ [a , h0]

F alors est lipschitzienne, donc la méthode de TAYLOR est stable, d’après le lemme (1.2).
La méthode de TAYLOR est stable et consistante ; elle est donc convergente.
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1.2.6 Méthode d’Euler

L’inégale y (tn+1)−y (tn ) =
∫ tn+1

tn
f (t , y (t ))d t peut s’approcher par la méthode du rectangle

à gauche :
∫ tn+1

tn

f (t , y (t ))d t ' h × f (tn , y (tn ))

D’où le schéma itératif suivant :
¨

yn+1 = yn +h f (tn , yn )
y0 = y (0)

Il s’agit de la fameuse méthode d’Euler explicite. Graphiquement, on voit immédiatement
que cette méthode sous estime(sur-estime) l’aire quand la fonction f croît (decroît) au
cours du temps.

L’erreur produite correspond à l’aire grisée de forme quasi triangulaire et de dimension
h ×p h où p et le pente de f à l’instant tn . L’erreur vaut donc à peu près :

en =
1

2
p h 2

Après N itération, on collet une erreur globale de l’ordre de N 1
2 p h 2 = 1

2 T p h où T est la
durée totale. Aussi, pour une durée donnée, l’erreur totale augmente linéairement avec le
pas h : on dit que la méthode d’Euler est d’ordre un.

Appelée aussi � mét ho d e d e t e ng e n t e �, c’est le plus simple des méthodes de
résolution numérique des équations différentielles.

FIGURE 1.1 – Méthode d’Euler

1.3 Les méthodes de Runge-Kutta

Parmi ces méthodes à un pas, les méthodes de RK, leurs algorithmes consistent à calculer
à chaque pas des valeurs intermédiaires.
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soit le problème (1.1). on intégrant l’équation différentielle entre tn et tn+1 :

y (tn+1)− y (tn ) =

∫ tn+1

tn

f (t , y (t ))d t .

Qui prend la forme :

yn+1 = yn +h
s
∑

i=1

bi ki

k1 = f (yn , yn ).
k2 = f (tn + c2h , yn +h (a21k1)).
k3 = f (tn + c3h , yn +h (a31k1+a32k2)).
...

ki = f

 

tn + ci h , yn +h
i−1
∑

j=1

ai j ki

!

.

Tel que les coefficients de la méthode sont les suivants :

c1 a11 a12 . . . a1s

c2 a21 a22 . . . a2s
...

...
...

...
...

cs as 1 as 2 . . . as s

b1 b2 . . . bs

1.3.1 Runge-Kutta d’ordre 02

Soit
φ(x , y , h ) = b1 f (x , y ) + b2 f [x +P1h , y +P2h f (x , y )]

et

φ(xn , yn , h ) =
yn+1− yn

h
. (L a f o n c t i o n i n c r éme n t )

z (x +h )− z (x ) = h∆(x , y , h )

avec z (x ) est la solution exact du problème différentiel z ′(x ) = f (x , (z (x )) ; y = z (x ).
pour la méthode d’ordre 2 il suffit d’imposer que le développement de Taylor deφ au pre-
mier ordre en h coïncide avec celui de∆ au même ordre :

z (x +h ) = z (x ) +h z ′(x ) +
h 2

2
z ′′(x ) +0(h 3).

z (x +h )− z (x )
h

=∆(x , y , h ) = z ′(x ) +
h

2
z ′′(x ) +0(h 2).

= f (x , y ) +
h

2
f ′′(x , y ) +0(h 2).

= f (x , y ) +
h

2
( fx + fy f ) +0(h 2).
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Le développement deφ du premier ordre en h :

φ(x , y , h ) =φ(x , y , 0) +hφ(x , y , 0) +0(h 2).

= b1 f (x , y ) + b2 f (x , y ) +h [b2(P1 fx +P2 f fy )]+0(h 2).

= (b1+ b2) f +h b2P1 fx +h b2P2 f fy +0(h 2).

∆≡φ⇔











b1+ b2 = 1

b2P1 =
1
2

b2P2 =
1
2

Nous choisissons b2 =β nous obtenons :










b1 = 1−β .

b2 =β .

P1 = P2 =
1

2β .

En effet, la longueur des calcules croit très rapidement avec l’ordre.

- On utilise la méthode de trapèze on voit immédiatement que l’on peut peut améliorer
l’estimation de l’intégrale en calculant l’aire d’une trapèze au lieu de celui d’une rectangle.
La méthode du trapèze consiste à l’approximation suivant :

∫ b

a

f (x )d x '
b −a

2
× [ f (a ) + f (b )]

appliquée à l’intégrale
∫ t n+1

tn
f (t , y (t ))d t cela donne :

∫ tn+1

tn

f (t , y (t ))d t '
h

2
× [ f (tn , y (tn ))+ f (tn+1, y (tn+1)]

Donc par trapèze, l’intégrale devienne :

yn+1 = yn +
h

2
× [ f (tn , y(tn ) + f (tn+1, y (tn+1)))]

utilisant la méthode d’Euler explicite :

y (tn+1) = yn +h × f (tn , yn )

Alors :

yn+1 = yn +
h

2
× [ f (tn , y (tn ) + f (tn+1, yn +h × f (tn , yn )))]

on pose f (tn , y (tn )) = k1 et f (tn+1, y (tn+1)) = K2

Donc k2 = f (tn+1, yn +hk1).

D’où la relation Runge-Kutta d’ordre 2 :

yn+1 = yn +
h

2
[k1+k2].
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FIGURE 1.2 – Méthode de Trapèze

0 0 0
1
2

1
2 0
0 1

TABLE 1.1 – Runge-Kutta, ordre 02

1.3.2 Runge-Kutta d’ordre 4 :

Elle est donnée par le schéma suivant :



























yn+1 = yn +
h
6 [k1+2k2+2k3+k4]

k1 = f (tn , yn )
k2 = f (tn +

h
2 , yn +

h
2 k1)

k3 = f (tn , h
2 , yn +

h
2 k2)

k4 = f (tn +h , yn +hk3)

Pour trouver ce schéma on utilise la méthode de Simpson qui consiste à remplacer la fonc-
tion intégrée par une parabole passante par les points extrême et le point milieu. On à :

FIGURE 1.3 – Méthode de Simpson

∫ b

a

f (x )d x '
b −a

6
[ f (a ) +4 f

�

a + b

2

�

+ f (b )]
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Appliquée à l’intégrale :
∫ tn+1

tn
f (t , y (t ))d t , cela donne :

∫ tn+1

tn

f (t , y (t ))d t '
h

6
× [ f (tn , y (tn ) +4 f (tn+ 1

2
, y (tn+ 1

2
) + f (tn+1), y (tn+1))]

D’où la relation :

yn+1 = yn +
h

6
× [ f (tn , y (tn ) +4 f (tn+ 1

2
), y (tn+ 1

2
) + f (tn+1, y (tn+1))]

Ici, on a une difficulté apparaît car l’équation présente deux inconnue : y (tn+ 1
2
) et y (tn+1)

Donc il faut estimer 4 f (tn+ 1
2
), y (tn+ 1

2
) et f (tn+1, y (tn+1)) à partir de yn , tn et h.

On commence par le terme 4 f (tn+ 1
2
), y (tn+ 1

2
) : on le Décompose en deux termes identiques :

2 f (tn+ 1
2
, y (tn+ 1

2
))

︸ ︷︷ ︸

(a )

+2 f (tn+ 1
2
, y (tn+ 1

2
))

︸ ︷︷ ︸

(b )

y (a )
n+ 1

2
= yn +

h
6 × f (tn , yn ) : Euler explicite

y (b )
n+ 1

2
= yn +

h
6 × f (tn+ 1

2
, yn+ 1

2
) : Euler implicite

Donc on obtient :

y (b )
t n+ 1

2
= yn +

h

2
× f (tn+ 1

2
, yn +

h

2
× f (tn , yn ))

︸ ︷︷ ︸

y (a )
n+ 1

2

d’où :

yn+1 = yn +
h

6
× [ f (tn , yn ) +2 f (tn+ 1

2
, yn +

h

2
× f (tn , yn ))]

+2 f (tn+ 1
2
, yn +

h

2
× f (tn+ 1

2
, yn +

h

2
× f (tn , yn ))+ f (tn+1, yn+1)]

Puisque :

tn+ 1
2
=

tn + tn+1

2
=

tn + tn +h

2
= tn +

h

2

D’où la relation :

yn+1 = yn +
h

6
× [K1+2k2+2k3+ f (tn+1, yn+1)]

Tel que











k1 = f (tn , yn )
k2 = f (tn +

h
2 , yn +

h
2 k1)

k3 = f (tn +
h
2 , yn +

h
2 k2)

En estimation de f (tn+1, yn+1), par la méthode du rectangle au milieu :

yn+1 ' yn +h × f (tn+ 1
2
, yn+ 1

2
)

' yn +h × f (tn+ 1
2
, y (b )

n+ 1
2
)
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donc

yn+1 ' yn +h × f (tn+ 1
2
, yn +

h

2
× f (tn+ 1

2
, yn +

h

2
× f (tn , yn ))

Finalement on obtient la relation explicite de Runge-Kutta d’ordre 4 :

yn+1 = yn +
h

6
[k1+2k2+2k3+k4]

avec


















k1 = f (tn , yn )
k2 = f (tn +

h
2 , yn +

h
2 k1)

k3 = f (tn +
h
2 , yn +

h
2 k2)

k4 = f (tn +h , yn +hk3)

Le tableau de Butcher associe est donnée par :

0 0 0 0 0
1
2

1
2 0 0 0

1
2 0 1

2 0 0
1 0 0 1 0

1
6

2
6

2
6

1
6

TABLE 1.2 – Runge-Kutta, ordre 04

1.3.3 Théorème de Convergence de Runge-Kutta 4 :

On démontre que la méthode de Rung-Kutta définie par (1.3.2) est consistante et
d’ordre 4 et on peut démontrer qu’elle est stable ; en effet (en posant K ∗

1 , K ∗
2 , K ∗

3 , K ∗
4 les valeur

de K1, K2, K3, K4 correspondant à y ∗) tel que :

F (x , y ; h )−F (x , y ∗; h ) =
1

6

§

[ f (x , y )− f (x , y ∗)]+2[ f (x +
h

2
, y +h

k1

2
)− [ f (x +

h

2
, y ∗+h

k ∗1
2
)]

+2[ f (x +
h

2
, y +h

k2

2
)− f (x +

h

2
, y ∗+h

k ∗2
2
)]+ f (x +h , y +hk3)− f (x +h , y ∗+hk ∗3 )]

ª

en appliquant la propriété | f (x , y )− f (x , y ∗) ≤ k |y − y ∗| ∀x ∈ [a , b ],∀y , y ∗ ∈ R, nous
obtenons successivement.

∗ | f (x +
h

2
; y +

h

2
K1)− f (x +

h

2
, y ∗+

h

2
k ∗1 )| ≤ K |y − y ∗|+

h

2
k |k1−k ∗1 |

≤ K |y − y ∗|+
h

2
k 2|y − y ∗|
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∗ | f (x +
h

2
, y +h

k2

2
)− f (x +

h

2
y ∗+h

k ∗2
2
)| ≤ K |y − y ∗|+

h

2
K |K2−k ∗2 |

≤ k |y − y ∗|+
h

2
k 2|y − y ∗|

+
h 2

4
k 2|K1−k ∗1 |

≤ k |y − y ∗|+
h

2
k 2|y − y ∗|

+
h 2

4
k 3|y − y ∗|

∗ | f (x +h , y +hk3)− f (x +h , y ∗+hk ∗3 )| ≤ k |y − y ∗|+hk |k3−k ∗3 |
≤ k |y , y ∗|+hk 2|y − y ∗|

+
h 2

2
k 2|K2−k ∗2 |

≤ k |y − y ∗|+hk 2|y − y ∗|

+
h 2

2
K 2|y − y ∗|+

h 3

4
k 3|k1−k ∗1 |

≤ k |y − y ∗|+hk 2|y − y ∗|

+
h 2

2
k 3|y − y ∗|

d’où

|F (x , y ; h )− F (x , y ∗; h )| ≤ (1+
h

2
k +

h 2

3 !
k 2+

h 3

4 !
k 3)K |y − y ∗|

≤ k ′|y − y ∗|, h ¶ h0

avec

k (1+
h

2
k +

h 2

3 !
k 2+

h 3

4 !
k 3)≤

e h0k −1

h
= k ′.

D’après le lemme (1.3) le schéma de la méthode de Runge-kutta est stable. Étant stable et
consistante, elle est donc convergente.

1.3.4 Les avantages et les inconvénients des méthodes de Runge-Kutta
4 :

La méthode de R ung e −K u t t a d ′o r d r e 4 se distingue par sa simplicité de mise
en ouvre ; nous la recommandons d’ailleurs pour tous les problèmes simples. Elle ne requiert
que quatre évaluations de f par pas. On peut améliorer aisément la précision des calculs (si
le langage et le compilateur le permettent) en calculantφ =

∑

ai k j en précision multiple,
car c’est la que se produisent la plupart des erreurs d’arrondi.

L’algorithme de R ung e − K u t t a souffre de deux inconvénients liés. On ne dispose
d’aucune indication sur l’erreur de troncation en cours de calcul. D’autre part, il y a des
problèmes de stabilité dés que le second membre est grand ou rapidement variable. Une
méthode simple (mais coûteuse) de surveillance de la précision consiste à conduire deux
calculs simultanément, l’un avec le pas h , l’autre avec le pas h

2 . Tant que la ”distance” entre
les deux résultats reste inférieure à un certain seuil, on admet que le résultant est valable. Si
le seuil franchi, il faut rejeter la(où les) dernière(s) valeur(s) calculée(s) et partir avec un pas
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1.3. Les méthodes de Runge-Kutta 20

plus petit.

Il existe des algorithmes plus raffinés (qui partent les noms de Runge-Kutta -Fehlberg ou
méthodes de Runge-Kutta emboitées). Dans ce type des méthodes, on calcule, par exemple :
six fois f par pas ; on combinant "bien" les résultats,on obtient une estimation précise de
yn+1 ; une autre combinaison des même valeurs fournit une estimation de l’erreur. La seule
difficulté réside dans la forme compliquée des coefficients qui remplacent les a j et b j . Mais
l’ordinateur n’en a cure.

1.3.5 Les méthodes implicites

Toutes les méthodes de Runge-Kutta mentionnée jusqu’à présent sont des méthodes
explicites. Les méthodes explicites de Runge-kutta ne conviennent généralement pas à la
résolution d’équations rigides car leur région de stabilité absolu est petite. Cette question
est particulièrement importante dans la résolution des équations aux dérivées partielles.
L’instabilité des méthodes explicites de Runge-Kutta motive le développement des mé-
thodes implicites. Une méthode Runge-Kutta implicite a la forme :

yn+1 = yn +h
s
∑

i=1

bi ki ,

où

ki = f (tn + ci h , yn +h
s
∑

j=1

ai j k j ), i = 1, . . . , s

La différence avec une méthode explicite est que dans une méthode explicite, la somme
sur j nous montre que jusqu’à i − 1. Cela apparait également dans le table de Butcher :
la matrice des coefficients ai j d’une méthode explicite est triangulaire inférieure comme
montre le table (1.2). Dans une méthode implicite, la somme sur j monte à s et la matrice
des coefficients n’est pas triangulaire, le table de Butcher de la forme :

c1 a11 a12 . . . a1s

c2 a21 a22 . . . a2s
...

...
...

...
...

cs as 1 as 2 . . . as s

b1 b2 . . . bs

=
c A

b T
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Les formules du cinquième et sixième ordre

2.1 Les équations de condition pour les coefficients de Runge-
Kutta :

Soit encore l’équation :
ẏ = f (x , y ) (2.1)

on pose comme l’habitude :











f0 = f (x0, y0)

fk = f (x0+αk h ; y0+h
k−1
∑

λ=0

βkλ fλ) ; a v e c (k = 1, 2, 3, . . . , 7)
(2.2)

et nous exigeons :


















y = y0+h
5
∑

k=0

ck fk +0(h 6)

ŷ = y0+h
7
∑

k=0

ĉk fk +0(h 7)
(2.3)

avec h comme pas d’intégration.

Nous essayons de déterminer les coefficients αk , βkλ, ĉk de l’équation (2.3) tel sorte
que la première formule de l’équation (2.3) représente un cinquième ordre, et la deuxième
formule est une formule de Runge-Kutta du sixième ordre.

On remarque que les équation de (2.3). Ont les même coefficients αk et βkλ et ça nous
abrège le nombre des équation.

Les équations de condition des coefficients de Runge-Kutta, résultant de développe-
ments de Taylor de (2.2) et (2.3), étant bien connues dans la littérature ces équation sont
répertoriées dans un article de J .C .BU T C H E R ([3], t a b l e I ).Pour la commodité du lecteur.
Nous listons ces équations pour une formule du sixième ordre telle que la deuxième formule

21



2.1. Les équations de condition pour les coefficients de Runge-Kutta : 22

de l’équation (2.3). Ce pendant comme ces équations deviennent alors un peu longues,
nous introduisions l’abréviation suivante :

βk 1α
λ
1 +βk 2α

λ
2 + · · ·+βk k−1α

λ
k−1 = Pkλ (k = 2, 3, . . . , 7;λ= 1, 2, 3). (2.4)

Les 37 équations de condition de notre formule du sixième ordre, répertoriées dans le même
ordre que dans l’article de BU T C H E R , se lisent alors :

(I,1)
7
∑

k=0

ĉk −1= 0

(II,1)
7
∑

k=1

ĉkαK −
1

2
= 0

(III,1)
7
∑

k=2

ĉk Pk 1−
1

6
= 0

(III,2) 1
2

7
∑

k=1

ĉkα
2
K −

1

6
= 0

(IV,1)
7
∑

k=3

ĉk

�

k−1
∑

λ=2

βkλPλ1

�

−
1

24
= 0

(IV,2) 1
2

7
∑

k=2

ĉk Pk 2−
1

24
= 0

(IV,3)
7
∑

k=2

ĉkαk Pk 1−
1

8
= 0

(IV,4) 1
6

7
∑

k=1

ĉkα
3
k −

1

24
= 0

(V,1)
7
∑

k=4

ĉk

�

k−1
∑

λ=3

βK λ

�

λ−1
∑

µ=2

βλµPµ1

��

−
1

120
= 0

(V,2) 1
2

7
∑

k=3

ĉk

�

k−1
∑

λ=2

βkλPλ2

�

−
1

120
= 0

(V,3)
7
∑

k=3

ĉ

�

k−1
∑

λ=2

βkλαλPλ1

�

−
1

40
= 0

(V,4) 1
6

7
∑

k=2

ĉk Pk 3−
1

120
= 0

(V,5)
7
∑

k=3

ĉkαk

�

k−1
∑

λ=2

βkλPλ1

�

−
1

30
= 0

(V,6) 1
2

7
∑

k=2

ĉkαk Pk 2−
1

30
= 0

(V,7) 1
2

7
∑

k=2

ĉk P 2
k 1−

1

40
= 0
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(V,8) 1
2

7
∑

k=2

ĉkα
2
k Pk 1−

1

20
= 0

(V,9) 1
24

7
∑

k=1

ĉkα
4
k −

1

120
= 0

(VI,1)
7
∑

k=5

ĉk

¨

k−1
∑

λ=4

βkλ

�

λ−1
∑

µ=3

βλµ

�

λ−1
∑

ν=2

βµνPν1

��«

−
1

720
= 0

(VI,2) 1
2

7
∑

k=4

ĉk

�

k−1
∑

λ=3

βkλ

�

λ−1
∑

µ=2

βλµPµ2

��

−
1

720
= 0

(VI,3)
7
∑

k=4

ĉk

�

k−1
∑

λ=3

βkλ

�

λ−1
∑

µ=2

βλµαµPµ1

��

−
1

240
= 0

(VI,4) 1
6

7
∑

k=3

ĉk

�

k−1
∑

λ=2

βkλPλ3

�

−
1

720
= 0

(VI,5)
7
∑

k=4

ĉk

�

k−1
∑

λ=2

βkλαλ

�

λ−1
∑

µ=2

βλµPµ1

��

−
1

180
= 0

(VI,6) 1
2

7
∑

k=3

ĉk

�

k−1
∑

λ=2

βkλαλPλ2

�

−
1

180
= 0

(VI,7) 1
2

7
∑

k=3

ĉk

�

k−1
∑

λ=2

βkλP 2
λ1

�

−
1

240
= 0

(VI,8) 1
2

7
∑

k=3

ĉk

�

k−1
∑

λ=2

βkλα
2
λPλ1

�

−
1

120
= 0

(VI,9) 1
24

7
∑

k=2

ĉk Pk 4−
1

720
= 0

(VI,10)
7
∑

k=4

ĉkαk

�

K −1
∑

λ=3

βkλ

�

λ−1
∑

µ=2

βλµPµ1

��

−
1

144
= 0

(VI,11) 1
2

7
∑

k=3

ĉkαk

�

k−1
∑

λ=2

βkλPλ2

�

−
1

144
= 0

(VI,12)
7
∑

k=3

ĉαk

�

k−1
∑

λ=2

βkλαλPλ1

�

−
1

48
= 0

(VI,13) 1
6

7
∑

k=2

ĉkαk Pk 3−
1

144
= 0

(VI,14)
7
∑

k=3

ĉk Pk 1

�

k−1
∑

λ=2

βkλPλ1

�

−
1

72
= 0

(VI,15) 1
2

7
∑

k−2

ĉk Pk 1Pk 2−
1

72
= 0
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(VI,16) 1
2

7
∑

k=3

ĉkα
2
k

�

k−1
∑

λ=2

βkλPλ1

�

−
1

72
= 0

(VI,17) 1
4

7
∑

k=2

ĉkα
2
k Pk 2−

1

72
= 0

(VI,18) 1
2

7
∑

k=2

ĉkαk P 2
k 1−

1

48
= 0

(VI,19) 1
6

7
∑

k=2

ĉkα
3
k Pk 1−

1

72
= 0

(VI,20) 1
120

7
∑

k=1

ĉkα
5
k −

1

720
= 0

Ta b l e I : Les équations de condition pour les formules d’ordre cinq et six

Les chiffres romains indiquent l’ordre des termes dans les développement de Taylor.

Un table similaire est valable pour une formule du cinquième ordre tel que la première
formule de (2.3). Nous obtenons ce table à partir du t a b l e I en omettant les équations du
sixième ordre (V I ,1) à (V I ,20), et en remplaçant dans les équation restantes ĉk par ck on
limite les k sommes par 5 au lieu de 7.

Toutes les équations du t a b l e a u I doivent être satisfiées simultanément.

Les équation du t a b l e I qui représente les conditions nécessaires et suffisantes pour
la formule de Runge-Kutta du sixième ordre peuvent ce pendant être remplacées par un
système beaucoup plus simple de conditions suffisantes.

Dans un premier temps, nous faisons les hypothèses :

α5 =α7 = 1,α6 = 0, ĉ1 = c1 = 0, ĉ2 = c2, ĉ3 = c3, ĉ4 = c4, ĉ5 = 0, ĉ6 = ĉ7 = c5 (2.5)

ce qui facilite grandement la résolution simultanée des deux systèmes d’équations (pour
les formules de Runge-Kutta du cinquième et sixième ordre). Ensuite, nous introduisons les
hypothèse suivantes (A), (B ), (C ) qui sont bien connus pour réduire considérablement nos
équations de condition :

(A) =



































(∗) P21 =
1
2α

2
2 (A2)

(∗) P31 =
1
2α

2
3 (A3)

(∗) P41 =
1
2α

2
4 (A4)

(∗) P51 =
1
2α

2
5 =

1
2 (A5)

P61 =
1
2α

2
6 = 0 (A6)

P71 =
1
2α

2
7 =

1
2 (A7)
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(B ) =







































































(∗) c2β21+ c3β31+ c4β41+ c5

¨

β51

β61+β71

«

= c1(1−α1) = 0 (B 1)

(∗) c3β32+ c4β42+ c5

¨

β52

β62+β72

«

= c2(1−α2) (B 2)

(∗) c4β43+ c5

¨

β53

β63+β73

«

= c3(1−α3) (B 3)

(∗) c5

¨

β54

β64+β74

«

= c4(1−α4) (B 4)

c5(β65+β75) = c5(1−α5) = 0 (B 5)
c5β76 = c5 (B 6)

(C ) =



























(∗) c2α2β21+ c3α3β31+ c4α4β41+ c5

¨

β51

β71

«

= 0 (C 1)

(∗) c2α
2
2β21+ c3α

2
3β31+ c4α

2
4β41+ c5β71 = 0 (C 2)

(∗) c3α3β32β21+ c4α4(β42β21+β43β31) + c5(β72β21+β73β31+β74β41

+β75β51+β76β61) = 0 (C 3)

L’astérisque (∗) devant certaines des équations indique que ces équations sont valables
pour les formules du cinquième ordre ainsi que pour les formules du sixième ordre. Si
l’équation marquées d’un astérisque sont divisées en deux lignes. La ligne du haut vaut
pour les formules du cinquième ordre et la ligne du bas pour les formules du sixième ordre.
Les équations sans astérisque ne sont requise que pour les formules du sixième ordre.

En insérant les hypothèses (A) dans le t a b l e I on trouve immédiatement les identités
suivante :











(I I I , 1) ≡ (I I I , 2); (I V , 3) ≡ 3(I V , 4); (V , 7) ≡ 3(V , 9);
(V , 8) ≡ 6(V , 9); (V I , 8)≡ 2(V I , 7); (V I , 14) ≡ (V I , 16);
(V I , 15)≡ (V I , 17); (V I , 18)≡ 15(V I , 20); (V I , 19)≡ 10(V I , 20).

(2.6)

Par conséquent, les équations sur les côtés gauches des identités (2.6) peuvent être omises
du t a b l e I .

En utilisant également l’hypothèse (B 1), trois autre identités sont obtenues :

(I V , 1) ≡ (I V , 2); (V , 3) ≡ 3(V , 4); (V I , 7) ≡ 3(V I , 9). (2.7)

Donc,éliminant les équations (I V , 1) ; (V , 3) ; (V I , 7) du t a b l e a u I .

Les hypothèses (B ) conduisent aux identités suivantes :



























(I V , 2)≡ (I I I , 2)−3(I V , 4); (V , 1) ≡ (I V , 1)− (V , 5);
(V , 2) ≡ (I V , 2)− (V , 6); (V , 4) ≡ (I V , 4)−4(V , 9);
(V I , 1)≡ (V , 1)− (V I , 10); (V I , 2) ≡ (V , 2)− (V I , 11);
(V I , 4)≡ (V , 4)− (V I , 13); (V I , 5) ≡ (V , 5)−2(V I , 16);
(V I , 6)≡ (V , 6)−2(V I , 17); (V I , 9)≡ (V , 9)−5(V I , 20);

(2.8)
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donc,élimant ainsi dix équations du t a b l e I .

Enfin, nous utilisons également l’hypothèse (C ) pour obtenir les identités suivantes :











(V , 5)≡ (V , 6); (V I , 3)≡ 3(V , 4)−3(V I , 13);
(V I , 10)≡ (V I , 11); (V I , 12)≡ 3(V I , 13);
(V I , 16)≡ (V I , 17).

(2.9)

Annulation de toutes les équations listées à gauches des identités (2.6), (2.7), (2.8) et
(2.9). Le t a b l e I se réduit au dix équations suivantes :

¨

(I , 1), (I I , 1), (I I I , 2), (I V , 4), (V , 6), (V , 9),
(V I , 11), (V I , 13), (V I , 17), (V I , 20).

(2.10)

Nous organisons ces équations restantes en deux groupes (D ) et (E ), le premier ne contenant
aucune coefficient β . On obtient :

(D ) =











































(∗)

¨

c0

ĉ0

«

+ c2+ c3+ c4+

¨

c5

2c5

«

= 1 (D 0)

(∗) c2α2+ c3α3+ c4α4+ c5 =
1
2 (D 1)

(∗) c2α
2
2+ c3α

2
3+ c4α

2
4+ c5 =

1
3 (D 2)

(∗) c2α
3
2+ c3α

3
3+ c4α

3
4+ c5 =

1
4 (D 3)

(∗) c2α
4
2+ c3α

4
3+ c4α

4
4+ c5 =

1
5 (D 4)

c2α
5
2+ c3α

5
3+ c4α

5
4+ c5 =

1
6 (D 5)

et



































(∗) c2α2P22+ c3α3P32+ c4α4P42+ c5

¨

P52

P72

«

= 1
15

c2α2P23+ c3α3P33+ c4α4P43+ c5P73 =
1

24

c2α
2
2P22+ c3α

2
3P32+ c4α

2
4P42+ c5P72 =

1
18

c3α3β32P22+ c4α4(β42P22+β43P32)
+c5(β72P22+β73P32+β74P42+β75P52+β76P62) =

1
72 .

En utilisant (C ) et en introduisant les abréviations :

Pkλ = Pλk −βk 1α
λ
1 ; a v e c (k = 2, 3, . . . , 7 , λ= 1, 2, 3) (2.11)

le dernier groupe d’équation se réduit à :

(E ) =



























(∗) c3α3P32+ c4α4P42+ c5

¨

P52

P72

«

= 1
15 (E 1)

c3α3P33+ c4α4P43+ c5P73 =
1

24 (E 2)
c3α

2
3P32+ c4α

2
4P42+ c5P72 =

1
18 (E 3)

c4α4β43P32+ c5(β73P32+β74P42+β75P52+β76P62) =
1

72 . (E 4)

Les coefficient βk 0(k = 1, 2, . . . , 7) sont obtenus à partir des équations bien connues
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(F ) =











































(∗) β10 =α1 (F 1)
(∗) β20+β21 =α2 (F 2)
(∗) β30+β31+β32 =α3 (F 3)
(∗) β40+β41+β42+β43 =α4 (F 4)
(∗) β50+β51+β52+β53+β54 =α5 = 1 (F 5)
β60+β61+β62+β63+β64+β65 =α6 = 0 (F 6)
β70+β71+β72+β73+β74+β75+β76 =α7 = 1 (F 7)

Les astérisques (∗) dans (D ), (E ) et (F ) ont la même signification que dans les équations
(A), (B ) et (C ). Dans la section suivant, nous monterons comment les équations suffisantes
de la condition (D ) et (E ) peuvent être résolues en tenant compte des hypothèses (A), (B ),
(C ).

2.2 Une solution des équations de condition pour les coeffi-
cients :

Lors de la résolution de nos équations de condition, nous essaierons d’exprimer les
coefficients β et c en fonction des coefficients α. Ce pendant, touts les quatre coefficients
α1,α2,α3 e t α4 sont indépendants les uns des autres.
Dans les deux nombres suivants, nous montrerons que α4 et α3 peuvent être exprimés par
α2. Par conséquent, nous n’avons que deux α- coefficients indépendants c’est α1 et α2. Nos
coefficients β et c seront alors exprimés par α1 et α2 seulement.

Pour trouver la relation entre α4 et α2. On forme :

c3(1−α3)P31+ c4(1−α4)P41. (2.12)

En utilisant les hypothèses (A), (B ), (C ) et (D ) on obtient de (2.12) :

c3(1−α3)β32α2+ c4(1−α4)(β42α2+β43α3) =
1

24
. (2.13)

On forme encore l’expression :

α2
2.(B 2) +α2

3.(B 3) +α2
4.(B 4)− (E 1), (2.14)

éliminant ainsi le terme c5(β52α
2
2+β53α

2
3+β54α

2
4) dans (E 1) obtenant :

c3(1−α3)β32α
2
2+ c4(1−α4)(β42α

2
2+β43α

2
3 =

1

60
. (2.15)

Nous éliminons maintenant les termes avec c3 par exemple dans (1.12) et(2.15) et trouvons :

c4(1−α4)β43α3(α3−α2) =
1

60
−

1

24
α2. (2.16)

Nous établissons une second relation entre c4, β43 et les coefficients α. On commence par
former :

c3α3P31+ c4α4P41+ c5P51. (2.17)
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En utilisons les hypothèses (A), (B ) et (D ) on trouve à partir de (2.17) :

c3α3β32α2+ c4α4(β42α2+β43α3) + c5(β52α2+β53α3+β54α4) =
1

8
. (2.18)

En formant :
c3α

2
3P31+ c4α

2
4P41+ c5P51 (2.19)

et en utilisant (A), (B ) et (D ) on trouve de la même façon :

c3α
2
3β32α2+ c4α

2
4(β42α2+β43α3) + c5(β52α2+β53α3+β54α4) =

1

10
. (2.20)

On forme finalement :
(E 3)−α2.(2.20)+α2.(2.18)− (E 1), (2.21)

éliminant ainsi les les termes avec c3 et avec c5. Comme second relation entre c4, β43, et les
coefficients α, on obtient alors :

c4β43α3α4(α3−α2)(1−α4) =
1

90
−

1

40
α2. (2.22)

à partir des deux relations (2.16)e t (2.22), on trouve comme relation entre α4 e t α2 :

α4 =
1

3
.
9α2−4

5α2−2
. (2.23)

Une autre relation entre α2, α3 e t α4 peut être obtenue à partir de (D 1), (D 2) , (D 3), (D 4)
et (D 5) comme condition de compatibilité. On éliminant de ces équations les termes avec
c5, c2, c4e t c3 dans cet ordre conduit à :

α3 =
5α2α4−3(α2+α4) +2

10α2α4−5(α2+α4) +3
. (2.24)

En introduisant (2.23) dans (2.24) on trouve comme relation entre α3 e t α2 :

α3 =
α2

15α2
2−10α2+2

. (2.25)

Les facteurs de pondération ck ( or ĉk ) sont maintenant obtenus à partir des équations (D 1),
(D 2), (D 3) et (D 4) :



































































c2 = ĉ2 =
1

180
.

45α2
2−30α2+4

(15α2
2−10α2+2)(5α2−2)α2(α3−α2)(α4−α2)(1−α2)

c3 = ĉ3 =
1

180
.

15α2
2−10α2+2

(5α2−2)α3(α2−α3)(α4−α3)(1−α3)

c4 = ĉ4 =−
1

20
.

(15α2
2−10α2+1)(5α2−2)

(15α2
2−10α2+2)(5α2−2)α4(α2−α4)(α3−α4)(1−α4)

c5 = ĉ5 = ĉ7 =
1

2
− (c2α2+ c3α3+ c4α4)

(2.26)
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Des deux équations (E 1), il résulte :
P72 = P52 (2.27)

En multipliant les équations (B 2), (B 3) et (B 4) par α2
2, α2

3 et α2
4 respectivement, en addition-

nant ces trois équations, et en utilisant (D 2) et (D 3), on obtient :

c3P32+ c4P42+ c5P52 =
1

12
(2.28)

Les trois équations (2.28), (E 1) et (E 3) représentent un système de trois équations linéaires
pour les trois inconnues P32, P42e t P52 sa solution s’écrit :











































p32 =
1

180
.

3α4−2

c3(α4−α3)(1−α3)

p42 =
1

180
.

3α3−2

c4(α3−α4)(1−α4)

p52 =
1

180
.
15α3α4−12(α3+α4) +10

c5(1−α3)(1−α4)
.

(2.29)

Les quatre équations (A2), (A3), (A4) et (A5) donnent :



























































β21α1 =
1

2
α2

2

β31α1 =
1

2
α2

3−P31

β41α1 =
1

2
α2

4−P41

β51α1 =
1

2
−

1

c5
( 16 − c3P31− c4P41).

(2.30)

La dernière équation (2.30) est obtenue à l’aide des équations (B 2), (B 3) et (B 4) et des équa-
tions (D 1) et(D 2).

L’introduction de (2.30) dans l’équation (C 1) donne l’expression suivante pour P41 :

P41 =−
c3P31(1−α3)− 1

24

c4(1−α4)
. (2.31)

Puisque β32 est déjà connue de la première équation (2.29), l’équation (2.31) et la deuxième
équation (2.29) représentent deux équations pour les deux inconnueβ42e t β43. Leur solution
s’écrit :



















c4β42 =
15α2α3(α4−α3) +4(α3−α2)−6α3(α4−α2)

360α2
2(α3−α2)(α4−α3)(1−α4)

c4β43 =−
1

120
.

5α2−2

α3(α3−α2)(1−α4)

(2.32)
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À partir des équations (B 2), (B 3) et (B 4) il résulte maintenant :










c5β52 = c2(1−α2)− c3β32− c4β42

c5β53 = c3(1−α3)− c4β43

c5β54 = c4(1−α4)

(2.33)

On montre facilement que les coefficients β52, β53e t β54 tel qu’ obtenus à partir de (2.33),
satisfaire e la dernière équation (2.29).

Puisque les coefficients β21α1, β31α1, β41α1e t β51α1 peuvent être obtenus à partir de
(2.30). Tous les coefficients de Runge-Kutta pour notre formule du cinquième ordre sont
maintenant déterminés en fonction des paramètres α1 e t α2.

Nous devons encore trouver les coefficients β6λ e t β7λ pour notre formule du sixième
ordre qui est requise pour le contrôle de la taille du pas.

Des deux équations (C 1), il résulte :

β71 =β51. (2.34)

De (B 6), on obtient :
β76 = 1. (2.35)

L’équation (B 5) suggère :
β65 =β75 = 0. (2.36)

À partir des équation (A7), (E 1), (E 2), les expressions suivantes pour P71, P72, P73 sont obte-
nus :











































c5P71 =
1

360
.
60α2(1−α3)(1−α4) +2(3α4−2)−15α2(1−α3)

α2(1−α3)(1−α4)

c5P72 =
1

180
.
15α3α4−12(α3+α4) +10

(1−α3)(1−α4)

c5P73 =
1

360
.
15(1−α3)(1−α4) +15α2α3α4(1−α3)−6α3α4(1−α2−α3)−4α2

(1−α3)(1−α4)

(2.37)

Les équations (2.37) donnant la solution suivante pour β74, β73e tβ72 :










































c5β74 =−
1

60
.

(12α2−5)(5α2
2−5α2+1)

(15α2
2−10α2+2)α4(α2−α4)(α3−α4)

c5β73 =
1

α3(α3−α2)
.
�

60α2α4−45α2−30α4+24

360(1−α4)
− c5β74α4(α4−α2)

�

c5β72 =
1

α2
2

.
�

15α3α4−12(α3+α4) +10

180(1−α3)(1−α4)
− c5(β73α

2
3−β74α

2
4)
�

(2.38)

Enfin, les équations (B 2), (B 3) et (B 4) donnent pour les coefficients β62, β63e tβ64 :










c5β62 = c2(1−α2)− c3β32− c4β42− c5β72

c5β63 = c3(1−α3)− c4β43− c5β73

c5β64 = c4(1−α4)− c5β74

(2.39)
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On peut vérifié que les coefficients de Runge-Kutta tel qu’ obtenus dans cette section,
satisfont bien toutes nos équations (A) à (F ) si c0, ĉ0, β10, β20, . . .,β70 sont déterminés à partir
de (D 0) et (F ). D’après la dérivation de nos coefficients de Runge-Kutta, il n’est pas évident
qu’ il satisfassent les équations (C 3) et (E 4), puisque ces deux équations n’ont pas été utilisée
dans les dérivation. Cependant, en exprimant explicitement tous coefficients par α2. On
peut montrer que les deux équations (C 3) et (E 4) deviennent des identités dans α2.

2.3 Le terme principal de l’erreur de truncation locale

Le principal terme d’erreur de troncature de notre formule de Runge-Kutta du cinquième
ordre est une somme de vingt membres, chacun étant de la forme :

Tv . [. . . ]v .h 3 (2.40)

Les Tv sont des constantes numériques de tare caractéristiques de l’individu

formule de Runge-Kutta à l’étude ; elles sont cependant indépendant de l’équation dif-
férentielle (2.1). La parenthèse dans (2.40) contient certaines combinaisons de dérivées
partielles du membre droit de (2.1). Les vingt valeurs Tv , exprimée par les coefficients de
Runge-Kutta de la section (1,2), peut être obtenue à partir des membres gauches des équa-
tions (V I , 1) à (V I , 20) du tableau I, si, dans ces équations, on remplace ĉk par ck et la borne
supérieure 7 des k− somme par 5.

Si nous énumérons ces valeurs Tv dans le même ordre que dans le t a b l e I le premier
Tv lire :







































T1 = c5β54β43β32β21α1− 1
720

T2 =
1

2

5
∑

k=4

ck [
k−1
∑

λ=3

βkλ(
λ−1
∑

µ=2

βλµPµ2)]−
1

720

T3 =
5
∑

k=4

ck [
k−1
∑

λ=3

βkλ(
λ−1
∑

µ=2

βλµαµPµ1)]−
1

240
...

(2.41)

Naturellement, il sera souhaitable d’établir des formules de Runge-Kutta avec de petites
valeurs Tv . Si nous parvenons à rendre toutes les valeurs Tv suffisamment petites, on éga-
lement s’attendre à ce que la somme des termes (2.40) représente le terme principal de
l’erreur de troncature locale soit raisonnablement petite.

En raison de la structure particulière de nos formules de Runge-Kutta (hypothèse (2.5)),
la majorité de nos valeurs Tv sont nulles, comme nous le verrons immédiatement.

En raison de (5), (2.27) et (2.34), les équations de condition (C 2), (D 5) et (E 3) sont éga-
lement valables pour les formules de Runge-Kutta du cinquième ordre. Comme (D 5) et
(E 3) correspondent aux équations (V I ,20) et (V I ,17) du t a b l e I , on à T20 = 0 et T17 = 0.
À partir de T20 = 0 on obtient, en utilisant (2.6), (2.7), (2.8) : T19 = 0, T18 = 0, T9 = 0, T7 = 0,
T8 = 0. Conséquence, à partir de T17 = 0 on trouve, en utilisant (2.6),(2.8), (2.9) : T15 = 0, T6 = 0,
T16 = 0, T5 = 0, T14 = 0.
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Par un choix correct du paramètreα1, on peut aussi faire de T11 = 0. Le calcul simple, utilisant
les résultats des sections 1 et 2, montre que T11 = 0 nécessite :

α1 =
2

15
.

5α2−1

α2
. (2.42)

De l’identité (V I ,2) ≡ (V ,2) - (V I ,11) dans (2.8), il s’ensuite que T11 = 0 conduit à T2 = 0
également. Par conséquent, au total, quatorze valeurs Tv du terme d’erreur de troncature
principal sont nulles.

Nous calculons maintenant T10 en utilisant les résultats des section (1.1) et (1.2). En
exprimant T10 par le seule paramètre libre α2, le calcul donne :

T10 =
1

360
.
(3α2−1)(5α2−1)
15α2

2−10α2+2
, (2.43)

et de l’identité (V I , 1) ≡ (V , 1) - (V I , 10) dans (2.8), il résulte :

T1 =−T10. (2.44)

Nous devons encore déterminer T3 ,T4 , T12 et T13. Encore une fois, un calcul simple, utilisant
les résultats des section (1.1) et (1.2), conduit à :

T13 =−
1

360
.
(3α2−1)(5α2

2−5α2+1)

15α2
2−10α2+2

. (2.45)

Enfin, de (2.8) et (2.9) on obtient :

T4 =−T13, T = 3T13, T12 = 3T13. (2.46)

Par exemple de (2.43), il s’ensuit que tout les valeurs de Tv deviennent nulles pour α2 =
1
3 .

Cependant, cette valeur pour α2 conduit à α3 = 1, α4 = 1, rendant ainsi les équations (D1)
à (D5) incompatibles. par conséquent, nous devons écarter la valeur α2 =

1
3 . Cela signifie

que nous ne pouvons pas rendre toutes les valeurs Tv nulles. Il toutefois s’y attendre, car
sinon nous obtiendrions une formule de Runge-Kutta du sixième ordre avec seulement six
évaluations.
Une nuit, essayez de garder les valeurs Tv petites, en choisissant α2 une valeur proche de
1
3 (cela signifie α3 etα4 proche de 1). Cependant, un tel choix de α2 n’est pas conseillé, car
cela conduirait à des valeurs élevées pour certain des coefficients de poids (2.26).
Comme nous ne pouvons pas rendre toutes les valeurs Tv nulles, nous pourrions essayer de
rendre les valeurs Tv (2.45) et (2.46) ou en supposant :

5α2
2−5α2+1= 0 (2.47)

Cela nous laisserait avec seulement deux valeurs Tv différentes de zéro (T1 et T10). De (2.47)
on obtiendrait :

α2 =
1

10
(5±
p

5) (2.48)

et de (2.43) et (2.44) :

T10 =−T1 =
5±3

p
5

3600
. (2.49)
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Évidemment, le signe Émoins dans (2.48) serait préférable, car il conduit à une plus petite
valeur T10.
Cependant, les valeurs (2.48) ne conduisent pas une solution de notre problème : pour
α2 =

1
10 (5±

p
5) on obtiendrait de (2.47) : α3 =

1
10 (5+

p
5). À partir des équations (D1) à (D5)

nous dérivons, en éliminant c5, c2 et c3, les deux relations :
¨

c4α4(α3−α4)(α2−α4)(1−α4) =
1

60 [10α2α3−5(α2+α3) +3]
c4α

4
4(α3−α4)(α2−α4)(1−α4) =

1
60 [5α2α3−3(α2+α3) +2]

(2.50)

Pour nos valeursα2 et α3, car les membres droit de (2.50) deviendraient tous deux nuls. Par
conséquent, l’une des conditions suivantes doit être remplie :α4 = 0, α4 = 1, α4 =α2, α4 =α3

ou c4 = 0. on peut montrer, cependant, que pour chacune de ces conditions, nos équations
de condition (A) à (E) conduire à des contradictions.
Cependant, en choisissant pour α2 une valeur voisine de 1

10 (5−
p

5) les termes (2.45) et
(2.46) prouvent rester petits, par contre, les termes(2.43) et (2.44) ne varient que peu au
voisinage deα2 =

1
10 (5−

p
5) pour laquelle ils ont extremum.Pa conséquent, au lieu de choisir

α2 =
1

10 (5−
p

5)≈ 0.276, nous pourrions, par exemple, prendreα2 =
4

15 ≈ 0.276. Cette valeur est
relativement proche de 1

10 (5−
p

5) ; il donne des coefficients de RK simples tous les facteurs
de pondération (2.26) étant non négatifs et les coefficients d’erreur deviennent relativement
petits. Le t a b l e a u I I montre les coefficients de Rk pour α2 =

4
15 , tels obtenus à partir de la

section II. Le terme principal (le terme du sixième ordre) de l’érreur de troncature obtenue
comme la différence des deux formules(2.3), se lirait :

T E =
5

66
( f0+ f5− f6− f7)h . (2.51)

De (2.43) et (2.45) on obtient alors pour nos coefficients d’erreur :

T10 =−
1

2160
≈−0.463.10−3 ; T13 =

1

32400
≈−0.309.10−4. (2.52)

2.4 Méthodes de Runge-Kutta à formules emboîtées :

Une alternative au précédent procédé est d’utiliser deux méthodes de Runge-Kutta à
niveau, respectivement d’ordre p et p +1 et partageant les même évaluations de la fonction
f . On parle alors de méthode de Runge-Kutta emboîtée.

L’idée est ici de faire appel à deux méthodes d’ordre différents p et p̂ (avec typiquement
p̂ = p + 1), de fonction d’incrément respectives F et F̂ et d’utiliser la différence entre les
valeurs approchées de la solution fournies par ces méthodes :

h (F̂ (tn , xn ; h )− F (tn , yn ; h ));

comme l’estimation de l’erreur de troncature locale .Ce principe peut être rendu parti-
culièrement efficace lorsqu’on combine deux méthodes de Runge-Kutta , respectivement à
s et ŝ (avec s ≤ ŝ ) et d’ordre p et p̂ (avec p < p̂ ), pour lesquelles les valeurs des quantités ki

coïncident pour i = 1, . . . , s , car d’estimateur d’erreur est la différence entre la premier et la
deuxième formule de l’équation (2.3) donc, elle est donné par la quantité :

∆= y − ŷ = (y0+h
5
∑

k=0

ck fk +0(h 6))− (y0+h
7
∑

k=0

ĉk fk +0(h 7)) = h (
s
∑

i=1

(b̂i − bi )ki +
ŝ
∑

i=s+1

b̂i ki ).
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L’évaluation de l’erreur est indispensable pour adapter le pas h à la précision souhaitée.

Dont le calcul demande un total de ŝ (contre ŝ + s a priori ) évaluations de la fonctions f .
De telles méthodes de Runge-Kutta emoîtées se caractérisent donc par la donné d’un seul
jeu de coefficients

�

ai j

	

1≤i , j≤ŝ
et de coefficients {Ci }1≤i≤ŝ et deux jeux et de coefficients

{bi }1≤i≤ŝ et
�

b̂i

	

1≤i≤ŝ
, et donnent lieu à des tableaux de Butcher augmentés de la forme :

c A
b T

b̂ T

L’adaptation se fait alors de la manière suivante. Étant donné une tolérance fixée ε et partant
d’un pas de longueur h , on obtient une nouvelle valeur du pas par la formule :

hne w = s h (
ε

|∆|
)

1
p+1

Oú s est un facteur de�sécurité�, de valeur légèrement inférieure à 1, tenant compte du fait
que la prédiction d’erreur n’est pas exacte. Si le pas courant est accepté, c’est-à-dire si |∆| ≤ ε
, on conserve l’approximation calculée et on prend h comme longueur pour le prochain pas .
Si le pas est rejeté , on recalcule une nouvelle approximation avec h comme longueur du pas.

c A
b T

b̂ T

L’adaptation se fait alors de la manière suivante. Étant donné une tolérance fixée ε et
partant d’un pas de longueur h , on obtient une nouvelle valeur du pas par la formule :

h = s h (
ε

|∆|
)

1
p+1

Oú s est un facteur de�sécurité�, de valeur légèrement inférieure à 1, tenant compte du
faire que la prédiction d’erreur n’est pas exacte. Si le pas courant est accepté, c’est-à-dire
si |∆| ≤ ε, on conserve l’approximation calculée et on prend h comme longueur pour le
prochain pas. Si le pas est rejeté, on recalcule une nouvelle approximation avec h comme
longueur du pas.
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Les méthodes de Runge-Kutta symplectiques

3.1 Que signifie symplectique ?

Tout d’abord, que signifie symplectique ? Symplectique signifie que la solution existe sur
une variété symplectique. Une variété symplectique est un ensemble de solutions qui est
défini par une forme à 2. La raison pour laquelle cela est important pour la physique est que
les équations de l’hamiltonien ont naturellement que les solutions résident sur un collecteur
symplectique dans l’espace des phases, le fractionnement naturel étant les composants de
position et de quantité de mouvement. Pour la vraie solution hamiltonienne, ce chemin
d’espace de phase est une énergie constante.

Cela signifie que les intégrateurs symplectiques ont une tendance à mieux capturer les
modèles à long terme que les intégrateurs normaux en raison de manque de dérive et de la
garantie quasi-périodique de périodicité. C’est les méthodes les plus convenable pour le
problème de Kepler.

3.2 Système différentiel hamiltonien

a . Équations de Hamilton :

On considère un système dynamique à Nv degrés de libertés. On note q les coordon-
nées généralisées (un vecteur de Nv variables), et p les variables conjuguées. L’hamiltonien
H (q , p ) est une fonction des 2Nv variables p et q .
Les équations du mouvement de Hamilton s’écrivent :

d q

d t
=+
∂H

∂ p
(3.1)

d p

d t
=−
∂H

∂ q
(3.2)
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3.3. Méthode d’Euler symplectique : 36

Pour les systèmes mécaniques conservatifs, l’hamiltonien est séparable en une partie énergie
cinétique et partie énergie potentielle :

H (p , q ) = K (p ) +V (q )

Les équations de Hamilton s’écrivent alors :

d q

d t
=+
∂ K

∂ p
(3.3)

d p

d t
=−
∂ V

∂ q
(3.4)

b. Exemples en mécanique classique :

1- L’hamiltonien de l’oscillateur harmonique à une dimension :

H =
1

2
p 2+

1

2
q 2

Les équations du mouvement s’écrivent :

d q

d t
= p (3.5)

d p

d t
=−q (3.6)

2- Le problème à N corps en interaction gravitationnelle est un autre exemple dont l’ha-
miltonien est séparable. Par exemple pour 2 corps, si q1 et q2 sont les vecteurs position des
corps :

K (p1, p2) =
p 2

1

2m1
+

p 2
2

2m2
(3.7)

V (q1, q2) =−
G m1m2

|q1−q2|
(3.8)

3.3 Méthode d’Euler symplectique :

On cherche une solution numérique des équations (3.1) et (3.2) avec les conditions
initiales à t = 0 :

q (0) = q0 (3.9)

p (0) = p0 (3.10)

Pour obtenir N points sur l’intervalle [0, T ], on définit p le pas de temps h = T /N et on
cherche des valeurs approchées pour les instants :

tn = nh (3.11)

La méthode d’Euler A [1] est définie par :

qn+1 = qn +h
∂H

∂ p
(qn+1, pn ) (3.12)
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3.4. Runge-Kutta 4 implicite symplectique 37

pn+1 = pn −h
∂H

∂ q
(pn+1, pn ) (3.13)

Cette méthode est d’ordre 1. La première étape est en générale implicite. Dans le cas d’une
hamiltonien séparable elle devient :

qn+1 = qn +h
∂ K

∂ p
(qn , pn+1) (3.14)

pn+1 = pn −h
∂ V

∂ q
(qn , pn+1) (3.15)

La méthode est alors explicite. Comparée à la méthode d’Euler simple (explicite),l’évaluation
des coordonnées q et des moments conjugés p (les vitesses), se fait en deux étapes succes-
sives.

La seconde étape est en générale implicite. Dans le cas d’un hamiltonien séparable elle
devient explicite :

qn+1 = qn +h
∂ K

∂ p
(pn+1) (3.16)

pn+1 = p −h
∂ V

∂ q
(qn ) (3.17)

On remarque que l’évaluation des p doit se faire en premier. Ces méthode d’Euler sont
symplectiques [1].

3.4 Runge-Kutta 4 implicite symplectique

Runge-Kutta à pas fixe

On cherche à résoudre numériquement l’équation : ẏ = f (y , t ).
Un tel intégrateur se construit en choisissant judicieusement les points où l’on évalue la
fonction f entre deux itérations. Ces derniers sont au nombre de trois (différentes du point
de départ y (t )), et sont notés ξ1. ξ2 et ξ3.
On passe alors du point y (t ) au point y (t +n ) via la relation :

y (t +h ) = y (t ) +h b1 f (t +
b1

2
h .ξ1) +h b2 f (t + (b1+

b2

2
)h .ξ2) +h b3 f (t + (b1+ b2+

b3

2
)h .ξ3)

où les ξi sont donnés par les expressions suivants :

ξ1 = y (t ) +h b1
2 f (t + b1

2 h ,ξ1),

ξ2 = y (t ) +h b1 f (b1+
b2
2 h ,ξ1) +h b2

2 f (t + (b1+
b2
2 )h ,ξ2),

ξ3 = y (t )+h b1 f (t +(b1+b2+
b3
2 )h ,ξ1)+h b2 f (t +(b1+b2+

b3
2 )h ,ξ2)+h b3

2 f (t +(b1+b2+
b3
2 )h ,ξ3)

où les bi sont choisi comme suit [?].

b1 =
1
3 (2+21/3+2−1/3),

b2 = 1−2b3,
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b3 = b1.

Les ξi sont donnés implicitement, on parle de méthode implicite. Précisons qu’un inté-
grateur symplectique est forcément implicite (ibid). La méthode est dite " DIRK " (Diagonally
Implicit Rungr-Kutta methods) : la relation définissant ξ1 ne fait apparaître ni ξ2 ni ξ3, et
celle définissant ξ2 ne fait pas intervenir ξ3. On peut donc d’abord déterminer ξ1, puis ξ2,
et enfin ξ3.
Implémentation :

Les coefficients ξi ont été calculé par l’algorithme de Newton" classique ". Pour le sys-
tème étudié ici, la fonction f (l’équation du mouvement) est autonome, c’est-à-dire qu’elle
ne dépend pas du temps. L’algorithme de Newton a donc d’abord été appliqué à la fonction :
g2 :R4 −→R4

x −→ y (t ) +h
b1

2
f (x )− x

ξ1 est alors la solution (sous réserve d’existence dt d’unicité) de g1(ξ1) = 0.
On détermine ensuite ξ2 comme zéro de la fonction

g2 :R4 −→R4

x −→ y (t ) +h b1 f (ξ1) +h
b2

2
f (x )− x

puis ξ3 comme zéro de

g3 :R4 −→R4

x −→ y (t ) +h b1 f (ξ1) +h b2 f (ξ2) +
b3

2
f (x )− x

On peut alors calculer y (t + h ). On réitérant ce processus, pn peut alors déterminer la
trajectoire complète de la particule.
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Simulation numérique

Exemple 1 :
Dans ce chapitre on établie l’exemple à condition initiale suivant :

¨

ẏ = 1+ y 2 , x ∈ [0, 1.4]
y (0) = 0.

La figure ci-dessous représente une comparaison entre la solution exacte, la méthode
de RK4, RK5 et RK6, où l’on remarque une grande correspondance

entre elles, ce qui indique que RK4 est suffisante pour un tel problème simple.

FIGURE 4.1 – Comparaison entre la solution exacte, RK4, RK5 et RK6
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n RK4 RK5 RK6 RK5(4)

50 4.6147e-05 9.2046e-07 3.5968e-07 9.8899e-11

100 2.9159e-06 3.2149e-08 8.5739e-09 7.3624e-12

150 5.7549e-07 4.2798e-09 8.6577e-10 1.5365e-12

200 1.8183e-07 1.0141e-09 1.6521e-10 5.0004e-13

250 7.439e-08 3.3115e-10 4.5153e-11 2.0817e-13

300 3.5841e-08 1.3263e-10 1.5561e-11 1.013e-13

500 4.6346e-09 1.0204e-11 7.6383e-13 1.3212e-14

TABLE 4.1 – estimation de l’erreur de troncature

par contre le tableau suivant montre l’amélioration de l’erreur avec le croisement de
l’ordre, alors elle est idéale avec la méthode emboitée.
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FIGURE 4.2 – Comparaison de l’erreur

Le tableau (4,1) et la figure (4.2) représente l’estimation de l’erreur entre la solution
exacte et approximative tel que, on voit clairement que l’erreur diminué avec la croisement
de l’ordre.
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k\λ αk
βkλ ck Òck

0 1 2 3 4 5 6

0 0 0
31

384

7

1408

1
1

6

1

6
0 0

2
4

15

4

75

16

75

1125

2816

1125

2816

3
2

3

5

6

−8

3

5

2

9

32

9

32

4
4

5

−8

5

144

25
-4

16

25

125

768

125

768

5 1
361

320

−18

5

407

128

−11

80

55

128

5

66
0

6 0
−11

640
0

11

256

−11

160

11

256
0

5

66

7 1
93

640

−18

5

803

256

−11

160

99

256
0 1

5

66

TABLE 4.2 – Table de Butcher, RK5 et RK6

Pour les algorithmes RK5 et RK6, on a utilise le tableau de Butcher ci-dessous .
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0 0

1

5

1

5

3

10

3

40

9

40

4

5

44

45

−56

15

32

9

8

9

19372

6561

−25360

2187

644448

6561

−212

729

1
9017

3168

−355

33

46732

5247

49

176

5103

18656

1
35

384
0

500

1113

125

192

−2187

6784

11

84

bi

5179

57600
0

7571

16695

393

640

−92097

339200

187

2100

1

40

Òbi

35

384
0

500

1113

125

192

−2187

6784

11

84
0

TABLE 4.3 – les coefficients de RK5(4)7M

On à utilisé les coefficients de ce tableau dans l’algorithme Runge-Kutta Emboitée RK5(4).

Exemple 2 : (Le problème des deux corps gravitationnel)
Ce problème modélise le mouvement des deux corps en interaction gravitationnelle entre eux,
comme le mouvement des astres ou des particules sous atomiques.
L’équation du mouvement en coordonnées polaires ce donne comme suit :

−→̈
r =

−→−r

r 3

r (0) = 1− e

ṙ (0) =

√

√1+ e

1− e

en coordonnées cartésiennes






























ẏ1 = y3, y1(0) = 1− e

ẏ2 = y4, y2(0) = 0

ẏ3 =
−y1

(y 2
1 + y 2

2 )(
3
2 )

, y3(0) = 0

ẏ4 =
−y2

(y 2
1 + y 2

2 )
3
2

, y4(0) =

√

√1+ e

1− e
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On utilisant les conditions initiales ci-dessus l’hamiltonien exact vaut 0.8000, il se calcule
avec la formule suivante :

H = T +V

=
1

2
(p 2

1 +p 2
2 )−

1
Æ

q 2
1 +q 2

2

On voit clairement du tableau ci-dessous la conservation de l’hamiltonien on utilisent
Runge-Kutta 4 symplectique.
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RK4 RK4sym

0.8276 0.8000

0.8276 0.8002

0.8276 0.8005

0.8276 0.8009

0.8276 0.8013

0.8275 0.8017

0.8274 0.8021

0.8273 0.8026

0.8272 0.8029

0.8270 0.8033

0.8269 0.8036

TABLE 4.4 – comparaison entre l’hamiltonien de (RK4 et RK4 symplectique)
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conclusion

De ce qui précède nous pouvons conclure qu’aucune des algorithmes d’une même
étape ne peut être jugé meilleur que les autres lors de résolution d’un problème ; parce
que cela dépend de la nature de l’équation différentielle, la ainsi que la longueur de l’étape
affecte la précision de la solution. Les algorithmes de Runge-Kutta avec des rangs plus
élevés nécessitent de nombreux calculs. Par exemple, il n’est pas possible pour obtenir un
algorithme du cinquième étage et du cinquième rangs, il faut ajouter deux étages pour
obtenir cet algorithme et avec ceci on remarque que plus la longueur du pas est courte, les
résultats sont plus précis.
L’amélioration ainsi que l’adaptation aux problèmes des méthodes de R-K, se poursuivent à
ce jour.

Et en fin, nous remercions Dieu qui nous a permis de faire cette recherche, et nous
espérons que nous étions on le niveau.
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