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Introduction

L’intrication est une corrélation quantique fascinante sans équivalent classique. Son histoire
est riche et a profondément influencé notre compréhension de la mécanique quantique [1, 2].
Elle a suscité, au cours des derniéres décennies, un regain d’intérét principalement en raison
du développement de la théorie de l'information quantique et de ses applications possibles
pour effectuer diverses tdches de communication et de calcul qui seraient beaucoup plus effi-
caces et rapides par rapport a leurs homologues conventionnelles. [3]. Au-dela de la théorie de
Iinformation quantique, une activité de recherche intensive a été menée pour explorer les per-
spectives supplémentaires que l’intrication quantique pourrait conduire dans d’autres domaines
de la physique [4]. A cet égard, la machinerie des oscillateurs harmoniques s’avére jouer un role
important.

L’intérét d’utiliser les modeéles d’oscillateurs harmoniques dans le contexte de l'intrication
quantique peut étre justifié par deux motivations importantes : i) La premiére est que ces
modeles sont traitables. ii) La seconde est leur polyvalence, dans le sens ot ils jouent un role de
premier plan dans de nombreuses branches de la physique. Par conséquent, ces considérations
ont conduit, au cours des trois derniéres décennies, & 'utilisation de divers types d’oscillateurs
et au développement d’un nombre impressionnant d’approches pour saisir les caractéristiques
fondamentales des aspects multiformes de 'intrication quantique.[5, 6, 7, 8].

Dans ce mémoire nous avons 'intention d’étudier 'intrication quantique et thermique de
deux oscillateurs harmonique quantique couplés . La motivation pour mener cette étude est
d’étudier les nouvelles fonctionnalités liées & ce type particulier de couplage. Du point de vue
mathématique, l'investigation reposera sur 1’évaluation du degré d’intrication en utilisant les
notions d’entropies quantique et de fonctions de pureté.

Ce memoire est organisé comme suit :

Dans le chapitre 1, nous formulons notre probléme. Nous rédigeons I’Hamiltonien décrivant le
systéme qui nous intéresse qui est deux oscillateurs harmonique quantique couplés. Des trans-
formations unitaires appropriées seront utilisées pour dériver les solutions au spectre d’én-
ergie. Cela nous permettra de calculer la fonction de pureté et de discuter des conditions pour
lesquelles le systéme est fortement intriqué dans I’état fondamental.

Dans le chapitre 2, 'approche intégral de chemin a été utilisée pour étudier ’aspect ther-



mique du probléme. Cela nous permet d’étudier 'intrication dans le systéme décrit par le cou-
plage entre les deux oscillateurs simplement en évaluant les fonctions de pureté non seulement
pour I’état fondamental mais aussi pour I’ensemble du spectre. Nous montrerons que le résultat
intéressant qui en ressort est que la pureté peut étre exprimée en termes d’un parameétre de
couplage 7 ainsi que d’un parameétre de mélange (angle 6) et d’'un parametre de température f.
Pour illustrer graphiquement ce résultat, nous tragons des figures pour les fonctions de pureté
en termes de parameétres 7 et 3. en fixant trois valeurs de 'angle 0 = 0,7, 5

Au chapitre 3, nous considérons différents types d’entropies quantiques. Nous montrons
que l'entropie de von Neumann peut étre obtenue comme limite de I'entropie de Rényi et

nous avons pu écrire les deux directement en termes de la fonction de pureté. Pour illustrer

graphiquement ce résultat, nous tragons des figures pour les fonctions des deux entropies en

™

termes de paramétres 7 et 3. en fixant trois valeurs de I'angle 6 =0, %, %

Pour aller plus loin on calcule la fonction de partition puis ’entropie thermique.



Chapitre 1

Etudes quantique d’un couplage de

deux oscillateurs sans spin

1.1 Solutions de spectre d’énergie

Dans ce chapitre, nous étudions le probléme d’un systéme de deux oscillateurs quantiques
couplés pour déterminer les solutions du spectre d’énergie et les fonctions d’onde correspon-
dantes. Notre objectif est de quantifier I'intrication quantique présente dans ce systéme a l'aide
de la fonction dite pureté.

L’hamiltonien décrivant un tel systéme peut s’écrire sous la forme
B

1 1 1
S + 2—7712 + §m1w%$% + 5?71200%1‘% + 5051?1352 (1'1)

H =
ol my,wi,x1,p1 (respectivement ma,wa, T2, p2) sont la masse, la fréquence angulaire, la posi-
tion et impulsion du premier oscillateur (respectivement du deuxiéme oscillateur) et C' est la
constante de couplage.
Les relations de commutations sont [x;, p;] = ihd; ; (tous les autres commutateurs disparais-
sent). Notons que lorsque C' = 0, on retrouve le cas simple de deux oscillateurs indépendants.
Parce qu’il est difficile de traiter ’hamiltonien (1.1) tel qu’il est, un certain nombre de

transformations appropriées seraient nécessaires pour lui donner une forme diagonale. Dans un

premier temps, redimensionnons la position et les variables d’impulsion comme suit



X1 = ,U,IE1,X2 = M_l.’IJQ (1.2)
Py =y 'p1, Py = pps (1.3)

L’hamiltonien est maintenant réécrit comme suit

1 1 1 1
Hy = 5= (P} + B) + gmet X} + cmud X3 + 50X Xy (1.4)

les paramétres résultants étant donnés par
1

W= (%) Y om = mms (1.5)

Nous devons maintenant éliminer le terme de couplage C' de 'hamiltonien Hsy. Pour cela

nous utilisons les deux rotations suivantes

X1 = qjcos (g) + g9 sin (g) ; P1 = "Pj cos (g) + Ps sin (g) (16)
Xo = —qsin (g) + @o cos (g) ; Po = —P1sin (g) + Pa cos (g)
oll nous avons introduit deux parameétres
2 24 2 _mw2)’ 12
g2 = e (;Zwl mod) k= 1/m2wiw? — %2, (1.7)
En imposant
C T T
tan () = —5——,—=— <0< = 1.8
an (0) mwg—mw% 2 2 (1.8)
L’Hamiltonien Hs est alors réécrit comme suit
1 1
H3 = % (P12 + P22) + 5]@ (67277(]% + e“"qg) (19)

Ou 1 est le parameétre de couplage. Notez qu’afin de s’assurer que le systéme reste stable nous
imposons la condition —2mwiws < C' < 2mwiws

Il est clair que ’'Hamiltonien (1.9) est diagonal car il s’écrit sous la forme d’une somme de



k

deux oscillateurs unidimensionnels indépendants de masse m et de pulsations respectives
(1.10)

O =we ™, Qy =we™ w=
m
Afin de déterminer le spectre (valeurs propres) de cet Hamiltonien, on introduit deux familles

d’opérateurs d’annihilation et de création définies par [11]
A k-1 . 1
Tyt M TR (1.11)

1 . 1
e 2q +iy/55pe2 " Py
’ 1 1
~t k_+35m ; wW_ o= 3P,
2 =\ 2h® 27927 U/ 2p5¢ 2772

a1 = \/ 35
. 1 . _1
N NG e
Le commutateur [dk,&k] = 1;k = 1,2 (tous les autres commutateurs sont identiques a
(1.12)

zéro). En conséquence, I'hamiltonien s’écrit comme suit
(o + L

as =

2

1
Hjz = hwe™ (&fal | 2) + hwe ™" <a;

Nous pouvons, maintenant, résoudre aisément ’équation de Schrodinger aux valeurs propres
H3 | ni,n2) = Enyny | 11, 12) (1.13)

11 est facile de montrer que les solutions de I’équation propre de Hj se lisent comme suit

1 1 1 1
5n1,n2 = h{) (m + 5) + h ) (TZQ + 5) = hwe™" <n1 + 5) + hwe <n2 + 5) (1.14)
= % (1.15)

w2e N o
2 @ 2

we
Vnnna (01 02) = =y

Nous sommes maintenant en mesure de voir comment utiliser 'inverse de la transformation

w?e o
- % 1 7
o, (we*2q1) H,, (we2q2) ,

(1.6) pour obtenir des états intriqués. Cela peut étre implémenté en réécrivant simplement les

états propres en termes de (z1,x2) au lieu de (g1, ¢2). En utilisant



q1 = X1 cos (g) — Xasin (%) = pr1cos (g) — p”lapsin (g) (1.16)

g2 = Xysin (4) + X cos (4) = go = pay sin (§) + pta2 cos (§)

nous nous retrouvons avec les fonctions propres de notre systéme ayant ’hamiltonien H;

2 w2

e 5 " (prrcos(§)—u wasin(§))" T e (uaasin(§) +~ Nz cos())’

"/’mmz (1, 22) = m2mtnanIngl

(e (uncos (2) -tz (2))
X Hp, <we+ (uml sin <g> + p Ly cos (g))) (1.17)

ou H,, (#) dans 'expression (1.15) ou (1.17) sont des polyndéme d’Hermite d’ordre n; éme.

SIS

1.1.1 Operateur densité

La notion d’opérateur densité (souvent appelé matrice densité) a été introduite par von
Neumann comme une alternative pour décrire les états d’un systéme quantique[11].
Etats purs

Sil’on considére un état |¢) unitaire parfaitement connu qui appartient a I’espace de Hilbert

d’un systéme quantique alors 'opérateur densité est nécessairement un projecteur

p=le) (ol (1.18)

Dans ce cas, on dit que p représente un état pur[11].

Etats de mélange

Si par exemple un systéme quantique peut se trouver dans I'un des états |p1), |¢a) ;... |©n)

n

(tous unitaires) avec des probabilités respectives p1, pa2, ... , pn (o0 > p, = 1) alors opérateur
i=1

densité s’écrit sous la forme



p= ; pi les) (il (1.19)

Dans ce cas on dit que 'opérateur densité représente un état de mélange.

Propriétés de ’opérateur densité

L’opérateur densité vérifie les propriétés qui suivent :

— p est hermitique

— la trace de p vaut 'unité Trp=1

— est défini positif quel que soit on a (@|p| @) =0, Vo)

— si p représente état pur alors =)

— Les théorémes généraux de ’algebre linéaires permettent d’associer & toute matrice densité

p une matrice unitaire U telle que UpU~! soit diagonale.

Matrice densité réduite

Si p = pAP correspond a un systéme " bipartite" composé de deux sous-systémes A et B

alors les densités réduite exprimées par
pd =Trp (pAB) (1.20)
pB =Tra (p*P) (1.21)

1.1.2 Mesures de l’intrication

Si I’état étudié est un état bipartite pur pA8 I’entropie de Von Neumann (dite aussi entropie

d’intrication) est définie comme suit
Syn = —Trptnp? = —TrpP In p? (1.22)

Si les valeurs propres de 'opérateur densité réduit sont notés par A, 'entropie d’intrication

10



s’écrit sous la forme

Sun = — 3 Anln Ay (1.23)

Quant a I'entropie de Shannon d’une distribution S de probabilité p, d’un ensemble fini

{81, Sy euny Sn}

elle est donne par|[11]

H(S) = — i‘lpi In p; (1.24)

n
ou p; est la probabilité associé a I’élément s; avec Y p; = 1. L’entropie de Shannon est interprété
i=1
comme étant une mesure de I'imprévisible (ou de I'incertitude) a une distribution de probabilité

S.
L’analogie formelle entre les équations S,x et H (S) montre que l’entropie de von Neumann

est I'analogue quantique de ’entropie de de Shannon.

1.1.3 La pureté

La fonction pureté est intimement liée & ’entropie de Von Neumann. Elle en est issue par
simple linéarisation. Cette fonction permet d’évaluer quantitativement le degré d’intrication
d’un état quantique.

Si on considere un état ) , 5 d'un systéme bipartie {A, B} alors I’entropie d’intrication est

donnée par

S (o) ap) = —Trptnp? = —TrpP1n pP (1.25)

p? et pP les densités réduites.

La pureté P est obtenue par linéarisation de (1.25). Elle est exprimée par

2

P=Tr (pA)2 =Tr (pB) (1.26)

11



1.1.4 Propriétés de la pureté

Dans le cas ot I’état considéré n’est pas intriqué alors
P=1 (1.27)
Dans le cas ou P # 1, ’état est nécessairement intriqué.

0<P<1 (1.28)

Pureté de ’état fondamental

Afin d’évaluer la fonction de pureté de ’état fondamental , nous devons tout d’abord déter-
miner :
— I'état fondamental ‘@ZJO,0>
La fonction d’onde de I’état fondamental peut etre obtenue avec un simple remplacement,

il suffit de métre (n1,n2) = (0,0) dans ’equation (1.17) de la fonction d’onde

VAP (wa,28) = op (21, 72)
— ﬂe*w;e*"(#fflCOS(%)*V%Sin(g))zf%zen(ﬂmlSin(%)ﬂf

T

1

r2eon(§)'20)

— La matrice de densité pAF de I’état pur pA8 = |’L/J070> <1/1070‘ dans la representation position

pAB s'écrit

AB(

P L1, $27m/17m/2) - <{E1,{E2| pAB “r/17$/2> = %70 (mhm?) 1/}8,0 (‘r/17$/2) (130)

— La matrice de densité réduite péd de la premiere particule est obtenu en tragant (1,30)

par rapport a la variable x il vient

12



Pl ) = Trp (") = / Wo,0 (51, 72) W0 (2}, 22) dig

w2 2

e B (e cos(8) -t

~—

. [’
T2 sm( 5

) e pasin(§) 4z con(8))

S

2

. 2 . 2
e e ] con( )~z )~ (] sin( §) =2 con(4))
X
T
w2 2, ./2 282242 !
— _efa(zlerl ) e x5+ ’y(zl+zl)x2dm2
T
2 2 (@14’
— ze a(x%—’—xlz) 4l 23
s

Ou la formule

+00 2
2 T b2
/ e Ty — \/:e4a,Re (@) >0
oo a

a été utilisé pour dériver la densité réduite p? (x1, 7))

2083 —~?2 2
Prea(1,27) = N exp <——25 E (a7 +27) +%x1x{1>

En utilisant la condition de normalisation, nous trouvons que

aff — 2

N =
278

De méme, la matrice de densité réduite pour la partie B se lit comme suit

13
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(1.32)
(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)



pRa(z2,7h) = Tra (p*P) = /%,o (w1, 72) g 0 (171,952) dzy
1 _
_ (et /e—wgh" T (= a cos(§ ) — e sin(§))* 450 /T (i~ Ly sin(§) +u cos(§))
m2h2k
2

-n . 2 n .
Xei‘ﬂ;;h %(‘uflxlcos(%)ﬁuz;sm(g)) —%\/%T(uflzlsm(%)ﬁumécos(%)) d.’L‘l

2 / ’
_ w_e—a(a:§+q;22) /e—Zﬁxf—&—Zy(xg—&-xQ)mdl.l
s

2 / 4'\/2(1‘2+m, )2
_ W —a@3ta?) [T 1.38
—e 2/36 (1.38)

Avec ces résultats en réserve, nous pouvons maintenant évaluer la pureté donnée par

P="Tra(ply)’ (1.39)

Notez que parce que pfed est similaire a p;‘éd, on peut facilement établir que P4 = PP =

PO,O (na 0)

Pogo (n,0) = /péd(xlvx/l)péd(mllvml)dmldm/l

2 _2aﬁfw2 2_2a8— 2 2 ﬁ !
= (NA) /e RS Sy R Wy 1y da (1.40)

En effectuant les deux intégrations nous obtenons

Poo(n.0) = | 20" = : (1.41)
Y ap cos4(g) + Sin4(g) + 2cosh (27) sinQ(g) COSQ(g) ’

14



Furity

Figure 1.1 : Pureté P en termes de parameétres de couplage 7 et d’angle de mélange 6.

De la figure 1.1 nous pouvons conclure ce qui suit :

-sin=0ouf=0alors P(n,0) =1

Dans ce cas I’état fondamental est non intriqué. Ceci est tout a fait attendu et ce dans la
mesure ot = 0 ou § = 0 correspond a un systéme de deux oscillateurs découplés.

-sin#0et @ #0alors 0 < P(n,0) <1

L’intrication est induite par le couplage des deux oscillateurs.

Jusqu’a présent, nous nous sommes concentrés sur la dépendance de la fonction de pureté
sur les paramétres de couplage 7 et de I’angle de mélange 6.

Dans le prochain chapitre, nous prendrons en compte 'effet de la température.

15



Chapitre 2

Matrice de densité

Dans ce chapitre, nous utilisons 'approche intégrale de chemin pour dériver les fonctions
de pureté thermiques en termes du paramétre de la température 5. Pour pouvoir effectuer les
calculs, nous représentons l'inverse de la température comme 1’évolution temporelle imaginaire.

Cela nous permettra d’obtenir les matrices de densité ainsi que les fonctions de pureté.

2.1 Matrices de densité

Dans cette section, nous avons l'intention de déterminer la matrice de densité en calculant
le propagateur de notre systéme. Rappelons que le propagateur d’un systéme donné peut étre
vu comme 'amplitude de probabilité d’une trajectoire de particule depuis une position initiale
vers une position finale pendant un temps donné.

Le systéme qui nous intéresse est constitué de deux oscillateurs harmoniques couplés dans
Pespace unidimensionnel des masses (my, mg). Alors, si I'on paramétre les coordonnées par
(z1,22), les impulsions par (p1,p2),et les fréquences par (wi,ws) alors 'hamiltonien décrivant

le systéme se lit comme suit

p% p% 1 2.2, 1 2 2 1
Hl = 2—7n1 2_'rn2 + §m1w1$1 + 57’”2@121‘2 + 50%1%2 (21)

La tache & accomplir consiste & déterminer la matrice de densité dépendante de la tempéra-

ture correspondant aux deux oscillateurs harmonique couplés. Pour cela, nous commengons par

16



introduire d’abord l'opérateur d’évolution qui est donné par[15]

U(8) = Tn exp <— /0 ’ ﬁw) (2.2)

1

Ou 7p est Popérateur chronologique de Dyson et le paramétre § est donné par § = T

avec T' étant la température et kp est la constante de Boltzmann.
En utilisant 1’équation (2.2), le propagateur qui est devenue maintenant la matrice densité

peut s’écrire dans represntation position sous la forme[15]

B (14, Top, T1a, 2245 B) = (211, 25| U(B) |14, T24) (2.3)

Ou | Z14,T24) €t | T1p, T2p) représentent respectivement les états initial et final.
Pour raccourcir la notation, écrivons pAB (x1p, Top, 214, T24; ) = pAE (b, a; B).
Pour modéliser la matrice densité en termes de formalisme intégral de chemin, nous divisons

le parameétre 5 en N + 1 intervalles de longueur € = Niﬂ pour chacun, nous utilisons la formule

de Trotter et nous insérons la relation de completeness (fermeture)

/ |{E1, {E2><{E1, xg\dwldxg =1 (24)

La formulation intégrale de chemin de I'opérateur de densité en termes de variables d’espace

de phase continue se lit comme suit [9]

Dx1DxoDp1 D 8
b a; f) = // 1 ;’;h pP1Lp2 xp/ [ip1&1 + ipede — H (z1,22,p1,p2)] dT (2.5)
0

ou les positions initiales et finales sont données par xj (0) = Z14, 22 (0) = 24,71 (8) = x1p,
x2 (B) = wap

En revanche, il est difficile d’effectuer le calcul a I’aide de la fonction hamiltonienne donné
ci-dessus en raison de la présence d’un terme de couplage. Pour résoudre ce probléme, nous
utilisons les mémes transformations que le chapitre précédent.

Nous réécrivons la fonction d’hamilton comme suit
1 1 _
Hy(q1,q2,P1,P1) = o (P +P3) + §k (e7%1qt + e™743) (2.6)

17



Sous ces transformations, la matrice de densité se lit comme

DqiDgDP,DP;
p*P (b, a; B) —/ L

B
5 exp {/ (iP1d1 + P2d2 — Ha (q1, 92, P1,P1)) dT} (2.7)
(27h) 0

Aprés avoir éliminé le terme de couplage, la matrice densité peut étre écrite sous la forme

factorisée suivante

0B (q1p, @2bs Q1as @203 B) = p1(@16s Q105 B) P2 (@2, G245 B) (2.8)
ou
DqDP; By . 1 1.
p1(q1p; q1a; B) = —orp P {/0 (2771611 — %P% — §k€ 2"Q%> dT} (2.9)
et
Dy DP By 1 1
P2(q2b, @243 B) = T orh €xp {/0 <Z792Q2 - %7322 - §k62”q§> dT} (2.10)

De plus, nous montrons que

) - Dg1DP, s . . 1 2 1 —2n 2
P1(Q1b,Q1a75)—/ Dy eXP{/O (ZP1Q1 2mP1 le qi | dr

—n mwe ™" 9 9 _
= Qﬂﬁsfg&%we—v;lg) €xp < 2hsinh(hwe_”5) (qla + qlb) COSh(hwe 776) - 2q1aq1b)

_ we”"
- 2mh sinh(hwe="0)

« —WM {(u cos(g)xla—i sin(g)x2a>2+<p, cos(g)xlb—i sin(%)x2b> 2} cosh(hwe™"[3)
€

% 672/’ sinzlj?;;:*nﬂ) (,u COS(%)IElafi sin(%)z2a> (,u COS(%)xlbfi sin(%)x2b> (211)

et
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) B DyQDPQ A . . 1 2 1 2n 2
p2(q2, @245 B) = or T GXP{/O (ZPQQQ 2m732 2]%’ q; | dr

o men o me" s .
_\/ 2nhsinh(hen3) exp( 2hsinh(hen ) (20 + a2) cosh(uwe5) 2q?aq2b))

o we'

~\/ 2rhsinh(Awen B)

o Q_WM {(u sin(g)xla—l—i cos(g)x2a>2+(p, sin(g)xlb—l—i cos(%)x%)z)} cosh(fiweB3)
st (s (§) s cos(§)oac) (nsin(§)e & con($)m) .12)

Avec ces quantités en réserve, nous pouvons maintenant écrire la matrice de densité en

termes de variables d’origine. Un calcul simple conduit a[9]

AB we= "N wen
b,a;B) =
P (bai ) \/ 2nhsinh(he—"3) \/ orhsinh(enf)
XG_WM(O‘ COS(%)Ila_% sin(g)xga)z—i—(u Cos(g)xlb—% sin(g)x%)Z) cosh(ie™"3)
% 672/" sii;}(e/;iﬁﬂ) (;L cos(%)zlaf% sin(%)z2a> (,u COS(%){Elb*% sin(%)mgb>
&7

2 2
% efm((,usin(g)zhﬁri Cos(g)z2a> +<psin(g)zlb+i Cos(g)z2b> ) cosh(he" B)

% e#(e:eﬂﬂ) (;L sin(%)zlaJr% Cos(%)z2a> (,u Sin(%)$1b+% Cos(g)z2b> (213)

Cela peut étre reformulé sous la forme suivante

2

AB (1 0 ) — - §
P (ba; B) = ((27rh)2 sinh(he="p3) sinh(he”,é’)>

X €xXp [—M?b - bx%b - a’x%a - bx%a + 2cx1pTp + 2¢T10%24

+2dz1pT10 + 2 T2T20 — 29716720 — 2910720 (2.14)

ol les constantes sont données par
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a = “22—; [e” coth (hwBe™) cos® (g) + € coth(hwpBe") sin? <§)] (2.15)
b = 2,;;2 [6" coth(fwe™) sin? (g) + " coth (hwe") cos? <g)] (2.16)
c = % [e77 coth(AwBe ™) — € coth(hwBe™)] cos (g) sin <g> (2.17)
¢ = ‘225 [sinh(;:@’e_”) cos’ (g> * ﬁf;w) sin” (gﬂ (2.18)
fo= 27;22 [sinh(ieic:,é’e") sin” (g> + mmﬁ (g)] (2.19)
g = 2% <sinh(;:ﬁen) B Sinh(;juﬁen)> cos <g> sin (g) (2.20)

Les fonctions Pureté

A ce stade, nous pouvons dire que nous avons rassemblé les outils nécessaires pour mesurer
les degrés d’intrications du systéme. Ces mesures sont fournie par les fonctions de pureté qui
sont trois dans notre cas.

Tout d’abord, nous déterminons I’état du systéme selon qu’il est pur ou mélange. Pour cela,

nous commencons par utiliser la décomposition spectrale du propagateur de Feynman bien

connu.
+00 +00 Enyomg
K (%10, Toh, T1a, T2ait) = D 2o € 5 by o (@1h, T2p) U,y (T1a5 T24) (2.21)
n1=0mn2=0

Cette expansion pour le temps imaginaire ¢ — —ihf devient 'expansion de la fonction de

densité.
AB X g8
P (T1p, Ty Tas T2a; B) = D, Do € 2P, o (216, T2p) Uy g (Tas T2a) (2.22)
n1=0mn2=0

Quand on compare cet écrit a la relation (1.19), il apparait clairement qu’il s’agit d’un état de
mélange, par conséquent, dans notre cas, il y aura plus d’un intrication pouvant étre mesuré a
I'aide des fonctions de pureté.

Réécrivons la fonction de densité du systéme (2.14) a nouvau sous la forme

20



PAB (:L‘lbv XL2by Llas L2as ﬁ)

_ NABefaszszgbfaz%a fbx§a+2cz1bz2b+2czlaz2a +2dr1pT10+2f TopT2q —29T1pT20 —29T10aT2p (223)

la matrice de densité réduite p, de la premiere particule est obtenu en tracant (2,23) par

rapport & la variable x9 il vient

prea = Trep™® = [ p"P (214, 221, 10, 2215 B) day
[(679)272a(b7f)]z%lf%[(cfg)272a(b7f):|z%a+2[(cfg)2+2(b7f)d]zlbzla
= N'e 20— (2.24)

la matrice de densité réduite pfzd de la deuxieme particule est obtenu en tragant (2,23) par

rapport & la variable xo il vient

proa = Trap™® = [ p*P (21, wop, 210, 0205 B) d1s
[(cfg)z72b(a7d)]z§b+[(cfg)272b(a7d)]z%a+2[(cfg)2+2(a7d)f]12b1‘2a
— NBe 2(a—d) (2.25)

Nous utilisons la condition de normalisation de von Neumann pour obtenir les trois constantes

de normalisation NA4B, N4 et NB
Trapp®® =1, Trapl,=1, TrppZ,=1 (2.26)

Aprés avoir effectué tous les calculs nécessaires, qui sont tous des intégrales Gaussien, on trouve

NP = 2\l ) - (-9 (227)
i - p—(c—9?

N4 = \/2 TG T (2.28)
s _ e d)e—f)—(c—oP

NB = \/2 =) (2.29)

Nous disposons désormais de toutes les relations qui permettent de calculer la pureté du
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systeme AB et des deux sous-systémes A et B. Commencons par calculer la pureté PAB

2 2
PAB = Tr (pAB) = //(:Elb,l‘gb‘ (pAB) |SL‘1b,SL‘Qb>dSL‘1bd£L’Qb
= //<$1b7$2b|pAB <//\ﬂﬁla,$2a><961a,$2a\d$1ad$2a>PAB|$1b,$2b>d$1bd962b

=7
= ////<961b,962b|,0AB|961a,$2a><$1a,w2a|pAB|961b,$2b>d$1ad$2ad$1bdwzb
= ////PAB (16, T2bs T1as T2a; B) pP (X104, T2, T1p, Top; B) dr1adToad1pdzay

_ (NAB)Q////eQQz%b2bz§b2a:p%a2b:p§a+4cz1bz2b+4cz1az2a+4dmlbzla+4f:p2b:p2a4g:p1b:p2a4g:p1a:p2b

X dl‘ladl'gadwlbdl'% (230)

Aprés un calcul simple mais long on trouve

AB _ [ (a=d)b-D)=(c=g)? _ fwe ™ hwe'3
r _\/<a+d)<b+f><c+g>2_tanh( )tk (2.31)

de meme

P TTA pred // < xla‘ pred) |$1a > dr1g

= / < 14 | pred/ | 21, >< 21 | dTwpig | T1a > o1

~~

=I

= // < @1q | pitg | T16 >< 210 | pieg | T1a > dr1pdTia
_ A A
= //pred (wlay xlb) Pred ($1b7 fEla) dz1qdxy

(c=9)%—2a(b=f)]23, +[(c=9)2—2a(b—1) |}, +2[(c—9) 2 +2(b—)d] 21714
= (N4 / / @D dzigdzyy,  (2.32)

Apreés avoir effectué ces deux intégrales qui sont de type Gaussien on trouve

tanh(ﬁwen’g
2

(e’? tanh(%) sinz(%)+e*" tanh(M) COS2(%)> (e" coth( w) cos? %Jre*’? COth(%ﬂ) sin2 g)
(2.33)

tanh w

~—

PA =

22



de méme

P TTB pred // < Z1p | pred | x1p > d1p
= // <z | pred | 214 >< T14 | pred | 21y > dx1aday

://prBed (T16, T1a) Phig (T1a, T1p) dT10dT 1

B [(c=9)%=2a(b—1)]a3,+[(c=9)2 ~2a(— )] e}, +2[(c=9)? +2(0- N d] 214714
oo e

(=1 dxr1.dx1p

Aprés un calcul simple comme le précédent on trouve

(2.34)

5 tanh(—hw;n’g> tanh —ﬁwe;nﬁ
P p—

en tanh (2978 cos2 (2 ) ye—n tanh( Lee "6 gin2( 2 e coth( 22¢ "8 cos2(2)+en coth hwe’?ﬁ sin?
; (2) 2 () > (%) (

23

(2.35)

9
2

)



Figure 2.1 :Pureté PAB en termes des paramétres de couplage 7 et de température 3.

La Figure 2.1 montre que la fonction de pureté PAB

prend toutes ses valeurs possibles
lorsqu’on change la température de 8 = 0 jusqu’a = 10, aussi PAZ est une fonction
complétement symétrique par rapport & sa valeur maximale qui se produit lorsque le terme
d’intéraction n’existe pas ¢’est a dire n = 0.Cette condition est automatiquement remplie

lorsque (C' = 0,w; = wa).

(@)

i
s
0.7
06

: 05

2 p ’ 10
0
2 4

2

Figure 2.2 :Pureté P# en termes des parameétres

de couplage 1 et de température 5 pour une valeure fixe de ’angle de mélange ¢ = 0.
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Figure 2.3 :Pureté P4 en termes des paramétres de couplage 7 et de température 8 pour une

valeure fixe de angle de mélange 6 = 7/4.

(©)

Figure 2.4 : Pureté P4 en termes des parameétres

de couplage 7 et de température S pour une valeure fixe de 'angle de mélange 0 = /2.

Les Figures 2.2 | 2.3 et 2.4 explique l'effet de ’angle du mélange sur la fonction de pureté
locale PA. Ou le paramétre de la température S est compris entre 0 et 10 et la constante de
couplage 7 est comprise entre —4 et 4. Lorsque I'angle de mélange a une valeur minimale 6 = 0
comme dans (a), la fonction de pureté augmente globalement. A mesure que la valeur de 'angle

de mélange augmente, la fonction de pureté chute globalement comme en (b) et en (c). Plus
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la fonction de pureté est élevée, plus l'intrication faible que nous obtenons. Il existe donc une
relation inverse entre ’angle de mélange et la fonction de pureté. En raison de la relation inverse
entre la fonction de pureté et l'intrication, il existe une relation positive entre l'intrication et

I’angle de mélange.

@

Figure 2.5 :Pureté PP en termes des paramétres de

couplage 1 et de température S pour une valeure fixe de 'angle de mélange 6 = 0.

(&)

Figure 2.6 : Pureté PP en termes des paramétres de couplage 1 et de température 3 pour

une valeure fixe de I’angle de mélange 0 = 7.
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Figure 2.7 : Pureté PP en termes des paramétres de couplage 1 et de température 3 pour

une valeure fixe de 'angle de mélange 6 = /2.

Les Figures 2.5 , 2.6 et 2.7 explique l'effet de 'angle du mélange sur la fonction de pureté
locale PB.d’une facon générale, les mémes observations concernant la fonction de pureté P4
s’appliquent ici.

Sur la base des résultats obtenus, nous pouvons aller plus loin et porter notre attention sur

I’étude des entropies de ce systéme. Cette question fera ’objet du prochain chapitre.

2.2 Cas spéciaux

Il est intéressant d’étudier quelques cas limites afin de caractériser le comportement de notre
systéme. Puisque notre systéme implique trois paramétres libres, on peut examiner différentes
situations selon certaines configurations choisies pour simplifier les fonctions pureté et donc
extraire plus d’informations sur les intrications de notre systéme. Celles-ci concernent des limites

de température, et des limites de couplage.

2.2.1 basse température

En prenant la limite f — oo on s’assure que le systéme est dans ’état fondamental
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PAB (0,08 — o) = 1 (2.36)
PA(n,0:8— o0) = PP(n,0;8— )

= - = Pyo (1,6) (2.37
S @ e @) By 0230

ce qui garantit que notre systéme est bien dans I’état fondamental et donc c’est exactement
la pureté Py (1, 0) correspondant a 1’état fondamental (ny = 0,15 = 0) obtenu dans le chapitre
précédent. Ce résultat confirme que considérer la température de I’environnement comme un
réservoir agissant sur notre systéme est un bon candidat pour décrire ces degrés d’intrication.
Ce résultat est en accord avec notre approche qui utilise la notion de température du réser-

voir au moyen du formalisme intégral de chemin.

2.2.2 haute température

pour examiner cette situation, nous prenons 5 — 0

h2 2
PAB (1,0, —0) — —

52 —0 (2.38)
hw
2
\/6277 sin? (%)—l—e*z’? cos? (g)
hw

B .
P ("77‘976 7 O) - \/e2nc052(g)j—e*2nsin2(g) —0 (2‘40)

&

PA(n,0; —0) —

—0 (2.39)

&

Les Figures 2.1 — 2.7 Concernant les fonctions de pureté, on constate que 'effet fort de la
température sur celles-ci, comme & trés haute température, les fonctions de pureté sont a leur
plus petite valeur, quelle que soit les valeurs des autres parameétres. Cela fait que l'intrication
thermique est trés importante. On observe que les puretés sont des fonctions décroissante avec
n croissant. A n = 0, Les fonctions de pureté atteignent leur valeur maximale 1a oil le systéme

se sépare complétement.
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2.2.3 Couplage faible

PA(,0 — 0;8) = tanh (h‘“’ 62_%] ) (2.41)

hwe' s
)

PB(n,0 — 0;3) = tanh < (2.42)

L’étude graphique correspondant & ces deux limites P4 (1,0 — 0; ) et PB (5,0 — 0; ) est
présente dans les deux Figures 2.2 et 2.5.
Sur la base des résultats obtenus, nous pouvons aller plus loin et porter notre attention sur

I’étude des entropies de ce systéme. Cette question fera 1’objet du prochain chapitre.
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Chapitre 3

Entropies

Dans ce chapitre, nous étudions I'idée de ’entropie quantique qui est pertinente pour traiter
diverses taches liées & l'intrication thermique. L’entropie est un outil important qui peut étre
utilisé pour mesurer le manque d’information ou la mixité dans la préparation d’un état donné.

La définition de I’entropie ne nécessite pas I'idée d’un observateur, mais nécessite de préciser
le sous-espace du systéme considéré afin d’obtenir la matrice de densité. Un observateur peut
mesurer différentes entropies selon les aspects du systéme pris en compte. Concrétement, pour
un systéme de deux particules intriquées, on mesurera des entropies différentes pour chacune
des particules indépendamment de 1’état complétement intriqué. En général, le manque d’in-
formations ou la mixité concernant la préparation d’un état donné peuvent étre quantifiés en

utilisant des mesures entropiques généralisées, telles que Ientropie de Bastiaans-Tsallis[12, 13]

1—Tr(p?)
o 1
So= (31)

et Pentropie de Rényi[14]
log T'r (p?)
R

=—" 2
sy = (32)

ol le parameétre est g > 1.
Ces familles d’entropies peuvent étre réduites a ’entropie de von Neumann S,y dans la

limite suivante

S;= lim S,= lim SE=-Tr(plogp)=S,n (3.3)

q—1t q—1t a
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qui est additif sur les états du produit tensoriel et fournit une autre mesure pratique du mélange
de I'état quantique.
Dans la suite, nous étudierons I'entropie de Rényi ainsi que ’entropie de von Neumann pour

le systéme actuel et en obtiendrons des résultats intéressants.

3.0.4 Entropie de Rényi

L’entropie de Rényi est généralement considérée comme un outil permettant de révéler
I’ensemble du spectre d’intrication. A cet égard, nous mentionnons que les auteurs de la référence
[10] ont traité des mesures d’intrication spatiale dans un modeéle atomique a deux électrons en
formulant la trace de la matrice densité en termes de fonction de pureté comme suit

(2P)*

Trp? = (1+P)?—(1-P)

Ainsi, 'entropie de Rényi correspondante se lit comme suit

1—-pP 1 1-P\?
sh—_9 (1= - m(1-(—= 3.5
a 1—qn< 1+P> 1—qn< <1+P>> (3.5)

D’autre part, comme ’entropie de Bastiaans-Tsallis se réduit & 'entropie linéaire pour ¢ = 2

=1-Tr(p*)=1-P (3.6)

il devient clair que, dans ce cas, I’équation (3.4) donne pour g = 2

Sit=_InP (3.7)
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SAB

Figure 3.1 : Entropie de Rényi en termes des parameétres de couplage 7 et de

température 5.

La Figure 3.1 montre que I'ntropie de Rényi S4B est affectée par le changement de tem-
pérature a-partir de la valeur 8 = 0 jusqu’a la valeur § = 10, aussi S4B est une fonction

complétement symétrique par rapport a n = 0.

Figure 3.2 : Entropie de Rényi S en termes des paramétres

de couplage 1 et de température S pour une valeure fixe de ’angle de mélange 6 = 0.
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Figure 3.3 : Entropie de Rényi S en termes des paramétres

de couplage 7 et de température 8 pour une valeure fixe de I’angle de mélange 6 = 7.

(©

 :§,.',_" “ i 3

10

A
B0 = N W B OO

0.5

Figure 3.4 : Entropie de Rényi S en termes des paramétres

de couplage 7 et de température 8 pour une valeure fixe de I’angle de mélange 6 = 7.

L’effet de I’angle de mélange sur I'entropie de Rényi S4 est illustré sur les Figure 3.2, 3.2
et 3.4 . Lorsque I'angle de mélange prend des valeurs 6 = 0,0 = 7 et 6 = 7 respectivement,
la constante de couplage n varie de —4 & +4 et le paramétre 8 est vari de 0 & 10. L’entropie
maximale est de 4.5 J/K pour § = 0. Cette valeur a été augmentée en appliquant la valeur

d’angle de mélange égale a 7. Plus nous appliquons une valeur d’angle de mélange plus élevée

33



dans le systéme, plus I'entropie que nous obtenons est élevée. La valeur maximale d’entropie
que nous avons trouvée égale a 5J/K aprés application d'un angle de mélange égal a 5. Cela

révele la relation positive entre 'angle de mélange et I'intrication du sous systéme A.

Figure 3.3 : Entropie de Rényi S” en termes des paramétres

de couplage 1 et de température S pour une valeure fixe de ’angle de mélange 6 = 0.

(b)

sB
D N I~ I )

Figure 3.6 : Entropie de Rényi S? en termes des paramétres

de couplage 7 et de température 8 pour une valeure fixe de I’angle de mélange 6 = 7.
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Figure 3.7 : Entropie de Rényi S” en termes des paramétres

de couplage 7 et de température 8 pour une valeure fixe de I’angle de mélange 6 = 7.

Les Figures 3.5 , 3.6 et 3.7 explique l'effet de I'angle du mélange sur I'entropie de Rényi
locale SB.d’une facon générale, les mémes observations concernant ’entropie de Renyi S4 s’ap-

pliquent ici.

3.0.5 Entropie de von Neumann

L’entropie de von Neumann répond aux besoins du traitement des états purs. En partant
des équations (3.1) et (3.2) on peut facilement montrer que lentropie de von Neumann est

dérivée en prenant simplement la limite ¢ — 1. On peut alors écrire :

Son = =Tr(plog p) (3.8)

représente I'entropie de von Neumann. Ainsi, sur la base de ’entropie de Rényi, le S, peut

étre exprimé en termes de pureté comme suit :

SleUN:—ln< 2P> 1-P 1-P

1+pP) 2P M14pP (3.9)
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Figure 3.8 : Entropie de von Neumann Sf]{? en termes des paramétres

de couplage 1 et de température 5.

(@)

Figure 3.9 : Entropie de von Neumann SfN en termes des parameétres

de couplage 1 et de température § pour une valeure fixe de ’angle de mélange ¢ = 0.
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(b)

Figure 3.10 : Entropie de von Neumann S;)“N en termes des paramétres

de couplage 7 et de température 8 pour une valeure fixe de I’angle de mélange 6 = 7.

©

Svrtt
2L O = N W B O

Figure 3.11 : Entropie de von Neumann SfN en termes des paramétres

de couplage 7 et de température 8 pour une valeure fixe de I’angle de mélange 6 = 7.

Cette figure explique l’effet de I’angle de mélange sur I’entropie de von Neumann. Ou I'angle

de mélange prend des valeurs § = 0,0 = 7 et 0 = 7, la constante de couplage n varie de —4 a
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+4 et le paramétre 3 est vari de 0 a 10.

(@

Figure 3.6 : Entropie de von Neumann S5, en termes des paramétres

de couplage 1 et de température S pour une valeure fixe de ’angle de mélange 6 = 0.

()

Figure 3.13 : Entropie de von Neumann SEN en termes des paramétres

de couplage 7 et de température 8 pour une valeure fixe de I’angle de mélange 6 = 7.
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Figure 3.14 : Entropie de von Neumann SEN en termes des paramétres

de couplage 7 et de température 8 pour une valeure fixe de I’angle de mélange 6 = 7.

A travers tous ces figures des fonctions d’entropies de Von Neumann, on remarque une
quasi identité entre elles et les fonctions d’entropies de Rényi. En fait, la raison est que les deux
fonctions sont liées aux fonctions de pureté, qui varient dans une intervalle étroite de 0 a 1.

Pour illustrer cela, nous dessinons les deux fonctions d’entropies en termes de la fonction

de pureté dans les deux graphes suivants.

— Rényi's entropy

6 ~— von Neumann entropy|
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Ce graphique représente une étude des fonctions d’entropie de Reényi (3.7) et de Von Neumann

(3.9) en termes de la fonction de pureté P lorsqu’elle évolue dans 'intervalle de 0 & 1.

—Rényi's entropy

—von Neumann entropy

Ce graphique représente une étude des fonctions d’entropie de Rényi (3.7) et de Von Neumann

(3.9) en termes de la fonction de pureté P lorsqu’elle évolue dans l'intervalle P € ]0, 3.5[.
A partir de 13, nous nous concentrerons sur la fonction de partition.

3.0.6 Entropie thermique

Pour évaluer ’entropie thermique, on a besoin de la fonction de partition qui est générale-

ment notée Z. Elle est définie comme

o
§ = o (kpT nZ) (3.10)

ou kp est la constante de Boltzmann.

Fonction de partition

Pour évaluer la fonction de partition Z correspondant & un systéme donné, il faut utiliser
la notion de densité de probabilité et la tracer. Ceci est réalisé en effectuant dans (2.14) la

substitution de variable (214, Z24) = (15, T2p) = (z1, 22)

Z =TrptP = //Pg (21, z2) dxidxsy (3.11)
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ol Pg (z1,x2) est la densité de probabilité qui est liée aux éléments diagonaux de la matrice

de Popérateur de densité pA8 par

AB(

Pg (x1,22) = p™7 (210 = @1, T2q = T2, T1p = T1, Top = T2; ) (3.12)

Alors la fonction de partition peut s’écrire

Z—//Pﬁ ((El,{E2> d.’L‘ld{EQ

we T wer ~(a—d)ad—2(b a3 +4(c—g)r12
= dxid 1
\/27rhsinh(he_77/3) \/Qthinh(he”,B) //e zidry  (3.13)

Maintenant, pour évaluer I'intégrale du membre droit, nous utilisons la formule bien connue

(1.35). Ce faisant, nous terminons par

we™ 1 we' m 1

Z = \/Qthinh(he_"/B)\/27rhsinh(he’75)2 (b—f)(a—d)—(c—g)*

_hwe™"B  hwelB

1 e 2z e 2
7 4 sinh (M) sinh (—Me“} ) B (1 — e=hwe™8) (1 — e=hwenB) (3.14)
2 2
Comme
1 — = —hwe™"3 1 1 . o) —hwenB n2
1— e—hwe1B nlzzo (e ) ' 1= g—fweB n;o (e ) (3.15)

En revanche, en procédant par comparaison avec ’expansion formelle

Z= 3 e Pmmb (3.16)

n1,n2=0

nous en déduisons bientot que les énergies propres sont données par

1 1
Eniny = hwe™" <TL1 + §> + hwe™ <n2 + 5) (3.17)

Celles-ci s’avérent exactement identiques aux énergies propres que nous avons déja obtenues au

chapitre 1.
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A ce stade, on peut dire que I'on est en mesure d’évaluer ’entropie thermique. Elle est

donnée par

Sin =kplnZ + kgp <E> (318)

ou (F) représente la valeur moyenne de I’énergie qui est liée & la fonction de partition comme

0

0 1
0) J—— _ (3.20)
98" \ 4sinh (—ﬁ“g "5) sinh (—W; "5)
N =N +n +n
< E >= hw; coth <hw62 ﬁ) + hw; coth <7?we2 6) (3.21)

Maintenant, en regardant ce qui nous attend, nous montrons que ’entropie thermique globale

correspondant & notre systéme est donnée par

-n +n
S4B = —kpln <4Sinh (hwez B) sinh <hwe2 6))

hwe™" hwe™" Twe ™" fwe ™
+k35< ; coth( 62 6) + ; Coth< 62 /B>> (3.22)
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Conclusion

Dans ce memoire, nous avons étudié quelques facettes de I'intrication dans le couplage de
deux oscillateures couplés sans spin. Une premiére facon de réaliser cette étude consiste & utiliser
des transformations unitaires globales appropriées pour mapper "’hamiltonien sous une forme
diagonale. Cela nous a permis de déterminer les solutions du spectre d’énergie, et les fonctions
d’onde correspodantes puis d’évaluer la fonction de pureté pour I'etat fondamental qui est une
mesure du degré d’intrication présent dans le systéme. La pertinence physique intéressante de
I’expression analytique des la pureté des états fondamentaux est sa dépendance a 1’égard de
I’angle de mélange ainsi que de la constante de couplage et le fait qu’elle appartient a I'intervalle
[0,1] comme il se doit. La chose utile qui est rapidement apparue est la dépendance de cette
fonction (la pureté) sur les parameétres de couplage 1 et de ’angle de mélange 6. Cela représente
un ajout physique et pratique dans le sens d’accéder & un controéle facile de I'intrication dans le
systéme actuel. Nous avons montré que le systéme est fortement intriqué pour n grand et qu’il
est complétement non intriqué pour = 0, comme prévu. Nous avons également étudié une
autre facette de l'intrication dans le systéme en considérant son aspect thermique. Nous avons
donc utilisé le formalisme intégral de chemin. Nous avons commencé par considérer 1’évolution
du systéme par rapport a la température a travers un propagateur global. Ensuite, a 1'aide
de deux transformations unitaires, nous avons explicitement dérivé la matrice de densité ther-
mique correspondant & I’ensemble du spectre de notre systéme. Nous avons également exploré
les possibilités offertes par ce traitement. Sur la base du propagateur de Feynman en temps
imaginaire, nous avons défini la matrice de densité du systéme, & partir de laquelle nous avons
dérivé les deux matrices de densité réduites pour les deux sous-systémes A et B. Apres cela,
nous avons calculé trois fonctions de pureté et tracé leurs courbes correspondantes en termes
de paramétres de température et de couplage pour trois valeurs de ’angle de mélange. L’étude
graphique a permis de déterminer plus facilement les conditions dans lesquelles l'intrication
thermique est fort ou faible pour les différents parameétres.

Sur la base des résultats obtenus dans les chapitres 1 et 2, nous avons examiné consécutive-
ment les entropies de Rényi, de von Neumann et thermique. Il s’avére que la seconde peut étre

obtenue comme cas limite de la premiére. Pour obtenir I’expression de ce dernier, nous avons
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utilisé la fonction de partition. Ensuite, en imposant des conditions adaptées sur I'angle du

couplage 6 nous avons réalisé une analyse numeérique (graphique) des deux premiers entropies.
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