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RÉSUMÉ

Dans ce mémoire, nous avons considéré un problème de poreux thermoelastique avec

deuxième son et avec la présence du retard distribué. L’idée importante dans ce travail, est

de montrer le rôle que joue les conditions de Dirichlet dans la nature de la stabilité, où nous

avons montré à l’aide de la méthode de l’énergie une stabilité exponentielle dans le cas de

conditions de Dirichlet et seulement une stabilité polynomiale dans le cas des conditions de

Dirichlet Newman
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ABSTRACT

In the present work, we consider a porous thermoelastic system with distributed delay

term in second sound. The importance idea in this work lies with describing the role of

Dirichlet conditions in the nature of stability, that is by using the energy method combined

with multiplicative technique, we show the polynomial decay estimate of solution if we take

conditions and exponential stability. A new restriction on delay term depending on the time

is used to show that the solution energy should be stable.
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INTRODUCTION

La propagation des ondes dans un milieu poreux est un phénomène complexe se produi-

sant dans de nombreuses applications. Ce phénomène est transcrit au moyen d’un système

couplé d’équations hyperboliques-paraboliques. Le couplage représente les effets d’un modèle

utilisé en thermoélasticité. La question de la stabilité des systèmes de type Poreux ont reçu

beaucoup d’attention ces dernières années, et un certain nombre de résultats concernant la

décroissance de l’énergie ont été établis. Un but de recherche important est de rechercher une

dissipation minimale par laquelle les solutions de Poreux décroît uniformément jusqu’à zéro

au fur et à mesure que le temps tend vers l’infini. A cet égard, plusieurs types de mécanismes

de dissipation ont été introduits, tels que : l’amortissement par frottement, l’amortissement

viscoélastique et la dissipation thermique. Nous nous intéressons dans ce travail seulement

aux effets liés à la dissipation thermique dans un système de Poreux avec deuxième son en

présence d’un terme de retard distribué, où nous avons considéré le problème suivant :



ρ∂ttu = µuxx + byx − γθx + β∂tuxx

J∂tty = δyxx − bux − ξy − dQx +mθ − η1∂ty −
∫ τ2
τ1
|η2(s)|∂ty(x, t− s)ds

κ∂tθ = lθxx − γ∂tux −m∂ty − k1Qx

α∂tQ = −k1θx − d∂tyx,

(1)

où

(x, s, t) ∈ (0, 1)× (τ1, τ2)× (0,∞),

2
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avec conditions initiales


u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x)

y(x, 0) = y0(x), ∂ty(x, 0) = y1(x)

Q(x, 0) = Q0(x), θ(x, 0) = θ0(x),

(2)

et conditions aux limites


u(0, t) = u(1, t) = yx(0, t) = yx(1, t) = 0

θx(0, t) = θx(1, t) = Q(0, t) = Q(1, t) = 0,
(3)

où u0, u1, y0, y1, θ0, Q0, sont données des fonctions.

Ici, u est le déplacement transversal du faisceau, y est l’angle de rotation, la fonction θ est la

différence de température, Q = Q(x, t) est le flux de chaleur et ρ, µ, b, J, δ, ξ, γ, β, d, κ, k1, α,

m, l > 0. Le terme
∫ τ2
τ1
|η2(s)|∂ty(x, t − s)ds est le retard distribué avec τ1, τ2 > 0 et η1 est

une constante positive, η2 est une fonction L∞.

(G1) La fonction bornée η2 ∈ ([τ1, τ2],R) satisfaisant

∫ τ2

τ1
|η2(s)|ds ≤ η1. (4)

De tels problèmes se posent en thermoélasticité unidimensionnelle ou longitudinale lorsque

le retard distribué à long terme est pris en compte. Ici, nous étudierons comment appliquer

le terme de retard distribué avec la sensibilité aux conditions de Dirichlet pour connaître le

comportement de la solution de (1), en construisant une fonctionnelle de Lyapunov combinée

à la méthode de l’énergie perturbée. Le résultat principal de cet article est de prouver la

stabilité polynomiale et la stabilisation exponentielle du système (1) sous la condition (4).

Lorsque θ = Q = η1 = η2 = 0, le système obtenu est


ρ∂ttu = µuxx + byx + β∂tuxx, si (0, 1)× (0,∞)

J∂tty = δyxx − bux − ξy, si (0, 1)× (0,∞),
(5)

Dans [5], M.L. Santos et al. a prouvé que le système (5) n’a pas de décroissance exponentielle

quelle que soit la relation entre les coefficients et qu’il est polynomialement stable avec un

taux optimal pour les conditions aux limites D-N.

3
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En prenant η1 = η2 = 0, le système obtenu est


ρ∂ttu = µuxx + byx − γθx + β∂tuxx, si (0, 1)× (0,∞)

J∂tty = δyxx − bux − ξy − dQx +mθ, si (0, 1)× (0,∞)

κ∂tθ = lθxx − γ∂tu−m∂ty − k1Qx, si (0, 1)× (0,∞)

α∂tQ = −k1θx − d∂tyx, si (0, 1)× (0,∞).

(6)

En utilisant la même méthode que dans [5], on peut montrer que le modèle (6) manque de

stabilité exponentielle quelle que soit la relation entre les coefficients et qu’il est polynomia-

lement stable avec un taux optimal pour les conditions aux limites D-N-N-N.

Pour θ = Q = β = 0, le système obtenu est


ρ∂ttu = µuxx + byx + βutxx

J∂tty = δyxx − bux − ξy − η1∂ty −
∫ τ2
τ1
|η2(s)|∂ty(x, t− s)ds.

(7)

Avec un terme de retard dépendant du temps, les auteurs dans [2] ont montré que le modèle

(7) est exponentiellement stable, avec

0 < η2 < η1
√

1− s, ρ
µ
− J

δ
= 0.

Il y a environ un siècle, exactement en 1921, il a été développé et étudié le système Timo-

shenko par Timoshenko [19], où il a considéré le problème suivant

ρ∂ttu = (K(ux − ϕ))x, si (0, L)× (0,∞)

Iρk∂ttϕ = (EIϕx)x +K(ux − ϕ), si (0, L)× (0,∞),
(8)

avec conditions aux limites

EIϕx|x=L
x=0 = 0, (ux − ϕ)|x=L

x=0 = 0,

un exemple simple illustre les vibrations transversales d’une poutre. Dans sa configuration

d’équilibre, u est le déplacement transversal de la poutre et est l’angle de rotation. Les

coefficients ρ, Iρ, E, I et K sont respectivement la masse volumique, le moment d’inertie

polaire d’une section, le coefficient d’élasticité d’Young, le moment d’inertie d’une section et

4
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le module d’amputation.

Dans [6] les auteurs ont considéré (8) avec deux conditions aux limites

Kϕ(L, t)−Kdu

dx
(L, t)− α(L, t) = 0,∀t ≥ 0

EI
dϕ

dx
(L, t) + β

dϕ

dt
(L, t) = 0,∀t ≤ 0.

Les auteurs ont établi un résultat de décroissance exponentielle de l’énergie (8).

Munoz et Racke dans [15] ont considéré



ρ1∂ttϕ− k(ϕx + ψ)x = 0

ρ2∂ttψ − αψxx + k(ϕx + ψ) = 0

ρ3∂tθ − κθxx + y∂tψx = 0,

(9)

où ϕ, ψ, θ sont respectivement le déplacement transversal, l’angle de rotation et la différence

de température. Ils ont prouvé que le système est stable exponentiellement, sous différentes

conditions aux limites, si et seulement si

k

ρ1
= α

τ2
. (10)

Dans [7], les auteurs ont considéré et prouvé la stabilité du système de magnétoélasticité

poreux 

ρ∂ttu = µuxx + bϕx − βθx + γutxx

J∂ttϕ = αϕxx − bux − ξϕ+mθ

c∂tθ = kθxx − β∂tux −m∂tϕ.

(11)

Dans [16] et [1] problèmes étendus pour un système de Timoshenko de second son avec

terme de retard de la forme µ2∂tψ(x, t− τ) et
∫ τ2
τ1
π2(s)∂tψ(x, t− s)ds respectivement. Sous

des hypothèses appropriées sur les poids du retard et de l’amortissement par frottement, les

deux auteurs ont établi le résultat de l’existence et l’unicité de la solution et ont prouvé

que le système est également exponentiellement stable quelles que soient les vitesses de

propagation des ondes, car de nombreux auteurs ont abordé ce type de problème. (Voir [3,8-

14,17,18,20,21]).

En complément de ces travaux, nous prouvons la décroissance polynomiale et exponentielle

5
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de (1) en utilisant des techniques multiplicatives, en construisant une série de lemmes, ceci

est le contenu du chapitre 2 et chapitre 3 aprés un chapitre de préliminaire.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRE

Rappels et notations

Nous rappelons ici les notions essentielles sur les espaces de Sobolev, semi-groupe, quelques

théorèmes utiles ct quelques inégalités importantes, que nous utiliscrons dans ce mémoire.

1.1 Les espaces de Sobolev

1.1.1 L’espace de Sobolev W 1,p

Soit I =]a, b[ un intervalle borné ou non borné et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ +∞.

Définition 1.1. L’espace de Sobolev W 1,p est défini par :

W 1,p =
{
u ∈ Lp(I),∃g ∈ Lp(I) |

∫
I
uϕ′ = −

∫
I
gϕ ∀ϕ ∈ C1

c (I)
}
. (1.1)

On pose H1(I) = W 1,2(I),

pour u ∈ W 1,p(I) on note u′ = g.

Notation

Lespace W 1,p est muni de la norme :

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp + ‖u′‖Lp ,

7



1.1. LES ESPACES DE SOBOLEV

(ou parfois, si 1 < p <∞, de la norme équivalente [‖u‖pLp + ‖u′‖pLp ]
1/p).

L’espace H1 est muni du produit scalaire :

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (u′, v′)L2 .

La norme associée :

‖u‖H1 =
(
‖u‖2

L2 + ‖u′‖2
L2

)1/2
,

est équivalente à la norme de W 1,2.

Proposition 1.1. L’espace W 1,p est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞. L’espace W 1,p

est réflexif pour 1 < p <∞ et séparable pour 1 ≤ p <∞.

L’espace H1 est un espace de Hilbert séparable.

1.1.2 L’espace de Sobolev W 1,p
0

Définition 1.2. Étant donné 1 ≤ p < ∞, on désigne par W 1,P
0 (I) la fermeture de C1

c (I)

dans W 1,P (I).On note H1
0 (I) = W 1,2

0 (I).

L’espaceW 1,p
0 est muni de la norme induite parW 1,p, l’espace H1

0 est muni du produit scalaire

induit par H1.

L’espace W 1,p
0 est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour 1 < p < ∞.

L’espace H1
0 est un espace de Hilbert séparable.

1.1.3 Les espaces de Sobolev Wm,p

Définition 1.3. Étant donnés un entier m ≥ 2 et un réel 1 ≤ p ≤ ∞. On définit par

récurrence l’espace

Wm,p(I) =
{
u ∈ Wm−1,p(I), u′ ∈ Wm−1,p(I)

}
.

On pose

Hm(I) = Wm,2(I).

8



1.2. SEMI-GROUPE

On vérifie aisément que u ∈ Wm,p(I) si et seulement s’ils existent m fonctions g1, .., gm ∈

Lp(I) telles que :

∫
uDjϕ = (−1)j

∫
gjϕ ∀ϕ ∈ C∞c (I), ∀j = 1, 2, . . . ,m,

où Djϕ désigne la dérivée de l’ordre j de ϕ,lorsque u ∈ Wm,p(I), on peut donc considérer les

dérivées successives u′ = g1, (u′)′ = g2, . . . jusqu’à l’ordre m, on les note Du,D2u, . . . , Dmu.

l’espace Wm,p est muni de la norme

‖u‖Wm,p = ‖u‖Lp +
m∑
α=1
‖Dαu‖Lp ,

et l’espace Hm est muni du produit scalaire

(u, v)Hm = (u, v)L2 +
m∑
α=1

(Dαu,Dαv) .

1.2 Semi-groupe

Définition 1.4. Une famille (S(t))t≥0 d’éléments S(t) ∈ L(X) pour t ≥ 0 forme un semi-

groupe de classe C0 dans X (ou semi-groupe fortement continu), si elle vérifie les conditions

suivantes :

¶ S(0) = I (identité dans L(X) ).

· S(t+ s) = S(t)S(s) pour tout t, s ≥ 0 (propriété algébrique).

¸ limt→+0 ‖S(t)x− x‖X pour tout x ∈ X (propriété topologique).

1.3 Quelques théorèmes utiles

1.3.1 Théorème de Fubini

Théorème 1.1. On suppose que F ∈ L1 (Ω1 × Ω2).

Alors, pour presque tout x ∈ Ω1,

F (x, y) ∈ L1
y (Ω2) et

∫
Ω2
F (x, y)dy ∈ L1

x (Ω1) .

9



1.4. QUELQUES INÉGALITÉS IMPORTANTES

De même, pour presque tout y ∈ Ω2,

F (x, y) ∈ L1
x (Ω1) et

∫
Ω1
F (x, y)dx ∈ L1

y (Ω2) .

De plus on a

∫
Ω1
dx
∫

Ω2
F (x, y)dy =

∫
Ω2
dy
∫

Ω1
F (x, y)dx =

∫∫
Ω1×Ω2

F (x, y)dxdy.

1.4 Quelques inégalités importantes

1.4.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace vectoriel, Un produit scalaire (u, v) est une forme bilinéaire de H ×H

dans R, symétrique, définie positive [i.c. (u, v) ≥ 0,∀u ∈ H et (u, v) > 0 si u 6= 0]. Rappelons

qu’un produit scalaire vérifie Inégalité de Cauchy-Schwarz :

|(u, v)| ≤ (u, u) 1
2 (v, v) 1

2 ∀u, v ∈ H.

1.4.2 Inégalité de Young

Soient p et q deux réels vérifiant 1
p

+ 1
q

= 1 alors :

∀(f, g) ∈ (Lp(Ω)× Lq(Ω))2 ,∀ε > 0,
∫

Ω
|fg|dx ≤ ε

p

∫
Ω
|fp| dx+ 1

qε
q
p

∫
Ω
|gq| dx.

Si p = q = 2 on a :

∀(f, g) ∈
(
L2(Ω)

)2
,∀ε > 0,

∫
Ω
|fg|dx ≤ ε

2

∫
Ω

∣∣∣f 2
∣∣∣ dx+ 1

2ε

∫
Ω

∣∣∣g2
∣∣∣ dx.

1.4.3 Inégalité de Poincaré

On suppose que I est borné.

Alors il existe une constante C (dépendant de |I| ) telle que :

‖u‖W1,p ≤ C ‖u′‖LP ∀u ∈ W 1,p
0 (I).

10
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Autrement dit, sur W 1,p
0 (I) la quantité ‖u′‖pL est une norme équivalente à la norme de

W 1,p(I).

11



CHAPITRE 2

TAUX DE DÉCROISSANCE POLYNOMIALE

Dans ce chapitre, nous traitons un problème unidimensionnel de poreux thermoelastique

avec un retard soumis à des conditions de Dirichlet.

2.1 Position du problème

Soit (P ) le problème de poreux avec deuxième son et un retard distribué imposé dans la

deuxième équation, comme suit :

(P )



ρutt = µuxx + byx + βutxx

Jytt = δyxx − bux − ξy − dqx +mθ − η1yt −
∫ τ2

τ1
|η2(s)|yt(x, t− s)ds

kθt = lθxx − γutx −myt − k1qx

αqt = −k1θx − dytx.

Avec les conditions initiales


u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x)

y(x, 0) = y0(x), yt(x, 0) = y1(x)

q(x, 0) = q0(x), θ(x, 0) = θ0(x),

(2.1)

12



2.2. L’ÉNERGIE DU SYSTÈME

et les conditions aux limites


u(0, t) = u(1, t) = yx(0, t) = yx(1, t) = 0

θx(0, t) = θx(1, t) = q(0, t) = q(1, t) = 0.
(2.2)

Pour traiter de tels problème, nous commençons par faire un changement de variable comme

dans [4].

X(x,$, s, t) = yt(x, t− s). (2.3)

une simple dérivation, nous donne


sXt(x,$, s, t) = −X$(x,$, s, t)

X(x, 0, s, t) = yt(x, t),
(2.4)

En considérant (2.1) et (2.2), le problème (P) devient



ρutt = µuxx + byx − γθx + βutxx

Jytt = δyxx − bux − ξy − dqx +mθ − η1yt −
∫ τ2

τ1
|η2(s)|Xt(x, 1, s, t)ds

kθt = lθxx − γutx −myt − k1qx

αqt = −k1θx − αytx

sXt(x,$, s, t) = −X$(x,$, s, t)

(2.5)

où x,$ ∈ (0, 1), (0, 1), s ∈ (τ1, τ2) et t ∈ (0,∞).

2.2 L’énergie du système

Lemme 2.1. L’énergie du système (2.5) est donnée par

E(t) = 1
2
d

dt

[
ρu2

t − µu2
x + Jy2

t − δy2
x + ξy2

t + kθ2
t + αq2

t + 2buxy
]
dx

+ 1
2

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx.

(2.6)

Satisfait

E ′(t) ≤ −l
∫ 1

0
θ2
xdx− β

∫ 1

0
u2
tx − η0

∫ 1

0
y2
t dx (2.7)
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2.2. L’ÉNERGIE DU SYSTÈME

Où η0 = η1 −
∫ τ2

τ1
|η2(s)|ds ≥ 0.

Preuve. On multiple le système (2.5)1-(2.5)4 respectivement par ut, yt, θ, ω et intégrant sur

(0, 1).



• ρ
∫ 1

0
uttutdx− µ

∫ 1

0
uxxutdx− b

∫ 1

0
yxutdx+ γ

∫ 1

0
θxutdx− β

∫ 1

0
utxxutdx = 0

• J
∫ 1

0
yttytdx− δ

∫ 1

0
yxxytdx+ b

∫ 1

0
uxytdx+ ξ

∫ 1

0
yytdx+ d

∫ 1

0
qxytdx

−m
∫ 1

0
θytdx+ η1

∫ 1

0
ytytdx+

∫ 1

0
yt

∫ τ2

τ1
|η2(s)|yt(x, t− s)dsdx = 0

• k
∫ 1

0
θtθdx− l

∫ 1

0
θxxθdx+ γ

∫ 1

0
utxθdx+m

∫ 1

0
ytθdx+ k1

∫ 1

0
qxθdx = 0

• α
∫ 1

0
qtqdx+ k1

∫ 1

0
θxqdx+ d

∫ 1

0
ytxqdx = 0,

(2.8)

à l’aide de l’intégration par partie et d’après les conditions aux bords, nous trouvons :

• −
∫ 1

0
yxutdx =

∫ 1

0
yutxdx− [yut]10 =

∫ 1

0
yutxdx

• −
∫ 1

0
utxxutdx =

∫ 1

0
utxutxdx− [utxut]10 =

∫ 1

0
u2
txdx

• −
∫ 1

0
uxytdx = −

∫ 1

0
uytxdx+ [uyt]10 = −

∫ 1

0
uytxdx

• −
∫ 1

0
θxxθdx =

∫ 1

0
θxθxdx− [θxθ]10 =

∫ 1

0
θ2
xdx

•
∫ 1

0
uytx =

∫ 1

0
uxytdx− [uyt]10 =

∫ 1

0
uxytdx.

Alors 

• ρ2
d

dt

∫ 1

0
u2
tdx−

µ

2
d

dt

∫ 1

0
u2
xdx+ b

∫ 1

0
uxytdx+ β

∫ 1

0
u2
txdx = 0

• J2
d

dt

∫ 1

0
y2
t dx−

δ

2
d

dt

∫ 1

0
y2
xdx− b

∫ 1

0
uytx + ξ

2
d

dt

∫ 1

0
y2
t dx

+
∫ 1

0
yt

∫ τ2

τ1
|η2(s)|yt(x, t− s)dsdx = 0

• k2
d

dt

∫ 1

0
θ2
t dx+ l

∫ 1

0
θ2
xdx = 0

• α2
d

dt

∫ 1

0
q2
t dx = 0

(2.9)

et comme

b
∫ 1

0
yutxdx+ b

∫ 1

0
uxytdx = b

∫ 1

0
(yutx + uxyt)dx = b

d

dt
(yux)dx.
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2.2. L’ÉNERGIE DU SYSTÈME

par addition, on obtient

1
2

∫ 1

0

(
ρu2

t − µu2
x + Jy2

t − δy2
x + ξy2

t + kθ2
t + αq2

t + 2buxy
)
dx

= −β
∫ 1

0
u2
tx − l

∫ 1

0
θ2
xdx−

∫ 1

0
yt

∫ τ2

τ1
|η2(s)|yt(x, t− s)dsdx.

(2.10)

En multipliant (2.5)5 par X|η2(s)|, et en intégrant sur (0, 1)× (0, 1)× (τ1, τ2), on obtient

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
sXXt(x,$, s, t)|η2(s)|dsd$dx+

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
XX$(x,$, s, t)|η2(s)|dsdωdx = 0

d’après le théorème de Fubini

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
sXXt(x,$, s, t)|η2(s)|dsd$dx = −

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1

1
2 |η2(s)|dX

dω
X2(x,$, s, t)dsd$dx

et intègre par rapport $ sur (0, 1) on a

1
2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
[|η2(s)|X2(x,$, s, t)]10dsdx =

− 1
2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1

[
|η2(s)|X2 (x, 1, s, t)− |η2(s)|(x, 0, s, t)

]
dsdx

notons que : X(x, 0, s, t) = yt(x, t),

alors

= 1
2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|

[
X2(x, 1, s, t)− y2

t (x, t)
]
dsdx,

donc ∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|XX$(x,$, s, t)dsd$dx

= 1
2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx− 1

2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|y2

t (x, t)dsdx.
(2.11)

D’autre part

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|XX$(x,$, s, t)dsd$dx = 1

2
d

dt

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx.
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2.2. L’ÉNERGIE DU SYSTÈME

D’où

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|XXω(x,$, s, t)dsd$dx =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|XX2(x,$, s, t)dsdωdx.

= 1
2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx− 1

2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|y2

t dsdx

+ 1
2

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx.

par comparaison entre (2.10) et (2.11)

1
2

∫ 1

0

(
ρu2

t − µu2
x + Jy2

t − δy2
x + ξy2

t + kθ2
t + αq2

t + 2buxy
)
dx

+ 1
2

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx

= −β
∫ 1

0
u2
tx − l

∫ 1

0
θ2
xdx−

∫ 1

0
yt

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X(x, 1, s, t)dsdx

− 1
2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx+ 1

2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|y2

t (x, t)dωdsdx.

D’après l’inégalité de Young

∣∣∣∣∫ 1

0
yt

(∫ τ2

τ1
|η2(s)|X(x, 1, s)ds

)
dx

∣∣∣∣ ≤ 1
2

∫ 1

0
y2
t

(∫ τ2

τ1
|η2(s)|

)
dx

+ 1
2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s)dsdx.

(2.12)

Insertion (2.12) dans (2.11) on a

d

dt
(E(t)) ≤

(
η1 −

1
2

∫ τ2

τ1
|η2(s)|

) ∫ 1

0
y2
t dx− β

∫ 1

0
u2
tx − l

∫ 1

0
θ2
xdx

1
2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s)dsdx− 1

2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s)dsdx

+ 1
2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|y2

t (x, t)dωdsdx,

alors
d

dt
(E(t)) ≤ −

(
η1 −

1
2

∫ τ2

τ1
|η2(s)|

) ∫ 1

0
y2
t dx− β

∫ 1

0
u2
txdx− l

∫ 1

0
θ2
xdx

+ 1
2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|y2

t (x, t)dωdsdx,
(2.13)

par conséquent

d

dt
(E(t)) ≤ −l

∫ 1

0
θ2
xdx− β

∫ 1

0
u2
txdx−

(
η1 −

∫ τ2

τ1
|η2(s)|

) ∫ 1

0
y2
t dx.
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2.2. L’ÉNERGIE DU SYSTÈME

Remarque 2.1. Donc la fonction énergétique est décroissante.

Cependant, cette inégalité n’implique pas la décroissance exponentielle. Nous devons construire

une fonctionnelle de Lyapunov appropriée afin d’établir une estimation de décroissance ex-

ponentielle de l’énergie.

A ce stade, nous allons introduire les fonctionnalités.

Lemme 2.2. Soit (u, y, θ, q) solution du système (2.5) alors le fonction

D1(t) = ρ
∫ 1

0
uutdx t ≥ 0, (2.14)

satisfait :

D′1(t) ≤ −dfracµ2
∫ 1

0
u2
xdx+ c

∫ 1

0
θ2
xdx+ c

∫ 1

0
u2
txdx− b

∫ 1

0
uxydx. (2.15)

Preuve. En différenciant D1(t) par rapport à t

D′1(t) = ρ
∫ 1

0
u2
tdx+

∫ 1

0
uuttdx t ≥ 0.

On utilise (2.5)1, on trouve :

D′1(t) = ρ
∫ 1

0
u2
tdx+ µ

∫ 1

0
uuxxdx+ b

∫ 1

0
uyxdx− γ

∫ 1

0
uθxdx+ β

∫ 1

0
utxxudx.

D’après l’intégration par parties et les conditions aux bords on trouve :

•
∫ 1

0
uuxxdx = −

∫ 1

0
u2
xdx+ [uux]10 = −

∫ 1

0
u2
xdx

•
∫ 1

0
uyxdx = −

∫ 1

0
uxydx+ [yu]10 = −

∫ 1

0
uxydx

•
∫ 1

0
uutxxdx = −

∫ 1

0
uxutxdx+ [uutx]10 = −

∫ 1

0
uxutxdx.

Finalement

D′1(t) = ρ
∫ 1

0
u2
tdx− µ

∫ 1

0
u2
xdx− b

∫ 1

0
uxydx− γ

∫ 1

0
uθxdx− β,

∫ 1

0
uxutxdx, (2.16)
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2.2. L’ÉNERGIE DU SYSTÈME

en utilisant l’inégalité de Young et Poincarré

• γ
∫ 1

0
uθxdx ≤

µ

4

∫ 1

0
u2
xdx+ γ2

µ

∫ 1

0
θ2
xdx (2.17)

• β
∫ 1

0
uxutxdx ≤

µ

4

∫ 1

0
u2
xdx+ β2

µ

∫ 1

0
u2
txdx (2.18)

• ρ
∫ 1

0
u2
tdx ≤ ρ

∫ 1

0
u2
txdx. (2.19)

Substituant (2.17), (2.18), (2.19) dans (2.16) nous obtenus

D′1(t) ≤ −µ2

∫ 1

0
u2
xdx+ c

∫ 1

0
θ2
xdx+ c

∫ 1

0
u2
txdx− b

∫ 1

0
uxydx.

Lemme 2.3. Soit (u, y, θ, q) solution du système (2.5) alors le fonction

D2(t) = J
∫ 1

0
ytydx+ η1

2

∫ 1

0
y2dx− dk

k1

∫ 1

0
yθdx, (2.20)

satisfait :

D′2(t) ≤ −δ2

∫ 1

0
y2
x −

ξ

2

∫ 1

0
y2dx− b

∫ 1

0
uxydx+ c

∫ 1

0
y2
t dx+ c

∫ 1

0
θ2dx

c
∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx+ c

∫ 1

0
θ2
xxdx+ c

∫ 1

0
u2
txdx.

(2.21)

Preuve. En différenciant D2(t) par rapport à t :

D′2(t) = J
∫ 1

0
y2
t dx+ J

∫ 1

0
yyttdx+ η1

∫ 1

0
yytdx−

dk

k1

∫ 1

0
(ytθ + yθt)dx

On utilisant (2.5)2, (2.5)3 on trouve :

D′2(t) = J
∫ 1

0
y2
t dx+ δ

∫ 1

0
yyxxdx− b

∫ 1

0
yuxdx− ξ

∫ 1

0
y2dx− d

∫ 1

0
yqxdx

+m
∫ 1

0
yθdx− η1

∫ 1

0
yytdx−

∫ 1

0
y
∫ τ2

τ1
|η2(s)|X(x, 1, s, t)dsdx

+ η1

∫ 1

0
yytdx−

dk

k1

∫ 1

0
ytθdx−

dl

k1

∫ 1

0
yθxxdx+ dγ

k1

∫ 1

0
yutxdx

+ dm

k1

∫ 1

0
yytdx+ dk1

k1

∫ 1

0
yqxdx.
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2.2. L’ÉNERGIE DU SYSTÈME

D’après l’intégration par partie et les condition aux bords on trouve

•
∫ 1

0
yyxxdx = −

∫ 1

0
y2
xdx+ [yyx]10 = −

∫ 1

0
y2
xdx.

Finalement :

D′2(t) = J
∫ 1

0
y2
t dx− δ

∫ 1

0
y2
xdx− b

∫ 1

0
yuxdx− ξy2dx+m

∫ 1

0
yθdx

− dk

k1

∫ 1

0
ytθdx−

dl

k1

∫ 1

0
yθxxdx+ dγ

k1

∫ 1

0
yutxdx+ dm

k1

∫ 1

0
yytdx

−
∫ 1

0
y
∫ τ2

τ1
|η2(s)|X(x, 1, s, t)dsdx

(2.22)

en utilisant l’inégalité de Young et point carré

• m
∫ 1

0
yθdx ≤ ξ

8

∫ 1

0
y2dx+ 2m2

ξ

∫ 1

0
θ2dx (2.23)

• dk
k1

∫ 1

0
ytθdx ≤

dkε

2k1

∫ 1

0
y2
t dx+ dk

2εk1

∫ 1

0
θ2dx (2.24)

• dl
k1

∫ 1

0
yθxxdx ≤

ξ

8

∫ 1

0
y2dx+ c

ξ

∫ 1

0
θ2
xxdx (2.25)

• dγ
k

∫ 1

0
yutxdx ≤

ξ

8

∫ 1

0
y2dx+ c

ξ

∫ 1

0
u2
txdx (2.26)

• dm
k1

∫ 1

0
yytdx ≤

ξ

8

∫ 1

0
y2dx+ c

ξ
y2
txdx (2.27)

•
∫ 1

0
y
∫ τ2

τ1
|η2(s)|X(x, 1, s, t)dsdx ≤ δ

2

∫ 1

0
y2
x + 1

2δ

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx, (2.28)

substituant (2.23), (2.24), (2.25), (2.26), (2.27), (2.28) dans (2.22)

D′2(t) ≤ −δ2

∫ 1

0
y2
xdx−

ξ

2

∫ 1

0
y2dx− b

∫ 1

0
yuxdx+ c

∫ 1

0
θ2
t dx

+ c
∫ 1

0
θ2dx+ c

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx+ c

∫ 1

0
θ2
xxdx+ c

∫ 1

0
utxdx.

(2.29)

Lemme 2.4. Soit (u, y, θ, q) solution du (2.5) alors la fonction

D3(t) = −Jk
∫ 1

0
θytdx−

Jk1α

2d

∫ 1

0
q2dx, (2.30)
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satisfait

D′3(t) ≤− mk

2

∫ 1

0
θ2dx+ ε1

∫ 1

0
θ2
xxdx+ ε2

∫ 1

0
u2
txdx+ ε3

∫ 1

0
y2
xdx

2ε4

∫ 1

0
q2dx+ c

(
1 + 1

ε1
+ 1
ε2

) ∫ 1

0
y2
t dx+ c

( 1
ε3

+ 1
ε4

) ∫ 1

0
θ2
xdx

+ c
∫ 1

0
u2
xdx+ c

∫ 1

0
y2dx+ c

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx.

(2.31)

Preuve. En différenciant D3(t) par rapport à t :

D′3(t) = −Jk
∫ 1

0
θtytdx− Jk

∫ 1

0
θyttdx−

Jk1α

2d

∫ 1

0
2qqtdx.

On utilisant (2.5)2, (2.5)3, (2.5)4 on trouve :

D′3(t) = −Jl
∫ 1

0
ytθxxdx+ Jγ

∫ 1

0
ytutxdx+ Jm

∫ 1

0
y2
t dx+ Jk

∫ 1

0
ytqxdx− kδ

∫ 1

0
θyxxdx

+ kb
∫ 1

0
θuxdx+ kξ

∫ 1

0
θytdx+ kd

∫ 1

0
θqxdx−mk

∫ 1

0
θ2dx+ kη1

∫ 1

0
θytdx

+ k
∫ 1

0
θ
∫ τ2

τ1
X(x, 1, s, t)dsdx+ Jk2

1
d

∫ 1

0
qθxdx+ Jk1

∫ 1

0
qytxdx.

D’après l’intégration par partie et les condition aux bordsontrouve

•
∫ 1

0
qytx = −

∫ 1

0
qxytdx+ [qyt]10 = −

∫ 1

0
qxytdx.

Finalement

D′3(t) = −Jl
∫ 1

0
ytθxxdx+ Jγ

∫ 1

0
ytutx + Jm

∫ 1

0
y2
t dx− kδ

∫ 1

0
θyxxdx

+ kb
∫ 1

0
θuxdx+ kξ

∫ 1

0
θydx+ kd

∫ 1

0
θqxdx−mk

∫ 1

0
θ2dx+ kη1

∫ 1

0
θytdx

+ k
∫ 1

0
θqxdx−mk

∫ 1

0
θ2dx+ kη1

∫ 1

0
θytdx+ k

∫ 1

0
θ
∫ τ2

τ1
X(x, 1, s, t)dsdx

+ Jk2
1
d

∫ 1

0
qθxdx,

(2.32)

en utilisant l’inégalité de Young et Poincarré
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• Jl
∫ 1

0
ytθxxdx ≤

c

ε1

∫ 1

0
y2
t dx+ ε1

∫ 1

0
θ2
xxdx (2.33)

• Jγ
∫ 1

0
utxytdx ≤ ε2

∫ 1

0
u2
txdx+ c

ε2

∫ 1

0
y2
t dx (2.34)

• kδ
∫ 1

0
yxxθdx ≤

k2δ2

4ε3

∫ 1

0
θ2
xdx+ ε3

∫ 1

0
y2
xdx (2.35)

• Dk
∫ 1

0
uxθdx ≤ c

∫ 1

0
u2
xdx+ mk

8

∫ 1

0
θ2dx (2.36)

• ξk
∫ 1

0
yθdx ≤ 8ξ2k

m

∫ 1

0
y2dx+ mk

8

∫ 1

0
θ2dx (2.37)

• dk
∫ 1

0
qθxdx ≤ ε4

∫ 1

0
q2dx+ c

ε4

∫ 1

0
θ2
xdx (2.38)

• kη1

∫ 1

0
ytθdx ≤ c

∫ 1

0
y2
t dx+ mk

8

∫ 1

0
θ2dx (2.39)

• k
∫ 1

0
θ
∫ τ2

τ1
|η2(s)|X(x, 1, s, t)dx ≤ mk

8

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
θ2dx+ k

8m

∫ 1

0
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dx (2.40)

• Jk1

d

∫ 1

0
qθx ≤ ε4

∫ 1

0
q2dx+ c

ε4

∫ 1

0
θ2
xdx (2.41)

substituant (2.33), (2.34), (2.35), (2.36), (2.37), (2.38), (2.39), (2.40), (2.41) dans (2.32)

D′3(t) ≤ −mk2

∫ 1

0
θ2dx+ ε1

∫ 1

0
θxxdx+ ε2

∫ 1

0
u2
txdx+ ε3

∫ 1

0
y2
xdx+ 2ε4

∫ 1

0
q2dx

+ c
(

1 + 1
ε1

+ 1
ε2

) ∫ 1

0
y2
t dx+ c

(
1 + 1

ε3
+ 1
ε4

) ∫ 1

0
θ2
xdx+ c

∫ 1

0
u2
xdx

+ c
∫ 1

0
y2dx+ c

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|2(x, 1, s, t)dsdx.

Lemme 2.5. soit (u, y, θ, q) solution du (2.5) alors le fonction

D4(t) = k
∫ 1

0
(αq + dyx)

∫ x

0
θ(y)dydx, (2.42)

satisfait

D′4(t) ≤ −kαk1

2

∫ 1

0
q2dx+ ε5

∫ 1

0
θ2dx+ c

∫ 1

0
y2
xdx (2.43)

+c
∫ 1

0
y2
t dx+ c(1 + 1

ε5
)
∫ 1

0
θ2
xdx+ c

∫ 1

0
u2
txdx

Preuve. En différenciant D′4(t) par rapport à t :

D′4(t) = k
∫ 1

0
(αqt + dyxt)

∫ x

0
θ(y)dydx+ k

∫ 1

0
(αq + dyx)

∫ x

0
θt(y)dydx.
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On utilisant (2.5)3 et (2.5)4 on trouve :

.D′4(t) = k
∫ 1

0
−k1θx

∫ x

0
θ(y)dydx+ k

∫ 1

0
(αq + dyx)

∫ x

0
(lθxx − γutx − k1qx)dx

− km
∫ 1

0
(αq + dyx)

∫ 1

0
ytdydx

D’après l’intégration par partie et les condition aux bords on trouve

•
∫ 1

0
(αq + dyx)

(∫ x

0
lθxxdy

)
dx−

∫ 1

0
(αq + dyx)

(∫ x

0
γutxdy

)
dx

−
∫ 1

0
(αq + dyx)

(∫ x

0
k1qxdy

)
dx =∫ 1

0
(αq + dyx)lθxdx−

∫ 1

0
(αq + dyx)γutdx−

∫ 1

0
(αq + dyx)k1qdx.

D′4(t) =− kk1

∫ 1

0
θx

∫ x

0
θ(y)dydx+ k

∫ 1

0
(αq + dyx)(lθx − γut − k1q)dx (2.44)

− km
∫ 1

0
(αq + dyx)

∫ x

0
ytdydx

en utilisant l’inégalité de young et point carré

• kk1

∫ 1

0
θx

∫ x

0
θ(y)dydx ≤ k2k2

1
4ε5

∫ 1

0
θ2
xdx+ ε5

∫ 1

0

(∫ x

0
θ(y)dy

)2
dx (2.45)

• kαl
∫ 1

0
qθxdx ≤

kαk1

8

∫ 1

0
q2dx+ 2kα`2

k1

∫ 1

0
θ2
xdx (2.46)

• kαγ
∫ 1

0
qutdx ≤

kαk1

8

∫ 1

0
q2dx+ 2kαγ2

k1

∫ 1

0
u2
tdx (2.47)

• kαl
∫ 1

0
yxθxdx ≤

kαlε

2

∫ 1

0
y2
xdx+ kαl

2ε

∫ 1

0
θ2
xdx (2.48)

• kdγ
∫ 1

0
yxutdx ≤

kdγε

2

∫ 1

0
y2
xdx+ kdγ

2ε

∫ 1

0
u2
txdx (2.49)

• kk1d
∫ 1

0
yxqdx ≤

8kk1d
2

α

∫ 1

0
y2
xdx+ kαk1

8

∫ 1

0
q2dx (2.50)

• mkd
∫ 1

0
q
∫ x

0
ytdydx ≤

kαk1

8

∫ 1

0
q2dx+ 2mkd2

k1

∫ 1

0

(∫ x

0
ytdy

)2
dx (2.51)

• mkd
∫ 1

0
yx

∫ x

0
ytdydx ≤

mkdε

2

∫ 1

0
y2
xdx+ mkd

2ε

∫ 1

0

(∫ x

0
ytdy

)2
dx. (2.52)
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Par l’inégalité de Cauchy Schwarz :

•
(∫ x

0
θ(y)dy

)2
≤
(∫ 1

0
θdx

)2
≤
∫ 1

0
θ2dx.

•
(∫ x

0
ytdy

)2
≤
(∫ 1

0
ytdx

)2
≤
∫ 1

0
y2
t dx.

substituant (2.45), (2.46), (2.47), (2.48), (2.49), (2.50), (2.51), (2.52) dans (2.44)

D′4(t) ≤ −kαk1

2

∫ 1

0
q2dx+ ε5

∫ 1

0
θ2dx+ c

∫ 1

0
y2
xdx (2.53)

+ c
∫ 1

0
y2
t dx+ c(1 + 1

ε5
)
∫ 1

0
θ2
xdx+ c

∫ 1

0
u2
txdx

Lemme 2.6. soit (u, y, θ, q) solution du (2.5) alors le fonction

D5(t) =
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
se−s$|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx (2.54)

satisfait

D′5(t) ≤ −η3

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsdωdx

+η1

∫ 1

0
y2
t dx− η3

∫ 1

0

∫ 1

0
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx

Preuve.

En différenciant D′5(t) par rapport à t :

D′5(t) = −2
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
e−s$|η2(s)|Xt(x,$, s, t)X(x,$, s, t)dsdωdx.

On utilisant (2.5)5 on trouve :

D′5(t) = −
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)| d

dω

(
e−sωX2(x,$, s, t)

)
dsdωdx

−
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
se−sω|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx
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on utilise théorème de fubini

D′5(t) = −
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)| d

dω

(
e−sωX2(x,$, s, t)

)
X(x,$, s, t)dsdωdx

−
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
se−sω|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsdωdx

= −
∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|

[
e−sX2(x, 1, s, t)−X2(x, 0, s, t)

]
dsdx

−
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
se−sω|η2(s)|X2(x, ω, s, t)dsdωdx

En utilisant le fait que X(x, 0, s, t) = yt(x, t) et e−s ≤ e−sω ≤ 1 ∀ω ∈ [0, 1] on trouve

D′5(t) = −
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
se−sω|η2(s)|X2(x, ω, s, t)dsdωdx (2.55)

−
∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|e−sX2(x, 1, s, t)dsdx+

∫ τ2

τ1
|η2(s)|ds

∫ 1

0
y2
t dx

par ce que −se−s est une fonction croissant, nous avons −se−s ≤ −se−τ2 pour tout s ∈ [τ1, τ2]

τ1 < s < τ2

−τ2 < −s < −τ1

e−τ2 < e−s < e−τ1

se−τ2 < se−s < se−τ1

τ1 < sω < τ2

et
−τ2 < −sω < −τ1

e−τ2 < e−sω < e−τ1

−e−τ1 < −e−sω < −e−τ2

par conséquent

D′5(t) ≤ −e−τ1
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsdωdx

+
(∫ τ2

τ1
|η2(s)|ds

) ∫ 1

0
y2
t dx− e−τ2

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsdωdx
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Finalement on pose η3 = e−τ2 avec
∫ τ2

τ1
|η2(s)| ≤ η1 on obtient

D′5(t) ≤ −η3

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsdωdx (2.56)

− η3

∫ 1

0

∫ 1

0
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx+ η1

∫ 1

0
y2
t dx

Théorème 2.1. Sous (G1) la fonction énergie (2.6) du problème (1)− (3) satisfait

E(t) ≤ c(E1(0) + E3(0))t−1 ∀t ≥ 0 (2.57)

Preuve.

L’énergie de premier ordre est définie comme suit :

E1(t) = E(t, u, y, θ, q,X).

L’énergie du second ordre est introduite comme suit :

E2(t) = E(t, ut, yt, θt, qt, Xt).



• ρ
∫ 1

0
utttuttdx− µ

∫ 1

0
uxxtuttdx− b

∫ 1

0
yxtuttdx+ γ

∫ 1

0
θxtuttdx− β

∫ 1

0
uttxxuttdx = 0

• J
∫ 1

0
ytttyttdx− δ

∫ 1

0
yxxtyttdx+ b

∫ 1

0
uxtyttdx+ ξ

∫ 1

0
ytyttdx+ d

∫ 1

0
qxtyttdx

−m
∫ 1

0
θtyttdx+ η1

∫ 1

0
yttyttdx+

∫ 1

0
ytt

∫ 1

0
|η2(s)|Xt(x, ω, s, t)dsd$dx = 0

• k
∫ 1

0
θttθtdx− l

∫ 1

0
θxxtθtdx+ γ

∫ 1

0
uttxθtdx+m

∫ 1

0
yttθtdx+ k1

∫ 1

0
qxtθtdx = 0

• αqttqtdx+ k1

∫ 1

0
θxtqtdx+ d

∫ 1

0
yttxqtdx = 0.

On fait l’intégration par partie d’après les condition aux bords, nous trouvons

• −
∫ 1

0
yxtuttdx =

∫ 1

0
ytuttx − [ytutt]10 =

∫ 1

0
ytuttxdx

• −
∫ 1

0
uttxxuttdx =

∫ 1

0
uttxuttx − [uttxutt]10 =

∫ 1

0
u2
ttxdx

• −
∫ 1

0
θxxtθtdx =

∫ 1

0
θxtθxtd− [θxtθt]10 =

∫ 1

0
θ2
xtdx.
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Par addition, on obtient :

1
2

∫ 1

0

(
ρu2

tt − µu2
xt + Jy2

tt − δy2
xt + ξy2

tt + kθ2
tt + αq2

tt + 2buxtyt
)
dx

+ 1
2

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2

t (x,$, s, t)dsd$dx

= −β
∫ 1

0
u2
ttxdx− l

∫ 1

0
θ2
xtdx+

∫ τ2

τ1
|η2(s)|y2

ttdx− η1

∫ 1

0
y2
tt.

Alors

E2(t) = 1
2

∫ 1

0

(
ρu2

tt − µu2
xt + Jy2

tt − δy2
xt + ξy2

tt + kθ2
tt + αq2

tt + 2buxtyt
)
dx

∂tE2(t) ≤ −β
∫ 1

0
u2
ttxdx− l

∫ 1

0
θ2
xtdx− η0

∫ 1

0
y2
ttdx.

L’énergie du troisième ordre est fournie par

E3(t) = E(t, ux, yx, θx, qx, Xx),



• ρ
∫ 1

0
uttxutxdx− µ

∫ 1

0
uxxxutxdx− b

∫ 1

0
yxxutxdx+ γ

∫ 1

0
θxxutxdx− β

∫ 1

0
utxxxutxdx = 0

• J
∫ 1

0
yttxytxdx− δ

∫ 1

0
yxxxytxdx+ b

∫ 1

0
uxxytxdx+ ξ

∫ 1

0
yxytxdx+ d

∫ 1

0
qxxytxdx

−m
∫ 1

0
θxytxdx+ η1

∫ 1

0
ytxytxdx+

∫ 1

0
ytx

∫ 1

0
|η2(s)|Xx(x, ω, s, t)dsd$dx = 0

• k
∫ 1

0
θtxθxdx− l

∫ 1

0
θxxxθxdx+ γ

∫ 1

0
utxxθxdx+m

∫ 1

0
ytxθxdx+ k1

∫ 1

0
qxxθxdx = 0

• αqtxqxdx+ k1

∫ 1

0
θxxqxdx+ d

∫ 1

0
ytxxqxdx = 0.

On fait l’intégration par partie d’après les condition aux bords, nous trouvons

• −
∫ 1

0
yxxutxdx =

∫ 1

0
yxutxx − [yxutx]10 =

∫ 1

0
yxutxxdx

• −
∫ 1

0
utxxxutxdx =

∫ 1

0
utxxutxx − [utxxutx]10 =

∫ 1

0
u2
txxdx

• −
∫ 1

0
θxxxθxdx =

∫ 1

0
θxxθxxd− [θxxθx]10 =

∫ 1

0
θ2
xxdx.
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Par addition, on obtient :

1
2

∫ 1

0

(
ρu2

tx − µu2
xx + Jy2

tx − δy2
xx + ξy2

tx + kθ2
tx + αq2

tx + 2buxxyx
)
dx

+ 1
2

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2

x(x,$, s, t)dsd$dx

= −β
∫ 1

0
u2
txxdx− l

∫ 1

0
θ2
xxdx+

∫ τ2

τ1
|η2(s)|y2

ttdx− η1

∫ 1

0
y2
tx.

Alors

E3(t) = 1
2

∫ 1

0

(
ρu2

tx − µu2
xx + Jy2

tx − δy2
xx + ξy2

tx + kθ2
tx + αq2

tx + 2buxxyx
)
dx

∂tE3(t) ≤ −β
∫ 1

0
u2
txxdx− l

∫ 1

0
θ2
xxdx− η0

∫ 1

0
y2
txdx.

et nous avons

∂tE2(t) ≤ −l
∫ 1

0
θ2
txdx− β

∫ 1

0
u2
ttxdx− η0

∫ 1

0
y2
ttdx (2.58)

et

∂tE3(t) ≤ −l
∫ 1

0
θ2
xxdx− β

∫ 1

0
u2
txxdx− η0

∫ 1

0
y2
txdx (2.59)

Lyapunov fonctionnel est définie comme

L(t) =NE1(t) +N1D1(t) +N2D2(t) +N3D3(t) +N4D4(t) +N5D5(t) +N6E3(t) (2.60)

où N1, N2, N3, N4, N5, N6 > 0

En différenciant (2.60) et on utilisant (2.7), (2.15),(2.21),(2.30),(2.42),(??),(2.68) nous avons

L′(t) = NE ′1(t) +N1D
′
1(t) +N2D

′
2(t) +N3D

′
3(t) +N4D

′
4(t) +N5D

′
5(t) +N6E

′
3(t)
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L′(t) ≤ N
(
−l
∫ 1

0
θ2
xdx− β

∫ 1

0
u2
txdx− η0

∫ 1

0
y2
t dx

)
+N1

(
−µ2

∫ 1

0
u2
xdx+ c

∫ 1

0
θ2
xdx+ c

∫ 1

0
u2
txdx− b

∫ 1

0
uxydx

)
+N2

(
−8

2

∫ 1

0
y2
xdx− ξ

∫ 1

0
y2dx− b

∫ 1

0
uxydx+ c

∫ 1

0
y2
t dx+ c

∫ 1

0
θ2dx

+c
∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx+ c

∫ 1

0
θ2
xxdx+ c

∫ 1

0
u2
txdx

)
+N3

(
−mk2

∫ 1

0
θ2dx+ ε1

∫ 1

0
θ2
xxdx+ ε2

∫ 1

0
u2
txdx+ ε3

∫ 1

0
y2
xdx+ 2ε4

∫ 1

0
q2dx

+ c(1 + 1
ε1

+ 1
ε2

)
∫ 1

0
y2
t dx +c

( 1
ε3

+ 1
ε4

) ∫ 1

0
θ2
xdx+ c

∫ 1

0
u2
xdx+

∫ 1

0
y2dx

+
∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx

)
+N4

(
−kαk1

2

∫ 1

0
q2dx+ ε5

∫ 1

0
θ2dx+ c

∫ 1

0
y2
xdx

+c
∫ 1

0
y2
t dx+ c

(
1 + 1

ε5

) ∫ 1

0
θ2
xdx+ c

∫ 1

0
u2
txdx

)
+N5

(
−η3

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx

+η1

∫ 1

0
y2
t dx− η3

∫ 1

0

∫ 1

0
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx

)
+N6

(
−l
∫ 1

0
θ2
xxdx− β

∫ 1

0
u2
txxdx− η0

∫ 1

0
y2
txdx

)

L′(t) ≤ − [Nβ −N1c−N2c−N3ε2 −N4c]
∫ 1

0
u2
txdx−

[
N2

8
2 −N3ε3 −N4c

] ∫ 1

0
y2
xdx

−
[
N2

ξ

2

] ∫ 1

0
y2dx−

[
N1

µ

2 −N3c
] ∫ 1

0
u2
xdx−

[
N4

kαk1

2 − 2N3ε4

] ∫ 1

0
q2dx− [C −N3c

+N5η3]
∫ 1

0

∫ 1

0
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx− [N5η3]

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx

−
[
Nη0 −N2c−N3c(1 + 1

ε1
+ 1
ε2

)−N4c−N5η1

] ∫ 1

0
y2
t dx−

[
−N2c−N4c+N3

mk

2

] ∫ 1

0
θ2dx

−
[
Nl −N1c−N3c(

1
ε3

+ 1
ε4

)−N4c(1 + 1
ε5

)
] ∫ 1

0
θ2
xdx−

[1
2(N1 +N2)

] ∫ 1

0
2buxdx

− [−N2c−N3ε1 +N6l]
∫ 1

0
θ2
xxdx− η0N6

∫ 1

0
ytxdx−N6β

∫ 1

0
u2
txxdx.

En réglant ε1 = N6l

2N3
, ε2 = βN

2N3
, ε3 = 8N2

4N3
, ε4 = kk1αN4

8N3
, ε5 = mkN3

4N4
.
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On obtient

L′(t) ≤ −
[
N
β

2 − cN1 − cN2 −N3ε2 −N4c

] ∫ 1

0
u2
txdx−

[
N2

δ

4 − cN4

] ∫ 1

0
y2
xdx

−
[
−N3c+N2

ξ

2

] ∫ 1

0
y2dx−

[
N1

µ

2 − cN3

] ∫ 1

0
u2
xdx−

[
N4

αkk1

2

] ∫ 1

0
q2dx

− [N5η3 − cN2 − cN3]
∫ 1

0

∫ 1

0
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx

− [N5η3]
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx

−
[
Nη0 − cN2 − cN3(1 + N3

N6
+ N3

N
)− cN4 − η1N5

] ∫ 1

0
y2
t dx−

[
N3

mk

2 − cN2

] ∫ 1

0
θ2dx

−
[
Nl − cN1 − c(

N3

N2
+ N3

N4
)N3 − c(1 + N4

N3
)N4

] ∫ 1

0
θ2
xdx−

[1
2(N1 +N2)

] ∫ 1

0
2buxdx

−
[
N6

l

2 − cN2

] ∫ 1

0
θ2
xxdx− η0N6

∫ 1

0
ytxdx− βN6

∫ 1

0
u2
txxdx.

(2.61)

On choisit maintenant N2 suffisamment grand pour que

N2
δ

4 − cN4 > 0.

On peut ensuit choisir N3 suffisamment grand pour que

N3
mk

2 − cN2 > 0.

En outre, nous choisissons N1 et N5 assez grand pour que

N1
µ
2 − cN3 > 0

N5η3 − cN2 − cN3 > 0.

En fin, nous choisissons N6 assez grand pour que

N6
l

2 − cN2 > 0.

D’un autre cotè

H(t) = N1D1(t) +N2D2(t) +N3D3(t) +N4D4(t) +N5D5(t).
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2.2. L’ÉNERGIE DU SYSTÈME

|H(t)| = N1|D1(t)|+N2|D2(t)|+N3|D3(t)|+N4|D4(t)|+N5|D5(t)|

= N1|ρuut|dx+N2

∣∣∣∣∣ytydx+ η1

2

∫ 1

0
y2dx− dk

k1

∫ 1

0
yθdx

∣∣∣∣∣
+N3

∣∣∣∣∣−Jk
∫ 1

0
θytdx−

Jk1α

2d

∫ 1

0
q2dx

∣∣∣∣∣+N4

∣∣∣∣k ∫ 1

0
(αq + αyx)

∫ 1

0
θ(y)dydx

∣∣∣∣
+N5

∣∣∣∣∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
se−s$|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx

∣∣∣∣
= N1ρ

∫ 1

0
|uut|dx+N2

∫ 1

0
|yty|dx+ N2η1

2

∫ 1

0
|y2|dx

− dk

k1
N2

∫ 1

0
|yθ|dx−N3Jk

∫ 1

0
|θyt|dx−N3

Jk1α

2d

∫ 1

0
|q2|dx

+N4k
∫ 1

0

∣∣∣∣(αq + dyx)
∫ 1

0
θ(y)dydx

∣∣∣∣
+N5

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|se−s$|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx,

(2.62)

en utilisant les inégalités de Young, Poincaré et Cauchy-Schwarz nous obtenous

N1ρ
∫ 1

0
uutdx ≤

N1ρε

2

∫ 1

0
u2
xdx+ N1ρ

2ε

∫ 1

0
u2
tdx (2.63)

N2

∫ 1

0
ytydx ≤

N2ε

2

∫ 1

0
y2
t dx+ N2

2ε

∫ 1

0
y2dx (2.64)

dk

k1
N2

∫ 1

0
yθdx ≤ dkN2ε

2

∫ 1

0
y2dx+ dkN2

2ε

∫ 1

0
θ2dx (2.65)

N3Jk
∫ 1

0
θytdx ≤

N3Jkε

2

∫ 1

0
θ2dx+ N3Jk

2ε

∫ 1

0
y2
t dx (2.66)

N4kα
∫ 1

0
q
∫ x

0
θ(y)dydx ≤ N4kdε

2

∫ 1

0
y2
xdx+ N4kd

2ε

(∫ x

0
θdy

)2
dx (2.67)

N4kd
∫ 1

0
yx

∫ 1

0
θ(y)dydx ≤ N4kdε

2

∫ 1

0
y2
xdx+ N4kd

2ε

(∫ x

0
θ(y)dy

)2
dx (2.68)

par l’inégalité de Cauchy-Schwarz

∫ 1

0

(∫ x

0
θ(y)dy

)2
dx ≤

(∫ 1

0
θdx

)2
≤
∫ 1

0
θ2dx.

substituant (2.63), (2.64), (2.66), (2.67), (2.68) dans (2.62).

|H(t)| ≤ c
∫ 1

0
(u2

t + y2
t + y2

x + u2
x + y2 + q2 + θ2)dx+ c

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$

≤ cE1(t).

Par conséquent

|H(t)| = |L(t)−NE1(t)−N6E3(t) ≤ cE1(t).
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2.2. L’ÉNERGIE DU SYSTÈME

Quel rendement

−cE1 ≤ L−NE1 −N6E3 ≤ cE2

N6E3(t) + (N − c)E1(t) ≤ L(t) ≤ (c+N)E1(t) +N6E3(t), (2.69)

choisir N assez grand pour que

Nl − c > 0, N
β

2 − c > 0, Nη0 − c > 0, N − c > 0,

nous obtenons

c1(E1(t) + E3(t)) ≤ L(t) ≤ c2(E1(t) + E3(t)) ∀t ≥ 0, (2.70)

et utilisé (2.6), estimations (??) et (2.69) respectivement nous obtenons

L′(s) ≤ −λE1(t) ∀t ≥ t0. (2.71)

∫ t

0
L′(s)ds ≤ −λ

∫ t

0
E(s)ds ∀e ≥ t0

L(t)− L∗(0) ≤ −λ1

∫ t

0
E(s)ds.

(2.72)

Pour certains λ1, c1, c2 > 0.

Intégration (??) over [0, t], rendements

∫ t

0
E(s)ds ≤ − 1

λ1
[L(t)− L(0)]

≤ L(0)− L(t)
λ1

≤ L(0)
λ1∫ t

0
E(s)ds ≤ γ

λ1
[E1(0) + E3(0)] ∀t > 0. (2.73)

En utilisant le fait que

[tE1(t)]t = E(t) + tE ′(t)

≤ E1(t)∫ t

0
[sE1(s)]sds ≤

∫ t

0
E1(s)ds.
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2.2. L’ÉNERGIE DU SYSTÈME

et (2.73) nous obtenons

tE1(t) ≤
∫ t

0
E1(s)ds ≤ c2

λ1
[E1(0) + E3(0)]

qui donne (??), ce ci complète la preuve.
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CHAPITRE 3

TAUX DE DÉCROISSANCE EXPONENTIELLE

Ici, nous prouvons l’estimation de stabilité exponentielle pour le problème (1)-(2) avec


u(0, t) = u(1, t) = y(0, t) = y(1, t) = 0

θ(0, t) = θ(1, t) = q(0, t) = q(1, t) = 0,

où u0, u1, y0, y1, θ0, q0.

Des fonctions sont attribuées.

Entre temps, à partir des paragraphes (2.5)4 et (2.3) il s’ensuit que

αqt = −k1θx − dytx

on intègre sur [0, 1]

α
∫ 1

0
qtdx = −k

∫ 1

0
θxdx− d

∫ 1

0
ytxdx

= −kθ]10 − dyt]10

= −k [θ(1, t)− θ(0, t)]− d[t(1, t)− yt(0, t)]

= 0

et on a : α
∫ 1

0
qtdx = α

d

dt

∫ 1

0
qdx,

alors
d

dt

∫ 1

0
qdx = 0,
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équation diff

⇒
∫ 1

0
qdx = 0, (*)

cherchons c

sdt = 0→ q(x, 0) = q0(x),

alors ∫ 1

0
q(x, 0)dx = c,

d’où ∫ 1

0
q(x, t)dx =

∫ 1

0
q0(x)dx, (**)

si on pose q̄(x, t) = q(x, t)−
∫ 1

0 q0(x)dx, on intègre

∫ 1

0
q̄(x, t) =

∫ 1

0
q(x, t)−

∫ 1

0

[∫ 1

0
q0(x)dx

]
=
∫ 1

0
q(x, t)−

∫ 1

0
q0dx

∫ 1

0
1dx∫ 1

0
q(x, t)dx =

∫ 1

0
q0(x)dx

Lemme 3.1. Soit (u, q, θ, x) solution (2.5) alors la fonctionnelle

F1(t) =
∫ 1

0
(fuut + Jyyt)dx+ η1

2

∫ 1

0
y2dx− dk

k1

∫ 1

0
yθdx, (3.1)

satisfait

F1(t) ≤ −µ2

∫ 1

0
u2
xdx−

δ

2

∫ 1

0
y2
xdx−

ε

2

∫ 1

0
y2dx− b

∫ 1

0
uxydx. (3.2)

Preuve. Différencier F1(t) en utilisant (2.5)1,2 et intègre par partie on obtient

F ′1(t) =
∫ 1

0

[
ρu2

t + u(µuxx + byx − γθx − βutxx)
]

+ Jy2
t dx+ y

(
δyxx − bux − ξy − dqx

+mθ − η1yt −
∫ 1

0
|η2(s)|X(x, 1, s, t)dsd$dx

)
dx+ η1

∫ 1

0
yytdx−

dk

k1

∫ 1

0
ytθdx

− d

k1

∫ 1

0
y(lθxx − γutx −myt − k1qx)

= ρ
∫ 1

0
u2
tdx+ µ

∫ 1

0
uuxxdx+ b

∫ 1

0
uyxdx− γ

∫ 1

0
uθxdx− β

∫ 1

0
uutxx + J

∫ 1

0
y2
t dx

+ δ
∫ 1

0
yyxx − b

∫ 1

0
yux − ξ

∫ 1

0
y2dx+m

∫ 1

0
y
∫ 1

0
|η2(s)|X(x, 1, s, t)dsd$dx

− dk

k1

∫ 1

0
ytθdx−

dl

k1

∫ 1

0
yθxx + dγ

k1

∫ 1

0
yutxdx+ dm

k1

∫ 1

0
yyt.
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D’après l’intégration par partie et les condition aux boras on troue

•
∫ 1

0
uuxxdx = −

∫ 1

0
uxux + [uux]10 = −

∫ 1

0
u2
xdx

•
∫ 1

0
uyxdx = −

∫ 1

0
uxy + [uy]10 = −

∫ 1

0
uxydx

•
∫ 1

0
uutxxdx =

∫ 1

0
uxutx − [uutx]10 = −

∫ 1

0
uxutxdx

•
∫ 1

0
yyxxdx = −

∫ 1

0
yxyx + [yyx]10 = −

∫ 1

0
y2
xdx

•
∫ 1

0
yθxxdx =

∫ 1

0
yxθx − [yθx]10 =

∫ 1

0
yxθxdx

•
∫ 1

0
yutxdx = −

∫ 1

0
yxut + [yut]10 = −

∫ 1

0
yxutdx.

Finalement

F ′1(t) = ρ
∫ 1

0
u2
tdx+ µ

∫ 1

0
u2
xdx− b

∫ 1

0
uxydx− γ

∫ 1

0
uθxdx− β

∫ 1

0
uxutxdx

+ J
∫ 1

0
y2
t dx+ γ

∫ 1

0
y2
xdx− b

∫ 1

0
uxydx− ξ

∫ 1

0
y2dx+m

∫ 1

0
θydx

−
∫ 1

0
y
∫ τ2

τ1
η2(s)X(x, 1, s, t)dsdx− dl

k1

∫ 1

0
θxyxdx+ dγ

k1

∫ 1

0
utyxdx

+ dm

k1

∫ 1

0
yytdx−

dk

k1

∫ 1

0
θytdx

(3.3)

en utilisant l’inégalité de Young et point carré

• γ
∫ 1

0
uθxdx ≤

µ

4

∫ 1

0
u2
xdx+ γ2

µ

∫ 1

0
θ2
xdx (3.4)

• β
∫ 1

0
uxutxdx ≤

β2

µ

∫ 1

0
u2
xdx+ β2

µ

∫ 1

0
u2
tx (3.5)

• m
∫ 1

0
θydx ≤ 3m2

2ξ

∫ 1

0
θ2
xdx+ ξ

6

∫ 1

0
y2dx (3.6)

•
∫ 1

0
y
∫ τ2

τ1
|η2(s)|X(x, 1, s, t)dsdx ≤ ξ

6

∫ 1

0
y2dx+ 3

2ξ

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx (3.7)

• dl

dk

∫ 1

0
θxyxdx ≤

4d2l2

δ

∫ 1

0
θ2
xdx+ δ

4

∫ 1

0
y2
xdx (3.8)

• dγ

k1

∫ 1

0
utyxdx ≤

4d2γ2

δ

∫ 1

0
u2
txdx+ δ

4

∫ 1

0
y2
xdx (3.9)

• dm

k1

∫ 1

0
yytdx ≤

ξ

6

∫ 1

0
y2dx+ 3d2m2

2k2
1ξ

∫ 1

0
y2
t dx (3.10)

• dk

k1

∫ 1

0
θytdx ≤

dkε

2k1

∫ 1

0
θ2
xdx+ dk

2εk1

∫ 1

0
y2
t dx, (3.11)
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substituant (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) dans (3.1) nous obtenus

F ′1(t) ≤ −µ2

∫ 1

0
u2
xdx−

δ

2

∫ 1

0
y2
xdx−

ξ

2

∫ 1

0
y2dx− b

∫ 1

0
y2dx− b

∫ 1

0
uxydx

+ c
∫ 1

0
θ2
xdx+ c

∫ 1

0
u2
txdx+ c

∫ 1

0
y2
t dx+ c

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx.

Lemme 3.2. Soit (u, y, θ, q) solution du système (2.5) alors le fonction

F2(t) = −αk
∫ 1

0
θ
∫ 1

0
q(y)dydx, (3.12)

satisfait

F ′2(t) ≤ −k1α

2

∫ 1

0
q2dx+ c

∫ 1

0
y2
t dx+ c

∫ 1

0
u2
txdx. (3.13)

Preuve. Différencier de F2(t) en utilisant (2.3)3,4 et intègre par partie on obtient

F ′2(t) =− α
[∫ 1

0
Kθt

∫ x

0
q(y)dydx

]
−K

[∫ 1

0
θ
∫ x

0
αqt(y)dydx

]
=− α

[∫ 1

0
lθxx

(∫ x

0
q(y)dy

)
dx−

∫ 1

0
γutx

(∫ x

0
q(y)dy

)
dx

−
∫ 1

0
myt

(∫ x

0
q(y)dy

)
dx−

∫ 1

0
k1qx

(∫ x

0
q(y)dy

)
dx
]

− k
∫ 1

0
θ
∫ x

0
(k1θxdy) dx− k

∫ 1

0
θ
(∫ x

0
dytxdy

)
dx.

D’après l’intégration par partie et les condition aux bords on coure

•
∫ 1

0
θxx

(∫ x

0
q(y)dy

)
dx =

∫ 1

0
θx [q(x, t)− q(0, t)] dx−

[
θx

∫ x

0
q(y)dy

]
dx

=
∫ 1

0
θxqdx+

[
θx(1, t)

∫ 1

0
q(y)dydx− θx(0, t)

∫ 1

0
q(0, t)dy

]
dx =

∫ 1

0
θxqdx.

•
∫ 1

0
utx

(∫ x

0
q(y)dy

)
dx = −

∫ 1

0
utqdx+

[
ut

∫ x

0
q(y)dy

]1

0
= −

∫ 1

0
utqdx.

•
∫ 1

0
qx

(∫ x

0
q(y)dy

)
dx =

∫ 1

0
qqdx+

[
q
∫ 1

0
q(y)dy

]1

0
= −

∫ 1

0
q2dx;

•
∫ 1

0
θ
(∫ x

0
θxdy

)
dx =

∫ 1

0
θθdx =

∫ 1

0
θ2dx.

•
∫ 1

0
θ
(∫ x

0
dytxdy

)
dx =

∫ 1

0
θytdx.
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Finalement

F ′2(t) = −kα
∫ 1

0
q2dx+ lα

∫ 1

0
θxqdx− γα

∫ 1

0
utqdx+mα

∫ 1

0
yt

∫ 1

0
q(y)dydx

+ k1k
∫ 1

0
θ2dx+ dk

∫ 1

0
θytdx,

(3.14)

en utilisant l’inégalité de Young et point carré

• lα
∫ 1

0
θxqdx ≤

6l2α
k1

∫ 1

0
θxdx+ k1α

6

∫ 1

0
q2dx (3.15)

• γα
∫ 1

0
utqdx ≤

6γ2α

k1

∫ 1

0
u2
txdx+ k1α

6

∫ 1

0
q2dx (3.16)

• dk
∫ 1

0
θytdx ≤

dkε

2

∫ 1

0
θ2
xdx+ dk

2ε

∫ 1

0
y2
t dx (3.17)

et

• mα
∫ 1

0
yt

∫ x

0
q(y)dydx ≤ 6m2α

k1

∫ 1

0
y2
t dx+ k1α

6

∫ 1

0

(∫ x

0
q(y)dy

)2
dx,

Par l’inégalié de Cauchy Schwarz

•
(∫ x

0
q(y)dy

)2
≤
(∫ 1

0
qdx

)2
≤
∫ 1

0
q2dx.

substituant (3.15), (3.16), (3.17) dans (3.13) nous obtenus

F ′2(t) ≤ −k1α

2

∫ 1

0
q2dx+ c

∫ 1

0
y2
t dx+ c

∫ 1

0
θ2
xdx+ c

∫ 1

0
u2
txdx.

Lemme 3.3. Soit (u, y, θ, q) solution du système alors le fonction

F ′3(t) =
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
se−sω|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx, (3.18)

satisfait
F ′3(t) ≤ −η3

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx+ η1

∫ 1

0
y2
t dx

− η3

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx.

(3.19)
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Preuve. Différencier de F3(t) en utilisant (2.5)5

F ′3 =
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
ses$|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsdωdx

= −2
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
e−sω|η2(s)|Xt(x, ω, s, t)X(x,$, s, t)dsdωdx

= −
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)| d

dω

(
e−sωX2(x,$, s, t)

)
dsdωdx

−
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
se−sω|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx.

on utilise théorème du Fubini

F ′3(t) = −
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)| d

dω

(
e−sωX2(x,$, s, t)

)
dsdωdx

−
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
se−sω|η2(s)|Z2(x,$, s, t)dsd$dx

= −
∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|

[
e−sX2(x, 1, s, t)−X2(x, 0, s, t)

]
dsdx

−
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
se−sω|η2(s)|X2(x, ω, s, t)dsdωdx.

En utilisant le fait que X(x, 0, s, t) = yt(x, t) et e−s ≤ e−sω ≤ 1∀ω ∈ [0, 1] on trouve

F ′3(t) = −
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
se−sω|η2(s)|X2(x, ω, s, t)dsdωdx

−
∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|e−sX2(x, 1, s, t)dsdx+

∫ τ2

τ1
|η2(s)|ds

∫ 1

0
y2
t dx.

(3.20)

Parce que −se−s est une fonction croissante, nous avons −se−s ≤ −se−τ2 pour tout s ∈

[τ1, τ2].

Finalement, on pose η3 = e−τ2 avec
∫ τ2
τ1
|η2(s)|ds ≤ η1 on obtient

F ′3(t) ≤ −η3

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsdωdx

− η3

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx+ η1

∫ 1

0
y2
t dx.

(3.21)

Théorème 3.1. Sous (G, 1), la fonction énergie (15) du problème (1), (2) et (38) satisfait

E(t) ≤ λ2e
−λ1 ∀t ≥ 0.
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Preuve. Fonctionnelle Lyapunov est définie par

L (t) = NE(t) + F1(t) + F2(t) +N1F3(t), (3.22)

où N.N1 > 0. En différenciant (48) et en utilisant (16), (42), (43) et (45) nous avons

L ′(t) =NE ′(t) + F ′1(t) + F ′2(t) +N1F
′
3(t)

L ′(t) ≤N
(
−l
∫ 1

0
θ2
x − β

∫ 1

0
u2
xtdx− η0

∫ 1

0
y2
t dx+

∫ 1

0
θ2
xdx

+c
∫ 1

0
u2
xt +

∫ 1

0
y2
t dx+ c

∫ 1

0

∫ 1

0
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)ds

)
− µ

2

∫ 1

0
u2
xdx−

δ

2

∫ 1

0
y2
xdx−

ξ

2

∫ 1

0
y2dx− b

∫ 1

0
uxydx

− k1α

2

∫ 1

0
q2dx+ c

∫ 1

0
y2
t dx+ c

∫ 1

0
θ2
xdx+ c

∫ 1

0
u2
txdx+N1[

−η3

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsdωdx+ η1

∫ 1

0
y2
t dx

−η3

∫ 1

0

∫ 1

0
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx

]
L ′(t) ≤− [Nβ − c]

∫ 1

0
ytu

2
xdx−

µ

2

∫ 1

0
u2
xdx−

δ

2

∫ 1

0
y2
xdx

− ξ

2

∫ 1

0
y2dx− αk1

2

∫ 1

0
q2dx− [N1η3 − c]

∫ 1

0

∫ 1

0
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx

−N1η3

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsdωdx.

choisir N1 suffisamment grand pour que

α1 = N1η3 − c > 0

ainsi, noiss arrivons à

L ′(t) = −[Nβ − c]
∫ 1

0
u2
txdx−

[
δ

2

] ∫ 1

0
y2
xdx−

[
ξ

2

] ∫ 1

0
y2dx

−
[
µ

2

] ∫ 1

0
u2
xdx−

[
αkk1

2

] ∫ 1

0
q2dx− α1

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x, 1, s, t)dsdx

− α2

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
s|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsd$dx−

∫ 1

0
2buxydx

− [Nl − c]
∫ 1

0
θ2
xdx− [Nη0 − c]

∫ 1

0
y2
t dx,

où α2 = N1η3.
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D’autre part

|H(t)| ≤ |F1(t)|+ |F2(t)|+N1|F3(t)|

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz, Young et Poincaré, on obtient

|L−NE| =
∫ 1

0
(ρuut + Jyyt)dx+ η1

2

∫ 1

0
y2dx− dk

k1

∫ 1

0
yθdx+ αk

∫ 1

0
θ
∫ 1

0
q(y)dydx

+N1

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0
e−s$|η2(s)|X2(s)(x,$, s, t)dsdωdx

Grâce à l’inégalité de Young,

−ρ
∫ 1

0
uut ≤ ρ

µ

2

∫ 1

0
u2dx+ ρ

2ρ
∫ 1

0
u2
tdx ≤ ρ

µ

2 c
∫ 1

0
u2
x + ρ

2µ

∫ 1

0
u2
t

−J
∫ 1

0
yytdx ≤ J

ξ

2

∫ 1

0
y2dx+ J

2ξ

∫ 1

0
y2
t dx

−dk
k1

∫ 1

0
yθdx ≤ dk

k1

ξ

2

∫ 1

0
y2dx+ dk1

2k1ξ

∫ 1

0
θ2dx

−αk
∫ 1

0
θ
∫ 1

0
q(y)dydx ≤ αk

2

∫ 1

0
θ2dx+ αk

2 c
∫ 1

0
q2dx

0 < $ < 1⇒ −s < −sω < 0⇒ e−s < e−sω < 1

|L−NE| ≤ µ

2 (ρc)
∫ 1

0
u2
xdx+ ρ

2

(
1
µ

)∫ 1

0
u2
tdx+ δ

2

(
η1

δ
c
) ∫ 1

0
y2
xdx

ξ

2

(
J + dk

k1

)∫ 1

0
y2dx+ J

2

(
1
ξ

)∫ 1

0
y2
t dx+ k

2

(
α + d

k1ξ

)∫ 1

0
θ2dx

α

2 k
∫ 1

0
q2dx+ 2N1

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0
|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsdωdx

|L−NE| ≤ µ

2A
∫ 1

0
u2
xdx+ ρ

2B
∫ 1

0
u2
tdx+ ξ

2c
∫ 1

0
y2dx

+ J

2D
∫ 1

0
y2
t dx+ k

2E
∫ 1

0
θ2dx+ α

2F
∫ 1

0
q2dx

+ 2N
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0
|η2(s)X2(x,$, s, t)dsdωdx+ δ

2G
∫ 1

0
y2
xdx

max(A,B,C,D,E, F,G, 2N1) = C.
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|L−NE| ≤ c
[1
2

(
µ
∫ 1

0
u2
x + ρ

∫ 1

0
u2
tdx+ ξ

∫ 1

0
u2
tdx+ ξ

∫ 1

0
y2dx+ J

∫ 1

0
y2
t

+δ
∫ 1

0
yx2 + k

∫ 1

0
θ2dx+ α

∫ 1

0
q2 + 2buxy

)]
dx

+ 1
2

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1
|η2(s)|X2(x,$, s, t)dsdωdx

|L−NE| ≤ cE

−cE ≤ L−NE(t) ≤ cE

(N − c)E(t) ≤ L ≤ (c+N)E(t)

βE(t) ≤ L ≤ αE

donc

β = N − c > 0, α = c+N

et on a,

−E(t) ≤ − 1
α
L(t)

L′(t) ≤ −γE(t)

≤ −γ
α
L(t)

L′(t)
L(t) ≤

−γ
α∫ 1

0

L′(t)
L(t) ≤

−γ
α
t+ c

d’où

ln(L(t)) ≤ −γ
α
t+ c

L(t) ≤ Be−
γ
α
t

E(t) ≤ 1
β
e−

γ
α
tB.
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CONCLUSION

Au cours des dernières années, les systèmes poreux amortis ont fait l’objet d’études quan-

titatives et qualitativement. L’importance de la présente recherche réside dans la description

du rôle de Dirichlet conditions dans un système thermoélastique poreux avec un deuxième

son et des termes de retard distribués qui rendent la question très importante du point de

vue de l’application. Le taux de décroissance dans cette étude dépend du choix de conditions

aux limites ce qui rend cette étude intéressante et importante à prendre en considération

pour d’autres cas.
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