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RESUME

Dans ce mémoire, nous avons considéré un probleme de poreux thermoelastique avec
deuxieme son et avec la présence du retard distribué. L’idée importante dans ce travail, est
de montrer le role que joue les conditions de Dirichlet dans la nature de la stabilité, ou nous
avons montré a 'aide de la méthode de I'énergie une stabilité exponentielle dans le cas de
conditions de Dirichlet et seulement une stabilité polynomiale dans le cas des conditions de

Dirichlet Newman



ABSTRACT

In the present work, we consider a porous thermoelastic system with distributed delay
term in second sound. The importance idea in this work lies with describing the role of
Dirichlet conditions in the nature of stability, that is by using the energy method combined
with multiplicative technique, we show the polynomial decay estimate of solution if we take
conditions and exponential stability. A new restriction on delay term depending on the time

is used to show that the solution energy should be stable.
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INTRODUCTION

La propagation des ondes dans un milieu poreux est un phénomene complexe se produi-
sant dans de nombreuses applications. Ce phénomene est transcrit au moyen d’un systéme
couplé d’équations hyperboliques-paraboliques. Le couplage représente les effets d’un modele
utilisé en thermoélasticité. La question de la stabilité des systemes de type Poreux ont regu
beaucoup d’attention ces dernieres années, et un certain nombre de résultats concernant la
décroissance de I’énergie ont été établis. Un but de recherche important est de rechercher une
dissipation minimale par laquelle les solutions de Poreux décroit uniformément jusqu’a zéro
au fur et & mesure que le temps tend vers 'infini. A cet égard, plusieurs types de mécanismes
de dissipation ont été introduits, tels que : 'amortissement par frottement, l’amortissement
viscoélastique et la dissipation thermique. Nous nous intéressons dans ce travail seulement
aux effets liés a la dissipation thermique dans un systeme de Poreux avec deuxiéme son en

présence d’un terme de retard distribué, ou nous avons considéré le probleme suivant :

JOuy = 0z — bty — €y — dQy +mO — By — [ |mo(s)| 0y, t — 5)ds

Iiate = lgmx - /Vatum - mat?/ - lez

(1)

OéatQ = —k0, — datyxa

ou

(x,s,t) € (0,1) x (11, 72) X (0,00),
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avec conditions initiales

u(z,0) = ug(x), Ou(z,0) = uy(x)
y(,0) = yo(x), hy(x,0) = yi(x) (2)

Q(z,0) = Qo(x),0(x,0) = Oy(x),

et conditions aux limites

U(O,t) = u<1’t) = yx(oat) = yx(Lt) =0

0,(0,) = 0,(1,¢) = Q(0,£) = Q(1,1) = 0,

ou ug, U1, Yo, Y1, 0o, Qo, sont données des fonctions.

Ici, u est le déplacement transversal du faisceau, y est ’angle de rotation, la fonction 6 est la
différence de température, Q = Q(x,t) est le flux de chaleur et p, u, b, J,6,&, 7, 8, d, k, k1, a,
m,l > 0. Le terme [ |n2(s)|0wy(x,t — s)ds est le retard distribué avec 7,7, > 0 et 1, est
une constante positive, 7, est une fonction L°°.

(G1) La fonction bornée 1y € ([11, 7o), R) satisfaisant

[ Inats)lds <. (@

De tels problémes se posent en thermoélasticité unidimensionnelle ou longitudinale lorsque
le retard distribué a long terme est pris en compte. Ici, nous étudierons comment appliquer
le terme de retard distribué avec la sensibilité aux conditions de Dirichlet pour connaitre le
comportement de la solution de (1), en construisant une fonctionnelle de Lyapunov combinée
a la méthode de I’énergie perturbée. Le résultat principal de cet article est de prouver la
stabilité polynomiale et la stabilisation exponentielle du systeme (1) sous la condition (4).

Lorsque 6 = Q = 1, = 12 = 0, le systeme obtenu est

PORU = [lyy + by, + BOity,, si (0,1) x (0,00) 5)
Jatty = 5ymc - buaz - Syv Si (07 1) X (07 00)7

Dans [5], M.L. Santos et al. a prouvé que le systeme (5) n’a pas de décroissance exponentielle
quelle que soit la relation entre les coefficients et qu’il est polynomialement stable avec un

taux optimal pour les conditions aux limites D-N.



TABLE DES MATIERES

En prenant 1, = 1, = 0, le systeme obtenu est

POt = [lyy + bYy — VO, + BOM ULy, si (0,1) x (0,00)
0,1) x (

)
k00 = 10, — yOu — mdyy — k1Q, si (0,1) x (0,00)

JOuy = 0Ype — bu, — Ey — dQ, +mb,  si (0, 0,00)

OéatQ = —l{?lem — d@tyx, si (O, ].) X (0, OO)

En utilisant la méme méthode que dans [5], on peut montrer que le modele (6) manque de
stabilité exponentielle quelle que soit la relation entre les coefficients et qu’il est polynomia-
lement stable avec un taux optimal pour les conditions aux limites D-N-N-N.

Pour § = @ = 8 = 0, le systeme obtenu est

POU = [WUyy + DYy + Blligy
(7)
Jatty = 5yxx - buz - fy - 7718ty - f;? |772(5)|8ty($at - S)dS.

Avec un terme de retard dépendant du temps, les auteurs dans [2] ont montré que le modele

(7) est exponentiellement stable, avec

J
O<772<771\/1—s,£—g:0
I

Il y a environ un siecle, exactement en 1921, il a été développé et étudié le systeme Timo-

shenko par Timoshenko [19], ou il a considéré le probleme suivant

POy = (K (uy — @)z, si (0, L) x (0,00)

LpkOnp = (Elps)s + K(uz — @), si (0, L) x (0, 00),

avec conditions aux limites
Elp.[i=5 =0, (u — @)[i= = 0,

un exemple simple illustre les vibrations transversales d’une poutre. Dans sa configuration
d’équilibre, u est le déplacement transversal de la poutre et est I'angle de rotation. Les
coefficients p, I,, I/, I et K sont respectivement la masse volumique, le moment d’inertie

polaire d’une section, le coefficient d’élasticité d’Young, le moment d’inertie d’une section et
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le module d’amputation.

Dans [0] les auteurs ont considéré (8) avec deux conditions aux limites

Ko(L,t) — Kfl“(L, t) — a(L,t) = 0,Yt > 0
Xz
de de
EIZ2(L,t) + BE2(L,t) = 0, < 0.
L0+ 52 ) =09 <

Les auteurs ont établi un résultat de décroissance exponentielle de ’énergie (8).

Munoz et Racke dans [15] ont considéré

p10up — k(z +¢)s =0

p3(9t9 — Iﬂ?@xw + y(?tlbx = 0,

ou ¢, 1, 0 sont respectivement le déplacement transversal, ’angle de rotation et la différence
de température. Ils ont prouvé que le systeme est stable exponentiellement, sous différentes

conditions aux limites, si et seulement si

!
P (10)
Dans [7], les auteurs ont considéré et prouvé la stabilité du systéme de magnétoélasticité
poreux
POU = [y + by — B05 + YUty
JOup = APy — by — Ep +mb (11)
c00 = kb, — BOyu, — moyp.
Dans [16] et [1] problemes étendus pour un systéme de Timoshenko de second son avec

terme de retard de la forme p20,9)(z,t — 7) et [[* ma(s)0p)(x,t — s)ds respectivement. Sous
des hypotheses appropriées sur les poids du retard et de 'amortissement par frottement, les
deux auteurs ont établi le résultat de l'existence et 'unicité de la solution et ont prouvé
que le systeme est également exponentiellement stable quelles que soient les vitesses de
propagation des ondes, car de nombreux auteurs ont abordé ce type de probleme. (Voir [3,8-
14,17,18,20,21)).

En complément de ces travaux, nous prouvons la décroissance polynomiale et exponentielle
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de (1) en utilisant des techniques multiplicatives, en construisant une série de lemmes, ceci

est le contenu du chapitre 2 et chapitre 3 aprés un chapitre de préliminaire.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRE

Rappels et notations

Nous rappelons ici les notions essentielles sur les espaces de Sobolev, semi-groupe, quelques

théoremes utiles ct quelques inégalités importantes, que nous utiliscrons dans ce mémoire.

1.1 Les espaces de Sobolev

1.1.1 L’espace de Sobolev W
Soit I =la, b un intervalle borné ou non borné et soit p € R avec 1 < p < 400.

Définition 1.1. L’espace de Sobolev WP est défini par :

Wi — {u e I7(1),3g € I7(I) | /IW’ _ —/Iggo Ve € cg(f)}. (1.1)

On pose  H'(I) = W'(I),

pour uw € WHP(I) on note v’ = g.

Notation

Lespace W' est muni de la norme :

lullwre = llulle + 10l o

7



1.1. LES ESPACES DE SOBOLEV

(ou parfois, si 1 < p < 0o, de la norme équivalente [||ul7, + Hu’||’£p}1/p).

L’espace H! est muni du produit scalaire :

(u,0) i = (u, )2 + (U, 0") 2

La norme associée :

1/2
el = (llull3e + 1)) "
est équivalente & la norme de W12,

Proposition 1.1. L’espace WP est un espace de Banach pour 1 < p < oco. L’espace WP
est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < 0.

L’espace H' est un espace de Hilbert séparable.

1.1.2 L’espace de Sobolev W,”

Définition 1.2. Etant donné 1 < p < oo, on désigne par Wy*' (I) la fermeture de C1(I)
dans WP (I).0n note H}(I) = Wy (I).

L’espace Wol P est muni de la norme induite par WP, Uespace Hy est muni du produit scalaire
induit par H'.

L’espace Wol’p est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour 1 < p < oo.

L’espace H} est un espace de Hilbert séparable.

1.1.3 Les espaces de Sobolev WP

Définition 1.3. Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < oo. On définit par

récurrence l’espace
Wme(l) = {ue Wrr(I), u' e W)}

On pose
H™(I) = W™(I).



1.2. SEMI-GROUPE

On vérifie aisément que uw € W™P(I) si et seulement s’ils existent m fonctions g1, .., gm €

LP(I) telles que :

JuDlo= (1Y [ g0 VoecE(), Vi=12...m,

o DIy désigne la dérivée de l'ordre j de @,lorsque u € W™P(I), on peut donc considérer les
dérivées successives u' = gy, (u') = ga, ... jusqu’a Uordre m, on les note Du, D*u, ..., D™u.

l’espace W™P est muni de la norme

m
lullwne = llullze + > D%l

a=1

et l’espace H™ est muni du produit scalaire

(u,v)gm = (u,v)2 + i (D%, D).

a=1

1.2 Semi-groupe

Définition 1.4. Une famille (S(t))i>0 d’éléments S(t) € L(X) pour t > 0 forme un semi-
groupe de classe Cy dans X (ou semi-groupe fortement continu), si elle vérifie les conditions

suivantes :
® S(0)=1 (identité dans L(X) ).
O S(t+s)=5(t)S(s) pour toutt,s >0  (propriété algébrique).

® lim, , || S(t)r — z||x pour tout x € X (propriété topologique).

1.3 Quelques théoremes utiles

1.3.1 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.1. On suppose que F € L' (1 x Q).

Alors, pour presque tout x € )y,

Flz,y) € L} (%) et / F(z,y)dy € L' ().

Qo



1.4. QUELQUES INEGALITES IMPORTANTES

De méme, pour presque tout y € €)s,

F(x,y) € LL () et / F(z,y)dz € L, (Q) .

971

De plus on a

/Ql dx /92 F(x,y)dy = /92 dy o F(z,y)dx = //leﬂg F(x,y)dxdy.

1.4 Quelques inégalités importantes

1.4.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace vectoriel, Un produit scalaire (u, v) est une forme bilinéaire de H x H
dans R, symétrique, définie positive [i.c. (u,v) > 0,Vu € H et (u,v) > 0si u # 0]. Rappelons

qu'un produit scalaire vérifie Inégalité de Cauchy-Schwarz :

D=
=

|(u, 0)] < (u, )

(v,v)2 Vu,v € H.

1.4.2 Inégalité de Young

Soient p et q deux réels vérifiant % + % =1 alors :

P q 2 € Z 1 q
U(f.9) € (L) x LU ¥ >0, [ 1fgldo < = [ 1771 do+— [[]g']do

Sip=qgq=2ona:

Y(f,g) € (LQ(Q))Q,V5>O,/Q\fg|dx§ ;/Q]ﬁ]dﬁi/ﬂ\g?\dx.

1.4.3 Inégalité de Poincaré

On suppose que [ est borné.

Alors il existe une constante C' (dépendant de |I] ) telle que :

lullwiy < Cllellpr  Yu € Wo™(1).

10



1.4. QUELQUES INEGALITES IMPORTANTES

Autrement dit, sur WyP(I) la quantité ||| est une norme équivalente & la norme de

We(1).

11



CHAPITRE 2

TAUX DE DECROISSANCE POLYNOMIALE

Dans ce chapitre, nous traitons un probleme unidimensionnel de poreux thermoelastique

avec un retard soumis a des conditions de Dirichlet.

2.1 Position du probleme

Soit (P) le probleme de poreux avec deuxiéme son et un retard distribué imposé dans la

deuxiéme équation, comme suit :

PUy = Mgy + DYy + By

(P) T

ket = ZGIZ‘ — YUy — MYy — qugc

T2
[n2(8)|ye(, = s)ds

aq = —k10, — dy,.
Avec les conditions initiales

u(z,0) = ug(x), us(x,0) = uy ()
y(2,0) = yo(x), wi(z,0) = y1(x) (2.1)

q(z,0) = qo(x),0(x,0) = Oy(z),

12



2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

et les conditions aux limites

U(O’ t) = u(l’t) = yz(o’t) = yz(Lt) =0

9x<0at) = 9x<1’t) = Q(Ovt) = Q(lvt) =0.

(2.2)

Pour traiter de tels probléme, nous commencons par faire un changement de variable comme
dans [1].
X(z,w,s,t) =y(z,t —s). (2.3)

une simple dérivation, nous donne

sXi(z,w,s,t) = =X, (z,w,s,t)

(2.4)
X(z,0,s,t) = y(z,t),
En considérant (2.1) et (2.2), le probléeme (P) devient
PUtt = Uz + by:v - 79;r + Butzz
l]ytt = 5?/1‘1’ - bul‘ - gy - dqx + mb — mye — / |772(3)|Xt(177 17 S, t)dS
ket = lexm — YUtz — MYy — kl%ﬂ (25)
aqy = —k1be — aYa
sXi(x,w,s,t) = —Xg(z,@,8,1)
ouxz,w € (0,1),(0,1),s € (11, 72) et t € (0,00).
2.2 L’énergie du systeme
Lemme 2.1. L’énergie du systéme (2.5) est donnée par
1d
E(t) = Sd [puf — il + Jyp — 6y + Eyp + k0P + agp + 2bu,y| dx
2.6)
1 1 1 pr (
+ f/ / / i s|na(s)| X*(x, @, s, t)dsdwdz.
2Jo Jo Jn
Satisfait
1 1 1
B(t) <~ [ 62e =5 [ ul—m [ yida (27)
0 0 0

13



2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

Ouny=m — / In2(s)|ds > 0.

Preuve. On multiple le systeme (2.5),-(2.5), respectivement par u, y, §,w et intégrant sur

0,1).

° ,0/01 U U dT — ,u/ol Upa U dT — b/o1 Y dx + ’y/ol O, udx — 6/01 Uz Urdr = 0

o J/Ul Yuyrdr — 5/01 YurYrdr + b/ol Ugypdr + & /01 yyrdx + d/ol q:yidx

—m /01 Oyidx + /01 yrypda + /01 Yt /: In2(8)|ye(z,t — s)dsdx =0 (2.8)
. k/ole,ﬁdx—l/019m9dx+7/01um9dx+m/01yt0dx+k:lfolqﬁdx _0

1 1 1
b a/ qqdz + ]ﬁ/ 0.qdx + d/ Yieqdr = 0,

a l'aide de l'intégration par partie et d’apres les conditions aux bords, nous trouvons :

° — /01 YoUgdr = /01 YU dr — [yugy = /01 YU dr

° — 1 utmutdx = /01 Upp U AT — [Ugptt]f = /01 u? dw
—/ Upypdr = —/ UYid + [uyy = — /01 uypdax
_ /O 0,.0dx — /O 0,0,da — [0,0]L = /0 62du

1 1 1
/l%fzfuwﬂx—Wszfuwﬂm
0 0 0

Alors
pd
03%/0 Qda:——d—/ 2dx+b/ uxytdx+5/ uldr =0
A R P —b/ . / 2
.Q%Zt/ydx th/yxx U 2dt Yr
—l—/o yt/ \ng(s)]yt(x t — s)dsdx =0 (2.9)
k d 2 2 B
aa 20
* 2dt/0 arde =0
et comme

1 1 1 d
b/ YU dr + b/ Ugypdr = b/ (Yuge + uzyy)de = b—(yu,)dz.
0 0 0

dt

14



2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

par addition, on obtient

1 1
5/0 (pu? — put + Jy; — 6y + Eyp + kO + aqp + 2buxy) dw

1 1 1 7
= —ﬁ/ ul, —l/ Gidx—/ yt/ i |n2(s)|ye(x,t — s)dsd.
0 0 0 T1

En multipliant (2.5), par X|n2(s)|, et en intégrant sur (0,1) x (0,1) x (71, 72), on obtient

(2.10)

1 1 T 1 1 T2
/ / / sXXi(x,w,s,t)|ns)|dsdewdz +/ / / XXp(x,w,s,t)|ns)|dsdwdz = 0
0 0 T1 0 0 T1

d’apres le théoreme de Fubini

T2 1
/ / / sXXi(x,w,s,t)|na(s)|dsdwdr = / / / f|772 |—X2(9c w, s, t)dsdwdx

et integre par rapport w sur (0,1) on a

1 1 prm ) )
2 [ I 5, 0lidsde =
T1
1 1 pm
_ 5/0 / [!772(8)\X2 (z,1,s,t) — ’T]Q(S)‘(Z‘?O,s’t)} dsdx
T1
notons que : X (z,0,s,t) = y(z,1),

alors

2/ / |772 X2 51371,8 t) y?(x,t)} deQf,

donc

1 1 ,m
L[ X Xa (e, 5, t)dsdwdr
0 JO Jm
Lot 1 /1 pm
:5// |772(8)|X2(:1c,1,8,t)dsd:p—5// ()2 (2, ) dsd.
0 Jn 0 Jm

D’autre part

(2.11)

1 1 T2
/ / / In2(8)| X X (2, w0, s, t)dsdwdr = f—/ / / sIna(s) ]XQ (x,w, s, t)dsdwdz.
0o Jo Jn 2dt

15



2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

D’ou

1 1 rmo 1 1 rm
L[] ms) XX, dsdezda = [ [ [ sla(s) XX (0,0, 5. )dsdwda
0 JO Jm

2//T 72(5) |X2x,1,s,tdsdx—f// 1n2(8)|y2dsdx

+*/// 172(8)| X?(x, @, s, t)dsdood.
2Jo Jo Jn

par comparaison entre (2.10) et (2.11)

1 1
5/0 (puf — i+ Jyi — 0y + Eyp + k07 + aqp + Qbuxy) dx
1 b 1 pm
+ 5/ / / sl ()| X* (@, @, s, t)dsdwdx
0 JOo Jm
1 1 1 o
=8 [t~ [ d— [y [ ()X (@15, ) dsd
T1
1 72 1 T
1 2 1 )
T1 -

D’apres I'inégalité de Young

< ;/01 vi </: |772(8)|> da

1 -
LY (/ Ing(s)lX(x,l,s)ds) dx

1 1 ) (2.12)
+§/0 /T1 In2(s)| X=(z, 1, s)dsdx.
Insertion (2.12) dans (2.11) on a
d ) ,
S < (=5 [T )) [ oo [ a1 [ o2
1 /1
5/ / |U2(S)|X2($,1,S)d8dw—§/ / 72(5)| X2(z, 1, s)dsdz
0 Jn 0 Jrm
1 1 T2 9
t5 ] el s,
alors p
—(E(t)) < (771 -3 !772 )/ yfdx—ﬁ/ u?, :L’—l/ 02dx
o (2.13)

1 1
[ [ 2 s,

par conséquent
d Lo L 2
L) <~ [ de—p [Caddo— (m— [ in)) [ i
0 0

16



2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

Remarque 2.1. Donc la fonction énergétique est décroissante.

Cependant, cette inégalité n’implique pas la décroissance exponentielle. Nous devons construire
une fonctionnelle de Lyapunov appropriée afin d’établir une estimation de décroissance ex-
ponentielle de ’énergie.

g ce stade, nous allons introduire les fonctionnalités.

Lemme 2.2. Soit (u,y,0,q) solution du systeme (2.5) alors le fonction
1
Di(t) = p/ uudr  t >0, (2.14)
0
satisfait :
1 1 1 1
Di(t) < —dfmc,uQ/ uldw +c/ 02dw + c/ ul dr — b/ uzyde. (2.15)
0 0 0 0
Preuve. En différenciant D;(t) par rapport a t
1 1
Di(t) = p/ uldzx +/ uugdr  t > 0.
0 0

On utilise (2.5),, on trouve :

1 1 1 1 1
Di(t) = p/o urd + ,u/o Uy dT + b/o uy.dr — 7/0 ubydr + 5/0 Upgr U

D’apres l'intégration par parties et les conditions aux bords on trouve :

1 1 1
. / Uy dr = —/ ulde + [uug)y = —/ udx
0 0 0

1 1 1
o / uy,dr = —/ uzydr + [yuly = —/ uzydx
0 0 0
1

1 1
° / Ul AT = —/ UpUirdT + [Utly]f = —/ Ug U dix.
0 0 0

Finalement

1 1 1 1 1
Di(t) = ,0/0 urdr — M/o uidr — b/o uydr — 7/0 ub,dx — B,/O Uy Utz dx, (2.16)
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2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

en utilisant 'inégalité de Young et Poincarré

07/ ub d:v<u/ 2d$+’7 / 02dx (2.17)
1

o ﬁ/ Up U dT < M/ uldw +—/ ul,dx (2.18)

op/ dx<p/ W2 da. (2.19)

Substituant (2.17), (2.18), (2.19) dans (2.16) nous obtenus

Di(t) ,u/ 2da:—|—c/ Qde+c/ ul dr — b/ ugyder.
0

Lemme 2.3. Soit (u,y,0,q) solution du systéme (2.5) alors le fonction

1 1 dk 1
Do(t) = J/ yydz + @/ Vi — 7/ yodz, (2.20)
0 2 Jo ki Jo
satisfait :

5 £ 1 1 1 1
Ds(t) S—f/ yi—f/ de:E—b/ uxydm—i—c/ yfdw—l—c/ 6%dx
0

(2.21)
/ / 1n2(8)| X2 (2, 1, 5,1) dsdx+c/ 92 d:z:+c/ umd:):,

Preuve. En différenciant Dy(t) par rapport a ¢ :

Dyt J/ yfdl’JrJ/ yyttd:chm/ yyrda — 7/ (y:0 + yO,)dx

On utilisant (2.5),, (2.5); on trouve :

Dy (t J/ yfda:—l—é/ yymdx—b/ yuwd:t—f/ delL‘—d/ Yqzdx
+m/ y9d:v—771/ yytd:v—/ y/ m2(8)| X (2,1, 5, t)dsdzx
0 0 1
1 dk 1
+771/0 Yyyedr — ]?/ ylfdr — f/ YOroda + 7/ Yurzdz

1
+ 2 / yytdx+ - / Yqdx.
kl 0

18



2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

D’apres l'intégration par partie et les condition aux bords on trouve

/ YYprdr = — / yadz + [yy.)s / yodz.
Finalement :

Dy (t J/ yfdx—é/ yidm—b/ yuxda:—ﬁydx—i-m/ yOdx
/ y0dr — —/ YO, .dx + 7/ YU dx + 7/ yyrdz

- / v [ Im()X (@ 1,5, t)dsda
0 T1

en utilisant 'inégalité de Young et point carré
1 1 2m2 1
om/ y@dasgg/ y2d33+7/ 6%dx
0

1
dk/ y0dr < dkrg/ y2dx + / 6 dx
2eky

dl
* . / YOpodr < = /dea:—l— /92 dx
1

k/o Yudr < 8/0 yzdx+§/0 u? dv

dm ! &t c
am dr <2 / 24 + <

yrpdx

1 T ) 1 1 1 rr
o / y/ 2 172(8)| X (2,1, s, t)dsdx < 7/ y2 + 7/ / i 1n2(8)| X2 (2, 1, 5, t)dsdz,
0 T1 2 0 25 0 Jn

substituant (2.23), (2.24), (2.25), (2.26), (2.27), (2.28) dans (2.22)

5 1
—5/ yfcdx—f/ dex—b/ yuxda:—i—c/ 02dx
0

1 1
+ c/ 0*dx + c/ / n2(8)| X3 (, 1, s, t)dsdx + c/ 02,dx + c/ U d.
0 0 Jn 0 0

Lemme 2.4. Soit (u,y,0,q) solution du (2.5) alors la fonction

JklOé
2d Jo

1
¢*dr,

1
Ds(t) = —Jk /0 Byedar —
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2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

satisfait

Dg()<——/ 02dx+51/ 9 dl‘+€2/ utzd$+€3/ dem

1 1 1
254/ ¢*dx +c (1 +—+ ) / yrdz + ¢ ( + ) / 02dx (2.31)
0 €1 E9 0 £3 [y 0

1 1 1 ™
+c/ uid:z:—l—c/ yzdaﬂ—c/ / In2(8)| X%(x, 1, 5, t)dsdx.
0 0 0 T
Preuve. En différenciant D3(t) par rapport a ¢ :
1 1 Tk 1
Di(t) = —Jk:/ Oy dr — Jk/ Oyydr — 7104/ 2qq.dz.
0 0 2d Jo
On utilisant (2.5),, (2.5)5, (2.5), on trouve :

1 1 1 1 1
Dy(t) = —Jl/o Yilodr + Jv/o Yl dr + Jm/o y2dx + Jk:/o Yiqedx — k:5/0 0y dx

1 1 1 1 1
+ kb / Ou,da + ke / Oy + kd / Oquda — mhk / 0%dx + ki, / Oysd
0
2

k3
—l—k/ / x,l,stdsd:c—i-(]d/ q9da:—|—Jk:1/ QYrzdx.

D’apres I'intégration par partie et les condition aux bordsontrouve

/ QYtz = — / @Yedz + [quelp / gz yrd.
Finalement

1 1 1 1
Di(t) = —Jl/ Yilppda + J’y/ Yl + Jm/ y2dr — kd/ Oy pnda
0 0 0 0
1 1 1 1 1
+ kb / Ouyda + ke / Oydz + kd / O, — mk / 02dz + kny / Bysdse

(2.32)
+ k/ 0q.dx — mk/ 0%dx + /{:7]1/ Oy, dx + k:/ / (x,1,s,t)dsdx

M 0,d
—i—d/oq x,

en utilisant 'inégalité de Young et Poincarré
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2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

° Jl/ YiOpedr < —/ ytzd:v+51/ 92 dx
° J'y/ U ypdx < 52/ utzdm—l— / ytzdx
k252
ok5/ YprOdr < —/ 0 dx—l—&?;:,/ y2dx
0
1
ODk/ uﬁdmﬁc/ 2d93+7/ 0%dx
52 9 2
o ¢k y@dx < y-dx + — 8 dx
° dk/ q0.dx < 54/ q2dx+ —/ Gid:v
0 0 g4 Jo

1 1 kol
okm/o ytedxgc/o yfdx—i—mf/ 0% dx

1 T2
. k/ 9/ m2(8)| X (2,1, 5, t)dz < i/ / 92dm+—/ ()| X2 (2,1, 5, t)dx
0 T1

kol 1
. Jl/ q0. §54/ q2d:1:+f/ 02dx
d Jo 0 €4 J0

(2.33)
(2.34)
(2.35)
(2.36)

(2.37)
(2.38)
(2.39)
(2.40)

(2.41)

substituant (2.33), (2.34), (2.35), (2.36), (2.37), (2.38), (2.39), (2.40), (2.41) dans (2.32)

Di(t) < ——/ «92d:v+51/ Qde—l—sg/ UtdeL‘—f—Eg/ ymdx—|—254/ ¢dx

1 1
+c(1+ + >/y§d:1:—|—c<1+8 + )/92d$+c/udx
€1 3 0

+c/ deZU-i-C/ / n2(8)|*(, 1,5, t)dsdx.

Lemme 2.5. soit (u,y,0,q) solution du (2.5) alors le fonction

Du(t) =k [ (aq +dy.) [ 6y

satisfait

D (t) kakl/ ¢ dx + 5 / 6’2dx+c/ y2dx

—l—c/ yfdw—l—c(lJr /02dx+c/ ul, dx

Preuve. En différenciant D)(t) par rapport a t :

1 T 1 T
Di(t) = k [ (agi+dyu) [ 0(y)dyde +k [ (ag+dy,) [ Ou(y)dyda.
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2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

On utilisant (2.5), et (2.5), on trouve :

- km/o (ozq—l—dyx)/o yrdydax

D’apres l'intégration par partie et les condition aux bords on trouve

° /01(04q + dy,) (/Oz lemdy) dr — /Ol(ozq + dy.,) </Ox ”yutxdy) dx
- /Ol(ozq + dy,) </Ox quxdy> dr =

1

1 1
/0 (g + dy,)10,dx — /0 (g + dyz )yude — /0 (g + dy, ) k1qdzx.

— / / y)dyd + k/ aq + dy,) (10, — vy — kvg)d (2.44)

- kzm/0 (aq—l—dyx)/o yedydx

en utilisant I'inégalité de young et point carré

. kkl/ / y)dydz < 1 / 92d:zc+55/ (/%( )dy)2dx (2.45)

k k 1 Qk 2
o kal / g0,dz < " / 2 O‘E / 02 da (2.46)
0 8 Jo
1 kaky ! 2
ok:cw/ quidr < 0;1/ q2d:B+ OW / uldz (2.47)
0
o kal / yubdz < FOLE / Vi + / 02d (2.48)
kd
. kdfy/ Yotiydz < 275/ y2do + —/ (2.49)
0
1 1
° kkld/ Ypqdr < 8kknd” / yidx + ka kl/ ¢dx (2.50)
« 0 8 Jo
kak 2mkd? 1/ e 2
° mkd/ / ypdyde < —— ! q2d3:—i— m / (/ ytdy) dx (2.51)
8 Jo k1 o \Jo
mkde kd L/ re 2
° mk:d/ yx/ yedyde < —— yl,dzr m / (/ ytdy) dz. (2.52)
0 0 2 2 Jo 0
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2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

Par I'inégalité de Cauchy Schwarz :

. (/j@(y)dzy < </10dx>2 < /1 62z,
(o) < ([ ) < [

substituant (2.45), (2.46), (2.47), (2.48), (2.49), (2.50), (2.51), (2.52) dans (2.44)

_kak
D (t) a 1/ q2d:z:+e5/ 02daz+c/ y2dax (2.53)

+ / yidz + c(1 —i— / 92dx+c/ u, dx

u
Lemme 2.6. soit (u,y,0,q) solution du (2.5) alors le fonction
1 1 T2
:/ / / se 57|y (8)| X3 (v, @, s, t)dsdwwdz (2.54)
0 JO 1
satisfait
1 1 T2
Di(t) < —7]3/ / / s|n2(8)| X?(x, @, s, t)dsdwdx
0 JO 1
1 11
+771/0 yfdx—ng/o /0 In2(8)| X?(2, 1, 5,t)dsdx
Preuve.

En différenciant D{(t) par rapport a ¢ :

= —2/ / / T na(8)| Xz, w, 8, t) X (2, w0, s, t)dsdwd.

On utilisant (2.5); on trouve :

1l d,
_/O /0 /T1 |772(8)‘% (6 X (x,w,s,t)) dsdwdz
1,1 pr
_/ / /25678W|U2(3)|X2(3?,W,S,t)dsdwdx
0 0 T1
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2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

on utilise théoreme de fubini

1 1 T d
Di(t) = _/o /0 /T |772(s)|@ (e_szQ(x,w, s,t)) X(x,w, s, t)dsdwdz
1 r1 pr
_/ / /286_5w|772(8)|X2(m,w,s,t)dsdwdm
0o JO Jm
1 rm
= [ [T i) [ X2 1,5, 0) = XP(0,0,5,)] s
0 Jm

1 r1 rr
- / / / ’ se”|ny(s)| X*(z,w, s, t)dsdwdz
0o JO Jrm
En utilisant le fait que X (x,0,s,t) = yi(x,t) et e * < e * <1 Vw € [0,1] on trouve

1 r1 prr
Di(t) = —/ / /2se’s“’]m(s)|X2(w,w,s,t)dsdwd:c (2.55)
0o JO Jn

1 T T2 1
—/ / |772(s)\e’8X2(x,l,s,t)dsdx—i-/ ]nz(s)lds/ yZdx
0 T1 T1 0

par ce que —se~* est une fonction croissant, nous avons —se~* < —se” ™ pour tout s € [y, 7]

<8< To
—To < —8S < —T1
e <et<e ™
T1

se 2 < sef < se”

T < Sw < Ty

et
—To < —8SwW < —T1

e <ce MW <ce

—eT < —eT < —eT T2

par conséquent

1 1 T
Di(t) < —e‘“/ / / s|n2(8)| X?(z, @, 5, t)dsdwdz
0 0 Jm

T2 1 1 1 T2
([ mo)lds) [ oo e [0 [7 slin()| X2 (0,5, )dsdoda
1 0 0 JO 1
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2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

Finalement on pose 13 = ™™ avec /
-

T2
In2(s)| < m1 on obtient
1

1 1 T
Di(t) < —773/ / / s|n2(8)| X2 (x, @, s, t)dsdwdx (2.56)
0 0 T1

11 1
—773/0 /0 |n2(s)|X2(x,1,3,t)dsdx+771/0 yfdx

Théoréme 2.1. Sous (G1) la fonction énergie (2.6) du probléme (1) — (3) satisfait
E(t) < c(E(0) + Es(0))t™! vt >0 (2.57)

Preuve.

L’énergie de premier ordre est définie comme suit :
Ei(t) = E(t,u,y,0,q,X).
L’énergie du second ordre est introduite comme suit :

EQ(t) = E<t7 Uty Yt 9t7 qt, Xt)

. p/o1 UpppUgedT — u/ol Uzt U dT — b/o1 Yot U dx + 7y /01 O iupdr — B /01 Utz Usedr = 0
o J /01 Y Ypdr — 6 /01 YoatYpedx + b/o1 UgtYprdT + {/01 YYrdr + d/ol QutYeedx

—m /01 Orypdx + 1 /01 YerYsedx + /01 Y /01 In2(8)| X¢(z,w, s, t)dsdwdx = 0
ok /0 O — 1 /O R /0 o+ m /0 bz + ky /0 iz = 0

1 1
® aquqidr + kl/o Oprqrdx + d/o Yuzxqedx = 0.

On fait l'intégration par partie d’apres les condition aux bords, nous trouvons

1 1 1
1
L _/0 YptUpdT :/0 YeUttz — [ytutt]o :/0 YiUgrpdT
1 1 . L,
o — /0 Uptgz Ut AT = /0 UgtaUttx — [uttzutt]o = /0 umdx

1 1 1
o — [t = [ 0,000~ 10005 = [ v
0 0 0
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2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

Par addition, on obtient :

5 / putt Muxt + Jytt 5ymt + gytt + kgtt + a(bt + Qbumyt> dr

—l—*/// s|ne(s)| X} (x, @, s,t)dsdwdx
2Jo Jo Jn

1 1 T2 1
= =5 [ ipde — 1 [ Gdo+ [ ma()lufide —m [ o7

Alors

Es(t =35 / puiy — g, + Jyi, — 0y, + Eypy + KO} + agy, + Qbuxt?/t) dx

OtEs(t) < —5/ ug,dr — l/ 02.dx — 770/ yodx.
0 0 0

L’énergie du troisieme ordre est fournie par

E3<t> = E(t> Uz Yo 9:1:7 4z, Xx)a

° p/ol Uty U AT — ,u/ol Uy Utz AT — b/o1 Yz Utz AT + 'y/ol Opptlyzdr — 6/01 Utz Utz dr = 0
°J /0 1 YttaYradr — 0 /O 1 Yoz Ytad + b /0 1 U Ytz + § /O 1 Yoltzdr +d /0 1 GzaYizds

—m /01 O Yredr + M /01 Ytz Yo dr + /01 Ytz /01 |n2(s)| Xz (x,w, s, t)dsdewdr = 0
o /0 0, 0.dr — 1 /D 0 O.dr /O tnaludi +m /0 aladz + ky /0 Cdanadz = 0

1 1
® 0 q.dr + kl/o 0,2qdr + d/o YizeGzdr = 0.

On fait l'intégration par partie d’apres les condition aux bords, nous trouvons

1 1 1
1
L4 _/ yzxutxdx :/ Yz Utzz — [yzut:v 0 :/ yxutzxdx
1 1
o — utmx:putmdx —/0 UtpaUtzer — [utmmutm]o —/ umde

o — / 0. 0.dr = / Ornlnnd — [020,]] / 62 d.
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2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

Par addition, on obtient :

1 r1
1 1 1 T2
e [ s, s
0 Jo Jm

1 1 T2 1
=8 [ udado—t [ 02 v+ [ a()lydde —m [ 4.

Alors

1 1

1 1 1
OtEs(t) < —5/ ufmda: — l/ 9§xdx — 770/ yfxdac.
0 0 0

et nous avons

1 1 1
O Es(t) < —l/ 07, dx — 6/ uz,, dr — 7)0/ yidx (2.58)
0 0 0

et
1 1 1
0 Es(t) < —l/ 02, dx — 6/ u,,dr — 770/ 2 dx (2.59)
0 0 0

Lyapunov fonctionnel est définie comme
L(t) =NE;(t) + N1D;(t) + NoDo(t) + N3D5(t) + NyDy(t) + N5 Ds(t) + NeE3(t)  (2.60)

ou N17N27 N37N47N57 N6 >0
En différenciant (2.60) et on utilisant (2.7), (2.15),(2.21),(2.30),(2.42),(??),(2.68) nous avons

L'(t) = NE{(t) + N1D}(t) + NaDj(t) + N3Djy(t) + NyDj(t) + NsDi(t) + NeE5(t)
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2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

1 1 1
o) gN(—l | @do—5 [ wtde—n [ y?dﬂ:)
0 0 0
ot ! ' '
LA, (_2/ u2dx—|—c/ 02dx+c/ Ufmdx—b/ uxyd$>
0
+N2(_/ y2ds — 5/ y2da:—b/ umydx+c/ydx+c/ 6 dx

—i—c/ / |772(S)|X2(g:,1,5,t)d3d:1:—|—c/ Gmdx—i—c/ Utxdl’)
0 Jn 0 0
mk 1 1 1 1 1
+ N3 <—/ 92d:v—|—61/ Gfmdx—l—@/ ufxda:%—sg/ ygda:+254/ ¢dx
0 0 0
1\ 1 1 1
—l—cl—l—f—l— /yd:c—irc( )/Hid:c—l—c/ ufcdx+/y2dx
€1 &2 €3 €4/ J0 0 0
+/ / |772(5)|X2(£U,1,5,t)d3d;1:)
0 Jn
kak
+ Ny <— O; 1/ 2dx—|—55/ szx+c/ yidx
0
—i—c/ ytd:ﬁ+c<1+ )/ 62dx+c/ utxd:z:)
+ N (—773/ / / s|n2(8)| X?(x, @, s, t)dsdwwdx
0o JO Jrm

1 1 1
—1—771/ yfd:v—ng/ / ]ng(s)\XQ(x,l,s,t)dsd:L’>

1 1
0 0

1 1
L,(t) S - [Nﬁ — Nlc — NQC — N362 — N4C] / U?mdfb — |:N2§ — N3€3 — N4C] yidl’
0 0
1 kak 1
— lN2§1 /0 yidr — [ng — N36:|/0 uidr — [N4 an_ 2N354] /0 ¢*dr — [C — Nsc

1 1 T
+ N5773]/ / |772(3)|X2(x, 1,s,t)dsdx — [N5ns] / / / ’ s|772(3)|X2(x, w, s, t)dsdwdx
0o Jo o Jo Jn

1 1 1, mk| [,
— {Nno — Noc — Nie(1 + o~ + 8—) — Nyc — N57)1} / yidr — | —Noc — Nyc + Ng— / 0 dx
1 2 0

1 1
— |:Nl — N10 — NgC(*

—) — Nye(1+ — ]/ 02dx — |~
3 €4

1
— [—NQC — N351 + Nﬁl] / indﬂf - 770*]\'76/ ytacdx - Nﬁﬁ/ utxxdx'
0 0 0

E éolant c Ngl c 5N c 8N2 c kkl(JéN4 c mk‘Ng
nr 1 = — = — = — = = .
g 1 2N, 2 2N, 3 AN, 4 8N, 5 AN,
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On obtient

)
L'(t) < — [Ng — cNy — cNy — N3gg — N4C] /0 up,d — [N24 - CN41 / yydu

1
_ l—Ngc+N2€1/ yide — {Nl’u —CN3:|/ uidr — [N404k:k11/ 2d
21 Jo 2 0 2 0
1 1
— [Nsn3 — c¢Ny — CNg]/ / |772(S)|X2(£B, 1,s,t)dsdx
o Jo

1 1 T
~ Vel [ ] / s|no ()| X (2, 9, 5, ) dsded

N; Ns 1 1
— N?]O — CN2 — CN3(1 + —+ 7) — CN4 - 7’]1N5:| / thdZE — Ngmik — CN2 / QQdZE
Ng¢ N 2
N3 Nj 1
— Nl —cNy — c(ﬁz + E)Ng —c(1 + — } / 02dx — [2(1\71 + Ny) } / 2bu,dx
[
— N6§ —CNQ]/ 9§$dx—770]\76/ Y dx —BNG/ ufmdx.
0 0 0

(2.61)

On choisit maintenant Ny suffisamment grand pour que

)
N2Z —cNy > 0.

On peut ensuit choisir N3 suffisamment grand pour que

mk

N37 - CN2 > 0.
En outre, nous choisissons Ny et N5 assez grand pour que

ng —cN3 >0
N57’]3 — cNy — cN3 > 0.

En fin, nous choisissons Ny assez grand pour que

l
N6§ —cNy > 0.

D’un autre cote

H(t) = N\Dy(t) + NoDa(t) + NyDy(t) + NyDy(t) + NsDs(t).
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[H ()] = Ni|D1(t)] + No| Da(t)| + Ns|Ds(t)] + Na|Da(t)] 4 Ns| D5 ()]

mo(t o dk 1
= Ni|puws|dx + No |yyder + —/ yrdr — —/ yOdx
2 Jo k?l 0

1 Jkia 1, 1 1
+ N3 —Jk/ Oy, / q“dx| + Ny k:/ (aq+ayz)/ 0(y)dydz
0 2d Jo 0 0
1 1 T
+ N;s / / / se 57|y (s)| X? (v, @, s, t)dsdwodz
0 Jo Jn (2.62)
! L N2771 by
= Nlp/ |uut|da:—|—N2/ lyry|dx + / ly*|dx
L 1
- 7N2/ ly0|dz — N3Jk;/ 10y, |dz — Ng‘] ;O‘ 2 |dz
0
1 1
+ Nk [ |(ag + dyy) /O 8(y)dyda
1 1 prr
+ N; / /2|se’sw|772(s)|X2(:c,w,s,t)dsdwdx,
0 0 Jm
en utilisant les inégalités de Young, Poincaré et Cauchy-Schwarz nous obtenous
N
Nlp/ wugdr < 1p / udx + 21; ufdm (2.63)
0
1 N 1 N, /1
Ng/ yydr < —26/ y2dx + = v da (2.64)
0 2 Jo 2e Jo
dk dkNoe 1 dkNy 1
N, / yode < L2 / dr + S22 [ 2y (2.65)
k1 2 Jo 2 Jo
N3Jke [t N3Jk 1
Ny Jk / Oyudr < 375 / 02dr + 23 / Vd (2.66)
2 0 2¢e Jo
N 1 N T 2
N4k:a/ / y)dydz < 4§d5/ y2dx + Sfd (/ 0dy> dx (2.67)
0 0

Nykde 1 Nykd (= 2
N4kd/ yx/ y)dydx < 42 5/0 y2dx + ;g (/0 G(y)dy) dx (2.68)

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

/o1 (/oz%)dy)gda: < (/01 9d:c>2 < /01 6da.

substituant (2.63), (2.64), (2.66), (2.67), (2.68) dans (2.62).

1 1 1 )
H(t)| < c/o W+ 2+ 2 +ud 4y + @+ 0P)de + c/o /O / slna ()| X2(x, @, 5, t)dsdw
T1
S CEl(t)
Par conséquent

\H(t)] = |L(t) — NEy(t) — NsEs(t) < cEy(t).
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2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

Quel rendement

—CE1 S L — NE1 — N6E3 S CE2
NeE3(t) + (N —o)Eq(t) < L(t) < (¢c+ N)EL(t) + NgEs(t), (2.69)
choisir N assez grand pour que

Nl—c¢>0, Ng—c>0, Nng—c>0, N—c>0,
nous obtenons

c1(Er(t) + Es(t)) < L(t) < co( Er(t) + E5(t)) vVt >0, (2.70)
et utilisé (2.6), estimations (?7) et (2.69) respectivement nous obtenons

L'(s) < =\Ey(t) Vit > to. (2.71)

t t
/ L'(s)ds < —)\/ E(s)ds Ve >t
0 0

t (2.72)
L(t) — L*(0) < —)\1/ E(s)ds.
0
Pour certains Ay, ¢y, co > 0.
Intégration (??) over [0,¢], rendements
t 1
|| B(s)ds < —[L(t) - L(0)]
0 )\1
< L(0) — L(¢t)
ST
_ L)
=7\
t
/ E(s)ds < %[El(()) + E3(0)] Wt > 0. (2.73)
0 1

En utilisant le fait que

LBy ()], = E(t) + tE'(t)

< Ei(t)

/ By (s)]uds < / "By (s)ds.
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2.2. L’ENERGIE DU SYSTEME

et (2.73) nous obtenons
t
tE(t) < /O Ey(s)ds < %[El(O) + E5(0)]
1

qui donne (?7), ce ci complete la preuve.
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CHAPITRE 3

TAUX DE DECROISSANCE EXPONENTIELLE

Ici, nous prouvons l'estimation de stabilité exponentielle pour le probleme (1)-(2) avec

uw(0,t) =u(l,t) =y(0,t) = y(1,t) =0

0(0,t) = 0(1,) = q(0,¢) = q(1,1) = 0,

ol g, U1, Yo, Y1, 0o, Go-

Des fonctions sont attribuées.

Entre temps, a partir des paragraphes (2.5), et (2.3) il s’ensuit que
aqy = _klex - dytaz

on integre sur [0, 1]

1 1 1
a/ qdx = —k:/ 0,dx — d/ Yz dx
0 0 0

= —/{28](1) — dyt](l)
= —k[0(1,8) — 6(0,8)] — d[,(1, 1) — 1,(0,1)]
=0

1 d rt
et ona:a/ qtdx:a—/ qdzx,
0 dt Jo

alors

d 1
el dr =
dt/oqx 0
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équation diff

1
= / gdz = 0, (*)
0

cherchons ¢

sdt =0 — q(z,0) = qo(x),

alors

1
/ q(z,0)dx = c,
0
d’out

/01 q(z,t)dx = /01 qo(x)dzx, (**)

si on pose ¢(z,t) = q(x,t) — [} qo(x)dz, on integre

/Olfj(x,t) :/Olq(yc,zf)—/o1 [/Olqo(x)dw}
:/Olq(x,t)_/olqodxfolm

/01 q(z,t)dx = /01 qo(x)dx

Lemme 3.1. Soit (u,q,0,x) solution (2.5) alors la fonctionnelle

1 1
Fi(t) = /o (fuuy + Jyyy)dx + %/0 yide — i yOdzx, (3.1)

satisfait

<——/ uda:—f/ yidaj—z/ dex—b/ uzydr. (3.2)

Preuve. Différencier Fi(t) en utilisant (2.5), , et integre par partie on obtient

1
1 1 dk 1
+mb — ny; — / In2(s)| X (z, 1, s, t)dsdwdac) dr + 771/ yyedr — k—/ y0dx
0 0 140
d 1
- ]?/ Y10, — gy — my; — kiqy)
10
1 1 1 1 1 1
:p/ u?dat—l—u/ uumdx+b/ uyxda:—’y/ u@xdx—ﬁ/ uutm—i-,]/ yfdw
0 0 0 0 0 0

1 1 1 11
+ 5/ YYzz — b/ YUy — 5/ y?dx + m/ y/ In2(s)| X (x,1, s, t)dsdwdx
0 0 0 o 7 Jo

dk 1 di dy 1 dm !
- —f/ " 7/ o 7/ .
k’l/oyt x i 0?/ +k1 Oyut x + i Oyyt
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D’apres l'intégration par partie et les condition aux boras on troue

1 1 1
° / Uy AT = —/ Uglly + [Utty]f = —/ uidr
0 0 0
1 1 1
o / uydr = —/ ugy + [uyly = —/ U ydx
0 0 0

1 1 1
1
/0 Ul dT = / Uiy — [Uligg]g = — / Uy Uy A

1
/0 yywxdl‘ / Yz + yyaﬁ 0 - / y2d$
1

/yut:cdx_ /yccut+ yut /ymutdI

Finalement

1 1 1 1 1
F(t) = p/ uidr + u/ uldr — b/ uzydr — 7/ ul,dx — 6/ Uy U AT
0 0 0 0 0

1 1 1 1 1
-I—J/ yfdx—l—v/ yidx—b/ umydx—f/ dex—i—m/ Oydzx
0 0

1 T2 (33)
—/ y/ n2(s)X (2,1, s,t) dsdx——/ nyxdx—i-—/ Uy dx
0 1
m [l dk 1
e A
+k1/0yyt$ ko Jo V90T
en utilisant 'inégalité de Young et point carré
! pofto, Ve
o 7/ uldr < —/ umdx+—/ 0 dx (3.4)
62
o 6/ UpUgpdr < —/ uldr + —/ uz, (3.5)
0 0
om/ 9ydx</102da:—|—§/ Y dx (3.6)
0 - 26 Jo 7 6 .Jo '
1 T2 5 1 9 3 1 T2 9
. / y/ |772(3)|X(x,1,3,t)dsdx§f/ yd$+2€/ / |n2(s)| X (2,1, s,t)dsdx (3.7)
0 T
4d?1?
. / 0,y.dr < / 02de + ° / y2da (3.8)
d 1 d
o —7/ Ul ul dx + — /dea; (3.9)
kl 0 5
.dm/l dx<—/ 2d:c+ / Zdx (3.10)
dk 1 dke
= 9d<—/62d / 2 3.11
.kl/o yidz +2€k1 y2da, (3.11)
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substituant (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) dans (3.1) nous obtenus

1 1
Fl(t) < —§ udm—Z/ yidx—f/ y2d b/ yde—b/ uzydx

+c/ 92dx+c/0 umd:ﬁ—l—c/ydquc// 1n2(8)| X2 (x, 1, 5,t)dsda.

[
Lemme 3.2. Soit (u,y,0,q) solution du systeme (2.5) alors le fonction
= —ak/ / y)dydz, (3.12)
satisfait
/ ki (1o, vy b
Fi(t) < —7/ q da:—i—c/ ytdm+c/ ug,dx. (3.13)
0 0 0

Preuve. Différencier de Fi(t) en utilisant (2.3)34 et intégre par partie on obtient

)= —a [/ Ket/ dydx] _K Mle/oxaqt(y)dydx]
:—a[/ o ([ atw)ey) o~ [ e ([ atw)ay)
—/ my (/ dy) dw—/1 k14, (/Ox Q(y)dy) dl}

—k/o 6/0 (klexdy)d:v—k/ole(/Owdymdy) dz.

D’apres I'intégration par partie et les condition aux bords on coure

/01 Ora (/Ow Q(y)dy> dx = /01 0. [q(z,t) — q(0,1)] dw — {99& /Ox q(y)dy} dx

_ /01 0,qdx + {ez(u) /01 a(y)dydz — 0,(0,1) /01 q((),t)dy] da = /01 0,qdz.
/01 " (/jq(y)dy) dr = - /01 wqdz + |ug /qu(y)dy}; _— /01 wyqds.
/Oqu (/qu(y)dy> dx = /Oquder q/olqw)dy]: = —/Olqzdfc

/019 (/OxGIdy> dr = /Olc%dx: /01926135.

/01 0 </0 dymdy> dr = /01 Oyyda.
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Finalement

Fy(t) = —ka/ q2dx+la/ 9$qu—7a/ utqu—i-moz/ yt/ y)dydz

(3.14)
¥k k / 02da + dk / Oydz,
0 0

en utilisant 'inégalité de Young et point carré

ola/019 /de —/ (3.15)

1
° fya/ wqda < 6; a/ 2 dx —|——/ (3.16)
0

1

1 dke 9 9
o dk:/ Oypdx < —/ Oidr + —/ y;dx (3.17)
0 2 Jo 2e Jo

et
m2

1 k 1 x 2
. ma/ yt/ y)dydr < < a/ yidr + e (/ Q(y)dy> dz,
ki Jo 6 Jo 0

Par I'inégalié¢ de Cauchy Schwarz

o ([ ) s ([laar) < [l

substituant (3.15), (3.16), (3.17) dans (3.13) nous obtenus

ko 1 1 1
Fy(t) < —17 qua:—l—c/o yfd:p—kc/o ngm—l—c/o u? dx.

|
Lemme 3.3. Soit (u,y,0,q) solution du systéeme alors le fonction
1 1 T2
:/ / / se”*|ny(s)| X?(z, @, s, t)dsdwdx, (3.18)
0 0 Jm
satisfait
1 1 pr 1
B < [ [ [ sln)X* @ w5 Odsdmda + 1 [ yida
0 JO Jm 0 (319)

1 rm
- 773/ / [12(5)| X2 (2,1, 5, 1) dsd.
0 Jm
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Preuve. Différencier de Fj(t) en utilisant (2.5),

1 1 T
Fé:/ / / 5e*@|ny(s)| X?(z, @, s, t)dsdwdz
0 JOo Jn
1 r1 pr
- —2/ / /26_5“|n2(s)|Xt(x,w,s,t)X(w,w,s,t)dsdwdx
0 0 Jn

1 1 pmo d o
=[] [Tl (X 5.0 dsduda

1 r1 pr
—/ / /2se_5w|n2(s)|X2(x,w,s,t)dsdwdx.
0 0 Jm

on utilise théoréeme du Fubini

! ' ' " d —sw 2
Fi(t) = —/0 /0 /T1 |772(S)|% (6 X (z,w, S,t)) dsdwdz
1 1 pr
_/ / /236_8w|n2(3)|22($,w,S,t)dsdwdx
0 JOo Jm
1 ,r
= [ [T ) [ X1, 50) — X2(,0,5,1)] dsd
0 Jm

1 r1 rr
—/ / /2se’s“’\ng(s)]XQ(x,w,s,t)dsdwdac.
0 0 Jm

En utilisant le fait que X (x,0,s,t) = yi(x,t) et e7* < e < 1Vw € [0, 1] on trouve

1 r1 rr
Fi(t) = —/ / / i se”|ny(s)| X* (2, w, s, t)dsdwdz
0o JO Jrm

1 rm T2 1 <320)
—/ / ]nQ(s)\e’sXQ(x,1,s,t)dsdx+/ \ng(s)]ds/ yidx.
0 Jm T1 0

s

Parce que —se™* est une fonction croissante, nous avons —se % < —se ™ pour tout s €

[7'1,7'2].

Finalement, on pose 73 = e~ ™ avec [* [n2(s)|ds < 7, on obtient

1 1 T2
Fi(t) < —773/0 /0 / s|na(8)| X*(z, @, 5, t)dsdwdz
T1

e 1 (3.21)
_773/0/ |772(8)|X2(x,1,s,t)dsdx+q71/0 V2.

Théoréme 3.1. Sous (G, 1), la fonction énergie (15) du probléme (1), (2) et (38) satisfait

Et) < de™ ¥t >0.
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Preuve. Fonctionnelle Lyapunov est définie par
ZL(t)=NE(t) + Fi(t) + Fy(t) + N1 F(t), (3.22)
ou N.N; > 0. En différenciant (48) et en utilisant (16), (42), (43) et (45) nous avons

Z(t) =NE'(t) + FI(t) + Fy(t) + Ny EL(D)
<N<—l/182—6/1u2 dx—no/lyfdx—i—/l@de
+c/ um—i—/ ydx—i—c/ / a5 |X2(a:,1,s,t)ds)
“/ u dx——/ y2dx—§/ yzdx—b/ upydis

kla/ qzdx—i—c/ yfd:z—l—c/ 02d:€—|—c/ ui dr + Ny
[—773/0 /0 /0 s|ma(s)| X2 (x,w,s,t)dsdwdx—i—m/o yZdax
—1)3 /1 /1 n2(8)| X2 (, 1, 5, )dsdx
Z'(t) < — [Nﬁ—c/ Y dm—g/o uda:——/ y2dx
_5/0 yidr — akl/ ¢ dx — [ng—c/o /0 In2(8)| X?(2, 1, 5,t)dsdx

1,1
—N1773/ / / s|n2(8)| X?(x, @, s, t)dsdwd.
o Jo Jo

choisir N; suffisamment grand pour que
o] = N1773 —c>0

ainsi, noiss arrivons a

2'(1) :—[Nﬂ—c]/ w2, di — [ ]/ Vidr — H/ 24z
- 4] /Olugdx— [O";’“IM q2da:—041/0 [ ) X215 s

1 1 7 1
- ag/ / / ’ s|n2(8)| X?(x, @, 5, t)dsdwwdx —/ 2bugydx
o Jo Jn 0

1 1
— [Nl — c]/ 02dx — [Nno — c]/ yidz,
0 0

ou Qg = N17]3.
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D’autre part
[H(t)] < [Fy(8)] + [F2(t)| + Ni|F3(t)]

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz, Young et Poincaré, on obtient

IL— NE| = / (put + Tyy)da + % / y2dx — f/ y@dx+ak/ 9/ y)dydsz

+N1/ / / e |na(s)| X% (s) (2, @, s, t)dsdwdz
0 0 0

Grace a 'inégalité de Young,

! Bt P
—p/uutgpgfoudaﬁl—fp/ uldr < p= c/u—f—f/ut
0
1
—J/ yytdxgjg/ yde—l——/ y2dx
0
dk 1 dk;f
e /9%1
/y TS y +2k1§ !

1
—ak/ 9/ y)dydr < — / dex—l—fc/ ¢d
0

I<w<l=s —s<—sw<=e’<e¥<l

H b p(l 2 2
]L—NE|§—(pc)/ uzdr + = | — / cdr + = ( )/ydm
2 0 2 u 0
£ dk /12 / 2 / 2
2 — d d — 6-d
5 J+k1 Oy x+ Yy x+ oz—l—k:1§ x
1 1
%k/ q2dx—|—2N1/ / / 1n2(8)| X?(x, @, s, t)dsdwdx
0 0
Byt o p
]L—NE|§§A/ uxda:—l—gB/ Ydr + c/y
0
S [t k 2
+—D/ ytda:+—E/9dx+—F/
2 Jo 2 Jo
11l
+2N/ / / |n2(s) X*(z, @, s, t)dsdwdx + G/ y2dx
o Jo Jo

max(A, B,C, D, E, F,G,2N;) = C.
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1 1 1 1 1 1
|L—AMH§0[<p/1@+p/z&m+§/zﬁm+§/yw$+J/yf
2 0 0 0 0 0
1 1 1
—1—5/ Yu2 + k;/ 6%dx + a/ ¢+ 2buxy>] dx
0 0 0

1 1 p1 pm
+§/ / /2|772(8)|X2(m,w,s,t)dsdwdx
0o Jo Jn

L — NE| < cE
—cE <L — NE(t) < cFE

PE(t) < L<aF

donc
f=N-c>0,a=c+N
et on a,
E(t) < lL(zt)
e
L'(t) < —yE(t)
< Tt
o
/
L) <0
L(t) ~ o
U@ _ =y
< —t
/0 L(t) s +c
d’our
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CONCLURSION

Au cours des derniéres années, les systemes poreux amortis ont fait I’'objet d’études quan-
titatives et qualitativement. L’importance de la présente recherche réside dans la description
du réle de Dirichlet conditions dans un systéme thermoélastique poreux avec un deuxieéme
son et des termes de retard distribués qui rendent la question tres importante du point de
vue de 'application. Le taux de décroissance dans cette étude dépend du choix de conditions
aux limites ce qui rend cette étude intéressante et importante a prendre en considération

pour d’autres cas.
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