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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions les équation différentielles fractionnaires linéaires et non
linéaire avec la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire de
Caputo en utilisent la transformée de Laplace.

Mots clés : L’intégral fractionnaire, Dérivation fractionnaire, Riemann-Liouville, Caputo,
la transformée de lapace.

Abstract

In this memory, we study the lineair andnon linear fractional differntiell equation whith
the fractionale Ddrivative of Riemann-Liouville and the fractional derivative of caputo
by using Laplace transform.

Key words : fractional Integration, fractional Derivative , Riemann-Liouville, Caputo,
Laplace transform.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est un branche de I’analyse mathématique qui étudie la

possibilité de définir des puissances non entiéres des opérateurs de dérivation et d’in-
tégration.
La dérivation numérique d’ordre fractionnaire remonte a diverses correspondances
entre Gottfried Leibniz, Guillaume de L’Héspital et Johann Bernoulli & la fin du 17
éme siécle. La question des dérivées fractionnaires est abordée dés 1695 par Leibniz
dans une lettre a de ’Hospital, mais lorsque celui-ci lui demande quelle pourrait
étre la dérivée d’ordre un demi de la fonction x, Leibniz répond que cela méne &
un paradoxe dont on tirera un jour d’utiles conséquences. Plus de 300 ans apres,
on commence seulement & venir a bout des difficultés. De nombreux mathémati-
ciens se sont penchés sur cette question, en particulier Euler (1730), Fourier (1822),
Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847), etc. . . Différentes approches ont été
utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux ordres non-entiers. Un intérét
particulier pour la dérivation fractionnaire est lié¢ & la modélisation mécanique des
gommes et des caoutchoucs, en bref toutes sortes de matérieux qui conservent la
mémoire des déformations passées et dont le comportement est dit viscoélastique
[A].

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous présentons les Notions générales des espaces fonc-
tionels, espace de Lebesgue d LP, 'espace des fonctions continues et les fonctions
absoluments continues. les fonctions spéciales plus exactement la fonction Gamma
et béta, fonction de Mittag-Leffler. Nous terminons le chapitre par le théoréme de
point fixe de Banach, la transformation de Laplace.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons abordé l'intégrales de Riemann-Liouville,
que nous avons obtenue en généralisant I’opération inverse de la dérivation d’odre su-
périeur en utilisant I'intégrale, cela nous permet d’introduire la dérivée fractionnaire
de Riemann-Liouville et de Caputo. Nous étudions ensuite leurs caractéristiques dis-
tinctives par rapport & ce que nous savons sur la dérivation classique et La relation
entre eux, nous terminons par la transformées de laplace des dérivées fractionnaires
de Riemann-Liouville et de Caputo.

Le troisiéme chapitre est consacré a la résolution des équations différentielles frac-

tionnaires linéaires par transformée de Laplace et ’étude de 'existence et 'unicité
des solutions pour des équations différentielles fractionnaires non linéaires .

iv



Chapitre 1

Notion générales et définitions

Dans ce chapitre nous mentionnons les notation de base et les définition et les
espaces que nous utilisons dans le calcule de dérivée fractionnaire.
Soit € un ouvert de R™ non vide et N € x*.

1.1 Espace fonctionnels

1.1.1 Les espace L?
Définition 1.1. voir [
1. on définit

LY Q) = {f : Q = R/f; est mesurable et/ |fldz < oo}.
Q

2. Soient p € R avec 1 < p < oo on définit
LP(Q) = {f : Q — R/ f; est mesurable et |f|P € L'(Q).}

On définit la norme de f dans LP(Q2) par
£, = ([ IfPde)?.
Q
3. Si p =00 on définit l’espace
L®(Q)={f:Q = R/f est mesurable et 3 C > 0/|f(z)| < C, p.p sur Q}.
4. Lj.. désigne l’ensemble des fonction localement intégrable sur Q0 donc
L) ={f: f € L'(K) pour tout compact K de Q}.

Proposition 1.1. Voir[l] Soient p € R avec 1 < p < oo, LP(2) est un espace
vectoriel muni de la norme :

1. Pour 1 <p < oo on définie

1l = ( / )}

2. Pour p = o0
[ flloe = nf{C > 0:[f(2)] < C pp sur}.

1



Chapitre 1. Notion générales et définitions

3. Pour p =2, lespace L*(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
<fg>= [ f@gle)ds
Q

Proposition 1.2. voir [1]
e Inégalité de Young

1 1
Va,b>0 ona ab< —ad’ + -b7.
p q

o Inégalité de Holder Soient f € LP(2), et g € LI(Q) avec 1 < p < o0, et

1 1
-+ —=1 alors
p q )
fge L () et |Ifgll < IIf llp lgllq
e s . . -1 1 1
e Inégalité de Hélder soit f = fix .. X fretfie L' et —+..+ —=—-<1
n P P

alors

k
Li -
=1

rer@ e il <]

(2

e Inégalité de Minkowsk Soient f,g € LP(Q2), avec p > 1 alors

f+gelPQ) et [[f +gllp < Ifllp+ llgllp

e Inégalité d’interpolation Soient f € LP(Q) N LY(), avec 1 < p < g < o0
et p<r < q alors

Ffer (9

Proposition 1.3. voir[l] L’espace (LP(2),||.||,) est de Banach pour 1 < p < oo,
séparable pour 1 < p < oo et réflexif pour 1 < p < oo

De la complétude de I’espace LP nous concluons le lemme suivant

Lemme 1.1. voir [1] Soient (fn)nen une suite de LP() et f € LP(Q) tels que
| fo — fll, — 0. Alors il existe une sous-suite extraite (f,, )ken €t h € LP(Q2) tq
n—oo

o fn.(x) = f(x), presque par tout sur €.
o | fu.(z)|< h(x) VE et presque par tout sur Q) .



1.1 Espace fonctionnels

Théoréme 1.1. (Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi) voir[l]
Soit f, une suite croissante de fonctions de L' telle que sup | f, < oco. Alors f,(x)

n
converge p.p. sur S vers une limite finie notée f(x);

de plus f € L* et || f, — f|lzr — 0.

Théoréme 1.2. (Théoréme de Convergence dominée de Lebesgue) voir[l)
Soit (fn)n une suite de fonctions L' () convergeant presque par tout vers une fonc-
tion mesurable f on suppose qu’il existe g € L'(Y) telle que tout n > 1 on ait
|ful < g pp. surQ, alors

fe L@ et m If, - fllo =0

Lemme 1.2. (Lemme de Fatou) voir[l] Soit f, une suite des fonctions de L*'(9)
telle que

1. ¥n, fo(x) >0 p.p sur Q.

2. sup/fn Ydx < 00.

neN

Pour chaque x € Q on pose f(x) = lim inf f,(z) Alors

n—oo

1 o
feL (Q)et/ﬂf(m)da: < Jgrgomf/gfn(x)dx

Théoréme 1.3 (Fubini). Soit f une fonction sommable de deux variables sur le
produit des espaces mesurables (X, ) et (Y,v). On a alors les assertions suivantes

1. Pour u presque tous les x € X, la fonction. f(x,y) est sommable surY et son
intégrale sur'Y est une fonction sommable sur X .

2. Pour v presque tous les y € Y, la fonction f(z,y) est sommable sur X et son
intégrale sur X est une fonction sommable sur'Y .

3. Ona

Xxyf(:v,y) (pxv)(z /(/fwydv ) /(/f:vydu ) v(y).

1.1.2 Espace C"(I,R) et quelques notions

1. Soit n € N,I C R Vespace des fonction n fois dérivable sur I et f™ est
continue noté C"(I) et définie par

C'ILLRy={f:T—=R;f, [, ..., f™sont exist et continue} .
2. L’application
N:C"(I,R) — R*

s (D= Y1l 15 = sup £ 0)
k=0 e

existe et continue sur C"(/,R)



Chapitre 1. Notion générales et définitions

Théoréme 1.4. C"(I,R) muni de la norme ||.||

1fllen =Y 1P lee,
k=0

est une espace de Banach.

Définition 1.2 (Lipschitzienne). Soient G une partie de R* f : G — R une
application et L un nombre réel positif. On dit que [ est lipschitzienne par rapport
a7y st

Yy, 12) € G, |f(t,y1) — f(t,y2)| < Llys — 1l

Ou L est appelée la constante de Lipschitz. Si 0 < L < 1, On dit que f est contrac-
tante par rapport a y.

Définition 1.3 (Convergence uniforme). On dit que la suite des fonctions f,
définies sur lintervalle I de R converge uniformément vers la fonction f, quand n
tendant vers +00, st

Ve>0,dm e NVz € I, V/n>m: |f.(z) — f(x)] <e.

Définition 1.4 (Fonction bornée). Une fonction f: G C R — R est bornée si
IM >0Vt € G |f(t)] < M.

Définition 1.5 (Fonction convexe). La fonction f est conveze si et seulement si
pour tout x,y € I CR et pourt € [0, 1] on a

flz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y).

Définition 1.6 (Fonction d’ordre exponentiel «). On dit que la fonction f est
d’ordre exponentiel o, si il existe deux constantes positives M et T telles que

e f(t) < M pour tout t >T.

Définition 1.7 (Intégrale de Gauss). Une intégrale de Gauss est l'intégrale d’une
fonction gaussienne sur l’ensemble des réels.

“+00
a2 T
/ eaxdx:\/j.
oo «

1.1.3 Espace des fonction absolument continues

Définition 1.8. voir [3,[8] Soit f une fonction de [a,b] dans R.f est dite absolument
continue st pour tout € > 0 il existe 6() > 0 tel que pour tout partition {]ay, by[};_,

de |a, b|.si Z(bk —ay) < 9, Alors

ST 1F0) — fla)] <e.

L’espace des fonction absolument continue sur [a,b] noté par AC([a,b])

4



1.1 Espace fonctionnels

Définition 1.9 (voir [6]). Pourn € N ,on désigne par AC|a,b] l’espace des fonction
f ayant des dérivée jusque’a Uordre (n — 1) sur [a,b] telles que f™V € AC([a,b]).

AC"[a,b] = { [ : [a,b] — C n-1 dérivable et "' € AC([a,b])}.
En particulier AC'[a,b] = AC|[a, b].

Définition 1.10 (Fonction a variation bornée voir [3]). Une fonction f définie
sur |a,b] est dit a variation bornée,s’il existe une constant ¢ positif telle que, pour
tout subdivision a = xo < 11 < x9 < ... < x, = b de [a,b],on ait

Z |f(zr) — floe—)| < e

Remarque 1.1. La quantité

N-1
sup {Z |f(xiz1) — fx);N>2a=21 < ... <ay = b} ’
i=1

s’appelle la variation totale de fonction sur [a,b).

Lemme 1.3 (([3])). Si f une fonction monotone de [a,b], dans R, alors elle a
variation bornée.

Démonstration. 11 est clair qu’une fonction monotone est a variation bornée, car on
peut toujours enlever les valeurs absolues lors du calcul de la variation totale, et
celle-ci est égale a |f(b) — f(a)]..

n

Soit U[xk_l,xk] une partition de [a,b] On suppose que f est croissante, de plus
k=1
a=1xy <z <Ty<..<x,=>bcaimplique f(zr) — f(zr—1) < f(b) — f(b) Donc :

|f (@) = fzr-1)| < [f(b) = fla)l,

n

D 1 f () = flaron)l = fl2a) — fzo) < |£(b) = f(a)].

k=1

D’ou
n

S ) = flar-)| < 1F0) = f(a):

k=1
[l

Proposition 1.4 ([6]). e Si f est absolument continue alors elle est uniformé-
ment continue donc continue. La réciproque est,en général,fausse.

e La somme de deux fonction absolument continue et le produit d’une telle fonc-
tion par un nombre sont absolument continue.

e Tout fonction absolument continue est a variation bornée.

e Tout fonction absolument continue est la différence de deux fonction absolu-
ment continue croissantes.



Chapitre 1. Notion générales et définitions

Caractérisation d’ espace des fonction AC"([a,b]) et AC([a,b])

Théoréme 1.5 ( [6]). Soit f € L'([a,b]), R, alors ¢(z) = / f(t)dt est absolument

continue.

o (AC([a,b],R),||.||ac) est une espace de Banach,avec

Ifllac = 1£(a)| + / /(5)|ds.

o f € AC([a,b],R) <> f(x) = f(a) + /x f'(s)ds, '€ L'([a,b],R).

a

—

n—

e feAC ([l R) e flz) = S

09 (a) + | 1o

B
Il

1

1.1.4 Théoréme du point fixe de Banach

Définition 1.11 (Point fixe). voir [|] Soit T une application d’un ensemble S
dans lui méme.
On appelle point fize de T tout point s € S tel que T(s) = s.

Théoréme 1.6 (Principe de contraction de Banach). voir [{|/ Soit S une espace
métrique complet et soit fire de T : S — S une application contractante,c’est a dire
il existe 0 < k < 1 telle que

d(Tz,Ty) < kd(z,y),Vo,y € S

Alors T admet un point fixe unique s € S.On a

lim 7" (s) = s,
avec .
AT"(),5) < (s T(5)).

1.2 Les fonctions spéciales Gamma et Béta

1.2.1 La Fonction Gamma I'(.)

Définition 1.12. voir[Z] La fonction Gamma est généralement définie par l'intégrale
sutvant

+o0
['(z) = / t*"le7'dt z € C, Re(z) > 0.
0
quand la partie réelle de z est strictement positive Re(z) > 0.

Propriété 1.1. voir[2]
1. T'(z+1) = 2I'(2).
2. T(n+1)=nl'(n) = (n—1)! pour ne€N.

“+oo
Exemple 1.1. 1. T'(1) = / e tdt = 1.
0

1 +o00 i +o00 1 400 e
2. T(z) = e ‘t2dt = e 't2dt =2 e dr = /.
2 0 0 0

(Posant le changement de variable t = r?)

6



1.3 Fonction de Mittage-LefHer

1.2.2 La Fonction Béta

Définition 1.13. wvoir [2] La fonction Béta On définie par l’intégral
(z,w) € C* avec Re(z) >0, on a

1
B(z,w) = / =11 — ).
0

Propriété 1.2. voir [2] Soit (p,q) € C?, avec Re(p) > 0. Alors
I'(p)I'(q)

L'(p+q)

2. B(p,q) = B(g,p).

1. B(p,q) =

1.3 Fonction de Mittage-Leftler

: Pour tout

Définition 1.14. voir [J] La fonction de Mittag-Leffler est définie par la série de

fonction suivant :
+o0 Zk
E.(z) = —— a>0,z€C,
(2) kZ:O ['(ak+1) “ :

La fonction généralisée de Mittag-Leffler est donnée par :

+o0
Zk

Eaﬁ(Z):Zm, O{,B>O,Z€C.

k=0

Proposition 1.5. voir [3]
1. El,l(z) = e°.
e’ —1

2. ELQ(Z) =

7. la fonction Mittag-Leffler converge pour tout z € C

Démonstration. 1. Soit z € C, alors
+oo k too g
z z
Eiq(z = —=¢
171( ) — F(k—l— 1) ~ k!
2. On a
oo k oo k+1

“+o00o k
zZ
Eyo(z) = E =
2Tk +2)

K=0 K=1

7

z 1 z e —1
Z(k+1)!:22(k+1)!: z



Chapitre 1. Notion générales et définitions

3. ona
+oo k +0o k +0o k+2 z
z z z ef—1—z
E — = —_— = .
b3 ;r(m:s) ;(k+2)! ;(mz)! 22

4. Soit m € na* fixé on a

k!
k=0
+00 k +00 k
z z
Ei =
tn1(2) ZT(k+m+1) ;(Mm)r(mm)
B f 2k 1 X
— kU(k) 2™~ kT(k)
B 1 +o00 Zk
o ogm — k!
BRI o I N P o
o gm ! k| 2m k!
k=0 k=0 k=0
, o0 2k o ok
E. = = = cosh
5. Eyy(2) ;r(zkﬂ) ;(%)' cosh(z)
- 2%k I 22k sinh(z)
b Bl =3 e LS
—~T(2k+2) z2=T(2k+1)! z

1.4 La transformée de Laplace

Définition 1.15. voir [9] Soit f € L, ((R)), nulle pour t < 0. La fonction F de la
variable s définie par

Fs) = {05 = | e,

est appelé transformé de Laplace de la fonction f.
St f est une fonction d’orde exponentiel alors la transformé de Laplace existe.

Propriété 1.3. voir [2]

e la transformée de Laplace inverse est

f(t) = LYF(s),t} = /OO e F(s)ds, c¢= Re(s) > cy,

ot cg réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de [’intégrale de
Laplace.
Pour indiquer que f est la transformée inverse unique de F.

8



1.4 La transformée de Laplace

e Linéarité de la transformée de Laplace

L {Z akfk(t),t, S} = Zaka(s)

e La transformée de Laplace de la convolution

ﬂ®w®=lfwwwmm

de deux fonctions f(t) et g(t), qui sont égale a zéro pourt < 0, est égale au
produit de leurs transformées de Laplace

L{f(t) % g(t), s} = F(s)G(s),

sous l’hypotheése que F(s) et G(s) existent.
e La formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
d’un ordre entier n de la fonction f(t)

L{F(0).5} = °F(s) = 3 5" f9(0) = s"F(s) = 3 551 (0).

t
o L[ flwdus) = F(s)/s
0
. 1i111 L{f(t),s} =0, lim sL{f(t),s} = f(07) avec la condition f
S—+00 s—0
admit une limite quand t tand vers 0
o Soit f localement sommable, nulle pour t < 0. Soita € RT. On a :

L{f(at),s) = - Fls/a), L{f(t ~a).5} = (exp(~as) F(s)

1.4.1 Tableau récapitule certaines transformations de Laplace
de quelque fonctions et certaines propriétés des trans-
formées de Laplace

Ure fonction fe) Transforrmer Fre) Une fanction i Transforrmer Fre)
I'im
gm—1gat { (m} (m > 0) af(t) + bg(t) aF(s) + bC(s)
s—a
) s ot T
cos wt -3 j dr .. / f("yar’ sT"F(s)
2 we 0 0
nfois
) n—1 o
sin wi ] :wz (1) s"F(s) — Z sn'_l_-"'_fj{l]}
E ico
T+ 1) | R
t"(m > —1) M Res >0 flet) —I'(s/e)
gm—+1 I }
a(t —a) e as tf(t) —%
C
1 £ S
H(t - a) L o [ Fehas
& A s
2, 1 t o .
(yfee?/it | ooV / o(t — 7)f(r)dr F(s)G(s)
8 0




Chapitre 2

Notion sur la dérivé fractionnaire

Dans ce chapitre nous nous intéressons au calcul intégral fractionnaire et dériva-
tion au sens de Riemann-Liouville et de Caputo.

2.1 L’intégrale de Riemann-Liouville

2.1.1 Intégrales d’ordre fractionnaire :

Soit f : [a, b[— R une fonction continue ou intégrable et

Il+ :a, b[— R

a

et

Pour une primitive seconde on aura :

o [ ([ o)
i [ ([ )

D’apres le théorem de Fubini nous rameénons cett intégrale double a une intégrale

simple
= / f(s)ds

_ / " (s)ds :

Par une itération on obtient

g [

et
dt =

12.0)@) = = [ =0 (o

(n —
10



2.1 L’intégrale de Riemann-Liouville

et

n 1 b n—1

B De) = oo [ =2 oy
Donc ) .

(12.0)) = s [ w—or s

(I f)(x) = ﬁ / (t— o)L f ()t

Définition 2.1. voir [6] Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville Iy, f et
I f d’ordre o € C(Re(a) > 0) sont définies par

I N@) = o [ s (o> o) > 0), 21
b
(I ) = o (1a) / (tji(fz)dfa (¢ < b: Re(a) > 0), (2.2)

respectivement.Ici I'(a) est la fonction Gamma.Ces intégrales sont appelées inté-
grales fractionnaires de gauche et de droite.

Remarque 2.1. voir [6] Lorsque o = n € N. les définitions (2.1)) et (2.2]) coincident

avec les n ieme intégrales de forme

(2.0 = g5 [ =@t (ne ),

et

<f£_f><x>=ﬁ / (t— o) ()t (n€N).

Exemple 2.1. Soit la fonction f(t) = (t —a)’~*, et Re(a), Re(B) >0
1.

12 [t — )P ](x) = ﬁ / (o — 5" (s — a)ds

Posons s = x — r(x — a) alors on obtient

1

Ig [t — a)’(z) = —m /1 (z —a)r* Nz —a)’ (1 =) tdr

_(x_a)a#}fl 17,0471 _ 81y
=y ) e

B (x _ a)a+ﬁfl N

L'(s)

= —F(ﬁ o) (z — a)*tP=1,
b
B0 = 070 = oy [ (=) 0= 9 s
1

b
= — s —x)* b —s)"ds.
el A AN

11



Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

Posons s = x + (b — x) alors on obtient

L [(b—t)1(z) = —ﬁ /10(19 —z)*r* (b —2)P (1 —r)Pdr

_ (b2 _F‘”’”():;ﬁ_l /0 a1 = )Pty

O Bas)

— %(b — )AL

2.
eC= ﬁ(t —a)*,
et

I C = ﬁ(b — )"

Lemme 2.1. voir [8] Soit f € LP([a,b]),R,1 < p < oo alors
1. dk > 0 tel que

G, flle < K[ f]lo

et aveck = u a > 0.
@ F(CY—|— 1)
W1y fllee < K| floe
~ 1 L
2. Si0<a<letl<p< — alorsil existe k > 0 tel que
Q
172 fllze < KL fIle ,
LP([a.b].R). g = )
et ¥f € 17(a. b R).g = T

115 fllze < K| f||ze
Proposition 2.1. voir[6] Soit y € C([a,b]),R). Pour a, 8 >0 on a

1010y =127y,

aylay
I Iy =Ly,
Démonstration.
(Lo 10 y)(x) = I3 (17, y) ()

o | N — 002y ()



2.2 La dérivée de Riemann-Liouville

eny effectuant le changement de variable t = s + r(z — s)
T 1
/ (x =)t — ) ldt = / (x—5)* Y1 =)tz — )Pz — s)dr
s 0
1
= / (z — 5)2 AP (1 — p)alay
0

_ _ atB+l ' B(1 — r)o1yg
(x —s) /0 r?(1—r) r
- (o= "B, )

— (Zlf o S)a—&—ﬁ—&—lr(a)F(ﬁ) .
['(a+ )
D’ou . .
(2 0)@) = gy [ = 9 o) = (12,
De méme maniére on montre que [’ I’ y = I, ba_+ﬁ Y. O

2.2 La dérivée de Riemann-Liouville

Définition 2.2. woir [0] Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liowville Dy et
Dy d’ordre a € C (Re(a) > 0) sont définies par

Dz = (1) )

0 (2.3)
_ b ANy el Lon o s
" T(n—a) (d:p) /a (I_t)%Mldt (n = [Re(a)] + L,z > a)
et
(Dy_y)(x) = (;—j) (I'~y)(x)
(2.4)

- ﬁ (;—j)/b %dt (n = [Re(a)] + 1;2 < b)

Remarque 2.2. En particulier

1. Pour a =n € Ny, alors

(Dq,y) = (Dy_y) = y(2),
D@ =y
{(Db D) = (e "EN
ot y™ (z) est la dérivée usuelle de y(x) d’ordre n.

2. Pour 0 < a <1, alors

(Dg,y)(x) = ﬁ%/‘” (xyﬁtz)»adt 0<a<l;z>a),
(D3 y)(z) = ﬁ;j/ (ty_(t;Z) dt (0<a <1z <Db).

13



Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

Lemme 2.2. Soit o > 0, et soitn € N
dr _ _
—(@—a)"*=n—a)n—a—-1).(1-a)(x—a)*
dz™
Exemple 2.2. 1. Soit la fonction on définie par
f:la,b] — R
z+— f(x) = (xr—a)’, >0

d’apres la définition de Dy, , on a

0z = (1) N

. 1 NPAQ)
0 e = dt.
na ( a4 f)(l') F(TL _ Oé) /a (.CU _ t)a—n—i—l
Par le changement de variable t = v — r(x — a), on a dt = —(x — a)dr

alors

(x —a)rot

(12 0)@) =~ [t = e = e -

(- a)"time 8 n—a—1

= Tm—a) /0(1 r)°r dr

_(z—a)"P BB+ 1,n—«)

['(n—a)

_ (z —a)"PoT (B + 1)T'(n — )
Fr+1—a+n)l'(n—a)

m—aer(a 1)

- I(B+1-—a+n)

(i) tmn = A A e S0 el

T (x—a)’~.

F'—a+n)=PF-a)(f—a+1)..(f—-—a+n—1DI(E—a). (2.5)

on obtient

( d) (1) (@) = Fr+1rB—a+n)(n+p—a) (2 — )P

dx T B-alB-a)(n+B—a+1)
— F(ﬂ + 1) (x o a),@—a
I'(f—a+1) '
o o TEED
(Dg, f)(x) = m(w —a)” "
o De méme maniére on calculer
(D20 = 5 e~ 0

14



2.2 La dérivée de Riemann-Liouville

1.0 (37) 0 =y () [ e
~ e (&) [
C d\" [—(x —t)" 1"
- F(”C? a) (f) [%]
- I'(n —«) (%)n {%}
T ()

et d’apres le lemme (2.2)) et (2.5) on trouve

Clr —a)™™

D= Ta—ay

Lemme 2.3. voir [§] Soit « € RT et n € N tel quen =[a]+1 et f:[a,b] — R
un fonction donnée. Supposons que Dy, f = 0. Alors

1) k+a—n
ch k+1+a—n)<x_a) ’

ot les ¢; sont des constantes quelconques.

Démonstration. Comme (Dy f)(z) = 0, alors

() ne =0— =5 e o

Par composition avec I, on obtient

E ey ;U—a

I'(k+1)
_Z R E T o) (z — a)Fte.

I'k+1+a)

en remplacant (I, f)(z) par son expression, on obtient

L A ~ 1) .
| @ Z k+1+@><x—“>k+>

k=

puis par dérivation classique,on obtient

-1
Z k+1) (m_a)k-‘roa—n‘
P IF'k+1+a—n)

15



Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

Lemme 2.4. voir [6] Soit « 2 0, et n = [a] + 1. Si y(z) € AC"[a,b], alors les
dérivées fractionnaires D LY et Dy y existent presque partout sur [a,b] et peuvent
étre représentées sous les formes

n—1
_ 1 A0
k—o
— dt
Fl—l—k‘—a (x—a) +F(n—a)/a (t —x)o—ntl ™

k=0
et
o v ()W B (q) o (DT ()
Di) = 2 s —a)* ) e et

Corollaire 2.1. voir [6/ Si0 = o < 1(a#0) et y(x) € AC([a,b]), alors
SRR SR B (C) AU
P2 = 57— [+ ]

o v 1] y) by(t)
D)=y |6 -/ <t—x>adt] ‘

2.3 Composition des ’opérateurs au sens de Riemann-

et

Liouville

2.3.1 La composition de ’opérateur D;, avec l'opérateur I,
au sens de Riemann-Liouville

Proposition 2.2. voir [8] Soit y : [a,b] — R une fonction intégrale. Alors

(Dg, 13 y) (@) = (Dg L3, y) (x) = (Dg, 15, y)(x) = Id, n=[o] +1.

ay-ay ayrayr Tag ayay

Démonstration.
(D320 = D (15,00 = s () [
- ) <di) [ = e
- m <%) / "y (s)ds / “@— 0o (¢ — sy e,

T
On pose J = / (x — )"t — s)*"'dt, et on utilise le changement de variable

t=x—r(x— s)s qui donne dt = —(x — s)dr.Alors

J = / n a—1 _S)afldt

. / R (I R (R L (R

= (z — 3))"_1 r"_o‘_l(l — r)a_ldr




2.3 Composition des 'opérateurs au sens de Riemann-Liouville

D) o | e

Donc
DCM [CK — .
o izn@ = (5) 0
=y(x) = (Dg, 13,9)(2).
Puisque I “I7 y = I, y, on obtient
)(@) = (DG 115 y) (@) = (Dg, 1 y)(x) = Id.
O

2.3.2 La composition de 'opérateur Dy avec 'opérateur Di

ou sens de Riemann-Liouville
Théoréme 2.1. voir [§] Soient ay,as > 0, € L'([a,0]),R), et y = 1372, Alors

air Doz, . Nnoataz,, . nazto
DMDaer—Da+ y—Da+ Y.

Démonstration. Soit ny,ny € N tel que ny = [aq] + 1 et ny = [ag] + 1.
D2y = D2 I9 1 p = D22 [2 [+ o2p,

D’aprés la proposition on trouve

— D2 [P —s DY D2y = DY D2 [,

g,
Da+y (l+ a+
Alors
DY D2y — D™ Inlqu D2 [reten
a4 a+/y - a4 a4 a4~ a4 90
no ]’TLQ IOél ()0

_ n nl1—a

o Dai[a+ 1 Da+ a+ a4t

— DI

= Dﬁfﬁ*(aﬁ”)y, avec m = oy + o] + 1. Alors
artaz,, _ ym ym—(oa+a2),, 7oa+ta

Dai 23/ - Da+Ia+ rre yjai 290

=Dy I p=¢.

ay-ay

) o1 +a
D’atre part on a Dg}

Donc on obtient
D31 Dg?y = Dgtte2y = Dg? Dty

Exemple 2.3. On consideére la fonction f définie par
y:la,b] — R
r—y(z) =1

1 1
On a Di1 = — 272 ceci nous donne
T
11 1 d1 [* t=
DDl = — —/ dt
I'(3)dem Jo (x—1t)2
1 d z 1 1
= —— t72(x —t)2dt
mdz J, (x =)



Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

On sait que

I
\zl
I
L
—~
—_
|
<
~—
|
V)
—
IS
3

11 1,1
Donc D§ Dg1 =0= Dg§ *1.
y # DM T2y ef Dyt Dy # Dbo‘j+°‘2y.

at

Remarque 2.3. En général D! D.?

a+ +

Exemple 2.4. Soit la fonction y définie par

y:la,b] — R

N =

xr—y(x) =a"

111 141
Calculons : Diy, Dg Dgy et Dg *y.

1
De la mime maniére que l'exemple précédent,on trouve que (D¢y) =0, de plus on a

141 d _1 1 o
D22 — (DY (2) = —277 = ——p"2.
(D)) = (DY (&) = b = L
11 1 o
D’ou (D Diy)(z) =0 # —éx_ﬁ.

2.3.3 La composition de ’'opérateur [ avec 'opérateur D,

Proposition 2.3. voir [§] Sia > 0 et y(x) € LP(a,p) (1 < p < ), alors les égalités
survantes :

(g, L5, y)(@) = y(z) et (D I y)(z) =y(z) (a>0).
sont valables presque partout sur [a,b].

Proposition 2.4. voir [§] Sia > B > 0, alors, pour y(z) € LP(a,b) et (1 < p < 00),
les relation :

(D7 15,9)(x) = I3 Py(x) et (Dy I} y)(x) = I} y(x),

ayay

tiennent presque partout sur [a,b]. En particulier, lorsque f =k € N et a > k, alors

(De Lo y)(@) = I; 7 y(w) et (DI y)(x) = I y(x).

ayray
‘s o : d
Proposition 2.5. voir [8] Soit a« 2 0,m € N et D = o
x
1. Siles dérivée fractionnaires (Dg, y)(x) et (Dg™y)(x) existent, alors
(D7, D y)(x) = (Dg"y)(x).
2. Si les dérivée fractionnaires (Dj y)(z) et (Dy™™y)(x) existent, alors

(D Dy y) (@) = (=1)"™(Dy""y)(x).

18



2.4 Dérivées fractionnaires de Caputo

Pour présenter la propriété suivant, nous utilisons les espace de la fonction Ig+(Lp)
et I (LP) définie pour o >0 et 1 < p < oo par

I8 (L) ={y:y=1I ¢, ¢elP(ab)},

et
(M) ={y:y=1I v, pelP(ab)}.

Lemme 2.5. voir [§] Soit a > 0 et n = [a] + 1 et soit y,_o(z) = (I “y)(x)
Vintégrale fractionnaire (2.1) d’ordre n — «.

1. Sil=p=ooety(r) el (L) alors
(15, Dy y)(x) = y(z),

2. Siy(x) € L*(a,b) et y(x) € AC"[a,b], alors I’égalité

o 1o N i () .
(0, 03, )0) = o) = S 2=

tient presque partout sur [a,b].
En particulier, si 0 < a < 1, alors

a o ) = u(x) — yl—oé(a) T — )t
(13, D3 y)(x) = y(z) T(a) ( ),

ot y1-o(v) = (I3, y)(z), tandis que pour « = n € N, légalité suivante est
vérifice

o .
Y k:'( )(:c—a) :

M1

(L2, D, y) (@) = y(x) —

Lemme 2.6. Soit a >0 etn=[a] +1
Soit également g,—o(z) = (I} “g)(x). mtégml fractionnaire (2.2)d’ordre n — «.
(

1. Sil<p< oo etg(x)ely € (LP), alors
(L5 Dy_g)(x) = g(x).
2. Si g(x) € L'(a,b) et g,_o(x) € AC™([a,b]), alors la formule

: (b —x)* .
IMa—j+1)

(I D} 9)(@) = gl) =}

tient presque partout sur [a,b].

2.4 Dérivées fractionnaires de Caputo

Définition 2.3. voir [6] La dérivée fractionnaire de Caputo & gauche et adroite
(“Dg ) (x) et (CDg‘+y) (x) respectivement d’ordre cv. avec o 2 0 sur [a, b] sont définis

par
-1 (k) a
(“Dg,y)(@) = ( [ AL D (@), (2.6

3

k=0

19



Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

et

3

k=0

—1 k)
(© D)) = (Ds [yo&) Y <b—t>k]) (@) 27)

ol
n=l[a]+1 pour a¢ Nop;n=a pour a€ Ny.

Proposition 2.6. voir [6] Soit a =20 etn=[a]+1 on a

© Ny (e S
(“Dg y)(x) = (Dg y(t))(x) — 2 m(x —a)"?,
et
« _ [ — y(k) (b) k—a
DL = (DLu0)e) - 3 0=
Démonstration.

il (g
€Dz 9)@) = (D;; [y@) Bk )<t—a>k]) (2)

) =l y®(a) Tk 41 o
=D y(x)_zyk!()r(k(—a431)(x_“)

Remarque 2.4. Cas particuliéres

1. Sia=nona
(“Dg, y)(x) = (D3, y) = (D"y)(x).

2. 510<a<1ona

D2 y)(x) = (D% )(x) — =LY (o aye,

I'l—a«)
DR () = (DR 0)(a) ~ r2s(b =)

Proposition 2.7. voir [6]
Soit a >0
(“Dg,y)(x) = (D7, y)(z) =y*(a) =0 Vk,

(“Dg y)(x) = (Dg y)(x) =y*(b) =0 V&.
Théoréme 2.2. voir [6] Soit a > 0,n = [a] + 1

20



2.4 Dérivées fractionnaires de Caputo

— Siy € AC"([a,b]), Alors

C na _ 1 ‘ y(n)(t)
€D y)(x) = ) / : i,

by
(“Dj y)(x) = F(nl_a)/ (t_yx)gf)aﬂdt.

Démonstration. On a

" x —t) e W (g
o) = o () - [y@)— d Q@_a)k]

I(n—a) \dr n— o 2 o
T -t 0 (g
+/a %% [y(t) - % . k,( St - a)’“] dt}
o =l W) (g
B ﬁdi / (o =ty [y%t) 3 o )(t—a)k_ll at

1 d [* n—a—1 [, (n—a—1 n—a—1
= .= m%/a (xr —1) [y( () — o )(a)} dt.

En utilisant & nouveau 'argument ci-dessus,nous déduison que

(“Dg,y)(x) = ﬁ / z(x — )"y ™) (1) dt.

]

Proposition 2.8. voir [§] Soity € AC"([a,b]),R), avec o un réel strictement positif
et [a] =n. On a CD§+y =0 alors

[y

3

y(x) =Y cp(z—a)* pour ¢ €R.
0

i

«

n—1
Démonstration. On a CDMy = 0 ca implique que Dg+ Yy — Z
k=0

®)(q .
y ‘( )<x_a) _

k
0, et alors
n—1 n—1
f®)(a) k I'(k+1) kta—
y@) =3 LW ayp = (o — a)rem.
—~ K = T(k+1+a—n)
D’ou
n—1
’y(ﬂf) = Ck(x - a)ka pour r € [CL, b]a
k=0
. Tk+1) f¥(a)
= =1,...n—1.
avec c CF(k—|—1+a—n)+ o , pour k yeey T O
Exemple 2.5. 1. Soit la fonction y(t) = (t —a)?~' et > 0,
La dérivée fractionnaire de la fonction y(t) est
_ I'(5) _
CDa _ \p-1 — _ )81
(CD2, (4= ) a) = g a = (5> )
_ I'(5) _
DE(b—t)""Na)= —"2—(b—2)’' (B>n).
"Dy (b —1)""")(x) F(B—a)( )7 ( )
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Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

2. La dérivée fractionnaire de la fonction constant :
C na _ _
(" Dy, C)(x) =0, C = const,

(“Dg C)(z) =0, C = const.

2.5 Composition des I’opérateurs au sens de Caputo

2.5.1 La Composition des 'opérateurs CD3+ avec 'opérateur
Iy,
Lemme 2.7. voir [6] Soit Re(a) > 0 et soit y(x) € L=[(a,b)] ou y(x) € Cla,b].
1. Si Re(a) ¢ N ou o € N, alors

(°Dg 12, y)(z) = y(=),

array
et
(“Dy_ I y)(2) = y().
2. Si Re(a) € N et Im(a) # 0, alors

(“Dg 12 y)(z) = y(z) —

et
(I3 y) (D)

(D} I 9)(@) = 9le) = (b= )"

2.5.2 La composition de 'opérateur CDS‘+ avec l'opérateur
c Di
Lemme 2.8. voir [§] Soit a, 8 € [0,1] avec a+ <1 ety € C([a,b]),R) alors :
“Dg “D] y =" Dty = D] “Ds y.
Démonstration. On a
(“Dg. “Dg )y = “Dg (“Dg )y = D7 (1;7°Y)
= Dy (I,7%) = DI, (1, %)y
= (DL, "1,.")y = DI, (1, ")
= DI, "(°Dy,"y) = Dg, “ D5y
= D5, (I, %y) = Dg I3 (1, ;°7%),

at+ray\Tayt

TR e
Donc on obtient

(“Dg, “Di y)(x) = Dy = (“Dy, “Dg y)(x).

22



2.6 Comparaison entre la dérivée de Caputo et de Riemann-Liouville

2.5.3 La composition de ’opérateur [ C‘j‘+ avec 'opérateur CDC‘Z+

Théoréme 2.3. voir [8] Soit a > 0 avec [a] =n € N et y € AC"([a,b]),R). Alors

et
Cna ,, _ (n—a, (n) a Cnoa a Tn—a (n)
Dy y= ([a+ y'") — I3, "Dy y=131

a a4t Y

Donc on obtient /7, CDfLy =1 g+y(”). Finalement d’apres (2.8) on a

n—1 (k) a
(15 CD2 ) (@) = y(x) ~ 3 L D —apt

]

2.6 Comparaison entre la dérivée de Caputo et de
Riemann-Liouville

Lemme 2.9. voir[7] Soit y(z) est une fonction tel que les deur opérateurs (Dy, y)(x)
avec C(Dfiry)(:c) et (D& y)(z) avec (D¢ y)(x) existent, avecn—1 < a < n,n € N,

alors
(Dg,y)(x) # (“Dg, y)(x),
et

(D5 y)(x) # (“Dy_y)(x).

Proposition 2.9. voir[7] Soit n —1 < a < n, alors :

lim D y(t) = lim “Dg y(t) = y™(1),

a—n

et
lim D y(t) = lim “Dy y(t) = y™(¢),
a—n

Remarque 2.5. (Commutativité) Soit la fonction y(t) telle que y®)(a) = 0,5 =
0,1,2,...,m, alors les deux dérivée fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo
sont commutatives avec la dérivée d’ordre m, m € N

m «a . a+m o «a m
Da+Da+y(t) - Da+ y(t) - Da+Da+y(t)’

et
C Nna m _C a+m o m C nao
Da+Da+y<t) - Da+ y(t) - Da+ Da y(t)

Proposition 2.10. voir[7] Soit y(t) une fonction telle que y'¥(a) = 0,5 = 0, 1,2, .
1, alors la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et de Caputo comczdent,z.e :

CDg+y(t) = Dg+y(t) :
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Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

2.7 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires
Théoréme 2.4. [2] L’Opérateur de dérivée fractionnaire est un Opérateur linéaire
D*(Mf(x) + pg(x)) = AD* f(x) + pD%g(z), x> 0.

Démonstration. Par exemple, pour I'opérateur de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre o, (b—1<a <mn)

D2, (M) + pgla)) = F(n%a () / (o )OS0 + (0
s (1) [ A

et
R (dI> — )" g(t)dt
= \D2 f(x) +uoDa+9( x),

O

Corollaire 2.2. (Régle de Leibniz) voir[7] Soitt > a,a € Rn—1<a<neN.
Siy1(x),y2(x) et tous ses dérivées continues sur [a,t], alors

o] n—1
o o (t —a)k—
‘D2 (n(we(t) =D () (D2,y Z (y1(t)y2(t))'“(a)>'
k k+1—
k=0 k=0
Démonstration. On applique consécutivement la relation
n—1 t a —a
C Nna _ - (k)
D
ll+ ( ; 1—1 k —I— 1 _ a) (a)7

et la régle de Leibniz pour la dfivée de Riemann-Liouville

o0

D nm(0) = 3 () (D5 )0

k=0

Aprés, la régle de Leibniz pour la dfivée de Caputo est obtenue :

—_

D7 (i(Dy2(6) = Dg, (s (D (t) — %«yﬂtmu»“ﬂ(a»,
kz:% < ) DO‘ k ))yék)(t) - k;o %((ylﬂ)yg(t))(k)(a)),

]

2.8 La transformée de Laplace de 1I’équation diffé-
rentielles d’ordre fractionnaire

Dans se section, nous calculons la formule de transformé de Laplace de la dérivée
fractionnaire .

24



2.8 La transformée de Laplace de I’équation différentielles d’ordre
fractionnaire

2.8.1 La transformé de Laplace de la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville

Proposition 2.11. [2/ La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville d’ordre o > 0 est définie par

L{Dg f(x),s} = s*F( Zs (D2 * 1 f(2)],mg (n—1<a<n).

Démonstration. Nous allons commencer par la transformée de Laplace de I'intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o« > 0. On peut écrire la définition sous
forme Le produit de convolution de deux fonctions g(x) = z* ' et f(x)

(12.00@) = 75 | @ =07 0t = osa 5 f(a),

a=l gt

La transformée de Laplace de la fonction z
G(s) = L{z* ', 5} = I'(a)s®
On obtient la transformé de Laplace de I'intégrale fractionnelle de Riemann Liouville

L{Dg, f(x),s} = s"F(s),

On peut écrire la transformée de Laplace de la dfivée fractionnaire de Riemann
Liouville comme suit

Dg f(z) = g™ (x)
; /Ox(x _ ety (dt (n—1<p <),

Nous utilisons la transformée de Laplace pour la dérivée d’ordre entier

1

n—uo

o) = 11 (w) =

L{Dg, f(x),s} = s"G( Z g
La transformé de Laplace de la fonction g(z) est
G(s) = s""“F(s)
En outre, de la définition du la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, on a

@ = (8) s = D
dt ot ’

Au final, nous obtenons la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville d’ordre av > 0

L{DZ f(z),s} = s"F( Zs (D f(@)]omo (n—1<a<n).
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Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

2.8.2 La transformée de Laplace de la dérivée de Caputo

Proposition 2.12. [2] La formule de la transformée de Laplace de la drivée frac-
tionnaire de Caputo est définie par

n—1

L{Dg, f(z),s} = s*F(s) = Y _s* 1 f®(0), (n—1<a<n).

k=0

Démonstration. On peut écrire la définition de la dérivée de Caputo comme suit
“Dg, f(a) = I} %g(x), g(z) = f"(z), (n—1<a<n).

En utilisant la formule de la transformée de Laplace de l'intégration de Riemann-
Liouville, nous donnons

L{“Dg, f(x),s} = s"G(s)

Nous utilisons la transformée de Laplace de la dérivé d’ordre entier comme suit

Gls) = " F(s) = 32 "4 F9(0) = 7P () = 3 70+ (0),
k=0 k=0

D’ou, la formule de la transformée de Laplace de la dérivé fractionnaire de Caputo
est

—_

L{°Dg f(x),s} = s"F(s) = Y s "1 f®(0).
0

3

i
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Chapitre 3

Les équations Différentielles
Fractionnaires Linéaires et non
Linéaires

Dans ce chapitre, nous étudions 1’équation différentielle fractionnaire linéaire et
non linéaires et 1’existence et 'unicité de la solution .
3.1 Rappels : Equation intégrales linéaires

Définition 3.1. voir [3] On appelle équation intégrale une équation qui contient la
fonction inconnue sous le signe d’intégration. Telle est, par exemple, l’équation

o(s) = / K(s. 1) o(t)dt + (5), (3.1)

ou f et k sont des fonction continues et @ est la fonction inconnue.
Les variables s et t parcourent ici un segment donné |a, b|.

La particularité caractéristique de ’équation (3.1) réside dans sa linéarité : elle
est linéaire par rapport a la fonction inconnue .
De nombreux probléemes conduisent a des équation intégrales non linéaires, par exemple,
a des équations de la forme

b
o(s) = [ kst aliett).
L’équation s’appelle équation de Fredholm de deuxiéme espéce
/ k(s 1) o()dt + F(s) = 0 (3.2)
la fonction inconnue ¢ seulement sous le signe d’intégration s’appelle équation de

Fredholm de premiére espéce.
Equation de Volterra de premiére espéce

/ k(s 1) o(t)dt = £(5) (3.3)

Equation de Volterra de deuxiéme espéce
ols) = [ Ks. (0t + 1) (3.4)
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Linéaires

Il est clair que I’équation de Volterra peut étre considérée comme une équation
de Fredholm o la fonction k vérifie la condition

k(s,t) =0 t > s.

Théoréme 3.1 (voir [3]). Si f € L*([a,b]) et K est une fonction mesurable et
bornée. Alors ’équation (3.4) de Volterra de deuziéme espéce admet une solution
unique.

3.2 Equation fractionnaire linéaire d’ordre inférieur
1.

Nous commencons par cet exemple

Exemple 3.1. Résolvons

Dé,y(x) + ay(z) = 0, (x> 0),

Dty =

=0

avec a une constante. Comme la deuxiéme partie égal 0 alors, la premiére partie
partie admis une transormée de Laplace.
En prenant la transformée Laplace des deux cotés de I’équation, nous obtenons :

1
L{Dé.y(x) + ay(x)} =0,
Ce qui implique que

STEY (s) — D2V (0) + aY(s) = 0

Alors )
SHY() Har(s) =C. [Dify()] _ =c.
Nous obtenons
V) -
S2

Nous concluons que

f(x)_L‘l{ c }_leE

1
s2 4+ a

Théoréme 3.2. Soit f € L'(0,T),a € (0,1) et b est une constante, alors I’équation

Dg,y(z) = f(z) (3.5)
[D5 - y(@)]am0 = b,

admet une solution unique y € L*(0,T).

Si deplus y € AC|0, T le probéme suivant
y(0) =,

admet une solution.
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3.3 Equation fractionnaire linéaire d’ordre supérieur 1

Démonstration. Nous résolvons le probléme en utilise la transformation de Laplace

S%Y (s) — [Da [ y(®)],_, = F(s), (3.7)
ou Y (s) et F(s) désignent la transformation de Laplace de y(t) et f(t). on a utiliser
la condition initiale

Y(s)=s"%F(s)+0b) (3.8)

Et comme on a L™ '{t* ' ¢t} = I'(a)s™®, on utilise la transformation de Laplace
inverse

y(z) = ﬁ /Oz@; _ e ()de + F&)xal. (3.9)

pour la deuxéme équation il suffit d’aprendre 'intégral I nous obtenons le ré-
sultat. O

3.3 Equation fractionnaire linéaire d’ordre supérieur
1

Nous commongons par des Exemples
Exemple 3.2. Soit I’équation suivants
Dy (D7 y(x)) + Di y(z) = h(z) (3.10)
O<a<l 0<p<l 0<qg<l a+B8=0Q>q (3.11)
La transformée de Laplace de I’équation donnée par
(s*TP +59) Y(s) = H(s) + by + by,

by = (DN (DE y())]
et

by = [DI7(D], y(x))]

On écrit Y (s) a la forme

Lo+ [Di ()],

T

SsT1H(s) s*1H(s) sT1H(s)
gat+B—q+1 2 gatf—q+1 Lsatp—g+1-

Y(s) =

Apres la transformée inverse Laplace, nous trouvons la solution du probléme (3.10))
comme sutt

y(m) = bgwﬂ_lE&+ﬂ—q,B(_xa+5_q> + blxa+ﬂ_an+B—q,/3(—Ia+ﬂ_q)

b [ = O By e (<o = 075) Bt
0

Exemple 3.3. Considérons le probleme de valeur initiale suivant pour l’équation
différntielle fractionnaire non homogéne dans des conditions initiales non nulles

Diy(z) + My(z) = h(z), (x> 0)
[Dg ™ y(@)],_y=br k=12..n
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Linéaires

Avecen — 1 < a < n etb,, k= 1,2...,n des constantes réelles . En prenant la
transformée Laplace des deux cotés de I’équation que nous avons

L{Dgy(x) + Ay(x)} = L{h(z)},

Par la linéarité de la transformée nous obtenons

n

s*Y (s) + A\Y (s) = H(s) + Z bes™ !,

k=1

et comme

d’ou

= b2 FEg i (M) + / (x — 1) By oMo —t)*)h(t)dt.
k=1 0

3.3.1 Equation Différentielle Fractionnaire Linéaire de forme
général

Considérons le probléme (voir [2]) de valeur initiale suivant

Dy(a +ij y(t) + pula)y(z) = f(x), (0<a<T<oo) (312)

[ng_ly(@")]x:o =by, k=12..n, (3.13)

ol
( [o — Qe a1 aq
D = DY DS DS
Ok—1 __ (0771 a1
DT' = DY D
k

o = Zaj, (k=1,2,...,n)
j=1

0<a; <1, (j=1,2,...,n)

Et f € L'(0,T), et on suppose que f(t) = 0 pour ¢t > T.
Comme premiére étape, considérons le cas de py(z) =0, (k= 1,...,n).

Théoréme 3.3. [2] Si f € L*(0,T), alors I’équation

Diry(x) = f(x), (3.14)
admet une solution unique y € L*(0,T), qui vérifie les condition initiales (3.13)

Démonstration. Nous résolvons le probléme en utilise la transformation de La place
SO’nY Z g On—k DO'n k=1 ( )L:o _ F(S), (315>

ou Y et F désignent la transformation de Laplace de y et f. On utilise la condition
initiale nous obtenons

Y(s) = s " F(s +an ps ok (3.16)
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3.3 Equation fractionnaire linéaire d’ordre supérieur 1

Par la transformation de Laplace inverse on a

n—1

y(x) = F(in) /Om(a: — ) f(t)dt + ; —F(b;;fk)x""—’“_l. (3.17)

onposet=n—k

n

y(x) = F(len) /Ox(x — )L (t)dt + ; %x”"_l (3.18)

Nous utilisons les propriétés de la différentiabilit’e de Riemann-Liouville de la fonc-
tion de puissance et en tenant compte de cela

1
=0 =0.1,2. ...
F(—m) ) m ) ) ) )
On a )
ik .
, in*kal F(O_Z _ Uk)? (k < Z)
Dy | =——— | = (3.19)
[(o; — o%)
0, (k>1)
4 xo'l_o'k
I < i
F(l_i_o_i_o_k)? ( <Z)
1 tdifl
D+~ = . 3.2
0 (F(ai)> L, (k=1 (3:20)
L0, (k>1)

Il résulte de (3.18) que y appartient L'(0, 7).
En utilisant (3.19) et (3.20)), par substitution directe de la fonction y définie par

I’expression dans I’équation et les conditions initiales montre que
y les satisfait, et donc, I'existence de la solution est prouvée.

Reste a montrer 1'unicité de la solution, pour cela posons z(x) = y;(z) — ya2(x) ou
y1 et 1, sont deux solutions dans L'(0, T) du probléme Et donc z sera solution
du probléme suivant

{Dg_’:z(x) =0
[Dgy 7 2()]a=0 = 0

En appliquant la transformé de Laplace dans les deux membres de la premiére
équation de ((3.20)), on obtient

2(s) = L{z(x),s} =0,

et donc z = 0 pour presque tout z € (0,7), ce qui prouve que la solution y est
I'unique solution dans L'(0,7) du probléme (3.6)).

Maintenant, nous pouvons prouver l’existence et 1'unicité de la solution du

probléme (B-14)-(3-13). O

Théoréme 3.4 ([2]). Si f € L'(0,7), et p;(t)(j = 1,...,n) sont des fonctions
continues dans l'intervalle fermé [0,T), alors le probleme du valeur initiale (3.12))-
(3.13)). admet une solution unique y € L'(0,T).
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Linéaires
Preuve. On suppose que le probéme (3.12)-(3.13) admet une solution, et on pose :
Dgry(x) = ple). (3.21)
En utilisant le théoréeme (3.3)), on a
1 xX
o) = s | (o= (3.22)
I'(a) Jo

Nous substituons (3.22)) a [’équation (3.12)

D§y() + an (D) DSy () + pa(t)y(x) = F(2), (3.23)

et en utilisant (3.19), on obtient I’équation intégrale de Volterra du second type pour
la fonction p(z)

+ [ Kloetis = glo), (3.24)
0
ol .
B (I . t On_1 n— ZL’ o t)anfokfl
k(.’]},t) _pn( ) +an k O_n_o_k)
0'1—1 0'1 or—1
g(:v): Zb an E\T Z b 0 _Uk
i=k+1 g

Puisque la fonction p;(t)(j = 1, ,n) est continue sur [0,T], alors le noyau peut
étre écrit a la forme d’un noyau faiblement singuliere

k*(x,t)
k(z,t) = ——F2— 3.25
(0.0 = (3.5
ot K*(x,t) est continue pour 0 < x <T,0<t<T, et
p=min{o,, 0, — 0p_1,0, — Op_2, ..., 0 — 01} = min{o,, a, }.
De meéme, g(t) peut étre écrit a la forme
g (z)
g(x) = s (3.26)

ou g*(x) est continue sur [0,T)] et

v =min{oy,...,0,;09 — 01, ...,0p — 01 03 — 09,0y, — 02, ..., Oy — Op_1}

= min{oy, ..., 0p; @, ..., @, } = min{ay, g, ..., @, }

Evidemment 0 < 1 < 1,0 < v < 1. On sait que ’équation avec le noyau
faiblement singulier et le coté droit g(x) € L' (0,T) admet une solution unique
0 e L'0,T).
alors, d’apres le théoreme (?7), la solution unique y(x) € L'(0,T) du probléme
(13.21),(??) qui est en méme temps la solution du probléme (?7)-(?7), peut étre dé-
terminée a l’'aide de la formule . Ceci termine la preuve du théoréeme ({3.4)).

.

Théoréme 3.5. [2] Si f et p; (j = 1,...,n) sont des fonction continues dans le
systéme fermé sur Uintervalle [0,T], alors le probleme de la valeur z'm'tiale—
, oum—1<o0,<m, O,.1>0,_9>..00>0 >0, admet une unique
solution y, qui est continue en [0, T).
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3.4 Equation différentielle fractionnaire non linéaire

3.4 Equation différentielle fractionnaire non linéaire

Dans cette section, nous discuterons l'existence et 1'unicité d’une solution du
problme & valeur initiale de I’équation différentielle fractionnaire non linéaire ;
Considfons le probléme & valeur initiale suivant

Dgry(z) = f(z,y), (3.27)
[ng’ly(x)]xzo =b, k=1,...,n, (3.28)
Ou, comme dans la section précédente

( (07

DJF = DD D
Ok—1 _ 7y0k—11 i

DIt = Dot DS

Op = Zaj, (k=1,2,...,n)

j=1
\0 <a; < 1, (] =1,2, ,TL)

Nous supposons que f est définie dans un domaine G € R”, et nous définissons la
région R(h, K) C G, 'ensemble des points (x,y) € G, qui vérifient les inégalités
suivantes

n o;i—01
0<z<h, |z'77y(x)-— Zbi?(—g.) <K, (3.29)

ol h et K sont des constantes.

Théoréme 3.6. Soit f(x,y) une fonction continue a valeurs réelles, définie dans le
domaine G, vérifie dans G la condition de Lipschitz par rapport a y

|f(x,y1) - f(x7y2)| < A|y1 - y2|7

De plus
|f(z,y)] < M < oo pour tout (z,y) € G
Et
Mhon—al-i-l
>
— I'(1+40,)

Alors il existe dans la région R(h, K) une unique solution continue y du probléeme

(3-27)-(3.29)

Preuve. La méthode de la preuve de ce théoréme est basée sur l’idée de M. A. Al-
Bassam.voir [11)] et[10].

Tout d’abord, nous réduisons le probléme a une équation intégrale fraction-
naire équivalente. En utilisant la formule, nous obtenons

y(z) = ; %x‘”l + F(in) /Ox(x — )7L f(t, y(t))dt (3.30)

On voit que siy(t) vérifie (3.27), alors elle vérifie aussi I’équation (3.30)). D autre

part, siy(t) est une solution de (3.30), alors en appliquant a(3.19) l'opérateur déri-
vée fractionnaire séquentiel Dy et en obtient pour y(t)’équation différentielle frac-

tionnaire (3.27). L’utilisation de (3.20) montre que si y(t) vérifie donc la condi-
tion(3.28) par conséquente ’équation (3.30) est équivalente au probléem de la valeur

33
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Linéaires
initiale(3.27))
Définissons maintenant la suite des fonctions yo(t), yi(t), ..., par les relations sui-

vantes

n

yo() = Z:; %x"” (3.31)

z) = ; %xf”'”r F((ljn> /Ox(ac—t)”"lf(t, Ym—1(t))dt, m =1,2,3... (3.32)

Nous allons montrer que la lim, o.ym(x) eziste et donner la solution souhaitée y(x)

de ’équation(3.30)).

Premiérment, on peut montrer par induction que pour 0 < x < h, on a y,(x) €
R(h, K) pour tout m. En eﬁet

1% 1—01 x
gty b . el dt
Z F(O'Z) /0 (l‘ ) f( 7ym—1<x>>
ann—01+1
<
= T(1+o0,) (3.33)
MhanfalJrl
— I'l+4o0,)
< K,
et pour la méme raison on a la méme mégalité pour y(t)
2% MhonfalJrl
'y b, <K 3.34
Z ~I'(l+o0,) — 7 (3:34)
De plus, on peut aussi montrer par récurrence que, pour tout m
MAm 1 Mon
m - Ym— > T4 . N 335
() = s (0] € T (3.35)
En effet, en utilisant (3.33)), on a pour m =1
Mz
—— (0 <h 3.36
‘yl(x) ()‘_F(l—i- ) ( <T = )7 ( )
Supposons que
MA™— Qx(m 1)on
m—1(T) — Yy < 0<x<h), 3.37
Alors, en utilisant (3.32)) et (3.37)), et on utilise la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouwille de la fonctwn de puissance, on aura
(Y (2) = ymr(2)] < t/m(m-ﬂaﬂym—lﬁ)—-ym—Qﬁ)kﬁ
(o) Jo
MA™! 1 v
< x — )7 Hm=on gy
“ T+ (m—1)0,) (o) /0 ( )
MAmfl
Dy o gm=Yeon (3.38)

=T+ (m=TDon)
< MA™ L(1+ (m—1)a,)zmNonton
“ T+ (m—-1)0,) TA4+(m-—1o,+o0,)

_ MAmgmon

- T(1+mo,)
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Et donc (3.35) a lieu pour tout m
Considérons maintenant la série

m—r0o0

y(e)x = lm (ym(z) —yo(x)) = Z (y;(2) = yj1(2)) .- (3.39)

J=1

Selon [’estimation (3.35)), pour 0 < t < h, la valeur absolue de ses termes est
inférieure aux termes correspondants de la série numérique convergente.

“ MATpIon M

——— = — (B, 1(AR) — 1), (3.40)
jzl I'l1+jo,) A
ou E) ,(2) est la fonction de Mittag-Leffler, cela signifie que la série (3.39)) converge
uniformément. Evidemment, chaque terme (y;(x) — y;—1(x)) de la série (3.39) est
une fonction continue de x pour 0 < x < h. Par conséquent, la somme de la série
(13-39), y?(x) est une fonction continue pour 0 < x < h et

y(@) = lim yp(2) = yo(r) +y * (2)
est continue pour 0 <t < h.
La convergence uniforme de la suite y,,(z) nous permet de faire tendre m — oo,
dans la relation (3.32). Ce qui donne I’équation (3.30), montrant que y(z), la limite
de Théoreme de l'existence et de l'unicité Comme méthode de solution fonction du

processus défini par (3.31) et (3.32) est solution de (3.30)). Finalement, prouvons

Punicité de la solution. Supposons donc que §(x) est une autre solution de l’équation
(13-30), qui est continue sur lintervalle 0 < x < h. Alors, il suit de (3.30) que la
fonction z(x) = y(z) — g(x) vérifie I’équation.

(o) = (;) /0 "= T 2(1)) . (3.41)

De plus, cette fonction est continue pour 0 < z < h. Par conséquent, |z(x)| < B
pour 0 < x < h, ou B est une constante. Nous [’obtenons

ABz°r

)| < g

oy (0<z<h). (3.42)

En répétant ces estimations j fois, on aura

AJ Bgion
()| L —————, 7=1,2,.. 3.43
()| < s (3.3
Dans le membre de droite, on récupére (& une constante pres) le terme général de la
série associée o la fonction de Mittag-Leffler E,, 1(Ax?), et donc pour tout x
Ad pion

li =
Jggo [(oy)

Prenant la limite de j — oo,dans (3.43)), on conclut que z(t) = 0 et g(z) = y(x)
pour 0 < x < h. Ce qui achéve la preuve du théoreme (3.6]). 2.
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