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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions les équation différentielles fractionnaires linéaires et non
linéaire avec la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire de
Caputo en utilisent la transformée de Laplace.

Mots clés : L’intégral fractionnaire, Dérivation fractionnaire, Riemann-Liouville, Caputo,
la transformée de lapace.

Abstract

In this memory, we study the lineair andnon linear fractional differntiell equation whith
the fractionale Ddrivative of Riemann-Liouville and the fractional derivative of caputo
by using Laplace transform.

Key words : fractional Integration, fractional Derivative , Riemann-Liouville, Caputo,
Laplace transform.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est un branche de l’analyse mathématique qui étudie la
possibilité de définir des puissances non entières des opérateurs de dérivation et d’in-
tégration.
La dérivation numérique d’ordre fractionnaire remonte à diverses correspondances
entre Gottfried Leibniz, Guillaume de L’Hôspital et Johann Bernoulli à la fin du 17
ème siècle. La question des dérivées fractionnaires est abordée dès 1695 par Leibniz
dans une lettre à de l’Hospital, mais lorsque celui-ci lui demande quelle pourrait
être la dérivée d’ordre un demi de la fonction x, Leibniz répond que cela mêne à
un paradoxe dont on tirera un jour d’utiles conséquences. Plus de 300 ans après,
on commence seulement à venir à bout des difficultés. De nombreux mathémati-
ciens se sont penchés sur cette question, en particulier Euler (1730), Fourier (1822),
Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847), etc. . . Différentes approches ont été
utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux ordres non-entiers. Un intérêt
particulier pour la dérivation fractionnaire est lié à la modélisation mécanique des
gommes et des caoutchoucs, en bref toutes sortes de matérieux qui conservent la
mémoire des déformations passées et dont le comportement est dit viscoélastique
[9].

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante :

Dans le premier chapitre, nous présentons les Notions générales des espaces fonc-
tionels, espace de Lebesgue d Lp, l’espace des fonctions continues et les fonctions
absoluments continues. les fonctions spéciales plus exactement la fonction Gamma
et bêta, fonction de Mittag-Leffler. Nous terminons le chapitre par le théorème de
point fixe de Banach, la transformation de Laplace.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons abordé l’intégrales de Riemann-Liouville,
que nous avons obtenue en généralisant l’opération inverse de la dérivation d’odre su-
pèrieur en utilisant l’intégrale, cela nous permet d’introduire la dérivée fractionnaire
de Riemann-Liouville et de Caputo. Nous étudions ensuite leurs caractéristiques dis-
tinctives par rapport à ce que nous savons sur la dérivation classique et La relation
entre eux, nous terminons par la transformées de laplace des dérivées fractionnaires
de Riemann-Liouville et de Caputo.

Le troisième chapitre est consacré à la résolution des équations différentielles frac-
tionnaires linéaires par transformée de Laplace et l’étude de l’existence et l’unicité
des solutions pour des équations différentielles fractionnaires non linéaires .
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Chapitre 1

Notion générales et définitions

Dans ce chapitre nous mentionnons les notation de base et les définition et les
espaces que nous utilisons dans le calcule de dérivée fractionnaire.
Soit Ω un ouvert de Rn non vide et N ∈ n∗.

1.1 Espace fonctionnels

1.1.1 Les espace Lp

Définition 1.1. voir [1]
1. on définit

L1(Ω) = {f : Ω→ R/f ; est mesurable et
∫

Ω

|f |dx <∞}.

2. Soient p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ on définit

Lp(Ω) = {f : Ω→ R/f ; est mesurable et |f |p ∈ L1(Ω).}

On définit la norme de f dans Lp(Ω) par

‖f‖p = (

∫
Ω

|f |pdx)
1
p .

3. Si p =∞ on définit l’espace

L∞(Ω) = {f : Ω→ R/f est mesurable et ∃ C > 0/|f(x)| 6 C, p.p sur Ω}.

4. L1
loc désigne l’ensemble des fonction localement intégrable sur Ω donc

L1
loc(Ω) = {f : f ∈ L1(K) pour tout compact K de Ω}.

Proposition 1.1. Voir[1] Soient p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞, Lp(Ω) est un espace
vectoriel muni de la norme :

1. Pour 1 ≤ p ≤ ∞ on définie

‖f‖p = (

∫
Ω

|f |pdx)
1
p .

2. Pour p =∞
‖f‖∞ = inf{C ≥ 0 : |f(x)| ≤ C p.p sur }.

1



Chapitre 1. Notion générales et définitions

3. Pour p = 2, l’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

< f, g >=

∫
Ω

f(x)g(x)dx.

Proposition 1.2. voir [1]
• Inégalité de Young

∀a, b ≥ 0 on a ab 6
1

p
ap +

1

q
bq.

• Inégalité de Hölder Soient f ∈ Lp(Ω), et g ∈ Lq(Ω) avec 1 ≤ p 6 ∞, et
1

p
+

1

q
= 1 alors

fg ∈ L1(Ω) et ‖fg‖1 6 ‖f ‖p ‖g‖q

• Inégalité de Hölder soit f = f1× ...× fk et fi ∈ Li et
1

p1

+ ...+
1

pk
=

1

p
≤ 1

alors

f ∈ Lp(Ω) et ‖f‖Lp 6
k∏
i=1

‖f ‖Li .

• Inégalité de Minkowsk Soient f, g ∈ Lp(Ω), avec p ≥ 1 alors

f + g ∈ Lp(Ω) et ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

• Inégalité d’interpolation Soient f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), avec 1 6 p 6 q 6 ∞
et p 6 r 6 q alors

f ∈ Lr(Ω).

Proposition 1.3. voir[1] L’espace (Lp(Ω), ‖.‖p) est de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞,
séparable pour 1 ≤ p <∞ et réflexif pour 1 < p <∞

De la complétude de l’espace Lp nous concluons le lemme suivant

Lemme 1.1. voir [1] Soient (fn)n∈N une suite de Lp(Ω) et f ∈ Lp(Ω) tels que
‖fn − f‖p −→ 0

n→∞
. Alors il existe une sous-suite extraite (fnk)k∈N et h ∈ Lp(Ω) tq

• fnk(x)→ f(x), presque par tout sur Ω.
• | fnk(x) |6 h(x) ∀ k et presque par tout sur Ω .

2



1.1 Espace fonctionnels

Théorème 1.1. (Théorème de convergence monotone de Beppo Levi) voir[1]

Soit fn une suite croissante de fonctions de L1 telle que sup
n

∫
fn <∞. Alors fn(x)

converge p.p. sur Ω vers une limite finie notée f(x) ;
de plus f ∈ L1 et ‖fn − f‖L1 → 0.

Théorème 1.2. (Théorème de Convergence dominée de Lebesgue) voir[1]
Soit (fn)n une suite de fonctions L1(Ω) convergeant presque par tout vers une fonc-
tion mesurable f on suppose qu’il existe g ∈ L1(Ω) telle que tout n ≥ 1 on ait
|fn| ≤ g p.p. sur Ω, alors

f ∈ L1(Ω) et lim
n→∞
‖fn − f‖L1 = 0

Lemme 1.2. (Lemme de Fatou) voir[1] Soit fn une suite des fonctions de L1(Ω)
telle que

1. ∀n, fn(x) ≥ 0 p.p sur Ω.

2. sup
n∈N

∫
Ω

fn(x)dx <∞.

Pour chaque x ∈ Ω on pose f(x) = lim
n→∞

inf fn(x) Alors

f ∈ L1(Ω)et
∫

Ω

f(x)dx 6 lim
n→∞

inf

∫
Ω

fn(x)dx.

Théorème 1.3 (Fubini). Soit f une fonction sommable de deux variables sur le
produit des espaces mesurables (X,µ) et (Y, υ). On a alors les assertions suivantes

1. Pour µ presque tous les x ∈ X, la fonction. f(x, y) est sommable sur Y et son
intégrale sur Y est une fonction sommable sur X.

2. Pour υ presque tous les y ∈ Y , la fonction f(x, y) est sommable sur X et son
intégrale sur X est une fonction sommable sur Y .

3. On a∫
X×Y

f(x, y)d(µ×υ)(x, y) =

∫
X

(∫
Y

f(x, y)dυ(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X

f(x, y)dµ(x)

)
dυ(y).

1.1.2 Espace Cn(I,R) et quelques notions

1. Soit n ∈ N, I ⊆ R l’espace des fonction n fois dérivable sur I et f (n) est
continue noté Cn(I) et définie par

Cn(I,R) =
{
f : I → R; f, f ′, ..., f (n)sont exist et continue

}
.

2. L’application

N : Cn(I,R) −→ R+

f 7−→ (f) =
n∑
k=0

‖f (k)‖∞., ‖f (k)‖∞ = sup
x∈I
|f (k)(x)|

existe et continue sur Cn(I,R)

3



Chapitre 1. Notion générales et définitions

Théorème 1.4. Cn(I,R) muni de la norme ‖.‖

‖f‖Cn =
n∑
k=0

‖f (k)‖∞,

est une espace de Banach.

Définition 1.2 (Lipschitzienne). Soient G une partie de R2, f : G → R une
application et L un nombre réel positif. On dit que f est lipschitzienne par rapport
à y si

∀(y1, y2) ∈ G, |f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ L|y1 − y2|.

Oú L est appelée la constante de Lipschitz. Si 0 ≤ L < 1, On dit que f est contrac-
tante par rapport à y.

Définition 1.3 (Convergence uniforme). On dit que la suite des fonctions fn
définies sur l’intervalle I de R converge uniformément vers la fonction f , quand n
tendant vers +∞, si

∀ε > 0,∃m ∈ N, ∀x ∈ I, ∀n ≥ m : |fn(x)− f(x)| ≤ ε.

Définition 1.4 (Fonction bornée). Une fonction f : G ⊂ R −→ R est bornée si

∃M > 0,∀t ∈ G : |f(t)| ≤M.

Définition 1.5 (Fonction convexe). La fonction f est convexe si et seulement si
pour tout x, y ∈ I ⊂ R et pour t ∈ [0, 1] on a

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).

Définition 1.6 (Fonction d’ordre exponentiel α). On dit que la fonction f est
d’ordre exponentiel α, si il existe deux constantes positives M et T telles que

e−αt|f(t)| ≤M pour tout t > T.

Définition 1.7 (Intégrale de Gauss). Une intégrale de Gauss est l’intégrale d’une
fonction gaussienne sur l’ensemble des réels.∫ +∞

−∞
e−αx

2

dx =

√
π

α
.

1.1.3 Espace des fonction absolument continues

Définition 1.8. voir [3, 8] Soit f une fonction de [a, b] dans R.f est dite absolument
continue si pour tout ε > 0 il existe δ(ε) > 0 tel que pour tout partition {]ak, bk[}ni=1

de [a, b].si
n∑
i=1

(bk − ak) < δ, Alors

n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε.

L’espace des fonction absolument continue sur [a, b] noté par AC([a, b])

4



1.1 Espace fonctionnels

Définition 1.9 (voir [6]). Pour n ∈ N ,on désigne par AC[a, b] l’espace des fonction
f ayant des dérivée jusque’à l’ordre (n− 1) sur [a, b] telles que f (n−1) ∈ AC([a, b]).

ACn[a, b] =
{
f : [a, b] −→ C n-1 dérivable et fn−1 ∈ AC([a, b])

}
.

En particulier AC1[a, b] = AC[a, b].

Définition 1.10 (Fonction à variation bornée voir [3]). Une fonction f définie
sur [a, b] est dit à variation bornée,s’il existe une constant c positif telle que, pour
tout subdivision a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b de [a, b],on ait

n∑
k−1

|f(xk)− f(xk−1)| ≤ c.

Remarque 1.1. La quantité

sup

{
N−1∑
i=1

|f(xi+1)− f(xi)|;N ≥ 2, a = x1 < ... < xN = b

}
,

s’appelle la variation totale de fonction sur [a, b].

Lemme 1.3 (([3])). Si f une fonction monotone de [a, b], dans R, alors elle à
variation bornée.

Démonstration. Il est clair qu’une fonction monotone est à variation bornée, car on
peut toujours enlever les valeurs absolues lors du calcul de la variation totale, et
celle-ci est égale à |f(b)− f(a)|..

Soit
n⋃
k=1

[xk−1, xk] une partition de [a, b] On suppose que f est croissante, de plus

a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b ça implique f(xk)− f(xk−1) < f(b)− f(b) Donc :

|f(xk)− f(xk−1)| < |f(b)− f(a)|,

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| = f(xn)− f(x0) ≤ |f(b)− f(a)|.

D’où
n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| ≤ |f(b)− f(a)|.

Proposition 1.4 ([6]). • Si f est absolument continue alors elle est uniformé-
ment continue donc continue. La réciproque est,en général,fausse.

• La somme de deux fonction absolument continue et le produit d’une telle fonc-
tion par un nombre sont absolument continue.

• Tout fonction absolument continue est à variation bornée.

• Tout fonction absolument continue est la différence de deux fonction absolu-
ment continue croissantes.

5



Chapitre 1. Notion générales et définitions

Caractérisation d’ espace des fonction ACn([a, b]) et AC([a, b])

Théorème 1.5 ( [6]). Soit f ∈ L1([a, b]),R, alors φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt est absolument

continue.
• (AC([a, b],R), ‖.‖AC) est une espace de Banach,avec

‖f‖AC = |f(a)|+
∫ b

a

|f ′(s)|ds.

• f ∈ AC([a, b],R)⇐⇒ f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(s)ds, f ′ ∈ L1([a, b],R).

• f ∈ ACn([a, b],R)⇐⇒ f(x) =
n−1∑
k=1

(x− a)k

k!
f (k)(a) +

∫ x

a

f (n)(s)ds.

1.1.4 Théorème du point fixe de Banach

Définition 1.11 (Point fixe). voir [4] Soit T une application d’un ensemble S
dans lui même.
On appelle point fixe de T tout point s ∈ S tel que T (s) = s.

Théorème 1.6 (Principe de contraction de Banach). voir [4] Soit S une espace
métrique complet et soit fixe de T : S → S une application contractante,c’est à dire
il existe 0 < k < 1 telle que

d(Tx, Ty) ≤ k d(x, y),∀x, y ∈ S

Alors T admet un point fixe unique s ∈ S.On a

lim
n→∞

T n(s) = s,

avec
d(T n(s), s) ≤ kn

1− k
d(s, T (s)).

1.2 Les fonctions spéciales Gamma et Bêta

1.2.1 La Fonction Gamma Γ(.)

Définition 1.12. voir[2] La fonction Gamma est généralement définie par l’intégrale
suivant

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt z ∈ C, Re(z) > 0.

quand la partie réelle de z est strictement positive Re(z) > 0.

Propriété 1.1. voir[2]
1. Γ(z + 1) = zΓ(z).
2. Γ(n+ 1) = nΓ(n) = (n− 1)! pour n ∈ N.

Exemple 1.1. 1. Γ(1) =

∫ +∞

0

e−tdt = 1.

2. Γ(
1

2
) =

∫ +∞

0

e−tt
1
2
−1dt =

∫ +∞

0

e−tt
−1
2 dt = 2

∫ +∞

0

e−r
2

dr =
√
π.

(Posant le changement de variable t = r2)
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1.3 Fonction de Mittage-Leffler

1.2.2 La Fonction Bêta

Définition 1.13. voir [2] La fonction Bêta On définie par l’intégral : Pour tout
(z, w) ∈ C2 avec Re(z) > 0, on a

B(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt.

Propriété 1.2. voir [2] Soit (p, q) ∈ C2, avec Re(p) > 0. Alors

1. B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

2. B(p, q) = B(q, p).

1.3 Fonction de Mittage-Leffler

Définition 1.14. voir [5] La fonction de Mittag-Leffler est définie par la série de
fonction suivant :

Eα(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
α > 0, z ∈ C,

La fonction généralisée de Mittag-Leffler est donnée par :

Eα,β(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α, β > 0, z ∈ C.

Proposition 1.5. voir [5]

1. E1,1(z) = ez.

2. E1,2(z) =
ex − 1

z

3. E1,3 =
ex − 1z
z2

4. ∀m ∈ N, E1,m(z) =
1

zm−1

[
ez −

m−2∑
k=0

zk

k!

]
5. E2,1(z2) = cosh(z)

6. E2,2 =
sinh(z)

2
7. la fonction Mittag-Leffler converge pour tout z ∈ C

Démonstration. 1. Soit z ∈ C, alors

E1,1(z) =
+∞∑
k=1

zk

Γ(k + 1)
=

+∞∑
k=0

zk

k!
= ez.

2. On a

E1,2(z) =
+∞∑
K=1

zk

Γ(k + 2)
=

+∞∑
K=0

zk

(k + 1)!
=

1

z

+∞∑
K=1

zk+1

(k + 1)!
=
ez − 1

z
.
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Chapitre 1. Notion générales et définitions

3. on a

E1,3 =
+∞∑
k=1

zk

Γ(k + 3)
=

+∞∑
k=1

zk

(k + 2)!
=

+∞∑
k=2

zk+2

(k + 2)!
=
ez − 1− z

z2
.

4. Soit m ∈ na∗ fixé on a

E1,m =
1

zm−1

[
ez −

m−2∑
k=0

zk

k!

]
,

Montrons que E1,m+1 =
1

zm

[
ez −

m−1∑
k=0

zk

k!

]
,

E1,m+1(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(k +m+ 1)
=

+∞∑
k=0

zk

(k +m)Γ(k +m)

=
+∞∑
k=m

zk−m

kΓ(k)
=

1

zm

+∞∑
k=m

zk

kΓ(k)

=
1

zm

+∞∑
k=m

zk

k!

=
1

zm

[
+∞∑
k=0

zk

k!
−

m−1∑
k=0

zk

k!

]
=

1

zm

[
ez −

m−1∑
k=0

zk

k!

]

5. E2,1(z2) =
∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 1)
=
∞∑
k=0

z2k

(2k)!
= cosh(z).

6. E2,2(z2) =
∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 2)
=

1

z

∞∑
k=0

z2k+1

Γ(2k + 1)!
=

sinh(z)

z
.

1.4 La transformée de Laplace
Définition 1.15. voir [2] Soit f ∈ L1

loc((R)), nulle pour t < 0. La fonction F de la
variable s définie par

F (s) = L{f(t), s} =

∫ +∞

0

e−stf(t)dt,

est appelé transformé de Laplace de la fonction f.
Si f est une fonction d’orde exponentiel alors la transformé de Laplace existe.

Propriété 1.3. voir [2]
• la transformée de Laplace inverse est

f(t) = L1{F (s), t} =

∫ ∞
i∞

estF (s)ds, c = Re(s) > c0,

où c0 réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de l’intégrale de
Laplace.
Pour indiquer que f est la transformée inverse unique de F .
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1.4 La transformée de Laplace

• Linéarité de la transformée de Laplace

L

{
∞∑
k=0

akfk(t), t, s

}
=
∞∑
k=0

akFk(s).

• La transformée de Laplace de la convolution

f(t) ∗ g(t) =

∫ t

0

f(t− x)g(x)dx,

de deux fonctions f(t) et g(t), qui sont égale à zéro pour t < 0, est égale au
produit de leurs transformées de Laplace

L{f(t) ∗ g(t), s} = F (s)G(s),

sous l’hypothèse que F (s) et G(s) existent.
• La formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire

d’un ordre entier n de la fonction f(t)

L{fn(t), s} = snF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0) = snF (s)−
n−1∑
k=0

skfn−k−1(0).

• L{
∫ t

0

f(u)du, s} = F (s)/s

• lim
s→+∞

L{f(t), s} = 0, lim
s→0+

sL{f(t), s} = f(0+) avec la condition f
admit une limite quand t tand vers 0

• Soit f localement sommable, nulle pour t < 0. Soit a ∈ R+. On a :

L{f(at), s} =
1

a
F (s/a), L{f(t− a), s} = (exp(−as))F (s)

1.4.1 Tableau récapitule certaines transformations de Laplace
de quelque fonctions et certaines propriétès des trans-
formées de Laplace
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Chapitre 2

Notion sur la dérivé fractionnaire

Dans ce chapitre nous nous intéressons au calcul intégral fractionnaire et dériva-
tion au sens de Riemann-Liouville et de Caputo.

2.1 L’intégrale de Riemann-Liouville

2.1.1 Intégrales d’ordre fractionnaire :

Soit f : [a, b[7−→ R une fonction continue ou intégrable et

I1
a+

: [a, b[−→ R

x 7−→ (I1
a+
f)(x) =

∫ x

a

f(t)dt,

et
I1
b− : [a, b[−→ R

x 7−→ (I1
b−f)(x) =

∫ b

x

f(t)dt.

Pour une primitive seconde on aura :

(I2
a+
f)(x) =

∫ x

a

(∫ t

a

f(s)ds

)
dt.

(I2
b−f)(x) =

∫ b

x

(∫ b

x

f(s)ds

)
dt.

D’après le théorèm de Fubini nous ramènons cett intégrale double à une intégrale
simple

(I2
a+
f)(x) =

∫ x

a

f(s)ds

∫ x

s

dt =

∫ x

a

(x− s)
1!

f(s)ds,

et

(I2
b−f)(x) =

∫ b

x

f(s)ds

∫ s

x

dt =

∫ b

x

(s− x)

1!
f(s)ds.

Par une itération on obtient

(Ina+f)(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt,
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2.1 L’intégrale de Riemann-Liouville

et

(Inb−f)(x) =
1

(n− 1)!

∫ b

x

(t− x)n−1f(t)dt.

Donc
(Ina+f)(x) =

1

Γ(n)

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt,

(Inb−f)(x) =
1

Γ(n)

∫ b

x

(t− x)n−1f(t)dt.

Définition 2.1. voir [6] Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville Iαa+f et
Iαb−f d’ordre α ∈ C (Re(α) > 0) sont définies par

(Iαa+f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

f(t)dt

(x− t)1−α (x > a;Re(α) > 0), (2.1)

(Iαb−f)(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

f(t)dt

(t− x)1−α (x < b;Re(α) > 0), (2.2)

respectivement.Ici Γ(α) est la fonction Gamma.Ces intégrales sont appelées inté-
grales fractionnaires de gauche et de droite.

Remarque 2.1. voir [6] Lorsque α = n ∈ N. les définitions (2.1) et (2.2) coïncident
avec les n ième intégrales de forme

(Ina+f)(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt (n ∈ N),

et

(Inb−f)(x) =
1

(n− 1)!

∫ b

x

(t− x)n−1f(t)dt (n ∈ N).

Exemple 2.1. Soit la fonction f(t) = (t− a)β−1, et Re(α), Re(β) > 0

1.

Iαa+ [(t− a)β−1](x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1(s− a)β−1ds

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1(s− a)β−1ds.

Posons s = x− r(x− a) alors on obtient

Iαa+ [(t− a)β−1](x) = − 1

Γ(α)

∫ 0

1

(x− a)αrα−1(x− a)β−1(1− r)β−1dr

=
(x− a)α+β−1

Γ(α)

∫ 1

0

rα−1(1− r)β−1dr

=
(x− a)α+β−1

Γ(α)
B(α, β)

=
Γ(β)

Γ(β + α)
(x− a)α+β−1.

Iαb− [(b− t)β−1](x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(s− x)α−1(b− s)β−1ds

=
1

Γ(α)

∫ b

x

(s− x)α−1(b− s)β−1ds.
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Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

Posons s = x+ r(b− x) alors on obtient

Iαb− [(b− t)β−1](x) = − 1

Γ(α)

∫ 0

1

(b− x)αrα−1(b− x)β−1(1− r)β−1dr

=
(b− x)α+β−1

Γ(α)

∫ 1

0

rα−1(1− r)β−1dr

=
(b− x)α+β−1

Γ(α)
B(α, β)

=
Γ(β)

Γ(β + α)
(b− x)α+β−1.

2.

Iαa+C =
C

Γ(1 + α)
(t− a)α,

et

Iαb−C =
C

Γ(1 + α)
(b− t)α.

Lemme 2.1. voir [8] Soit f ∈ Lp([a, b]),R, 1 ≤ p ≤ ∞ alors

1. ∃k > 0 tel que
‖Iαa+f‖Lp ≤ k‖f‖Lp
et

‖Iαb−f‖Lp ≤ k‖f‖Lp
aveck =

(b− s)α

Γ(α + 1)
α > 0.

2. Si 0 < α < 1 et 1 < p <
1

α
alors il existe k̃ > 0 tel que

‖Iαa+f‖Lq ≤ k̃‖f‖Lp
et
‖Iαb−f‖Lq ≤ k̃‖f‖Lp

∀f ∈ Lp([a, b],R), q =
p

1− αp
.

Proposition 2.1. voir[6] Soit y ∈ C([a, b]),R). Pour α, β > 0 on a

Iαa+I
β
a+
y = Iα+β

a+
y,

Iαb−I
β
b−
y = Iα+β

b−
y.

Démonstration.

(Iαa+I
β
a+
y)(x) = Iαa+(Iβa+y)(x)

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(Iβa+y)(t)dt

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1 1

Γ(β)

(∫ t

a

(t− s)β−1y(s)ds

)
dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

y(s)ds

∫ x

s

(x− t)α−1(t− s)β−1dt.
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2.2 La dérivée de Riemann-Liouville

eny effectuant le changement de variable t = s+ r(x− s)∫ x

s

(x− t)α−1(t− s)β−1dt =

∫ 1

0

(x− s)α−1(1− r)α−1(x− s)β−1rβ−1(x− s)dr

=

∫ 1

0

(x− s)α+β+1rβ(1− r)α−1dr

= (x− s)α+β+1

∫ 1

0

rβ(1− r)α−1dr

= (x− s)α+β+1B(α, β)

= (x− s)α+β+1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

D’où
(Iαa+I

β
a+
y)(x) =

1

Γ(α + β)

∫ x

a

(x− s)α+β+1y(s)ds = (Iα+β
a+

y)(x).

De même manière on montre que Iαb−I
α
b−y = Iα+β

b−
y.

2.2 La dérivée de Riemann-Liouville
Définition 2.2. voir [6] Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville Dα

a+
et

Dα
b− d’ordre α ∈ C (Re(α) ≥ 0) sont définies par

(Dα
a+
y)(x) =

(
d

dx

)n
(In−αa+

y)(x)

:=
1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

y(t)

(x− t)α−n+1
dt (n = [Re(α)] + 1; x > a)

(2.3)

et

(Dα
b−y)(x) =

(
−d
dx

)n
(In−αb−

y)(x)

:=
1

Γ(n− α)

(
−d
dx

)n ∫ b

x

y(t)

(t− x)α−n+1
dt (n = [Re(α)] + 1; x < b)

(2.4)

Remarque 2.2. En particulier
1. Pour α = n ∈ N0, alors

(D0
a+
y) = (D0

b−y) = y(x),

et {
(Dn

a+
y)(x) = y(n)

(Dn
b−y)(x) = (−1)ny(n)

(n ∈ N)

où y(n)(x) est la dérivée usuelle de y(x) d’ordre n.
2. Pour 0 < α < 1, alors

(Dα
a+
y)(x) =

1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

a

y(t)

(x− t)α
dt (0 < α < 1;x > a),

(Dα
b−y)(x) =

1

Γ(1− α)

−d
dx

∫ b

x

y(t)

(t− x)α
dt (0 < α < 1;x < b).
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Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

Lemme 2.2. Soit α > 0, et soit n ∈ N

dn

dxn
(x− a)n−α = (n− α)(n− α− 1)....(1− α)(x− α)−α.

Exemple 2.2. 1. Soit la fonction on définie par

f : [a, b] −→ R
x 7−→ f(x) = (x− a)β, β > 0

d’après la définition de Dα
a+
, on a

•

(Dα
a+
f)(x) =

(
d

dx

)n
(In−αa+

f)(x)

=
1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

f(t)

(x− t)α−n+1
dt,

On a (In−αa+
f)(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)α−n+1
dt.

Par le changement de variable t = x − r(x − a), on a dt = −(x − a)dr
alors

(In−αa+
f)(x) = −(x− a)n−α−1

Γ(n− α)

∫ 1

0

rn−α−1(1− r)β(x− a)β(x− a)dr

=
(x− a)n+β−α

Γ(n− α)

∫ 1

0

(1− r)βrn−α−1dr

=
(x− a)n+β−αB(β + 1, n− α)

Γ(n− α)

=
(x− a)n+β−αΓ(β + 1)Γ(n− α)

Γ(β + 1− α + n)Γ(n− α)

=
(x− a)n+β−αΓ(β + 1)

Γ(β + 1− α + n)
.

(
d

dx

)n
(In−αa+

f)(x) =
Γ(β + 1)(n+ β − α)(n+ β − α− 1)...(β − α + 1)

Γ(β + 1− α + n)
(x−a)β−α.

Γ(β − α + n) = (β − α)(β − α + 1)...(β − α + n− 1)Γ(β − α). (2.5)

on obtient(
d

dx

)n
(In−αa+

f)(x) =
Γ(β + 1)Γ(β − α + n)(n+ β − α)

(β − α)Γ(β − α)Γ(n+ β − α + 1)
(x− a)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α.

D’où
(Dα

a+
f)(x) =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α.

• De même manière on calculer

(Dα
a+
f)(x) =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α.
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2.

(Dα
a+
C) =

(
d

dx

)n
(In−αa+

C) =
1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

C

(x− t)α−n+1
dt

=
C

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

1

(x− t)α−n+1
dt

=
C

Γ(n− α)

(
d

dx

)n [−(x− t)n−α

n− α

]x
a

=
C

Γ(n− α)

(
d

dx

)n [
(x− a)n−α

n− α

]
=

C

Γ(n− α)

(
d

dx

)n
(x− a)n−α.

et d’après le lemme (2.2) et (2.5) on trouve

(Dα
a+
C) =

C(x− a)−α

Γ(1− α)
.

Lemme 2.3. voir [8] Soit α ∈ R+ et n ∈ N tel que n = [α] + 1 et f : [a, b] −→ R
un fonction donnée. Supposons que Dα

a+
f = 0. Alors

f(x) =
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α− n)
(x− a)k+α−n,

où les ck sont des constantes quelconques.

Démonstration. Comme (Dα
a+
f)(x) = 0, alors(

d

dx

)n
(In−αa+

f)(x) = 0 =⇒ (In−αa+
f)(x) =

n−1∑
k=0

ck(x− a)k,

Par composition avec Iαa+ on obtient

(Ina+f)(x) =
n−1∑
k=0

ckI
α
a+

(x− a)k

=
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α)
(x− a)k+α.

en remplaçant (In−αa+
f)(x) par son expression, on obtient

1

Γ(n)

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt =
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α)
(x− a)k+α,

puis par dérivation classique,on obtient

f(x) =
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α− n)
(x− a)k+α−n.
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Lemme 2.4. voir [6] Soit α = 0, et n = [α] + 1. Si y(x) ∈ ACn[a, b], alors les
dérivées fractionnaires Dα

a+
y et Dα

b−y existent presque partout sur [a, b] et peuvent
être représentées sous les formes

(Dα
a+
y) =

n−1∑
k=0

y(k)(a)

Γ(1 + k − α)
(x− a)k−α +

1

Γ(n− α)

∫ x

a

y(n)(t)

(t− x)α−n+1
dt,

et

(Dα
b−y) =

n−1∑
k=0

(−1)(k)y(k)(a)

Γ(1 + k − α)
(b− x)k−α +

(−1)n

Γ(n− α)

∫ x

a

y(n)(t)

(t− x)α−n+1
dt.

Corollaire 2.1. voir [6] Si 0 5 α < 1 (α 6= 0) et y(x) ∈ AC([a, b]), alors

(Dα
a+
y) =

1

Γ(1− α)

[
y(a)

(x− a)α
+

∫ x

a

y′(t)

(x− t)α
dt

]
,

et

(Dα
b−y) =

1

Γ(1− α)

[
y(b)

(b− x)α
−
∫ b

x

y′(t)

(t− x)α
dt

]
.

2.3 Composition des l’opérateurs au sens de Riemann-
Liouville

2.3.1 La composition de l’opérateur Dα
a+

avec l’opérateur Iαa+
au sens de Riemann-Liouville

Proposition 2.2. voir [8] Soit y : [a, b] −→ R une fonction intégrale. Alors

(Dα
a+
Iαa+y)(x) = (Dn

a+
In−αa+

Iαa+y)(x) = (Dn
a+
Ina+y)(x) = Id, n = [α] + 1.

Démonstration.

(Dα
a+
Iαa+y)(x) = Dα

a+
(Iαa+y)(x) =

1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(Iαa+y)(x)

(x− t)α−n+1
dt

=
1

Γ(n− α)

1

Γ(α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

1

(x− t)α−n+1

[
(y)(s)

(t− s)1−αds

]
dt

=
1

Γ(n− α)Γ(α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

y(s)ds

∫ x

a

(x− t)n−α−1(t− s)α−1dt.

On pose J =

∫ x

s

(x − t)n−α−1(t − s)α−1dt, et on utilise le changement de variable

t = x− r(x− s) qui donne dt = −(x− s)dr.Alors

J =

∫ x

s

(x− t)n−α−1(t− s)α−1dt

= −
∫ 1

0

rn−α−1(x− s)n−α−1(1− r)α−1(x− s)α−1(x− s)dr

= (x− s))n−1

∫ 1

0

rn−α−1(1− r)α−1dr

= (x− s))n−1B(n− α, α)

=
Γ(n− α)Γ(α)(x− s)n−α

Γ(n)
.
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2.3 Composition des l’opérateurs au sens de Riemann-Liouville

Donc

(Dα
a+
Iαa+y)(x) =

(
d

dx

)n
1

Γ(n)

∫ x

a

(x− s)n−1y(s)ds

= y(x) = (Dn
a+
Ina+y)(x).

Puisque In−αa+
Iαa+y = Ina+y, on obtient

(Dα
a+
Iαa+y)(x) = (Dα

a+
In−αa+

Iαa+y)(x) = (Dn
a+
Ina+y)(x) = Id.

2.3.2 La composition de l’opérateur Dα
a+

avec l’opérateur Dβ
a+

ou sens de Riemann-Liouville

Théorème 2.1. voir [8] Soient α1, α2 > 0, ϕ ∈ L1([a, b]),R), et y = Iα1+α2
a+

ϕ. Alors

Dα1
a+
Dα2
a+
y = Dα1+α2

a+
y = Dα2+α1

a+
y.

Démonstration. Soit n1, n2 ∈ N tel que n1 = [α1] + 1 et n2 = [α2] + 1.

Dα2
a+
y = Dα2

a+
Iα2+α1
a+

ϕ = Dn2−α2
a+

In2
a+
Iα1+α2
a+

ϕ.

D’après la proposition on trouve

Dα2
a+
y = Dn2

a+
In2+α1
a+

ϕ =⇒ Dα1
a+
Dα2
a+
y = Dα1

a+
Dn2
a+
In2+α1
a+

ϕ.

Alors

Dα1
a+
Dα2
a+
y = Dn1

a+
I
n1−α1
a+ Dn2

a+
In2+α1
a+

ϕ

= Dn1
a+
I
n1−α1
a+ Dn2

a+
In2
a+
Iα1
a+
ϕ

= Dn1
a+
I
n1−α1
a+ Iα1

a+
ϕ

= ϕ.

D’atre part on a Dα1+α2
a+

= Dm
a+
Im−(α1+α2)
a+

y, avec m = [α1 + α2] + 1. Alors

Dα1+α2
a+

y = Dm
a+
Im−(α1+α2)
a+

yIα1+α2
a+

ϕ

= Dm
a+
Ima+ϕ = ϕ.

Donc on obtient
Dα1
a+
Dα2
a+
y = Dα1+α2

a+
y = Dα2

a+
Dα1
a+
y.

Exemple 2.3. On considère la fonction f définie par

y : [a, b] −→ R
x 7−→ y(x) = 1

Calculons : D
1
2
0 y,D

1
2
0 D

1
2
0 y et D

1
2

+ 1
2

0 y

On a D
1
2
0 1 =

1√
π
x−

1
2 ceci nous donne

D
1
2
0 D

1
2
0 1 =

1

Γ(1
2
)

d

dx

1

π

∫ x

0

t−
1
2

(x− t) 1
2

dt

=
1

π

d

dx

∫ x

0

t−
1
2 (x− t)

1
2dt.
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Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

On sait que ∫ x

0

t−
1
2 (x− t)

1
2dt =

∫ 1

0

r−
1
2 (1− r)−

1
2dr

=

∫ 1

0

r−
1
2
−1(1− r)−

1
2
−1dr

= B(
1

2
,
1

2
).

Donc D
1
2
0 D

1
2
0 1 = 0 = D

1
2

+ 1
2

0 1.

Remarque 2.3. En général Dα1
a+
Dα2
a+
y 6= Dα1+α2

a+
y et Dα1

b−
Dα2
b−
y 6= Dα1+α2

b−
y.

Exemple 2.4. Soit la fonction y définie par

y : [a, b] −→ R

x 7−→ y(x) = x−
1
2

Calculons : D
1
2
0 y,D

1
2
0 D

1
2
0 y et D

1
2

+ 1
2

0 y.

De la mm̂e manière que l’exemple précédent,on trouve que (D
1
2
0 y) = 0, de plus on a

(D
1
2

+ 1
2

0 y)(x) = (D1)(x) =
d

dx
x−

1
2 = −1

2
x−

9
2 .

D’où (D
1
2
0 D

1
2
0 y)(x) = 0 6= −1

2
x−

9
2 .

2.3.3 La composition de l’opérateur Iαa+ avec l’opérateur Dα
a+

Proposition 2.3. voir [8] Si α > 0 et y(x) ∈ Lp(a, p) (1 5 p 5∞), alors les égalités
suivantes :

(Dα
a+
Iαa+y)(x) = y(x) et (Dα

b−I
α
b−y)(x) = y(x) (α > 0).

sont valables presque partout sur [a, b].

Proposition 2.4. voir [8] Si α > β > 0, alors, pour y(x) ∈ Lp(a, b) et (1 5 p 5∞),
les relation :

(Dβ
a+
Iαa+y)(x) = Iα−βa+

y(x) et (Dβ
b−
Iαb−y)(x) = Iα−βb−

y(x),

tiennent presque partout sur [a, b]. En particulier, lorsque β = k ∈ N et α > k, alors

(Dk
a+
Iαa+y)(x) = Iα−ka+

y(x) et (Dk
b−I

α
b−y)(x) = Iα−kb−

y(x).

Proposition 2.5. voir [8] Soit α = 0,m ∈ N et D =
d

dx
.

1. Si les dérivée fractionnaires (Dα
a+
y)(x) et (Dα+m

a+
y)(x) existent, alors

(Dm
a+
Dα
a+
y)(x) = (Dα+m

a+
y)(x).

2. Si les dérivée fractionnaires (Dα
b−y)(x) et (Dα+m

b−
y)(x) existent, alors

(Dm
b−D

α
b−y)(x) = (−1)m(Dα+m

b−
y)(x).
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2.4 Dérivées fractionnaires de Caputo

Pour présenter la propriété suivant, nous utilisons les espace de la fonction Iαa+(Lp)
et Iαb−(Lp) définie pour α > 0 et 1 5 p 5∞ par

Iαa+(Lp) =
{
y : y = Iαa+ϕ, ϕ ∈ Lp(a, b)

}
,

et
Iαb−(Lp) =

{
y : y = Iαb−ϕ, ϕ ∈ Lp(a, b)

}
.

Lemme 2.5. voir [8] Soit α > 0 et n = [α] + 1 et soit yn−α(x) = (In−αa+
y)(x)

l’intégrale fractionnaire (2.1) d’ordre n− α.
1. Si 1 5 p 5∞ et y(x) ∈ Iαa+(Lp) alors

(Iαa+D
α
a+
y)(x) = y(x),

2. Si y(x) ∈ L1(a, b) et y(x) ∈ ACn[a, b], alors l’égalité

(Iαa+D
α
a+
y)(x) = y(x)−

n∑
j=1

y
(n−j)
n−α (a)

Γ(α− j + 1)
(x− a)α−j.

tient presque partout sur [a, b].
En particulier, si 0 < α < 1, alors

(Iαa+D
α
a+
y)(x) = y(x)− y1−α(a)

Γ(α)
(x− a)α−1,

où y1−α(x) = (Iαa+y)(x), tandis que pour α = n ∈ N, légalité suivante est
vérifiée

(Ina+D
n
a+
y)(x) = y(x)−

n−1∑
k=0

y(k)(a)

k!
(x− a)k.

Lemme 2.6. Soit α > 0 et n = [α] + 1.
Soit également gn−α(x) = (In−αb−

g)(x). l’intégral fractionnaire (2.2)d’ordre n− α.
1. Si 1 5 p 5∞ et g(x) ∈ Iαb− ∈ (Lp), alors

(Iαb−D
α
b−g)(x) = g(x).

2. Si g(x) ∈ L1(a, b) et gn−α(x) ∈ ACn([a, b]), alors la formule

(Iαb−D
α
b−g)(x) = g(x)−

n∑
j=1

(−1)(n−j) g
(n−j)
n−α

Γ(α− j + 1)
(b− x)α−j.

tient presque partout sur [a, b].

2.4 Dérivées fractionnaires de Caputo
Définition 2.3. voir [6] La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche et àdroite
(CDα

b−y)(x) et (CDα
a+
y)(x) respectivement d’ordre α. avec α = 0 sur [a, b] sont définis

par

(CDα
a+
y)(x) =

(
Dα
a+

[
y(t)−

n−1∑
k=0

y(k)(a)

k!
(t− a)k

])
(x), (2.6)
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Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

et

(CDα
b−y)(x) =

(
Dα
b−

[
y(t)−

n−1∑
k=0

y(k)(b)

k!
(b− t)k

])
(x), (2.7)

où
n = [α] + 1 pour α /∈ N0;n = α pour α ∈ N0.

Proposition 2.6. voir [6] Soit α = 0 et n = [α] + 1 on a

(CDα
a+
y)(x) = (Dα

a+
y(t))(x)−

n−1∑
k=0

y(k)(a)

Γ(k − α + 1)
(x− a)k−α,

et

(CDα
b−y)(x) = (Dα

b−y(t))(x)−
n−1∑
k=0

y(k)(b)

Γ(k − α + 1)
(b− x)k−α.

Démonstration.

(CDα
a+
y)(x) =

(
Dα
a+

[
y(t)−

n−1∑
k=0

y(k)(a)

k!
(t− a)k

])
(x)

= Dα
a+
y(x)−

n−1∑
k=0

y(k)(a)

k!
Dα
a+

(t− a)k

= Dα
a+
y(x)−

n−1∑
k=0

y(k)(a)

k!

Γ(k + 1)

Γ(k − α + 1)
(x− a)k−α

= Dα
a+
y(x)−

n−1∑
k=0

y(k)(a)

Γ(k − α + 1)
(t− a)k−α.

Remarque 2.4. Cas particulières

1. Si α = n on a
(CDα

a+
y)(x) = (Dα

a+
y) = (Dny)(x).

2. Si 0 < α < 1 on a

(CDα
a+
y)(x) = (Dα

a+
y)(x)− y(a)

Γ(1− α)
(x− a)−α,

(CDα
b−y)(x) = (Dα

b−y)(x)− y(b)

Γ(1− α)
(b− x)−α.

Proposition 2.7. voir [6]
Soit α > 0

(CDα
a+
y)(x) = (Dα

a+
y)(x) = y(k)(a) = 0 ∀k,

(CDα
b−y)(x) = (Dα

b−y)(x) = y(k)(b) = 0 ∀k.

Théorème 2.2. voir [6] Soit α > 0, n = [α] + 1
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2.4 Dérivées fractionnaires de Caputo

— Si y ∈ ACn([a, b]), Alors

(CDα
a+
y)(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

y(n)(t)

(x− t)n−α+1
dt,

(CDα
b−y)(x) =

1

Γ(n− α)

∫ b

x

y(n)(t)

(t− x)n−α+1
dt.

Démonstration. On a

(CDα
a+
y)(x) =

1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n
{−(x− t)n−α

n− α

[
y(t)−

n−1∑
k=0

y(k)(a)

k!
(t− a)k

]
|xt=a

+

∫ x

a

(x− t)n−α

n− α
d

dt

[
y(t)−

n−1∑
k=0

y(k)(a)

k!
(t− a)k

]
dt}

=
1

Γ(n− α)

d

dx

n−1 ∫ x

a

(x− t)n−α−1

[
y′(t)−

n−1∑
k=0

y(k)(a)

k!
(t− a)k−1

]
dt

= ... =
1

Γ(n− α)

d

dx

∫ x

a

(x− t)n−α−1
[
y(n−α−1)(t)− y(n−α−1)(a)

]
dt.

En utilisant à nouveau l’argument ci-dessus,nous déduison que

(CDα
a+
y)(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1y(n)(t)dt.

Proposition 2.8. voir [8] Soit y ∈ ACn([a, b]),R), avec α un réel strictement positif
et [α] = n. On a CDα

a+
y = 0 alors

y(x) =
n−1∑
k=0

ck(x− a)k pour ck ∈ R.

Démonstration. On a CDα
a+
y = 0 ça implique que Dα

a+

[
y −

n−1∑
k=0

y(k)(a)

k!
(x− a)k

]
=

0, et alors

y(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k =

n−1∑
k=0

Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α− n)
(x− a)k+α−n.

D’où

y(x) =
n−1∑
k=0

ck(x− a)k, pour x ∈ [a, b],

avec ck = c̃
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α− n)
+
f (k)(a)

k!
, pour k = 1, ..., n− 1.

Exemple 2.5. 1. Soit la fonction y(t) = (t− a)β−1 et β > 0,
La dérivée fractionnaire de la fonction y(t) est

(CDα
a+

(t− a)β−1)(x) =
Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−1 (β > n),

(CDα
b−(b− t)β−1)(x) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(b− x)β−1 (β > n).
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Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

2. La dérivée fractionnaire de la fonction constant :

(CDα
a+
C)(x) = 0, C = const,

(CDα
b−C)(x) = 0, C = const.

2.5 Composition des l’opérateurs au sens de Caputo

2.5.1 La Composition des l’opérateurs CDα
a+

avec l’opérateur
Iαa+

Lemme 2.7. voir [6] Soit Re(α) > 0 et soit y(x) ∈ L∞[(a, b)] ou y(x) ∈ C[a, b].

1. Si Re(α) /∈ N ou α ∈ N, alors

(CDα
a+
Iαa+y)(x) = y(x),

et
(CDα

b−I
α
b−y)(x) = y(x).

2. Si Re(α) ∈ N et Im(α) 6= 0, alors

(CDα
a+
Iαa+y)(x) = y(x)−

(Iα+n−1
a+

y)(a)

Γ(n− α)
(x− a)n−α.

et

(CDα
b−I

α
b−y)(x) = y(x)−

(Iα+n−1
b−

y)(b)

Γ(n− α)
(b− x)n−α.

2.5.2 La composition de l’opérateur CDα
a+

avec l’opérateur
CDβ

a+

Lemme 2.8. voir [8] Soit α, β ∈ [0, 1] avec α + β ≤ 1 et y ∈ C1([a, b]),R) alors :

CDα
a+

CDβ
a+
y =C Dα+β

a+
y =C Dβ

a+
CDα

a+
y.

Démonstration. On a

(CDα
a+

CDβ
a+

)y = CDα
a+

(CDβ
a+

)y =C Dα
a+

(I1−β
a+

y′)

= Dα
a+

(I1−β
a+

y′) = DI1−α
a+

(I1−β
a+

)y′

= (DI1−β
a+

I1−α
a+

)y′ = DI1−β
a+

(I1−α
a+

y′)

= DI1−β
a+

(CD1−α
a+

y) =C Dβ
a+

CDα
a+
y

= Dα
a+

(I1−β
a+

y′) = Dα
a+
Iαa+(I1−α−β

a+
y′),

= I1−α−β
a+

y′ =C Dα+β
a+

y.

Donc on obtient

(CDα
a+

CDβ
a+
y)(x) = CDα+β

a+
y = (CDβ

a+
CDα

a+
y)(x).
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2.6 Comparaison entre la dérivée de Caputo et de Riemann-Liouville

2.5.3 La composition de l’opérateur Iαa+ avec l’opérateur CDα
a+

Théorème 2.3. voir [8] Soit α > 0 avec [α] = n ∈ N et y ∈ ACn([a, b]),R). Alors

(Iαa+
CDα

a+
y)(x) = y(x)−

n−1∑
k=0

y(k)(a)

k!
(x− a)k.

Démonstration. Soit y ∈ ACn([a, b]),R), don

y(x) =
n−1∑
k=0

y(k)(a)

k!
(x− a)k + (Ina+y

(n))(x), (2.8)

et
CDα

a+
y = (In−αa+

y(n)) −→ Iαa+
CDα

a+
y = Iαa+I

n−α
a+

y(n),

Donc on obtient Iαa+
CDα

a+
y = Ina+y

(n). Finalement d’après (2.8) on a

(Iαa+
CDα

a+
y)(x) = y(x)−

n−1∑
k=0

y(k)(a)

k!
(x− a)k.

2.6 Comparaison entre la dérivée de Caputo et de
Riemann-Liouville

Lemme 2.9. voir[7] Soit y(x) est une fonction tel que les deux opérateurs (Dα
a+
y)(x)

avec C(Dα
a+
y)(x) et (Dα

b−y)(x) avec C(Dα
b−y)(x) existent, avec n−1 < α < n, n ∈ N,

alors
(Dα

a+
y)(x) 6= (CDα

a+
y)(x),

et
(Dα

b−y)(x) 6= (CDα
b−y)(x).

Proposition 2.9. voir[7] Soit n− 1 < α < n, alors :

limDα
a+
y(t) = lim

α→n
CDα

a+
y(t) = y(n)(t),

et
limDα

b−y(t) = lim
α→n

CDα
b−y(t) = y(n)(t),

Remarque 2.5. (Commutativité) Soit la fonction y(t) telle que y(s)(a) = 0, s =
0, 1, 2, ...,m, alors les deux dérivée fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo
sont commutatives avec la dérivée d’ordre m, m ∈ N

Dm
a+
Dα
a+
y(t) = Dα+m

a+
y(t) = Dα

a+
Dm
a+
y(t),

et
CDα

a+
Dm
a+
y(t) =C Dα+m

a+
y(t) = Dm

a+
CDα

a+
y(t).

Proposition 2.10. voir[7] Soit y(t) une fonction telle que y(s)(a) = 0, s = 0, 1, 2, ..., n−
1, alors la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et de Caputo coïncident,i.e :

cDα
a+
y(t) = Dα

a+
y(t).
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Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

2.7 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires
Théorème 2.4. [2] L’Opérateur de dérivée fractionnaire est un Opérateur linéaire

Dα(λf(x) + µg(x)) = λDαf(x) + µDαg(x), x > 0.

Démonstration. Par exemple, pour l’opérateur de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre α, (b− 1 ≤ α < n)

Dα
a+

(λf(x) + µg(x)) =
1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

0

(x− t)n−α−1(λf(t) + µg(t))dt

=
λ

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

0

(x− t)n−α−1f(t)dt

+
µ

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

0

(x− t)n−α−1g(t)dt

= λ0D
α
a+
f(x) + µ0D

α
a+
g(x),

Corollaire 2.2. (Règle de Leibniz) voir[7] Soit t > a, a ∈ R, n− 1 < a < n ∈ N.
Si y1(x), y2(x) et tous ses dérivées continues sur [a, t], alors

CDα
a+

(y1(t)y2(t)) =
∞∑
k=0

(
α
k

)
(Dα

a+
y1(t))y

(k)
2 (t)−

n−1∑
k=0

(t− a)k−α

Γ(k + 1− α)
((y1(t)y2(t))k(a)).

Démonstration. On applique consécutivement la relation

CDα
a+
y(t) = Dα

a+
y(t)−

n−1∑
k=0

(t− a)k−α

Γ(k + 1− α)
y(k)(a),

et la règle de Leibniz pour la dŕivée de Riemann-Liouville

CDα
a+

(y1(t)y2(t)) =
∞∑
k=0

(
α
k

)
(Dα−k

a+
y1(t))y

(k)
2 (t),

Après, la règle de Leibniz pour la dŕivée de Caputo est obtenue :

CDα
a+

(y1(t)y2(t)) = Dα
a+

(y1(t)y2(t))−
n−1∑
k=0

(t− a)k−α

Γ(k + 1− α)
((y1(t)y2(t))(k)(a)),

=
∞∑
k=0

(
α
k

)
(Dα−k

a+
y1(t))y

(k)
2 (t)−

n−1∑
k=0

(t− a)k−α

Γ(k + 1− α)
((y1(t)y2(t))(k)(a)).

2.8 La transformée de Laplace de l’équation diffé-
rentielles d’ordre fractionnaire

Dans se section, nous calculons la formule de transformé de Laplace de la dérivée
fractionnaire .
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2.8 La transformée de Laplace de l’équation différentielles d’ordre
fractionnaire

2.8.1 La transformé de Laplace de la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville

Proposition 2.11. [2] La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville d’ordre α > 0 est définie par

L{Dα
a+
f(x), s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sk[Dα−k−1
a+

f(x)]x=0 (n− 1 ≤ α < n).

Démonstration. Nous allons commencer par la transformée de Laplace de l’intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α > 0. On peut écrire la définition sous
forme Le produit de convolution de deux fonctions g(x) = xα−1 et f(x)

(Iαa+f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt =
1

Γ(α)
xα−1 ∗ f(x),

La transformée de Laplace de la fonction xα−1 est

G(s) = L{xα−1, s} = Γ(α)sα,

On obtient la transformé de Laplace de l’intégrale fractionnelle de Riemann Liouville

L{Dα
a+
f(x), s} = sαF (s),

On peut écrire la transformée de Laplace de la dŕivée fractionnaire de Riemann
Liouville comme suit

Dα
a+
f(x) = g(n)(x)

g(x) = In−αa+
f(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

0

(x− t)n−α+1y(t)dt (n− 1 ≤ p < n),

Nous utilisons la transformée de Laplace pour la dérivée d’ordre entier

L{Dα
a+
f(x), s} = sαG(s)−

n−1∑
k=0

skgn−k−1(0) .

La transformé de Laplace de la fonction g(x) est

G(s) = sn−αF (s)

En outre, de la définition du la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, on a

gn−k−1(x) =

(
d

dt

)n−k−1

In−αf(x) = Dα−k−1
a+

f(x),

Au final, nous obtenons la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville d’ordre α > 0

L{Dα
a+
f(x), s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sk[Dα−k−1
a+

f(x)]x=0 (n− 1 ≤ α < n).
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Chapitre 2. Notion sur la dérivé fractionnaire

2.8.2 La transformée de Laplace de la dérivée de Caputo

Proposition 2.12. [2] La formule de la transformée de Laplace de la dŕivée frac-
tionnaire de Caputo est définie par

L{CDα
a+
f(x), s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0), (n− 1 < α ≤ n).

Démonstration. On peut écrire la définition de la dérivée de Caputo comme suit

CDα
a+
f(x) = In−αa+

g(x), g(x) = f (n)(x), (n− 1 < α ≤ n).

En utilisant la formule de la transformée de Laplace de l’intégration de Riemann-
Liouville, nous donnons

L{CDα
a+
f(x), s} = sn−αG(s)

Nous utilisons la transformée de Laplace de la dérivé d’ordre entier comme suit

G(s) = snF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0) = snF (s)−
n−1∑
k=0

skf (n−k−1)(0),

D’où, la formule de la transformée de Laplace de la dérivé fractionnaire de Caputo
est

L{CDα
a+
f(x), s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0).
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Chapitre 3

Les équations Différentielles
Fractionnaires Linéaires et non
Linéaires

Dans ce chapitre, nous étudions l’équation différentielle fractionnaire linéaire et
non linéaires et l’existence et l’unicité de la solution .

3.1 Rappels : Équation intégrales linéaires
Définition 3.1. voir [3] On appelle équation intégrale une équation qui contient la
fonction inconnue sous le signe d’intégration. Telle est, par exemple, l’équation

ϕ(s) =

∫ b

a

k(s, t)ϕ(t)dt+ f(s), (3.1)

où f et k sont des fonction continues et ϕ est la fonction inconnue.
Les variables s et t parcourent ici un segment donné [a, b].

La particularité caractéristique de l’équation (3.1) réside dans sa linéarité : elle
est linéaire par rapport à la fonction inconnue ϕ.
De nombreux problèmes conduisent à des équation intègrales non linéaires, par exemple,
à des équations de la forme

ϕ(s) =

∫ b

a

k(s, t) g(ϕ(t), t)dt,

L’équation (3.1) s’appelle équation de Fredholm de deuxième espèce∫ b

a

k(s, t)ϕ(t)dt+ f(s) = 0 (3.2)

la fonction inconnue ϕ seulement sous le signe d’intégration s’appelle équation de
Fredholm de première espèce.
Equation de Volterra de première espèce∫ s

a

k(s, t)ϕ(t)dt = f(s) (3.3)

Equation de Volterra de deuxième espèce

ϕ(s) =

∫ s

a

k(s, t)ϕ(t)dt+ f(s) (3.4)
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Il est clair que l’équation de Volterra peut être considérée comme une équation
de Fredholm où la fonction k vérifie la condition

k(s, t) = 0 t > s.

Théorème 3.1 (voir [3]). Si f ∈ L2([a, b]) et K est une fonction mesurable et
bornée. Alors l’équation (3.4) de Volterra de deuxième espèce admet une solution
unique.

3.2 Equation fractionnaire linéaire d’ordre inférieur
1.

Nous commençons par cet exemple

Exemple 3.1. Résolvons
D

1
2
a+y(x) + ay(x) = 0, (x > 0),

[
D
− 1

2
a+ y(x)

]
x=0

= C

avec a une constante. Comme la deuxième partie égal 0 alors, la première partie
partie admis une transormée de Laplace.
En prenant la transformée Laplace des deux côtés de l’équation, nous obtenons :

L{D
1
2
a+y(x) + ay(x)} = 0,

Ce qui implique que

s+ 1
2Y (s)−D

1
2
−1

a+ Y (0) + aY (s) = 0

Alors
s

1
2Y (s) + aY (s) = C,

[
D
− 1

2
a+ y(x)

]
x=0

= C,

Nous obtenons
Y (s) =

C

s
1
2

+a

Nous concluons que

f(x) = L−1

{
C

s
1
2 + a

}
= Cx

−1
2 E 1

2
, 1
2
(−ax

1
2 )

Théorème 3.2. Soit f ∈ L1(0, T ), α ∈ (0, 1) et b est une constante, alors l’équation{
Dα
a+
y(x) = f(x)

[Dα−1
a+

y(x)]x=0 = b,
(3.5)

admet une solution unique y ∈ L1(0, T ).
Si deplus y ∈ AC[0, T ] le probème suivant{

cDα
a+
y(x) = f(x)

y(0) = b,
(3.6)

admet une solution.

28



3.3 Equation fractionnaire linéaire d’ordre supèrieur 1

Démonstration. Nous résolvons le problème en utilise la transformation de Laplace

SαY (s)−
[
D−1+α
a+

y(t)
]
t=0

= F (s), (3.7)

où Y (s) et F (s) désignent la transformation de Laplace de y(t) et f(t). on a utiliser
la condition initiale

Y (s) = s−α(F (s) + b) (3.8)

Et comme on a L−1{tα−1, t} = Γ(α)s−α, on utilise la transformation de Laplace
inverse

y(x) =
1

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1f(t)dt+
b

Γ(α)
xα−1. (3.9)

pour la deuxème équation il suffit d’aprendre l’intégral Iα0 nous obtenons le ré-
sultat.

3.3 Equation fractionnaire linéaire d’ordre supèrieur
1

Nous commonçons par des Exemples

Exemple 3.2. Soit l’équation suivants

Dα
a+

(Dβ
a+
y(x)) +Dq

a+
y(x) = h(x) (3.10)

0 < α < 1, 0 < β < 1, 0 < q < 1, α + β = Q > q (3.11)

La transformée de Laplace de l’équation (3.10) donnée par(
sα+β + sq

)
Y (s) = H(s) + sαb2 + b1,

b1 =
[
Dα−1
a+

(Dβ
a+
y(x))

]
x=0

+
[
Dq−1
a+

y(x)
]
x=0

et
b2 =

[
Dβ−1
a+

(Dβ
a+
y(x))

]
On écrit Y (s) à la forme

Y (s) =
s−qH(s)

sα+β−q+1
+ b2

sα−qH(s)

sα+β−q+1
+ b1

s−qH(s)

sα+β−q+1
.

Après la transformée inverse Laplace, nous trouvons la solution du problème (3.10)
comme suit

y(x) = b2x
β−1Eα+β−q,β(−xα+β−q) + b1x

α+β−qEα+β−q,β(−xα+β−q)

+

∫ x

0

(x− t)α+β−1Eα+β−q,α+β

(
−(x− t)α+β−q)h(t)dt.

Exemple 3.3. Considérons le problème de valeur initiale suivant pour l’équation
différntielle fractionnaire non homogène dans des conditions initiales non nulles{

Dα
0 y(x) + λy(x) = h(x), (x > 0)[
Dα−k

0 y(x)
]
x=0

= bk, k = 1, 2..., n
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Avec n − 1 < α < n et bk, k = 1, 2..., n des constantes réelles . En prenant la
transformée Laplace des deux côtés de l’équation que nous avons

L{Dα
0 y(x) + λy(x)} = L{h(x)},

Par la linéarité de la transformée nous obtenons

sαY (s) + λY (s) = H(s) +
n∑
k=1

bks
k−1,

et comme

Y (s) =
H(s)

sα − λ
+

n∑
k=1

bk
sk−1

sα − λ
,

d’où

y(x) =
n∑
k=1

bkx
α−kEα,α−k+1(λxα) +

∫ x

0

(x− t)α−1Eα,α(λ(x− t)α)h(t)dt.

3.3.1 Equation Différentielle Fractionnaire Linéaire de forme
général

Considérons le problème (voir [2]) de valeur initiale suivant

Dσn
0 y(x) +

n−1∑
j=1

pj(t)D
σn−j
0 y(t) + pn(x)y(x) = f(x), (0 < x < T <∞) (3.12)

[Dσk−1
0 y(x)]x=0 = bk, k = 1, 2, ..., n, (3.13)

où 

Dσk
0 ≡ Dαk

0 D
αk−1

0 , .., Dα1
0

D
σk−1

0 ≡ D
αk−1

0 , ..., Dα1
0

σk =
k∑
j=1

αj, (k = 1, 2, ..., n)

0 < αj ≤ 1, (j = 1, 2, ..., n)

Et f ∈ L1(0, T ), et on suppose que f(t) ≡ 0 pour t > T .
Comme première étape, considérons le cas de pk(x) ≡ 0, (k = 1, ..., n).

Théorème 3.3. [2] Si f ∈ L1(0, T ), alors l’équation

Dσn
0 y(x) = f(x), (3.14)

admet une solution unique y ∈ L1(0, T ), qui vérifie les condition initiales (3.13)

Démonstration. Nous résolvons le problème en utilise la transformation de La place

SσnY (s)−
n−1∑
k=0

sσn−σn−k
[
Dσn−k−1y(t)

]
t=0

= F (s), (3.15)

où Y et F désignent la transformation de Laplace de y et f . On utilise la condition
initiale nous obtenons

Y (s) = s−σnF (s) +
n−1∑
k=0

bn−ks
−σn−k−1 (3.16)
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3.3 Equation fractionnaire linéaire d’ordre supèrieur 1

Par la transformation de Laplace inverse on a

y(x) =
1

Γ(σn)

∫ x

0

(x− t)σn−1f(t)dt+
n−1∑
k=0

bn−k
Γ(σn−k)

xσn−k−1. (3.17)

on pose i = n− k

y(x) =
1

Γ(σn)

∫ x

0

(x− t)σn−1f(t)dt+
n∑
i=1

bi
Γ(σi)

xσi−1 (3.18)

Nous utilisons les propriétés de la différentiabilit’e de Riemann-Liouville de la fonc-
tion de puissance et en tenant compte de cela

1

Γ(−m)
= 0, m = 0, 1, 2, ...,

On a

Dσk
0

(
xσi−σk−1

Γ(σi − σk)

)
=


xσi−σk−1

Γ(σi − σk)
, (k < i)

0, (k ≥ i)

(3.19)

Dσk−1
0

(
tσi−1

Γ(σi)

)
=



xσi−σk

Γ(1 + σi − σk)
, (k < i)

1, (k = i)

0, (k > i)

(3.20)

Il résulte de (3.18) que y appartient L1(0, T ).
En utilisant (3.19) et (3.20), par substitution directe de la fonction y définie par
l’expression (3.18) dans l’équation (3.6) et les conditions initiales (3.13) montre que
y les satisfait, et donc, l’existence de la solution est prouvée.
Reste à montrer l’unicité de la solution, pour cela posons z(x) = y1(x) − y2(x) où
y1 et y2 sont deux solutions dans L1(0, T ) du problème (3.6) Et donc z sera solution
du problème suivant {

Dσn
a+
z(x) = 0

[Dσn−1
a+

z(x)]x=0 = 0

En appliquant la transformé de Laplace dans les deux membres de la première
équation de (3.20), on obtient

z(s) = L{z(x), s} = 0,

et donc z = 0 pour presque tout x ∈ (0, T ), ce qui prouve que la solution y est
l’unique solution dans L1(0, T ) du problème (3.6).

Maintenant, nous pouvons prouver l’existence et l’unicité de la solution du
problème (3.14)-(3.13).

Théorème 3.4 ([2]). Si f ∈ L1(0, T ), et pj(t)(j = 1, ..., n) sont des fonctions
continues dans l’intervalle fermé [0, T ], alors le problème du valeur initiale (3.12)-
(3.13). admet une solution unique y ∈ L1(0, T ).
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Preuve. On suppose que le probème (3.12)-(3.13) admet une solution, et on pose :

Dσn
0 y(x) = ϕ(x). (3.21)

En utilisant le théorème (3.3), on a

y(x) =
1

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1ϕ(t)dt+
n∑
i=1

bi
Γ(αi)

xα−1 (3.22)

Nous substituons (3.22) à l’équation (3.12)

Dσn
0 y(x) +

n−1∑
k=1

pn−k(t)D
σk
a+
y(x) + pn(t)y(x) = f(x), (3.23)

et en utilisant (3.19), on obtient l’équation intégrale de Volterra du second type pour
la fonction ϕ(x)

ϕ(x) +

∫ x

0

K(x, t)ϕ(t)dx = g(x), (3.24)

où

k(x, t) = pn(x)
(x− t)σn−1

Γ(σn)
+

n−1∑
k=1

pn−k(x)
(x− t)σn−σk−1

Γ(σn − σk)

g(x) = f(x)− pn(x)
n∑
i=1

bi
xσi−1

Γ(σi)
−

n−1∑
k=1

pn−k(x)
n∑

i=k+1

bi
xσi−σk−1

Γ(σi − σk)
.

Puisque la fonction pj(t)(j = 1, ..., n) est continue sur [0, T ], alors le noyau peut
être écrit à la forme d’un noyau faiblement singulière

k(x, t) =
k∗(x, t)

(x− t)1−µ , (3.25)

où K∗(x, t) est continue pour 0 ≤ x ≤ T , 0 ≤ t ≤ T , et

µ = min{σn, σn − σn−1, σn − σn−2, ..., σn − σ1} = min{σn, αn}.

De même, g(t) peut être écrit à la forme

g(x) =
g∗(x)

x1−ν , (3.26)

où g∗(x) est continue sur [0, T ] et

ν = min{σ1, ..., σn;σ2 − σ1, ..., σn − σ1 σ3 − σ2, σn − σ2, ..., σn − σn−1}
= min{σ1, ..., σn;α2, ..., αn} = min{α1, α2, ..., αn}

Évidemment 0 < µ ≤ 1, 0 < ν ≤ 1. On sait que l’équation (3.24) avec le noyau
faiblement singulier (3.25) et le coté droit g(x) ∈ L1(0, T ) admet une solution unique
ϕ ∈ L1(0, T ).
alors, d’après le théorème (??), la solution unique y(x) ∈ L1(0, T ) du problème
(3.21),(??) qui est en même temps la solution du problème (??)-(??), peut être dé-
terminée à l’aide de la formule (3.22). Ceci termine la preuve du théorème (3.4).

l.

Théorème 3.5. [2] Si f et pj (j = 1, ..., n) sont des fonction continues dans le
système fermé sur l’intervalle [0, T ], alors le problème de la valeur initiale(3.12)-
(3.13), où m − 1 ≤ σn < m, σn−1 > σn−2 > ...σ2 > σ1 > 0, admet une unique
solution y, qui est continue en [0, T ].
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3.4 Équation différentielle fractionnaire non linèaire
Dans cette section, nous discuterons l’existence et l’unicité d’une solution du

problm̀e à valeur initiale de l’équation différentielle fractionnaire non linèaire ;
Considŕons le problème à valeur initiale suivant

Dσn
0 y(x) = f(x, y), (3.27)[

D
σk−1

0 y(x)
]
x=0

= bk, k = 1, ..., n, (3.28)

Où, comme dans la section précédente

Dσk
0 ≡ Dαk

0 D
αk−1

0 ...Dα1
0

D
σk−1

0 ≡ D
αk−11
0 .....Dα1

0

σk =
k∑
j=1

αj, (k = 1, 2, ..., n)

0 < αj ≤ 1, (j = 1, 2, ..., n)

Nous supposons que f est définie dans un domaine G ∈ R2, et nous définissons la
région R(h,K) ⊂ G, l’ensemble des points (x, y) ∈ G, qui vérifient les inégalités
suivantes

0 < x < h,

∣∣∣∣∣x1−σ1y(x)−
n∑
i=1

bi
xσi−σ1

Γ(σi)

∣∣∣∣∣ ≤ K, (3.29)

où h et K sont des constantes.

Théorème 3.6. Soit f(x, y) une fonction continue à valeurs réelles, définie dans le
domaine G, vérifie dans G la condition de Lipschitz par rapport à y

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ A|y1 − y2|,

De plus
|f(x, y)| ≤M <∞ pour tout (x, y) ∈ G

Et
K ≥ M hσn−σ1+1

Γ(1 + σn)

Alors il existe dans la région R(h,K) une unique solution continue y du problème
(3.27)-(3.28)

Preuve. La méthode de la preuve de ce théorème est basée sur l’idée de M. A. Al-
Bassam.voir [11] et[10].
Tout d’abord, nous réduisons le problème (3.27) à une équation intégrale fraction-
naire équivalente. En utilisant la formule(3.18), nous obtenons

y(x) =
n∑
i=1

bi
Γ(σi)

xσi−1 +
1

Γ(σn)

∫ x

0

(x− t)σn−1f(t, y(t))dt (3.30)

On voit que si y(t) vérifie (3.27), alors elle vérifie aussi l’équation (3.30). D’autre
part, si y(t) est une solution de (3.30), alors en appliquant à(3.19) l’opérateur déri-
vée fractionnaire séquentiel Dσn

a+
et en obtient pour y(t)l’équation différentielle frac-

tionnaire (3.27). L’utilisation de (3.20) montre que si y(t) vérifie donc la condi-
tion(3.28) par conséquente l’équation (3.30) est équivalente au problèm de la valeur
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initiale(3.27)
Définissons maintenant la suite des fonctions y0(t), y1(t), ..., par les relations sui-
vantes

y0(x) =
n∑
i=1

bi
Γ(σi)

xσi−1 (3.31)

ym(x) =
n∑
i=1

bi
Γ(σi)

xσi−1 +
1

Γ(σn)

∫ x

0

(x−t)σn−1f(t, ym−1(t))dt, m = 1, 2, 3... (3.32)

Nous allons montrer que la limm→∞ym(x) existe et donner la solution souhaitée y(x)
de l’équation(3.30).
Premièrment, on peut montrer par induction que pour 0 < x ≤ h, on a ym(x) ∈
R(h,K) pour tout m. En effet∣∣∣∣∣x1−σ1ym(x)−

n∑
i=1

bi
xσi−σ1

Γ(σi)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣x1−σ1

Γ(σi)

∫ x

0

(x− t)σn−1f(t, ym−1(x))dt

∣∣∣∣
≤ Mxσn−σ1+1

Γ(1 + σn)

≤ Mhσn−σ1+1

Γ(1 + σn)

≤ K,

(3.33)

et pour la même raison on a la même inégalité pour y1(t)∣∣∣∣∣x1−σ1y1(x)−
n∑
i=1

bi
xσi−σ1

Γ(σi)

∣∣∣∣∣ ≤ Mhσn−σ1+1

Γ(1 + σn)
≤ K, (3.34)

De plus, on peut aussi montrer par récurrence que, pour tout m

|ym(x)− ym−1(x)| ≤ MAm−1xmσn

Γ(1 +mσn)
, (3.35)

En effet, en utilisant (3.33), on a pour m = 1

|y1(x)− y0(x)| ≤ Mxσn

Γ(1 + σn)
(0 < x ≤ h), (3.36)

Supposons que

|ym−1(x)− ym−2(x)| ≤ MAm−2x(m−1)σn

Γ(1 + (m− 1)σn)
(0 < x ≤ h), (3.37)

Alors, en utilisant (3.32) et (3.37), et on utilise la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville de la fonction de puissance, on aura

|ym(x)− ym−1(x)| ≤ A

Γ(σn)

∫ x

0

(x− t)σn|ym−1(t)− ym−2(t)|dt

≤ MAm−1

Γ(1 + (m− 1)σn)

1

Γ(σn)

∫ x

0

(x− t)σn−1t(m−1)σndt

≤ MAm−1

Γ(1 + (m− 1)σn)
D−σn0 x(m−1)σn

≤ MAm−1

Γ(1 + (m− 1)σn)

Γ(1 + (m− 1)σn)x(m−1)σn+σn

Γ(1 + (m− 1)σn + σn)

=
MAm−1xmσn

Γ(1 +mσn)
.

(3.38)
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3.4 Équation différentielle fractionnaire non linèaire

Et donc (3.35) a lieu pour tout m
Considérons maintenant la série

y(x)∗ = lim
m→∞

(ym(x)− y0(x)) =
∞∑
j=1

(yj(x)− yj−1(x)) . (3.39)

Selon l’estimation (3.35), pour 0 < t < h, la valeur absolue de ses termes est
inférieure aux termes correspondants de la série numérique convergente.

M
∞∑
j=1

MAj−1hjσn

Γ(1 + jσn)
=
M

A
(Eσn,1(Ahσn)− 1) , (3.40)

où Eλ,µ(z) est la fonction de Mittag-Leffler, cela signifie que la série (3.39) converge
uniformément. Évidemment, chaque terme (yj(x)− yj−1(x)) de la série (3.39) est
une fonction continue de x pour 0 ≤ x ≤ h. Par conséquent, la somme de la série
(3.39), y?(x) est une fonction continue pour 0 ≤ x ≤ h et

y(x) = lim
m→∞

ym(x) = y0(x) + y ∗ (x)

est continue pour 0 < t ≤ h.
La convergence uniforme de la suite ym(x) nous permet de faire tendre m −→ ∞,
dans la relation (3.32). Ce qui donne l’équation (3.30), montrant que y(x), la limite
de Théorème de l’existence et de l’unicité Comme méthode de solution fonction du
processus défini par (3.31) et (3.32) est solution de (3.30). Finalement, prouvons
l’unicité de la solution. Supposons donc que ỹ(x) est une autre solution de l’équation
(3.30), qui est continue sur l’intervalle 0 < x ≤ h. Alors, il suit de (3.30) que la
fonction z(x) = y(x)− ỹ(x) vérifie l’équation.

z(x) =
1

Γ(σn)

∫ x

0

(x− t)σn−1f(t, z(t))dt, (3.41)

De plus, cette fonction est continue pour 0 ≤ x ≤ h. Par conséquent, |z(x)| < B
pour 0 ≤ x ≤ h, où B est une constante. Nous l’obtenons

|z(x)| ≤ ABxσn

Γ(1 + σn)
, (0 ≤ x ≤ h). (3.42)

En répétant ces estimations j fois, on aura

|z(x)| ≤ AjBxjσn

Γ(σn)
, j = 1, 2, ... (3.43)

Dans le membre de droite, on récupère (à une constante près) le terme général de la
série associée à la fonction de Mittag-Leffler Eσn,1(Axσn), et donc pour tout x

lim
j→∞

Ajxjσn

Γ(σn)
= 0

Prenant la limite de j → ∞,dans (3.43), on conclut que z(t) ≡ 0 et ỹ(x) ≡ y(x)
pour 0 < x ≤ h. Ce qui achève la preuve du théorème (3.6). l.
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